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В 1789 ГОДУ БЫЛ ОПУБЛИКОВАН
«Трактат о химии» великого фран-

цузского химика Антуана Лорана Лавуа-
зье. Фактически это был первый научный
учебник химии. В нем была приведена
«таблица субстанций, принадлежащих всем
царствам природы, которые могут счи-
таться простейшими составными частями
тел». Позднее эти «субстанции» были на-
званы химическими элементами – самыми
маленькими носителями определенных хи-
мических свойств.
В таблице Лавуазье их было 33. Кроме

водорода, углерода, азота, кислорода и
известных тогда 17 металлов и неметаллов
в список попали и такие субстанции, как
теплород, свет и некоторые окислы. Но
около 30 субстанций – это и были химичес-
кие элементы.
Через 80 лет, в созданной Д.И.Менделе-

евым таблице (системе) было уже 62 эле-
мента, включая и уран, самый тяжелый из
известных тогда элементов, занявший 62-е
место. Самое главное в менделеевской си-
стеме – это периодичность химических
свойств. Числа 8 и 18, как характеристики
этой периодичности, оказались верными,
они и сейчас присутствуют в таблице эле-
ментов. В современном варианте таблицы
элементы расположены в 18 группах и
подгруппах.
В числе 62 элементов таблицы были и

некоторые неоткрытые в природе. Менде-
леев назвал их по имени расположенных
в предыдущих периодах элементов той же
группы с приставкой «эка». Наиболее
интересным был элемент №43, назван-
ный Менделеевым экамарганец. Его дол-
го искали в природе, но так и не могли
найти долгие годы. Только сто лет спустя,

Трансурановые элементы
Л.БЕЛОПУХОВ

в середине прошлого века ничтожные
следы этого элемента были обнаружены в
некоторых урановых рудах. Оказалось,
что этот элемент рождается в реакциях
самопроизвольного деления ядер урана
(явлении, открытом в 1939 году советски-
ми физиками Г.Флёровым и К.Петржа-
ком).
Но еще в 1937 году 43-й элемент был

синтезирован в результате бомбардировки
атомов предыдущего элемента №42, мо-
либдена, ядрами изотопа водорода – дей-
терия. Эти ядра разгонялись до больших
скоростей на циклотроне в радиационной
лаборатории Калифорнийского универси-
тета в Беркли. Большая кинетическая энер-
гия ядер дейтерия позволяла преодолеть
испытываемое ими электрическое оттал-
кивание от ядер молибдена.
Пожалуй, именно это событие можно

считать началом эры искусственного со-
здания элементов, отсутствующих в зем-
ной коре (или присутствующих в совер-
шенно ничтожных количествах). Элемент
и получил имя «искусственник», что на
латыни звучит технециум, а в российской

Антуан Лоран Лавуазье
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традиции – технеций. Сегодня он не явля-
ется каким-либо экзотическим веществом.
Этот искусственно созданный элемент на-
шел широкое применение в медицине как
«меченый атом». Один из изотопов техне-
ция особенно удобен для целей медицинс-
кой диагностики и лечения новообразова-
ний. Его маленький период полураспада
(6 часов) означает, что он не накапливает-
ся в организме. А небольшая энергия гам-
ма-частиц, сопровождающих его бета-рас-
пад, обеспечивает «мягкое» воздействие
на ткани организма.
Понятно, что такое вещество нужно син-

тезировать только в самом лечебном уч-
реждении – при перевозке от него ничего
не останется В больницу доставляют ра-
диоактивный изотоп молибдена, который
превращается в технеций, легко извлекае-
мый химическим путем. Больничная уста-
новка называется «генератор технеция». В
нее помещается изотоп молибдена. А очень
высокая цена такого метода диагностики и
лечения связана с производством этого
изотопа молибдена на специальных ядер-
ных реакторах.

Начало трансурановой эры
В 30-е годы прошлого столетия после

создания Д.Иваненко и В.Гейзенбергом
протонно-нейтронной модели атомного
ядра началось стремительное развитие
ядерной физики. В Италии в это время
работал талантливый экспериментатор (и
теоретик) Энрико Ферми. Он понимал,
что самыми удобными «снарядами» для
«стрельбы» по атомным ядрам являются
именно нейтроны, поскольку они не имеют
электрического заряда и могут очень близ-
ко подходить к атомным ядрам – настоль-
ко близко, что начинают действовать мощ-
ные ядерные силы притяжения нейтрона к
ядру. И поскольку при проникновении
нейтрона в ядро в нем нарушается тот
баланс чисел протонов и нейтронов, при
котором ядро было устойчивым, в нем
происходят процессы, приводящие к уве-
личению на единицу числа протонов. А это
означает увеличение положительного за-
ряда ядра и, в соответствии с законом
сохранения электрического заряда, появ-
ление электрона с большой кинетической
энергией, позволяющей ему стремительно
удаляться от ядра. Рождается изотоп хи-
мического элемента, имеющий номер на
единицу больше, чем имеет элемент, ато-
мы которого подверглись бомбардировке
нейтронами.
В этом и заключается сущность отрица-

тельного бета-распада. Ферми первым со-
здал основы теории этого превращения
атомных ядер. Она оказалась настолько
сложной, что и сейчас еще не имеет окон-
чательного завершения. Теория предска-
зывала, что вероятности бета-распадов у
разных элементов могут отличаться во
много раз. В отдельных случаях при по-
глощении нейтрона вылетает не электрон,
а его античастица, которая получила на-
звание «позитрон». При этом новое ядро
(«дочернее») будет иметь электрический
заряд на единицу меньше исходного ядра
и в периодической системе будет занимать
предыдущее место. Такое превращение
называется положительным бета-распадом.
И при отрицательном, и при положи-

тельном бета-распадах образующиеся

Дмитрий Иванович Менделеев
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изотопы дочерних ядер неустойчивы, т.е.
являются радиоактивными (искусственно
созданными, а не природными радиоак-
тивными элементами конца периодичес-
кой системы). Они и получили название
«меченых атомов», поскольку их путь в
веществе можно проследить с помощью
регистраторов частиц, которые обычно
называются счетчиками. Меченые атомы
нашли широкое применение в различных
технических исследованиях, а главное – в
биологии и медицине. Изотоп первого ис-
кусственного элемента – пример меченого
атома.
Энрико Ферми в Италии, Ирен и Фреде-

рик Жолио-Кюри во Франции в 1932–37
годах подвергали нейтронному облучению
чуть ли не все элементы периодической
системы. Были открыты десятки новых
изотопов. Нейтроны при этом получались
в радио-бериллиевых источниках, где про-
исходила ядерная реакция

11 4 14 1
4 2 6 0Be C n.

Получающиеся нейтроны имеют большую
кинетическую энергию (в соответствии с
законами сохранения энергии и импульса)
и их скорости столь велики, что большая
часть вылетает за пределы реакционной
зоны, не успев присоединиться к какому-
либо ядру мишени.
Ферми был первым, кто понял, что эти

нейтроны целесообразно замедлить, и осу-
ществил это, поставив на пути нейтронов
замедлитель – вещество, которое будет не
поглощать нейтроны, а в упругих соударе-
ниях замедлять их. Атомные ядра этого
вещества должны быть достаточно легки-
ми для того, чтобы отнимать у нейтронов
кинетическую энергию. В начале периоди-
ческой системы таких элементов всего толь-
ко два – водород (точнее, его изотоп
дейтерий) и углерод. Ферми использовал
парафин – вещество, содержащее много
углерода и водорода. И сейчас в большин-
стве ядерных реакторов в качестве замед-
лителя нейтронов используется углерод (в
виде химически чистого графита) или «тя-
желая» вода, в которой обычный водород
заменен дейтерием.

В 1935 году Ирен и Фредерик Жолио-
Кюри стали нобелевскими лауреатами по
химии «за синтез новых радиоактивных
элементов», а в 1938 году Энрико Ферми
получил Нобелевскую премию по физике
«за открытие искусственной радиоактив-
ности, вызванной бомбардировкой мед-
ленными нейтронами».
В 1934 году группа Ферми облучала

нейтронами уран (элемент №92). По ана-
логии со всеми предыдущими опытами
Ферми считал, что в результате был син-
тезирован 93-й элемент. Вполне логично
Ферми назвал его трансурановым элемен-
том. Об этом он заявил в своей Нобелевс-
кой лекции в декабре 1938 года. Но увы!
Это было ошибкой.
На вручение Нобелевской премии Фер-

ми приехал в Стокгольм со всей семьей –
с женой, двумя детьми и их няней и после
нобелевских торжеств не вернулся в Ита-
лию, а уехал в Нью-Йорк. И Ферми не
успел узнать, что в эти самые дни, когда он
готовился к невозвращению на родину
(где во всю господствовал фашистский
режим), в Германии радиохимики Отто
Ган и Фриц Штрассман, повторив опыты
Ферми, доказали, что принятый им за

Энрико Ферми
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трансурановый элемент №93 на самом
деле представлял собой хорошо известный
барий, родившийся совсем в другом про-
цессе – делении ядра изотопа урана 235U
при попадании в него нейтрона. Работав-
шая в контакте с этими учеными выдающа-
яся физик-теоретик Лизе Мейтнер и ее
коллега Отто Фриш создали теорию этого
процесса. Весной 1939 года была опубли-
кована их статья.
Нильс Бор был одним из первых, кто

обратил внимание на возможность цепного
(лавинного) процесса деления этого изото-
па урана. В каждом акте деления под
действием нейтрона обязательно кроме
продуктов деления («половинок» ядра
урана) должно рождаться несколько ней-
тронов, которые в свою очередь будут
вызывать деление других урановых ядер.
Реакция приобретает цепной (лавинный)
характер. И за короткое время процесс
деления может охватить все ядра урана.
В природе этого не происходит прежде

всего потому, что изотопа 235U в природ-
ном уране мало (0,72%), а рождающиеся
нейтроны – быстрые. Они вылетают за
пределы реакционной зоны, не успев выз-
вать развитие цепной реакции. Кроме того,
в природной горной породе, содержащей
уран, другие атомы будут активно погло-
щать нейтроны. И группа физиков-ядер-
щиков, сосредоточившаяся в США, при-
шла к выводу о возможности создания
искусственных условий для развития цеп-
ной реакции. Из расчетов
стало ясно, что это может
стать источником огром-
ной энергии (в расчете на
килограмм в десять мил-
лионов раз больше, чем
выделяется при горении
или обычном взрыве).
Поскольку деление ура-

на было открыто немец-
кими физиками, в стране,
грозящей войной всему
миру, нужно было опере-
дить Германию в работах
по созданию страшного
оружия. Прежде всего

физики договорились не публиковать в
научных журналах материалы по ядерной
физике, а сами же работы не прекращать
и, наоборот, всемерно усиливать. Особен-
но ускорились работы после получения в
1940 году грантов от правительства США
(в результате знаменитого письма А.Эйн-
штейна президенту Ф.Рузвельту) и ус-
пешной тайной закупки США у Бельгии
большого количества урановой руды (в то
время уран добывали только в Чехослова-
кии и в африканской бельгийской коло-
нии). Нептуний и плутоний
В 1940 году в США уже широким фрон-

том шло изучение реакции деления изото-
пов урана. Развернулись и работы по
получению трансурановых элементов, но
не с помощью нейтронов, как это делалось
за несколько лет до этого в Италии, Фран-
ции и Германии, а на ускорителе в Беркли.
Радиационная лаборатория Калифорний-
ского университета стала ведущей науч-
ной организацией, занимавшейся «про-
блемой урана», и была такой до создания
сверхсекретной лаборатории в Лос-Ала-
мосе, где были сосредоточены работы по
конструированию бомбы. А работами по
урану стал руководить Эрнест Орландо
Лоуренс, получивший в 1939 году Нобе-
левскую премию по физике «за изобрете-
ние и совершенствование циклотрона». В
1936 году Лоуренс возглавил Берклиевс-

Национальная лаборатория в Беркли
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кую лабораторию и оставался на этом
посту до конца жизни (до 1958 г.). В
августе 1958 года лаборатория стала но-
сить имя Лоуренса, сокращенно ее называ-
ют LBL, и получила статус Национальной
лаборатории США.
В Берклиевской национальной лабора-

тории имени Э.Лоуренса сосредоточены
прорывные работы по физике, астроно-
мии, химии и биологии, так или иначе
связанные с атомной и ядерной физикой.
Среди сотрудников лаборатории (по дан-
ным на 2022 год) 16 нобелевских лауреа-
тов. Девиз лаборатории – «Привнесение
научных решений в мир».
В создании атомной бомбы на первый

план быстро вышли работы по получению
сверхчистого изотопа урана-235, способ-
ного к эффективной реакции деления и
получению второго делящегося элемента –
трансуранового, как назвал его Лоуренс.
На ускорителе разгонялись дейтроны, а
мишенью были ядра изотопа урана-238. В
ядерной реакции

238 2 238 1
92 1 93 0U H Np 2 n

получается ядро атома нового элемента с
числом протонов 93. Имя «нептуний» ему

было дано Э.Лоуренсом некоторое время
спустя. Изотоп этого трансуранового эле-
мент испытывает бета-распад с коротким
временем жизни (периодом полураспада)
около 3 суток. Он превращается в изотоп
следующего, 94-го элемента в реакции
радиоактивного превращения

238 238 0
93 94 1Np Pu .

Трансурановый элемент №94 и представ-
лял главный интерес для создания атом-
ной бомбы. Лоуренс впоследствии назвал
его плутонием, завершая «планетный» ряд
названий. Он, правда, не мог знать, что
вскоре астрономы лишат Плутон звания
планеты и переведут в группу планет-
карликов.
Быстро выяснилось, что 3 из 20 изотопов

плутония обладают свойствами при попа-
дании нейтрона испытывать деление с
выделением большого количества энер-
гии. Один из них, плутоний-239, оказался
самым подходящим для использования в
бомбе. Его сейчас называют «оружейным
плутонием». Этот изотоп получается не в
ускорителях, а в цикле ядерных реакций

238 1 239
92 0 92U Un , 239 239 0

92 93 1U Np ,

239 239 0
93 94 1Np Pu .

Большое количество медленных нейтро-
нов, необходимых для первой реакции
этого цикла, можно получить за счет реак-
ции деления урана-235.
Получением плутония стал заниматься

Э.Ферми. Под его руководством в Метал-
лургической лаборатории в Чикаго был
сооружен первый в мире графитовый ядер-
ный реактор. Работы по его созданию
развернулись в декабре 1941 года, а уже
через год реактор был запущен и стал
вырабатывать первые ощутимые граммы
плутония. А еще через три года в СССР
физики вновь проделали весь этот путь –
от получения первых атомов трансурано-
вых элементов нептуния и плутония до
промышленных реакторов, ставших фаб-
риками оружейного плутония и мирными
атомными электростанциями.

Эрнест Орландо Лоуренс
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Работы по синтезу других трансурано-

вых элементов 70 лет назад развернулись
в нескольких научных центрах. В США
это была, конечно, Берклиевская нацио-
нальная лаборатория. Позднее неподале-
ку, в городе Ливерморе, возникла еще
одна национальная лаборатория, созданая
для работ по термоядерной реакции синте-
за – вначале для создания водородной
бомбы. Но в ней тоже занимались синте-
зом трансурановых элементов. И сегодня
в этой лаборатории продолжаются эти
работы, а также идет работа по созданию
управляемого термоядерного синтеза как
источника энергии. Разогрев плазмы до
высокой температуры начала термоядер-
ной реакции (20 миллионов градусов) здесь
осуществляется с помощью концентрации
многих лазерных излучений на плазмен-
ном шарике. Недавно в печати появилось
сообщение о том, что концентрация лучей
192 мощных лазеров нагрела плазму до
нужной температуры и реакция началась.
Два крупных научных центра по синтезу

трансурановых элементов появились 70
лет назад в Европе. Один центр – Инсти-
тут тяжелых ионов – возник в Германии,
в земле Гессен в пригороде Дармштадта.
Сейчас он называется Центром по изуче-
нию тяжелых ионов имени Гельмгольца. В
этом названии отражена главная особен-
ность этого центра – использование для
синтеза линейных ускорителей тяжелых
ионов (тяжелых по сравнению с протона-
ми, дейтронами и альфа-частицами). Дру-
гой центр – в Советском Союзе в подмос-
ковном городе Дубне (о нем будет расска-
зано дальше). Еще один центр возник в
далекой Японии. Он называется просто:
Институт физико-химических исследова-
ний. В США к двум национальным лабо-
раториям присоединилась и еще одна, в
штате Теннесси в городе Ок-Ридж.
Все эти центры до недавнего времени

плодотворно сотрудничали, соревнуясь в
своих открытиях и споря иной раз по
поводу приоритета и присвоения названий
открываемым трансурановым элементам.
Утверждение открытия элемента, внесение

его в периодическую систему и окончатель-
ное присвоение названия производится
Международным союзом теоретической и
прикладной химии (IUPAC). Эта автори-
тетная международная организация была
создана в 1919 году, она состоит из 20
отделов, один из которых (отдел неоргани-
ческой химии) занимается, в частности,
трансурановыми элементами. Утверждение
рекомендаций этого отдела происходит на
конгрессах IUPAC раз в 4 года. Последний
раз это было в 2016 году, с тех пор новые
элементы официально еще не открыты.
Открытие трансурановых элементов мож-

но разделить на три этапа. С 1940 по 1974
год это происходило практически только в
Берклиевской национальной лаборатории.
Было синтезировано 14 трансуранов – с
№93 по №106. Всеми этими работами руко-
водил Гленн Теодор Сиборг, выдающийся
американский физик и химик. Всю жизнь
он был верен Берклиевской лаборатории и
Калифорнийскому университету, где стал
его президентом. В годы создания атомной
бомбы он возглавлял плутониевую часть
проекта в Чикагской металлургической
лаборатории, где работал Ферми. В 1961
году Сиборг был назначен председателем

Гленн Теодор Сиборг
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Комиссии по атомной энергии США. Вме-
сте с сотрудниками Берклиевской лабора-
тории Сиборг идентифицировал более 100
изотопов четырнадцати трансурановых эле-
ментов, разработав тончайшие методы изу-
чения свойств этих изотопов. Он стал нобе-
левским лауреатом по химии 1951 года
(вместе с Эдвином Макмилланом). И по-
этому заслуженно элементу №106 было
присвоено имя сиборгий (впервые при жиз-
ни ученого-открывателя).
Получение новых элементов начиналось

с атомов плутония, бомбардируемых аль-
фа-частицами, разогнанными в циклотро-
нах. Так был получен элемент №95 (аме-
риций). Его бомбардировка альфа-части-
цами дала следующий элемент – №96
(кюрий). Затем были синтезированы бер-
клий (№97) и калифорний (№98). Эти 4
элемента нашли широкое применение и в
научных исследованиях, и в самых раз-
личных областях (от военного дела до
медицины). Сегодня их получают в реак-
циях с нейтронами на специально соору-
женных для этой цели ядерных реакторах.
При длительной работе реакторов потоки
нейтронов постепенно, один за другим
превращают плутоний в америций, амери-
ций – в кюрий, кюрий – в берклий, берк-
лий – в калифорний. Главная трудность и
огромный объем работ связаны с извлече-
нием новых элементов из их смеси с про-
дуктами деления урана в отработанном
ядерном топливе реактора. Понятно, что
себестоимость новых изотопов очень высо-
кая. Так, например, один грамм калифор-
ния стоит 60 миллионов долларов. Это –
самый дорогой металл в мире. Для сравне-
ния – грамм золота (в зависимости от
конъюнктуры) имеет цену 40–50 долла-
ров.
Следующие элементы, №99 (эйнштей-

ний), №100 (фермий), №101 (менделе-
вий), №102 (нобелий) и №103 (лоурен-
сий), характерны тем, что у них нет дол-
гоживущих изотопов. Максимальные пе-
риоды полураспада не превышают несколь-
ких часов, а большинство изотопов имеют
миллисекундные периоды полураспада.
Это сильно затруднило изучение химичес-
ких свойств изотопов и их спектров. По

этим причинам их главное применение –
это использование для синтеза последую-
щих трансурановых элементов. Интерес-
но, что эйнштейний и фермий были обна-
ружены впервые в осадках после испыта-
ния первого американского устройства
прообраза водородной бомбы в 1952 году
на атолле Эниветок в Тихом океане. И
только через 10 лет ничтожное количество
эйнштейния было получено на синхротро-
не в Беркли.
Вторая группа трансурановых элемен-

тов, от №104 (резерфордий) до № 112
(коперниций), характерна тем, что они
были синтезированы не на американском
континенте, а в Европе – в Институте
тяжелых ионов в Дармштадте и в Объеди-
ненном институте ядерных исследований в
подмосковной Дубне. Идея получения всех
этих элементов родилась в Дубненском
институте (Г.Н.Флёров и Ю.Ц.Оганесян).
Это – столкновение ядер элементов конца
периодической системы с ядрами середи-
ны периодической системы, а именно вис-
мута и хрома, свинца и железа, свинца и
никеля. При этом важно, чтобы ядро одно-
го из этих атомов было особенно крепким,
имело большую энергию связи нуклонов,
что следовало из теоретической оболочеч-
ной модели атомных ядер. Но для разгона

Георгий Николаевич Флёров
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одного из ядер до нужной энергии при
этом необходимы были мощные ускорите-
ли. Они и были построены в этих двух
центрах, в Дармштадте – линейный, в
Дубне – циклический. Идентификация
новых ядер стала еще более трудной. Вре-
мя их жизни было столь коротким, что
идентификация, например получение ха-
рактеристических рентгеновских спектров,
не поспевала за их радиоактивным распа-
дом. Нужно было разрабатывать специ-
альные методы исследования для каждого
элемента.
Третий этап синтеза трансуранов, с №113

(нихоний) по №118 (оганесон) – это при-
оритетность Дубненского института (с
участием для двух элементов ученых из
Ливерморской национальной лаборатории
США). Развивая оболочечную теорию
ядер, Ю.Ц.Оганесян рассчитал, что наи-
более подходящими ядрами для бомбарди-
ровок должны быть ядра изотопа кальция.
Так и оказалось. И многие теоретические
предсказания свойств новых элементов
были подтверждены, например – плот-
ность дармштадтия. Она оказалась самой
большой плотностью для всех элементов,
как и было предсказано, равной

334,8 г см .
Особый интерес представляло получе-

ние 118-го элемента, оганесона, названно-
го так в честь его создателя, академика
Юрия Цолаковича Оганесяна. Вниматель-
ный читатель, возможно, обратил внима-

ние на необычное для всех других трансу-
рановых элементов окончание он у этого
элемента. Дело в том, что у атома оганесо-
на наружная, седьмая электронная обо-
лочка имеет 8 электронов. Подобные на-
ружные электронные оболочки имеют хи-
мически инертные атомы («благородные
газы»). Все они (кроме гелия) имеют
окончание он. Самый тяжелый благород-
ный газ на Земле – это радон. Эти атомы
мало подвержены соединению с другими
атомами – они химически нейтральны.
Они даже не могут объединиться в соб-
ственную молекулу, как это делают водо-
род, кислород и азот. Теория однако пред-
сказывала, что температура сжижения этого
нового вещества будет примерно 350 К, а
температура отвердевания еще ниже. При
комнатной температуре вещество из огане-
сона теоретически должно быть не благо-
родным газом, а «благородным» твердым
телом, оганесоновым льдом. Правда, в
2007 году было синтезировано всего три
(!) атома оганесона и проверить эти пред-
сказания было невозможно. Но прошло
много лет, научились получать уже замет-
ные доли грамма этого элемента (бомбар-
дировкой заряженными частицами мише-
ни из калифорния), и теоретические пред-
сказания сбываются.
Может возникнуть вопрос: почему так

трудно идентифицировать новые элемен-
ты и определять их физические и химичес-
кие свойства? Казалось бы, что после

открытия элемента и
убежденности в его суще-
ствовании нужно перехо-
дить к его массовому про-
изводству с использова-
нием калифорниевой ми-
шени (другие трансура-
новые изотопы не подхо-
дят из-за малого времени
жизни). Но вспомните
цену калифорния! Мише-
ни из калифорння делают
только лишь в двух мес-
тах – в США и в России.
Дубненский институт име-
ет калифорниевую ми-
шень, он ее бережет дляЮрий Цолакович Оганесян
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получения новых, еще не открытых эле-
ментов.
В двух следующих абзацах обсуждаются

вопросы о порядке заполнения электрон-
ных атомных оболочек. Это особенно ин-
тересно тем, кто любит химию.
Открытие 118-го элемента подвело неко-

торый итог заполнению периодической
системы новыми элементами. Еще Лоу-
ренс в 1947 году назвал элементы после
актиния (№89) актиноидами, по аналогии
с лантаноидами (элементами с №57 по
№72). У 14 лантаноидов при неизменной
наружной оболочке из двух 5s-электронов
постепенно заполняется электронами внут-
ренняя подоболочка 4f. У актиноидов при
неизменной наружной оболочке из двух
7s-электронов четырнадцатью электрона-
ми заполняется внутренняя подоболочка
5f. Последний элемент, у которого она
заполнена, это 102-й элемент – нобелий.
Лоуренс предсказал, что у 103-го элемента
останется неизменной наружная оболочка,
состоящая из двух электронов, а начнет
заполняться внутренняя оболочка 6d. Так
и оказалось – это было подтверждено ис-
следованием химических свойств 103-го
элемента. Не потому ли его и назвали
лоуренсием?
В d-подоболочке может быть не больше

10 электронов, и 10 элементов, начиная с
лоуренсия, сейчас принято называть
сверхактиноидами (это слово тоже приду-
мал Лоуренс). Последний из них – 112-й
элемент, коперниций. Поэтому очень важ-
но было знать, как поведет себя 113-й
атомный электрон. Оказалось, что ему
выгоднее стать в состояние 7р наружной
седьмой оболочки, чем в состояния внут-
ренних оболочек 5g или 6f. Изучение хими-
ческих свойства 113-го элемента (нихо-
ния), проведенное в Дубне, надежно пока-
зало это. Полностью заполненной 7р-подо-
болочка стала у оганесона, 118-го элемента.
Сегодня сверхактиноидами называют

элементы с №103 по №118. А что же
дальше? Последующие элементы продол-
жатель дела Лоуренса Гленн Сиборг на-
звал суперактиноидами. Дальнейшие син-
тезы покажут характер заполнения элект-
ронных оболочек у них. Но кроме этого

физиков волнует вопрос о теоретических
предсказаниях особой устойчивости неко-
торых суперактиноидов, которые были
названы «островом стабильности».
Но вот уже 7 лет нет сведений о синтезе

новых элементов. У кандидатов на места
№119 и №120, об открытии которых
промелькнули сообщения, слишком ко-
роткое время жизни, чтобы можно было
сделать надежные выводы. В Дубне ждут
полного ввода в строй нового мощного
ускорителя – ионного коллайдера. Ана-
логичные проблемы существуют и в дру-
гих мировых центрах синтеза трансура-
новых элементов.
А нужно ли продолжать работы по синте-

зу трансуранов? Может быть, следует пре-
кратить эти сверхдорогие исследования и
ограничиться 118-ю элементами периоди-
ческой системы? Есть несколько ответов на
такой вопрос. Прежде всего, исследования
эти развивают всю ядерную физику. Сегод-
ня создается кварко-глюонная модель атом-
ного ядра. Она должна прийти на смену
оболочечной модели, на которой были ос-
нованы все сделанные синтезы. В ближай-
шие годы научное сообщество физиков-
ядерщиков ждет открытия новых элемен-
тов, у которых найдутся долгоживущие
изотопы. Тогда станет ясно, находятся ли
на верном пути теоретики-ядерщики.
Но не слишком ли велика плата за новый

вариант теории ядра? Ведь все экспери-
менты ядерной физики очень дорого обхо-
дятся. Строительство гигантских ускори-
телей, трансурановые синтезы, проблема
захоронения радиоактивных отходов – это
многомиллиардные затраты. Однако на-
прашивается аналогия с освоением ближ-
него космоса и астрофизическими иссле-
дованиями Вселенной. Это ведь тоже сто-
ит очень дорого. Но остановить развитие
работ как в космических исследованиях,
так и в ядерной физике невозможно. Кро-
ме вопросов национально-государственно-
го престижа, это необходимо для удовлет-
ворения жажды узнать новое о том мире,
в котором мы живем. Развитие прогресса
с самого начала возникновения человече-
ства определялось не только материальны-
ми потребностями. Жажда познания (или,
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как иногда более грубо говорится, любо-
пытство), наверное, самая главная духов-
ная потребность человечества.
Не менее важно, по-видимому, и практи-

ческое значение получения новых элемен-
тов. Считается, что заметное уменьшение
смертности от онкологических заболева-
ний связано именно с использованием для
ранней диагностики и лечения искусствен-
ных, созданных на ускорителях и в реак-
торах элементов – технеция, калифорния
и др. Вполне возможно, что изотопы из
«острова стабильности» тоже проявят себя
в этом применении.
Впрочем, есть и другие области, где

трансурановые элементы оказались неза-
менимыми. Интересно, что без трансура-
новых элементов, как источников энергии,
многие космические исследования были
бы невозможны, например – посылка кос-
мических аппаратов к Луне или проекты
отклонения крупных астероидов от воз-
можного удара по Земле.О названиях элементов
Что касается «старой» периодической

системы, с ее 92 элементами, то созданная
в 1919 году международная организация
IUPAC первым делом навела порядок в их
названиях, вернее в окончаниях этих на-
званий. Было решено (в старом варианте
периодической системы) названия элемен-
тов с первой по шестую группу заканчи-
вать окончанием um, седьмой группы (га-
логенов) – окончанием in, восьмой группы
(химически нейтральных, «благородных»
элементов) – окончанием on (кроме гелия,
который произносится как helium).
В бурные послереволюционные годы

российские химики не успели (или не
захотели) освоить эти правила, и нашему
времени достался полный хаос в этом
вопросе. Из 92 элементов периодической
системы 48 заканчиваются у нас на ий, что,
вообще говоря, соответствует духу славян-
ских языков. У 10 элементов сохранились
их исторически укоренившиеся в русском
языке имена, естественно, не предусмот-
ренные их открывателями (кремний, же-
лезо, медь, мышьяк, серебро, олово, сурь-
ма, золото, ртуть, свинец). Правда, в

химических формулах эти элементы про-
износятся, как и полагается – в латинском
международном звучании с окончанием
um (силициум, феррум, купрум, арсени-
кум, аргентум, станнум, стибиум, аурум,
хидраргирум, плюмбум). Пять благород-
ных газов произносятся так, как и во всем
мире, и заканчиваются на on. Что же
касается оставшихся 29 элементов, то тут –
полный разнобой. Шесть элементов, име-
ющих и славянские и неславянские кор-
ни, – водород, углерод, азот, кислород,
фосфор, сера – в формулах произносятся
просто по первой букве их латинского
(международного) названия. Самое изве-
стное вещество с таким произношением –
это 2H O . И еще у 23 элементов много
разных вариантов – все галогены, титан,
хром, марганец, кобальт, никель и т.д. до
платины и урана.
Когда был синтезирован 43-й элемент,

он получил международное имя технеци-
ум. Но, естественно, в нашей стране он
получил имя с традиционным окончанием
большинства элементов – технеций. То же
самое произошло и со всеми трансурано-
выми элементами. Все они у нас оканчива-
ются на ий, а «там» – на ум. Единственное
исключение – 118-й элемент. Как и пола-
гается благородному химическому элемен-
ту, он всюду произносится одинаково –
оганесон.
Как обстоит дело с присвоением назва-

ний новым трансурановым элементам?
Отдел Международного союза теоретичес-
кой и прикладной химии, который занима-
ется трансурановыми элементами, работа-
ет над утверждением нового элемента с
внесением его в периодическую систему и
присвоением ему названия. Этот отдел
готовит предложения для утверждения их
конгрессом Международного союза.
Дело в том, что синтезированный эле-

мент принято сразу же называть условным
именем – по принципу, введенному еще
Д.И.Менделеевым. Так, 118-й элемент
вначале имел названия экарадон. В 2015
году было признано его открытие коллек-
тивом Дубенского института и он был
внесен в периодическую систему элемен-
тов под предварительным именем унунок-
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тий. А через год он получил окончатель-
ное имя оганесон (oganesson в междуна-
родном написании).
Для первых трансурановых элементов

трудностей в утверждении приоритета и
присвоении названий не возникало. Была
только одна научная организация, где со-
вершался синтез новых элементов, Берк-
лиевская национальная лаборатория, и
один научный руководитель, Э.Лоуренс.
Названия элементов с №93 по №100 (от
нептуния по фермия) не вызывали ника-
ких дискуссий. Все началось потом, когда
в работу по синтезу включились немецкая
и советская группы. Появился даже тер-
мин «трансфермиевские войны». Эти «вой-
ны» на самом деле были доброжелатель-
ными дискуссиями, не мешавшими про-
должению совместной работы по обсужде-
нию результатов и поиску истины.
Два элемента получили «планетные»

названия, а десять элементов после ура-
на – по географическому названию страны
или региона, где были проведены работы
(даже если они и не завершились в этой
стране). Это – америций, берклий, кали-
форний, дубний, дармштадтий, хассий
(Дармштадский научный центр находится
в немецкой земле Гессен), нихоний (древ-
нее название Японии), московий (в честь
Московской области, в которой находится
город Дубна), ливерморий и теннессий (в
честь штата, где находится Ок-Риджский
научный центр). А 102-й элемент получил
название нобелий по предложению шведс-
ких ученых, много сделавших для его
синтеза. Остальные названия даны в честь
ученых – физиков и химиков. Это – кю-
рий, эйнштейний, фермий, менделевий,
лоуренсий, резерфордий, сиборгий, бо-
рий, мейтнерий, рентгений, коперниций,
флеровий и оганесон.
Неожиданное название 112-го элемен-

та – коперниций – было присвоено по
просьбе ученых Дармштадского института
тяжелых ионов, которые синтезировали
его, а 110-й элемент уже получил имя
дармштадтий. И в 537-ю годовщину со дня
рождения Коперника, 19 февраля 2010
года, немецкие ученые обратились в IUPAC
с соответствующей просьбой.

Мейтнерий получил свое название в честь
Лизе Мейтнер, которая в 1939 году первой
разобралась в реакции деления ядра урана
и создала теорию этого явления в рамках
капельной модели ядра. С этого и начался
«атомный век» цивилизации.
Утвержденная приоритетность госу-

дарств в открытии трансуранов такова:
США – 10 элементов, Россия (СССР) – 7
элементов, Германия – 5 элементов, совме-
стный приоритет у России и США у 3
элементов. И еще один элемент имеет
совместный приоритет России и Германии.Физика в городе на Волге
В заключение – немного о нашем россий-

ском центре, дубненском Объединенном
институте ядерных исследований (ОИЯИ),
где было синтезировано большинство
трансурановых элементов, открытых в этом
столетии.
Дубненский институт был создан одно-

временно с выступлением И.В.Курчатова
в английском центре ядерных исследова-
ний, тогда занимавшимся, главным обра-
зом, созданием ядерного оружия – водо-
родных бомб. Это выступление 25 апреля
1956 года само было бомбой. В разгар
первой холодной войны главный ядер-
щик нашей страны подробно рассказал,
какие работы ведутся в СССР по термо-
ядерной реакции синтеза гелия из изото-
пов водорода. В Англии и США эти

Объединенный институт ядерных исследова-ний в Дубне
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работы считались тогда сверхсекретны-
ми.
А за месяц до этого в Москве представи-

тели 11 стран подписали Соглашение о
создании ОИЯИ с целью «объединения
их научного и ядерного потенциала для
изучения фундаментальных свойств ма-
терии». Этот институт возник на базе
Института ядерной физики АН СССР,
находящегося в подмосковном городе
Дубна, около Волги, вытекающей в этом
месте из Московского моря (Иваньковс-
кого водохранилища). Там уже был уско-
ритель и под руководством В.И.Векслера
велись работы по созданию протонного
синхрофазотрона на 10 ГэВ, тогда само-
го крупного в мире.
ОИЯИ, как коллаборация исследовате-

лей из многих стран, был создан по анало-
гии с появившимся Европейским центром
(ЦЕРН) для стран, не вошедших в него.
Финансовый вклад СССР составлял 50%,
КНР 20%. Остальные 30% приходились на
долю других 9 стран-учредителей, – Че-
хословакии, Польши, Румынии, Болга-
рии, Греции, Вьетнама, Египта, Кубы и
Монголии. Первым директором института
стал профессор Д.И.Блохинцев, создав-
ший в подмосковном Обнинске Физико-
энергетический институт АН СССР и пер-
вую в мире атомную электростанцию.
В первые же годы работы ОИЯИ были

достигнуты успехи в понимании кварко-
вой структуры адронов, хромодинамики
(«цветность» кварков), нейтринных ос-

цилляций и др. Это был перед-
ний край физики микромира.
Была создана лаборатория

ядерных реакций под руковод-
ством академика Г.Н.Флёрова,
а затем – академика Ю.Ц.Ога-
несяна. Уже в 1957 году в этой
лаборатории был достигнут ус-
пех – был синтезирован один из
изотопов нобелия, 102-го эле-
мента. За прошедшие 60 лет в
лаборатории было открыто свы-
ше 200 радиоактивных изото-
пов трансурановых элементов,
созданы уникальные установки
для определения их физичес-

ких и химических характеристик. Теоре-
тические разработки ученых лаборатории
получили всемирное признание.
Сегодня ОИЯИ – это комплекс из 7

крупных лабораторий, в которых работа-
ют более 1200 научных сотрудников, в том
числе действительные члены и члены-кор-
респонденты Национальных академий
наук, доктора и кандидаты наук, около
2000 техников и инженеров. Эксперимен-
тальная база – прежде всего, 5 исследова-
тельских реакторов и 3 ускорителя. Закан-
чивается строительство единственного в
мире ионного ускорителя-коллайдера.
Сегодня (на 1января 2023 года) 13 госу-

дарств финансируют ОИЯИ и их ученые
работают в нем. Это – Азербайджан, Арме-
ния, Белоруссия, Вьетнам, Греция, Еги-
пет, Казахстан, Куба, Молдавия, Монго-
лия, Российская Федерация, Словакия и
Узбекистан. Директором института два
года назад выбран российский физик,
45-летний академик Григорий Владимиро-
вич Трубников. Дубна уже давно получи-
ла статус наукограда.
Высокий научный потенциал, которым

обладает ОИЯИ, его экспериментальная
база позволяют надеяться на дальнейшее
раскрытие тайн атомного ядра. А синтез
трансурановых элементов, которых нет в
природе, – свидетельство могущества че-
ловеческой мысли, не боящейся дерзкого
вмешательства в действия законов приро-
ды, управляющих нашим миром.

Один из дубненских ускорителей
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Была недавно такая задачка...
В 2022 году я в очередной раз руководил

командой, которая составляла вариант
Московской математической олимпиады
для 10 класса. И придумал я задачку,
которая попала на шестую позицию. Сей-
час я ее здесь сформулирую и сразу же
решу. Но это будет только началом боль-
шой истории, которая выведет нас бук-
вально на передний край современной ком-
бинаторики и теории графов. Формули-
ровку и решение я привожу дословно по
тексту из брошюры [1].

Формулировка. Андрей Михайлович
выписал на доску все возможные последо-
вательности длины 2022, состоящие из
1011 нулей и 1011 единиц. Назовем две
последовательности совместимыми, если
они совпадают ровно в 4 позициях. Дока-
жите, что Андрей Михайлович может раз-
бить все последовательности на 20 групп
так, чтобы никакие две совместимые пос-
ледовательности не попали в одну группу.
Решение. Понятно, что совместимые

последовательности в двух позициях со-
впадают по единицам, а в двух – по нулям.
Рассмотрим первые пять позиций. Сущест-
вует 3

5 10C  способов поставить три еди-
ницы на эти пять позиций. Для каждого из
этих десяти способов Андрей Михайлович
выделяет группу написанных на доске
последовательностей, первые три едини-
цы которых стоят на соответствующих
трех позициях. Таким образом, Андрей
Михайлович разбивает на десять групп все
написанные на доске последовательности,

у которых на первых пяти позициях встре-
чаются хотя бы три единицы. Кроме того,
любые две последовательности из одной
группы совпадают по единицам хотя бы в
трех позициях, следовательно, не явля-
ются совместимыми. Аналогично, Андрей
Михайлович разбивает на десять групп
все написанные на доске последователь-
ности, у которых на первых пяти позици-
ях встречаются хотя бы три нуля. А
поскольку у каждой последовательности
на первых пяти позициях встречаются
или три нуля, или три единицы, Андрей
Михайлович разбил все последовательно-
сти на 20 групп.
Из решения видно, что число 2022 в

формулировке выбрано исключительно из
соображений «стиля». Подойдет любое
четное число n, а в последовательностях
тогда будет по 2n  единиц и нулей. Ответ
20 при сохранении метода решения не
изменится. Несложно придумать и еще
одно обобщение. А именно, пусть n –
четное число, снова выписаны все после-
довательности из 2n  единиц и 2n  нулей,
но теперь две последовательности совмес-
тимы, если они совпадают ровно в 2s
позициях, где s – любое целое неотрица-
тельное число, меньшее 2n . Данное нами
решение воспроизводится практически
дословно, и число групп получается рав-
ным 1

2 1 2 12 2s s
s sC C . Любопытно, что, по-

ставь мы задачу сразу в таком виде, вряд
ли бы она заняла шестую позицию в вари-
анте: биномиальный коэффициент дает
намек на то, как нужно действовать.
Скоро мы узнаем, что все, о чем мы до

сих пор говорили, лишь верхушка айсбер-
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га. Для этого мы в следующем разделе
переведем задачу на язык теории графов.На языке графов
В этом разделе мы предполагаем, что

читатель знаком с понятием графа как
математического объекта, а не аристокра-
тического титула. Название раздела не
должно приводить читателя в ступор: «А
что, графы говорят на особом языке? Кня-
зья их не поймут?»
Перейдем от шуток к делу и прежде

всего договоримся, что всюду далее мы
будем встречаться только с обыкновенны-
ми (простыми) графами, т.е. графами, у
которых нет кратных ребер, нет ориента-
ции и нет петель. Желая подчеркнуть, что
данный граф G имеет множество вершин
V и множество ребер E, мы будем писать,
как это принято, что ,G V E .
Теперь напомним одну очень важную

характеристику графа – его хроматичес-
кое число. Для данного графа ,G V E
хроматическое число – это минимальное
количество цветов, в которые можно так
покрасить все вершины из множества V,
чтобы концы каждого ребра из множества
E имели разные цвета. Обозначается хро-
матическое число G . Например, если

nC  – это простой цикл на n вершинах
(рис. 1), то nC 2 при четных n и

3nC  при нечетных n. А если nT  –
дерево с 2n  вершинами, то 2nT

(рис. 2). Если же, скажем, nK  – это пол-
ный граф на n вершинах, т.е. граф, в
котором проведены все возможные

2 1

2n
n n

C  ребер, то nK n.

В целом, хроматические числа графов
устроены крайне непросто. Легко лишь
проверить, что граф с хотя бы одним
ребром тогда и только тогда имеет хрома-
тическое число 2 (красится в 2 цвета или,

как еще говорят, двудолен), когда в нем
нет простых циклов nC  с нечетным n.
Доказательство утверждения в одну сто-
рону («необходимость») очевидно (см.
предыдущий абзац), а доказательство в
другую сторону («достаточность») послож-
нее, но читатель, который ранее не знал
этого факта, может найти его в литературе
или даже самостоятельно доказать. Уже
проверка существования раскраски графа
в 3 цвета – алгоритмически трудная про-
блема.
Мы не будем много времени тратить

здесь на обсуждение различных вопросов,
которые возникают в связи с понятием
хроматического числа, хотя они безумно
интересны. Наша цель – олимпиадная
задача и ее обобщение из первого раздела.
Причем же здесь хроматические числа?
Пусть n – четное число, а s – неотрица-

тельное целое число, строго меньшее 2n .
Обозначим ,J n s  граф, вершинами кото-
рого служат все возможные последова-
тельности из 2n  единиц и 2n  нулей, а
ребрами соединены все пары вершин, от-
вечающих совместимым последовательно-
стям, т.е. последовательностям, совпадаю-
щим ровно в 2s позициях. Что значит
покрасить вершины этого графа согласно
условиям из определения хроматического
числа: концы каждого ребра должны иметь
разные цвета? Это то же самое, что так
разбить множество вершин (последова-
тельностей) на группы (цвета), чтобы ни-
какие две совместимые последовательнос-
ти не попали в одну группу. Таким обра-
зом, результат первого раздела – это ут-
верждение о том, что независимо от вели-
чины n справедливо неравенство

2 1, 2 s
sJ n s C . Здесь именно неравен-

ство, так как мы лишь предложили способ
покраски, но отнюдь не доказали, что он
оптимален, т.е. дает минимальное количе-
ство цветов, как это требуется в определе-
нии хроматического числа.
Раз мы не знаем, оптимальна ли «олим-

пиадная» оценка, значит, нужно бы поду-
мать о нижних оценках величины

,J n s . Оказывается, что все сколько-
нибудь нетривиальные результаты здесьРис. 1 Рис. 2
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являются следствиями из боль-
шой и очень глубокой науки о
так называемых кнезеровских
графах. О них рассказывалось
в статьях [2–4], и в рамках этой
статьи не станем вдаваться в
довольно сложные подробно-
сти. Скажем лишь, что в итоге
получается неравенство , 2J n s s ,
которое пока никто не умеет усиливать.
Итак, сейчас мы знаем, что

2 12 , 2 s
ss J n s C .

А насколько велик разрыв между оценка-
ми? Как растет «олимпиадная» величина

2 12 s
sС ? Давайте ее тоже оценим. Хорошо

известно тождество

…
0 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

s s
s s s sC C C C  ...

2 1 2 1
2 1... 2s s
sC .

Более того, слагаемые сначала растут, а
потом убывают. Наша величина – одна из
двух наибольших в сумме. Значит,

2 1

2 1

2
2 2

s
s
sC

s
.

Таким образом, известная нам сейчас вер-
хняя оценка растет примерно как экспо-
нента, в то время как нижняя оценка
линейна. Это чудовищный зазор! Но его
можно очень мощно сократить, улучшив...
верхнюю оценку. В следующем разделе
мы свяжем нашу задачу с еще одним очень
красивым разделом комбинаторики рас-
красок. Это позволит нам показать, что
олимпиадная оценка невероятно завыше-
на и вместо нее справедлива оценка поряд-
ка 2s , которая уже совсем не так ужасно
смотрится при сравнении с нижней оцен-
кой s 2.
В завершение раздела дадим еще один

равносильный вариант определения графа
,J n s , с которым нам будет удобно рабо-

тать. В этом варианте вершинами графа
служат все возможные 2n -элементные
подмножества множества 1, ,n n…R , а
ребрами две вершины соединяются тогда и
только тогда, когда соответствующие под-
множества имеют ровно s общих элемен-

тов. На рисунке 3 показано, почему исход-
ное определение эквивалентно приведен-
ному только что.Задача об уклонении и значительноеуточнение олимпиадной оценки

Гиперграфы и их раскраски
Классическое понятие графа допускает

очень естественное обобщение. По сути,
что такое граф? Это множество объектов,
на которых введены парные отношения
(скажем, множество людей и отношение
знакомства или множество последователь-
ностей и отношение совместимости). Но
ведь на множестве можно и более сложные
соотношения рассматривать. Например,
есть 30 школьников, из которых пятеро
очень любят комбинаторику, еще пятеро
очень любят геометрию, еще четверо –
теорию графов, шестеро – теорию чисел и
т.д. Множества любителей могут и пересе-
каться. Получается объект, который назы-
вается гиперграфом. У него, как и у графа,
есть вершины (в данном примере это 30
школьников) и есть ребра (в данном при-
мере это подмножества множества вер-
шин, имеющие мощности 5, 5, 4, 6 и т.д.).
В общем случае пишут прямо так же, как
и в теории графов: ,H V E . Только
теперь E – это совокупность некоторых
подмножеств множества V, и эти подмно-
жества не обязательно двухэлементные и
даже не обязательно одинаковой мощнос-
ти. Для дальнейшего удобства мы будем
считать, что одноэлементными или пусты-
ми ребра все-таки не бывают. При этом,
как и раньше, мы считаем, что в гипергра-
фе нет кратных ребер, у ребер нет ориен-
тации (т.е. они являются сочетаниями) и
нет совпадающих вершин (это сочетания
без повторений). Отметим, что отсутствие
кратных ребер – это удобное нам сейчас

Рис. 3



Е Щ Е  О Б  О Д Н О Й  « О Л И М П И А Д Н О Й »  З А Д А Ч Е  П Р О  Г Р А Ф Ы ,  . . . 17
соглашение, хотя в примере со школьника-
ми вполне могли быть и совпадающие
множества.
Конечно, графы имеют неоспоримое

преимущество перед гиперграфами: их
гораздо удобнее рисо-
вать. Типичный «порт-
рет» гиперграфа изоб-
ражен на рисунке 4.
Ребра напоминают эда-
кие сардельки, и я по-
стоянно упоминаю в лек-
циях этот аппетитный факт. Смотреть при-
ятно, но понимать, что там за варево,
труднее.
Гиперграфы тоже можно красить. Да-

вайте, как и прежде, красить вершины,
причем только в два цвета. Условно назо-
вем эти цвета красным и синим. Какая
раскраска «лучше»? Ну, например, та, в
которой в каждом ребре примерно поров-
ну красных и синих вершин. Разумеется,
далеко не всегда такого удается добиться.
Очень красивая и нетривиальная теорема
звучит следующим образом.

Теорема 1. Для любого натурального k
существует ;8m k k  и существует ги-
перграф ,H V E , обладающий следую-
щими свойствами: (1) |V| |E| m (здесь
и далее модуль множества – это его
мощность, т.е. количество элементов в
нем), (2) при любой раскраске множе-
ства V в красный и синий цвета найдет-
ся ребро e E, в котором разность чисел
красных и синих вершин по модулю не

меньше 
2

m
.

Теорема говорит о том, что для произ-
вольного гиперграфа не только не полу-
чится добиться того, чтобы в каждом ребре
было поровну (или почти поровну) вер-
шин красного и синего цветов, но и не
получится сделать так, чтобы в каждом
ребре числа вершин разного цвета отлича-
лись меньше, чем на величину порядка
корня от количества вершин и ребер. Ины-
ми словами, бывают гиперграфы, на кото-
рых уклонение любой раскраски от разби-
ения каждого ребра на две почти равные
части весьма велико.

Доказательство теоремы 1 и множество
других интересных сведений про задачу
об уклонении можно найти в брошюрах
[5], [6], в книге [7], а также в статье [8].
В частности, там доказано, что в некото-
ром смысле теорема 1 неулучшаема. Еще
была очень близкая по теме статья [9], но
там до задач об уклонении дело не дошло.Катарсис1
Олимпиадная оценка допускает следую-

щее феерическое усиление.
Теорема 2. Пусть 

2
32 1s n. Тогда

2
, 64 1J n s s .

Это действительно очень мощный ход.
Вместо экспоненциальной оценки получа-
ем квадратичную! Конечно, зазор между
s 2 (нижняя оценка) и 2

64 1s  выгля-
дит намного приличнее, чем зазор между
s 2 и 2 12 s

sC . Однако зазор по-прежнему
есть, и, как я обещал в начале статьи, мы
выходим здесь на передний край науки:
устранение этого зазора – открытая про-
блема! Сомножитель 64 не оптимален. Его
можно уменьшить. Но это и все, что мы
сейчас умеем. Придумали эту оценку Д.Чер-
кашин, С.Киселев и Й.Балог примерно в
2018 году. Их рассуждение – это обобще-
ние идеи из решения олимпиадной задачи.
Ну, скоро все увидим.
Прежде чем перейти к доказательству

теоремы 2, заметим еще, что в ней есть
ограничение на s, которое отсутствует в
случае олимпиадной оценки. На самом
деле, при бульших значениях s есть еще

Рис. 4

1 Катарсис – это слово, которое я часто
употребляю в лекциях, имея в виду восторг,
который после долгого и, казалось бы, трудно-
го доказательства должен испытать слуша-
тель, неожиданно осознавший в конце, что же
случилось. Ударение правильно ставить на
любую из букв «а», хотя считается, что на
первую – лучше. Лично я почему-то люблю
говорить «катбрсис». Читаем в словаре литера-
туроведческих терминов: «катарсис (др.-греч.
– возвышение, очищение, оздоровление) –
...очищение, просветление человеческой души
под влиянием сопереживания, сострадания,
потрясения, вызванного соприкосновением
человека с произведением искусства». А мате-
матика – это искусство!
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нетривиальные подходы (совсем другие!),
которые также позволяют значительно
уточнить олимпиадное неравенство. Но
это уже выходит за рамки данной статьи.

Доказательство теоремы 2. Теорема 1
верна для любого k. Рассмотрим

2
4 1k s , возьмем соответствующее

2 2
4 1 ;32 1m s s  и соответствую-

щий гиперграф ,H V E . Поскольку
2

32 1s n, то m n. У нас есть множе-

ство 1, ,n n…R , из которого формиру-

ются вершины графа ,J n s . Давайте отож-
дествим вершины гиперграфа H с первы-
ми m числами из множества nR  (фактичес-

ки просто занумеруем вершины гипергра-

фа). Тогда mV R  и каждое ребро e E –

подмножество в m nR R . При этом каж-

дая вершина A графа ,J n s  – это тоже

подмножество в nR  мощности 2n . Таким
образом, мы вполне можем пересекать
между собою ребра гиперграфа и верши-
ны графа. Забавно?

Зафиксируем произвольное ребро e E.
Если вершина A графа ,J n s  такова, что

1

2

e s
A e∩ , то красим вершину A в

цвет, который обозначим 1 e . Пусть

\nA AR . Если вершина A графа ,J n s

такова, что 
1

2

e s
A e∩ , то красим

вершину A в цвет, который обозначим

2 e . Конечно, никакая вершина не мо-
жет оказаться покрашенной сразу в оба
цвета 1 e  и 2 e , ведь иначе получилось
бы, что ребро e пересекает и вершину A, и
ее дополнение A по строго более чем
половине своих элементов, что, очевидно,
невозможно. Однако остаются еще три
вопроса, ответы на которые завершат
доказательство теоремы. Приведем эти
вопросы.

Вопрос 1. Все-таки одна и та же верши-
на может оказаться покрашенной сразу в
несколько цветов. Только эти цвета будут
соответствовать разным ребрам гипергра-
фа, т.е. вполне может случиться так, что

вершина A покрашена в цвета 1 1e  и

2 2e  или в цвета 1 1e  и 1 2e . Что
делать?

Вопрос 2. Вполне может случиться так,
что какая-то вершина A вовсе не покраше-
на. Так будет, если для каждого e E

одновременно выполнены неравенства

1

2

e s
A e∩ ,

1

2

e s
A e∩ .

Но так ли это?
Вопрос 3. Если все-таки две разные

вершины покрашены в один и тот же цвет,
то почему между ними нет ребра?

Давайте снимем вопросы. Сначала отве-
тим на вопрос 1, потом – на вопрос 3, а в
самом конце – на вопрос 2.

Ответ на вопрос 1. Тут все совсем про-
сто. Если какая-то вершина покрашена в
несколько цветов, то выберем любой один
из них.

Ответ на вопрос 3. Понятно, что если
какие-то две вершины A, B покрашены в

один и тот же цвет

1 e , то уже внут-
ри ребра e они пе-
ресекаются по, как
минимум, s 1 эле-
ментам (рис. 5), а
значит, ребра в

,J n s  между A и B нет. Таким образом,
покраска в цвет 1 e  корректна. Если же
A и B покрашены в цвет 2 e , то аналогич-

но получаем, что 1A B s∩ . Но

A B n A B n A B A B∩ ∪ ∩

2 2

n n
n A B A B∩ ∩ ,

так что 1A B s∩ , и снова покраска
корректна.

Ответ на вопрос 2. Давайте убедимся,
что все вершины графа ,J n s  покрашены.
Пусть A – произвольная вершина. Нам
нужно найти такое ребро e E, что либо

∩
1

2

e s
A e , либо 

1

2

e s
A e∩ .

Рис. 5
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Для этого мы покрасим... гиперграф! А
именно, покрасим вершины гиперграфа
H, т.е. элементы множества mR , в два
цвета: элементы, попадающие в множе-
ство A, покрасим в синий цвет, а элементы,
попадающие в A, сделаем красными. Мы
знаем (по теореме 1), что при любой
раскраске вершин гиперграфа H найдется
ребро e E с большим уклонением, т.е.

2
m

e A e A∩ ∩ ,

где e A∩  – число синих вершин в ребре e,

а e A∩  – число красных вершин в том же

ребре. Поскольку 2
4 1m k s , имеем

1
2
m

s .

Докажем, что найденное ребро и есть то,
что мы ищем. Предположим противное:

1

2

e s
A e∩ ,  

1

2

e s
A e∩ .

Если мы придем к противоречию, то A
будет покрашена, а стало быть, и все
вершины графа ,J n s  будут покрашены
по аналогии. Итак, во-первых, A e∩

1

2

e s
. Значит, 

1

2

e s
A e∩ ,

откуда

1 1
1

2 2

e s e s
A e A e s∩ ∩ .

Во-вторых, 
1

2

e s
A e∩ . Значит,

1

2

e s
A e∩ , откуда

1 1
1

2 2

e s e s
A e A e s∩ ∩ .

В итоге получаем, что

1A e A e s∩ ∩ ,

и это противоречит неравенству

1
2
m

e A e A s∩ ∩ .

Итак, мы покрасили все вершины графа
,J n s . Сколько цветов мы использовали?

Точно не больше, чем 2 2 16E m k
2

64 1s . Это катарсис.
Как мы говорили выше, теорема 1 не-

улучшаема, разве что константу в ней
можно улучшить. Поэтому трудно ожи-
дать, что аналогичными методами удастся
серьезно продвинуться в вопросе получе-
ния верхних оценок хроматического числа.
Завершая статью, скажем, что изучение

графов ,J n s  и их различных обобщений
глубоко мотивировано вопросами теории
кодирования, теории Рамсея, комбинатор-
ной геометрии и др. Например, хромати-
ческие числа этих графов связаны со зна-
менитой задачей о хроматическом числе
пространства (см. [10], [11]), с не менее
знаменитой проблемой Борсука (см. [5],
[12]) и др. Литература
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ПРОДОЛЖАЕМ НАЧАТОЕ В 7-М И
8-м номерах «Кванта» за прошлый год

исследование Онлайн-энциклопедии цело-
численных последовательностей – OEIS.
Огромный пласт интересных последова-

тельностей в OEIS связан с подсчетом
количества тех или иных сущностей, кото-
рые конструируются из заданного количе-
ства элементов. Особенно интересно, ког-
да одна и та же последовательность имеет
несколько разных комбинаторных интер-
претаций. В одних случаях мы умеем
проводить подсчет только прямым ручным
или компьютерным перебором, в других
же удается задействовать всю мощь науки
о подсчетах – перечислительной комбина-
торики. Деревья и леса
Возьмем, к примеру, деревья. Здесь де-

рево – это связный граф без циклов.
Несвязное объединение нескольких дере-
вьев (или мультимножество деревьев, т.е.
множество, в котором элементы могут по-
вторяться) образует лес. Если же в дереве
выделить одну вершину и назвать ее кор-
нем, получится дерево с корнем (рис. 1).
Последовательность A000055 подсчиты-

вает количество различных деревьев с n
(неразличимыми) вершинами. Для неболь-
ших n можно аккуратным перебором най-
ти все деревья; они изображены на рисун-
ке 2. Получаем, что существует 1, 1, 1, 2,

Дендрокомбинаторика
А. ЗАБОЛОТСКИЙ

Рис. 1

Рис. 2
3, 6, 11, 23,… деревьев с 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,… вершинами.
Комбинируя между собой деревья и учи-

тывая, что пустой граф с 0 вершинами
тоже является лесом, можно убедиться,
что лесов с 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,…
вершинами существует 1, 1, 2, 3, 6, 10, 20,
37,… штук – это последовательность
A005195. Можно ли как-то связать ее с
предыдущей? Ответ на это дает равенство,
которое в OEIS называют преобразовани-
ем Эйлера.Преобразование Эйлера
Предположим, имеется n неразличимых

элементов (например, отдельных вершин
графа) и есть na  способов придать этим
элементам некую структуру (например,
собрать из вершин дерево). Тогда количе-
ство способов разбить n элементов на сколь-
ко-то групп и придать структуру элемен-
там в каждой группе (в данном случае –
сделать лес из n вершин) – обозначим это
число nb  – связано с числами na  преобразо-
ванием Эйлера

1

1 n

n n k d

k dk

b b da
n

.           (1)

Здесь внутреннее суммирование идет по
всем делителям d числа k. При этом всегда
0 1b .
В этом подсчете группы считаются раз-

личными лишь тогда, когда различаются
структуры, приданные элементам этих
групп. В примере с лесами это означает,
что важно лишь то, из каких деревьев
состоит лес; ни то, в каком порядке ониDOI: https: doi.org 10.4213 kvant20230303
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записаны, ни какая-либо другая информа-
ция не учитывается.
Именно равенство (1) связывает A000055

и A005195. Более общо, если na  подсчиты-
вает связные графы на n вершинах, обла-
дающие неким свойством, то nb  подсчиты-
вает все графы, обладающие тем же свой-
ством. Обобщая еще сильнее, если na  под-
считывает количество неких структур
на n элементах, то nb  подсчитывает количе-
ство мультимножеств таких структур.
Другой пример: пусть структурой, о

которой идет речь, является множество не
равных, но неразличимых элементов без
всякой дополнительной информации. Тог-
да 1na  при всех n, поскольку множества
из неразличимых элементов отличаются
лишь их количеством и для любого n
существует лишь одно множество из n
элементов. В этом случае преобразование
Эйлера дает последовательность A000041 –
количество разбиений числа n в сумму
натуральных чисел (порядок слагаемых не
имеет значения) или, что то же самое,
количество разбиений множества из n не-
различимых элементов на непересекающи-
еся подмножества: 1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, …
Равенство, связывающее количество связ-

ных и несвязных графов, приведено в
книге Харари и Палмера [1], различные
«родственники» его обсуждаются в книге
Стенли [2], а почти точно в таком виде
равенство (1) приведено во вводной части
еще бумажной «Энциклопедии целочис-
ленных последовательностей» [3]. Обыч-
но это равенство получают с помощью
аппарата производящих функций, повсе-
местно используемого в перечислительной
комбинаторике. Мы докажем его иначе.1

В этом нам поможет некий трюк, кото-
рый мы продемонстрируем сначала на
числах Каталана  nC  (см. [4]). Числа Ка-
талана образуют последовательность
A000108: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, …
Помимо прочего они подсчитывают коли-
чество правильных скобочных строк, т.е.

таких строк из n пар скобок, что каждый
открывающей скобке однозначно соответ-
ствует закрывающая. Например, скобоч-
ная строка s ((())())(()()()) – правиль-
ная, а w )(() – неправильная. Выделяем
в правильной скобочной строке крайнюю
правую закрывающую скобку вместе с
соответствующей открывающей и обраща-
ем внимание на скобочную строку 1s  до
этой пары скобок и 2s  внутри нее, напри-
мер: s ((())())(()()()) 1 2s s( ), где
1s ((())()) и 2s ()()(). Каждая непус-
тая правильная скобочная строка един-
ственным образом разлагается на 1s  и 2s  как

1 2s s , и из каждых двух правильных
скобочных строк 1s  и 2s  (возможно, пус-
тых) однозначно восстанавливается 1 2s s .
При этом 1s  и 2s  независимы – между ними
не требуется никаких соотношений, кроме
того, что суммарно в них должно быть n
пар скобок. Обозначаем количество пар
скобок в 2s  через k, перебираем все воз-
можные варианты k, а для каждого k – все
пары из двух правильных скобочных строк
и получаем рекуррентное соотношение для
чисел Каталана:

1

0

n

n k n k

k

C C C .               (2)

Для доказательства равенства (1) по-
пробуем похожим образом разбить на две
независимые части лес (более общо – муль-
тимножество структур).
Возьмем лес из n вершин и каким-нибудь

образом расположим все его деревья слева
направо, сгруппировав одинаковые. От-
метим какую-нибудь одну вершину в этом
графе (таким образом выбрать лес и отме-
тить в нем вершину можно nnb  способами).
Выделим блок из нескольких деревьев, а
именно дерево с отмеченной вершиной и
все такие же деревья справа от него (рис. 3).
Таким образом мы разбили лес на две
части: остаточную невыделенную, пред-
ставляющую собой лес (возможно, пус-
той), и выделенную, представляющую со-

Рис. 3
1 Наше доказательство равенства  (1) –

точнее, его специального случая, равенства
(3) – также независимо нашли М.Тихомиров и
Д.Гринберг.
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бой блок из некоторого ненулевого количе-
ства одинаковых деревьев. Количество
вершин в каждом дереве выделенного бло-
ка обозначим d, а общее количество вер-
шин в блоке – k; так, на рисунке 3 имеем
d 5, k 15, n 57.
Заметим, что даже если забыть про то,

как мы расположили деревья в лесу и
какая именно вершина в блоке был изна-
чально выделена, то из остаточного леса и
блока одинаковых деревьев можно одно-
значно собрать исходный лес, причем ос-
таточный лес и блок одинаковых деревьев
могут быть любыми, единственное ограни-
чение – общее количество вершин должно
равняться n (прямо как со скобочными
строками!). В то же время любая пара из
остаточного леса и блока одинаковых де-
ревьев, получаемая из данного исходного
леса, может быть получена ровно d спосо-
бами – по числу вершин в самом левом
дереве из блока. Поэтому если мы сосчита-
ем всевозможные пары из леса и блока
одинаковых деревьев с суммарным числом
вершин k, учтя каждую пару с весом d
(определяется блоком), то мы получим в
точности количество способов составить
лес на n вершинах и выделить в нем одну
вершину, оно равняется nnb . Учитывая,
что количество лесов на n k вершинах
равно n kb , количество деревьев на d вер-
шинах равно da  и k должно делиться на d,
получаем равенство (1).Подсчет деревьев с корнем
Вернемся теперь к деревьям с корнем.

Обозначим nс  количество деревьев с кор-
нем на n вершинах. В них замечательно то,
что каждая «растущая» из корня (рис. 4,а)
«ветвь» дерева сама по себе может счи-
таться деревом с корнем, поскольку она,
несомненно, является деревом, а ее корнем
естественно назначить вершину, ближай-
шую к корню исходного, «большого» де-

рева. Отсюда вытекает взаимно однознач-
ное соответствие между деревьями с кор-
нем из n 1 вершин и лесами из деревьев
с корнем, имеющими в общей сложности n
вершин: имея дерево с корнем, убираем из
него корень, назначаем во всех образовав-
шихся деревьях корнями те вершины, что
были связаны с прежним корнем, получа-
ем лес; обратно, имея лес, добавляем к
нему новую вершину, соединяем ее с кор-
нями всех деревьев леса, назначаем ее
новым корнем, получаем дерево с корнем.
Это значит, что nс  является последователь-
ностью, которая переходит сама в себя со
сдвигом индекса на 1 при преобразовании
Эйлера!
Равенство (1) превращается в рекуррен-

тное соотношение для 1nc  при n 0, в
которой не используются никакие допол-
нительные последовательности:

1 1

1

1 n

n n k d

k dk

c c dc
n

.        (3)

При этом будем считать, что 0 0c , по-
скольку в дереве с корнем все-таки должна
быть хоть одна вершина – корень, и 1 1c .
Последовательность 0, 1, 1, 2, 4, 9, 20,

48, …, полученная таким образом, имеется
в OEIS под номером A000081. Ее можно
связать и с количеством деревьев без корня.Деревьяи конфигурации окружностей
Часто комбинаторные объекты и после-

довательности имеют несколько разных
интерпретаций. Один пример мы видели
только что – деревья с корнем из n 1
вершин и леса из деревьев с корнем из n
вершин. Но деревья с корнем имеют и
иную интерпретацию.
Возьмем дерево с корнем и для каждой

вершины, кроме корня, нарисуем замкну-
тую кривую так, чтобы внутрь этой кривой
попадала эта вершина и все другие верши-
ны, находящиеся дальше ее от корня,
вместе с соответствующими им кривыми.
Ничто не мешает нам изобразить дерево на
плоскости так, чтобы в качестве этих кри-
вых можно было взять окружности
(рис. 4,б). В результате плоскость оказа-
лась разделена на области, в каждой изРис. 4
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которых находится ровно одна вершина,
причем корень находится в единственной
неограниченной, «внешней» области. С
другой стороны, для любого расположе-
ния непересекающихся окружностей на
плоскости мы можем нарисовать вершину
внутри каждой окружности, еще одну вер-
шину – корень – снаружи, соединить реб-
ром каждую пару вершин, отделенных
друг от друга только одной любой окруж-
ностью, и получить дерево с корнем. Если
считать эквивалентными расположения ок-
ружностей, которые получаются друг из
друга их движением и изменением разме-
ров, но без пересечений, то таким образом
оказывается установлено взаимно однознач-
ное соответствие между расположением n
окружностей на плоскости (или на диске) и
деревом с корнем на n 1 вершинах.
Что же деревья без корня? Можно нари-

совать на плоскости дерево и окружности
так же, как в случае дерева с корнем,
назначив любую вершину корнем. В этой
конструкции, как и в случае дерева с
корнем, две вершины соединены ребром
тогда и только тогда, когда соответствую-
щие им области разделены одной окруж-
ностью. В случае дерева с корнем снаружи
всегда находится область, соответствую-
щая вершине, которая ближе к корню, в
случае же дерева без корня не должно
быть разницы.
Существует операция, которая преобра-

зует плоскость, разделенную окружностя-
ми на регионы, как раз так, что сохраняет-
ся набор областей и отношение между
ними «граничит через окружность», но
при этом может сделать любую область
внешней. Эта операция – инверсия плос-
кости относительно окружности. Таким
образом, каждое дерево без корня с n 1
вершинами соответствует конфигурации n
не пересекающихся окружностей на плос-
кости с точностью до инверсий, перемеще-
ний и изменений размеров (без возникно-
вения пересечений).
На рисунке 5,а показано действие одной

такой инверсии. При инверсии меняются
положение вершин и положение и разме-
ры остальных окружностей, но поскольку
конфигурация определена с точностью до

этих преобразований, то это несуществен-
но. Важно лишь, что одна или несколько
окружностей «выворачиваются наизнанку».
Или же можно дополнить плоскость бес-

конечно удаленной точкой (строго говоря,
это необходимо, если мы рассматриваем
все возможные инверсии) и через стерео-
графическую проекцию свернуть плоскость
в сферу, что вовсе устранит разницу меж-
ду внутренностью и внешностью каждой
окружности (рис. 5,б).
Соответственно, последовательности

A000055 и A000081 подсчитывают не толь-
ко деревья без корня и с корнем, но и
конфигурации окружностей на плоскости
и на сфере соответственно. Но лишь непе-
ресекающихся.
Конфигурации пересекающихся окруж-

ностей на плоскости – куда более сложная
история, где в нашем распоряжении есть
лишь компьютерный перебор; их подсчи-
тывает последовательность A250001.Список литературы
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Задачи М2738–М2741, Ф2745–Ф2748
М2738. Даны различные вещественные
числа 1 2 3, ,a a a  и b. Оказалось, что уравне-
ние

1 2 3x a x a x a b

имеет три различных вещественных корня

1 2 3, ,c c c . Найдите корни уравнения

1 2 3x c x c x c b.

А.Антропов, К.Сухов

M2739. Дан остроугольный треугольник
ABC, в котором AB BC (рис. 1). Пусть
M и N – середины сторон AB и AC
соответственно, а H – основание высоты,

опущенной из вершины B. Вписанная ок-
ружность касается стороны AC в точке K.
Прямая, проходящая через K и парал-

лельная MH, пересекает отрезок MN в
точке P. Докажите, что в четырехугольник
AMPK можно вписать окружность.

П.Бибиков

M2740. Даны натуральные числа a, b, c
такие, что a 1, b c 1, а число abc 1

делится на 1ab b . Докажите, что b
делится на a.

М.Антипов

M2741. Дано натуральное число k. Вдоль
дороги стоят n столбов через равные про-
межутки. Миша покрасил их в k цветов и
для каждой пары одноцветных столбов,
между которыми нет других столбов того
же цвета, вычислил расстояние между
ними. Все эти расстояния оказались раз-
личны. При каком наибольшем n так мог-
ло оказаться?

М.Тихомиров, Ф.Петров

Ф2745. На отдельно стоящих роликовых
легких опорах, оси которых находятся на
расстоянии l 9 м, лежит однородный рельс
постоянного сечения. Ролики начинают
вращаться, в результате чего рельс дви-
жется горизонтально с некоторой постоян-
ной скоростью, как показано на рисунке 2
(масштаб не выдержан). Под опорами
находятся динамометры. Зависимости по-

Рис. 2Рис. 1
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казаний F динамометров от времени t для
каждой из опор сняли и решили построить
их графики. Однако лаборант, который
должен был это сделать, случайно пролил
на таблицы с данными кофе и смог восста-
новить только три точки (они показаны на
рисунке 3). Помогите лаборанту восста-
новить графики. Определите массу рельса
m. Найдите скорость рельса v. Какую
минимальную длину minL  мог иметь рельс?

А.Евсеев

Ф2746. Жесткий невесомый стержень дли-
ной L лежит на шероховатой наклонной
плоскости, образующей угол  с горизон-
том (рис. 4). Один
конец стержня шар-
нирно прикреплен к
плоскости, а ко вто-
рому концу присое-
динен небольшой массивный груз. Изна-
чально стержень расположен так, что
груз находится в самой нижней точке.
Какую минимальную скорость 1v , направ-
ленную перпендикулярно стержню и вдоль
плоскости, необходимо сообщить грузу,
чтобы он, двигаясь вместе со стержнем,
смог оказаться в точке, диаметрально про-
тивоположной начальной (в точке A)?
Какую минимальную скорость 2v , на-
правленную перпендикулярно стержню и
вдоль плоскости, необходимо сообщить
грузу, чтобы он смог вернуться в исход-
ную точку после одного полного оборота
стержня? Коэффициент трения между

грузом и наклонной плоскостью 
tg

2
,

Рис. 3

трение между стержнем и плоскостью и
трение в шарнире отсутствуют.

А.Заяц

Ф2747. Ваня и Маша провели 2 экспери-
мента. В первом десятилитровую кастрю-
лю, заполненную наполовину водой ком-
натной температуры ( 0 20 Ct ), грели на
плитке мощностью Р 1,4 кВт в течение

10 мин. При этом через 1 5 мин после
начала эксперимента в кастрюлю, не сни-
мая ее с плитки, долили некоторое количе-
ство воды комнатной температуры, а еще
через 2 3 мин, также не снимая кастрю-
лю с плитки, из нее столько же воды
отлили. Во втором эксперименте при тех
же начальных условиях отлив и долив
поменяли местами, не меняя общее время
эксперимента, моменты манипуляций и
количества доливаемой и отливаемой воды.
Конечные температуры воды в кастрюле в
обоих экспериментах совпали. Какой была
масса добавляемой в экспериментах воды?
Какую температуру имела вода в кастрюле
в конце экспериментов? Какого макси-
мального значения достигала температура
воды в кастрюле в каждом из проведенных
экспериментов? Считайте, что долив и
отлив воды происходят очень быстро Теп-
ловые потери и теплоемкость кастрюли
пренебрежимо малы, а вода в процессе
экспериментов не закипала. Удельная теп-
лоемкость воды 4,2 кДж кг Сc , плот-
ность воды 3

1000кг м .
А.Евсеев

Ф2748. В поле тяжести на двух невесомых
нерастяжимых нитях к горизонтальному
стержню CD подвешена планка АВ массой
m и длиной L. Нити прикреплены к кон-
цам планки и располагаются вертикально
(рис. 5,а). После погружения системы в
неизвестную жидкость и последующего
извлечения ее из жидкости в пространстве

Рис. 4

Рис. 5
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Решения задач М2726–М2729,Ф2733–Ф2736
M2726. Выясните, какое из двух чисел
больше:

2

2
2

2
2

2

2
2

2

O

 или 
3

3
3

3
3

3

3
3

3

O

?

(В каждом выражении по 2022 знака
дроби.)

Положим

 
2

2
2

2
2

2

2
2

2

a

O

, 
3

3
3

3
3

3

3
3

3

b

O

,

где в каждом выражении по 2020 знаков
дроби. Ясно, что 0 a 1 и 0 b 1 (в
числителе и знаменателе положительные
числа, причем знаменатель больше числи-
теля). Тогда первое из данных чисел равно

2 1

2 1
2 1

1 2a a

,

и, аналогично, второе из данных чисел

равно 
1

1
1

3 b

. Имеем 0 2 a 3 b,

тогда 
1 1

0
2 3a b

, 
1 1

1 1
2 3a b

,

между нитями, планкой и стержнем сфор-
мировалась пленка жидкости, а сама сис-
тема приобрела вид, представленный на
рисунке 5,б. При этом минимальное рас-
стояние между нитями оказалось равным
d, а расстояние между планкой и стержнем
равным h. Определите коэффициент по-
верхностного натяжения жидкости . Вы-
числите величину  при L 10 см, m 2 г,
d 5 см, h 8,7 см.

А.Аполонский

и окончательно, 
1 1

1 1
1 1

2 3a b

.

П.Кожевников

M2727. Дан выпуклый четырехугольник
ABCD. Пусть , , ,a b c dO O O O  – центры ок-
ружностей (DAB), (ABC), (BCD), (CDA)
соответственно. Точки , , ,a b c dO O O O  яв-
ляются вершинами выпуклого четырех-
угольника (см. рисунок). Докажите, что

его площадь равна половине модуля раз-
ности площадей четырехугольников

b dAO CO  и c aBO DO .

Площадь треугольника a b cO O O  выражает-
ся через площади треугольников a bBO O ,

b cBO O , c aBO O . Чтобы избежать разбора
разных случаев расположения точек, за-
пишем универсальное равенство в ориен-
тированных площадях:

a b c a b b c c aO O O BO O BO O BOO .

(Здесь и далее через [XYZ] обозначаем
площадь треугольника XYZ, взятую со
знаком « », если обход контура XYZ
совершается против часовой стрелки, и
взятую со знаком «–» в противном слу-
чае.) Аналогично имеем

с d a c d d a a cOO O DOO DO O DO O .

Сложив, получаем

a b c d a b b cO O OO BO O BO O

c d d a c aDO O DO O BO DO . (1)

Аналогично,

a b c d d a a bO O OO AO O AO O

b c c d b aCO O CO O AO CO . (2)

2
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Далее заметим, что треугольники d aAO O  и

d aDO O  симметричны относительно сере-

динного перпендикуляра a dO O  к отрезку
AD. Поэтому d a d aAO O DO O . Ана-

логично, a b a bAO O BO O , b cCO O

b cBO O  и c d c dCO O DO O . Зна-
чит, сложив (1) и (2), после сокращений
получаем

2 a b c d c a b dO O OO BO DO AO CO ,

откуда и следует то, что требуется дока-
зать.

В.Дубровский

M2728. Дано натуральное 3n . Найди-
те наименьшее k, для которого верно
утверждение: для любого n-угольника и
любых двух точек внутри него найдется
k-звенная ломаная, соединяющая эти
точки, лежащая целиком внутри n-уголь-
ника.

Ответ: 
2

n
.

Пусть A и B – точки внутри данного
n-угольника. Докажем, что A и B можно

соединить 
2

n
-звенной ломаной, лежащей

целиком внутри n-угольника. Воспользу-

емся известным утверждением о том, что
любой n-угольник можно разбить непере-
секающимися диагоналями на треугольни-
ки (триангулировать). Триангулируем
данный многоугольник. Если A и B при-
надлежат одному треугольнику триангу-
ляции, то их можно соединить отрезком
(т.е. 1-звенной ломаной), лежащим внут-
ри данного n-угольника. Иначе, покрасим
красным вершины того треугольника из
триангуляции, внутри или на границе ко-
торого лежит точка A. Аналогично покра-
сим синим вершины треугольника, внутри
или на границе которого лежит точка B
(рис. 1). Красные и синие вершины разби-
вают контур n-угольника на участки. Тог-
да найдется участок между красной и
синей точками, между которыми не более

2
2

n
 сторон n-угольника (если красная и

синяя точка совпадают, считаем, что меж-

ду ними 0 сторон). Действительно, контур
разбивается красными и синими вершина-
ми на 6 участков, из которых 4 участка
между точками одного цвета, в этих участ-
ках не менее 4 сторон. Оставшихся сторон
не более 4n , и они составляют два учас-
тка контура между вершинами разных
цветов. Значит, на один из этих участков

приходится не более 2
2

n
 сторон n-уголь-

ника. Пусть это участок контура 1 2 tC C C…
между красной точкой 1C  и синей точкой

2C . Тогда ломаная 1 2 tACC C B…  состоит из

не более 
2

n
 отрезков и лежит внутри или на

границе n-угольника. Ясно, что можно

взять близкую к ней 
2

n
-звенную лома-

ную, соединяющую A и B и лежащую

целиком внутри n-угольника.
Теперь опишем нужный пример. Постро-
им бесконечную «молнию» … …1t tX X
… … …1 1 2 tX ZYY Y  (рис. 2) так, что

1 1i i i iX X Y Y – параллелограммы и прямая l

Рис. 1

Рис. 2
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пересекает каждый такой параллелограмм,
а также треугольник 1 1ZX Y по отрезку (на
рисунке выделены красным). Тогда для
нечетного 2 1n k  искомым примером
будет многоугольник 1k kX X …

1 1 2 kX ZYY Y… … , а для четного 2n k –

многоугольник 1 1 1 2 1k k kX X X ZYY Y… … .
Действительно, если взять точки A и B
вблизи точек kX  и Z, требуемая ломаная,
соединяющая A и B, должна пересекать
каждый из k красных отрезков, находя-
щихся внутри нашего n-угольника. При
этом никакие два красных отрезка не мо-
гут быть пересечены одним звеном. Таким
образом, ломаная, лежащая внутри много-
угольника и соединяющая A и B, должна

иметь не менее 
2

n
k  звеньев.

Л.Емельянов

M2729. Найдите все натуральные m и n
такие, что выполнено равенство 3n mm n .

Ответ: 1;1 , 3;27 , 6;36  и 64;256
(скобками обозначены пары ;m n ).

Если m n, получаем 3 mmm m , 3m m ,

значит, 1m n .
Если m n, то, разложив m и n на простые
множители, получим

1

1

1

1

... ,

... ,

s

s

s

s

m p p

n p p
              (1)

где 1,..., sp p  – попарно различные простые
числа, а i и i – целые неотрицательные
числа. Заметим также, что 1n . Иначе
было бы 1m n .
Из равенства 3n mm n  получаем 3i in m ,

откуда следует, что i и i могут быть
равны нулю только одновременно. Далее,
не ограничивая общности, мы будем счи-
тать, что i и i – натуральные числа. Так

как 
3

1i

i

m

n
, то при каждом i имеем

i i, поэтому m делится на n, т.е. m kn,

где 1k  (иначе было бы 1m n ). Следо-

вательно, 3n knkn n , 3kkn n , значит,
3 1kk n . С учетом того, что 3 1 2k  и

1n , получим 3 11 1kk n
3 2 3 3

1 ... 1 3 1
k kn n n k  – про-

тиворечие, значит, m n.

Если m n, то на этот раз заметим, что
1m . Из равенства 3n mm n  и неравен-

ства m n получаем

3n m.                 (2)

Разложив m и n на простые множители,
мы получим равенства (1). В этом случае
условия на i и i, с учетом неравенства

(2), будут следующими: 1
3

i

i

n

m
.

А значит, при каждом i имеем i i,

поэтому n делится на m, т.е.

n km,                     (3)

где 3k  (это следует из неравенства (2)).
Подставляя из (3) выражение для n в
исходное равенство, получим

3mkmm km ,
3km km ,

3 3km k .                 (4)

Разложим k на простые множители:

1

1 ... ,s
sk p p                 (5)

где i – натуральные числа.
Из равенства (4), с учетом (1) и (5),
получим

3 3i ik .              (6)

Далее рассмотрим два случая.
1) Если НОД (k – 3,3) НОД(k,3) 1

(т.е. k не делится на 3), то из (6) следует,
что 3i i. Поэтому, с учетом разложе-
ния (1) для m, получим

3m l .                   (7)

Подставим (7) в (4):
3 3 3k
l k ,

3kk l .                  (8)

Заметим, что 1l .
Учитывая, что 1l  ( 1 1l ), разложим

(8) по биному Ньютона до члена с 
2

1l :

3
1 1

k
k l

23 4
1 3 1 1

2

k k
k l l

3 4
1 3

2

k k
k ,
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2

7 8 0k k ,

7 17 7 17
1 6

2 2
k .

С учетом неравенства (2) получим 3 6k .
Теперь, учитывая равенства (3) и (4),
проверим значения k из полученного ин-
тервала:

3
4 4 64, 256k m n ;      (9)

2 3
5 5 125k m  – противоречие.

2) Если НОД (k – 3,3) НОД(k,3) 3, то

3k q и из (4) следует
33 3 3qm q ,

1
3

qk q m .             (10)

Так как 3k  (неравенство (2)), то 1q .
Учитывая, что 1m  ( 1 1m ), разложим

(10) по биному Ньютона до члена с 
2

1m :
1

3 1 1 1 1 1
q

q m q m

21 2
1

2

q q
m

1 2
1 1

2

q q
q ,

2
7 2 0q q ,

7 41 7 41
0 7

2 2
q .

С учетом того, что 1q , получим 1 7q .
Теперь, учитывая равенства (3) и (10),
проверим значения q из полученного ин-
тервала:

2 6 6, 36q k m n ;     (11)

2
3 9 9 3, 27q k m m n ; (12)

3
4 12 12q k m  – противоречие;

4
5 15 15q k m  – противоречие;

5
6 18 18q k m  – противоречие.

И, наконец, собирая вместе (9), (11) и
(12), получаем ответ.

Отметим, что в «Кванте» №4 за 2011 год
была опубликована похожая, но более
простая задача М2231. Интересна анало-
гичная задача для рациональных чисел:

она оказывается связанной с уравнениями
Пелля и гипотезой Пиллаи.

И.Дорофеев

Ф2733.1  К батарейке подключили ампер-
метр и вольтметр, соединенные последо-
вательно. Приборы показали ток 1I  и
напряжение 1U . Потом к этой же бата-
рейке подключили эти же приборы, соеди-
ненные параллельно. Показания прибо-
ров стали 2I  и 2U . Что покажет ампер-
метр, подключенный (один) к этой бата-
рейке? Что покажет вольтметр, под-
ключенный (один) к этой батарейке?
Параметры измерительных приборов (их
внутренние сопротивления) и парамет-
ры батарейки (ее ЭДС и внутреннее
сопротивление) не известны.

По показаниям приборов 1U  и 1I  можно
вычислить внутреннее сопротивление
вольтметра: V 1 1R U I . По показаниям
приборов 2U  и 2I  можно вычислить внут-
реннее сопротивление амперметра:

A 2 2R U I . Теперь, зная внутренние со-
противления приборов, можно найти и два
параметра, характеризующие батарейку.
А именно, ее ЭДС E и внутреннее сопро-
тивление r могут быть найдены из системы
двух уравнений

1 V AI R R rE

и

2
2 2

V

U
I r U

R
E :

1
1 2

2

2
2 1

1

1

1

I
U U

I
r

U
I I

U

,

1
1 2

21
1 2 1

2 2
2 1

1

1

1

I
U U

II
U U I

I U
I I

U

E .

Показания «одиноких» приборов 3I  и 3U
напишем без подробной расшифровки:

1Автор решений задач Ф2733–Ф2736 –
С.Варламов.
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3
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I
R r

E
, V

3
V

R
U

R r
E .

Ф2734. В электрической схеме (см. рису-
нок), давно подключенной к источнику
переменного напряжения 0 cosU t, все 7

резисторов одинаковы, их сопротивле-
ния равны R. Емкость конденсатора C и
индуктивность катушки L подобраны
такими, что выполняется соотношение

1L С . Сколько тепловой энергии
выделится в каждом из резисторов, рас-
положенных справа от ключа, после его
замыкания?

Для переменного тока последовательно
соединенные емкость и индуктивность с
выбранными значениями параметров пред-
ставляют собой бесконечно малое сопро-
тивление. Это означает, что до замыкания
ключа переменный ток, текущий через
конденсатор и катушку индуктивности,
определяется исключительно резистора-
ми. Амплитуда переменного тока до замы-
кания ключа равна ( )0 3I U R= . Накоп-
ленная в этих двух элементах суммарная
энергия, равная

22
0

2 18

L U RLI
,

после размыкания ключа выделится в ре-
зисторах в виде теплоты. Из этой энергии
4 5 достанется резистору, расположенно-
му левее C–L цепочки, т.е.

2
02

45

l U R
.

А каждому из четырех резисторов, распо-
ложенных правее C–L цепочки, достанет-
ся по 1 20 этой энергии, т.е. по

2
0

360

L U R
.

Ф2735. Карбид бора 4B C характеризу-
ется такими параметрами: плотность

3
2,52 г см , микротвердость 49,1 ГПа,

модуль упругости 450 ГПа. Прочность на
сдвиг у карбида бора примерно в 2–3 раза
меньше величины микротвердости, по-
этому его используют в защитных плас-
тинах для бронежилетов (см. рисунок).

В середину пластины из такого матери-
ала перпендикулярно ей попадает пуля
(стальной шарик или цилиндр с одинако-
выми диаметром и длиной) массой 10 г,
летящая со скоростью 500 м c. Какими
должны быть параметры (толщина и
площадь) пластины, чтобы она выполня-
ла свою функцию? Твердость стали
60 МПа, ее плотность и модуль Юнга
7,9 г cм3 и 200 ГПа соответствен-
но.

Понятно, что пластина для бронежилета
сделана такой, чтобы при попадании в нее
пули или осколка снаряда она, приняв на
себя импульс пули или осколка, распреде-
лила бы этот импульс на всю свою пло-
щадь. Это уменьшает давление на то мес-
то, куда пришелся удар. При этом пласти-
на может треснуть или расколоться на
части, но все эти части должны получить
примерно одинаковую скорость. Конечно,
солдат, принявший такой удар от пласти-
ны, будет травмирован, но результатом
травмы будет лишь ушиб, а не серьезное
ранение.
В стали и в карбиде бора звук (продоль-
ные и поперечные волны) распространяет-
ся с разными скоростями. А именно, в
стали продольные волны имеют скорость

примерно ст 4,5 км сv E . В карби-

де бора их скорость равна кб 12,5 км cv .
Это примерно в 3 раза больше скорости
продольных волн в стали. Поперечные

2L
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волны распространяются в каждом из ма-
териалов примерно в два раза медленнее
продольных. Таким образом, в материале
пластины даже поперечные волны распро-
страняются быстрее продольных волн в
стали примерно в полтора раза.
Сначала рассмотрим модельную ситуацию,

когда стальной предмет ударяется об абсо-
лютно твердую поверхность. В этом слу-
чае сразу после соприкосновения с поверх-
ностью возникает ударная волна, которая
создает давление в стали, равное пример-
но cт 18uv ГПа. Эта величина меньше,
чем микротвердость карбида бора, при-
мерно в три раза и сопоставима с прочно-
стью на сдвиг. Следовательно, при ударе
пули о поверхность из карбида бора мате-
риал защитной пластины может раскалы-
ваться на части, но эти части приобретают
примерно одинаковые скорости, а посколь-
ку материал пластины (карбид бора) при-
дет в движение в направлении движения
пули, то относительная скорость движе-
ния пули и пластины становится меньше,
поэтому и давление в ударной волне станет
меньше, чем приведенная оценка 18 ГПа.
Распространение и продольных и попереч-
ных волн в материале пластины ведет к
тому, что вовлеченная в движение масса
материала пластины будет сопоставима и
даже больше массы стали, которая уже
«почувствовала» удар. Оценка этого соот-
ношения масс основывается на предполо-
жении, что толщина пластины должна
быть примерно такой же, как и продоль-
ный размер пули, т.е. 1L см. При этом за
время полной остановки (по отношению к
пластине) пули продольные волны в пла-
стине успевают трижды пройти расстоя-
ние, равное толщине пластины, а попереч-
ные волны успевают распространиться на
расстояние, в 1,5 раза больше размера
пули. Таким образом, за время остановки
пули в движение приходит объем пласти-
ны, равный примерно 2 3

1,5 L . Этот объем
карбида бора имеет массу примерно в два
раза большую, чем масса пули. Скорость
движения такой суммарной массы уже в 3
раза меньше скорости пули. А если плас-
тина имеет размеры 5 5 1см, то ее масса
равна примерно 320 г, и в таком случае

после вовлечения в движение всей массы
пластины скорость движения системы
«пуля–пластина» уменьшается до величи-
ны 10 500 320 м с 15 м с. Эффект от
такого удара сопоставим или просто такой
же, как от попадания камня массой 320 г,
летящего со скоростью 15 м с, на площадку
размерами 5 5 см. Конечно, такой удар
будет чувствительным, но не смертельным.

Ф2736. Замкнутая в кольцо веревка ох-
ватывает шкивы двух блоков с горизон-
тальными и параллельными друг другу
осями симметрии. Сбоку веревка выгля-
дит симметричной, повернутой на 90
восьмеркой ( ). Оси расположены на рас-
стоянии 2 метра друг от друга на одном
горизонтальном уровне и радиусы шкивов
одинаковы. В канавки шкивов сверху (над
тонкой веревкой) положен длинный, дли-
ной 3 метра, однородный прямой стер-
жень круглого сечения. При медленном
движении веревки (с постоянной по вели-
чине скоростью каждой ее точки в каж-
дом месте на веревке) стержень смеща-
ется от одного положения до другого,
причем по одному из шкивов стержень
проскальзывает, а по другому шкиву стер-
жень движется без проскальзывания. В
момент остановки расстояния от концов
стержня до ближайших точек касания
стержня и шкива отличаются в полтора
раза. После остановки стержень меняет
направление скорости, и ситуация с про-
скальзыванием и непроскальзыванием по
отношению к шкивам изменяется на про-
тивоположную. В некоторый момент
скорость движения веревки увеличилась,
и теперь стержень, двигаясь поступа-
тельно, совершает гармонические коле-
бания с периодом 3 секунды. Каков коэф-
фициент трения при скольжении стерж-
ня по шкиву? Каков максимальный коэф-
фициент трения покоя?

При медленном движении веревки в мо-
мент остановки стержня силы трения, дей-
ствующие на стержень со стороны шкивов,
таковы, что одна из сил соответствует силе
трения скольжения, а другая – силе тре-
ния покоя. Поскольку они (силы трения)
в этот момент одинаковы, отношение ко-
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эффициента трения покоя и коэффициента
трения скольжения равно отношению рас-
стояний от середины стержня до мест опо-
ры стержня на шкивы. Это отношение
равно 11 9, т.е. стержень от положения
равновесия смещается то в одну, то в дру-
гую сторону на максимальное расстояние

50 см 10 см
10 см 15 см

50 см 10 см
.

Такое смещение во много раз меньше рас-
стояния между осями шкивов (2 метра).
Следовательно, колебания, которые воз-
никли после увеличения скорости движе-
ния веревки, можно считать малыми.
При быстром движении веревки проскаль-

25. Можно ли покрасить все натуральные
числа в три цвета так, чтобы сумма любых
двух чисел разных цветов была покрашена в
третий цвет?

Ф.Нилов

26. В офис привезли много одинаковых
четырехугольных столов, у каждого стола
все стороны разной длины. Оказалось, что и
3 таких стола, и 4, и 5 можно поставить по
кругу одинаковыми углами к центру так,
чтобы между соседними столами не было

зазора. Сколько таких столов можно поста-
вить по кругу одинаковыми сторонами нару-
жу и без зазоров между соседними столами?
Укажите все варианты и докажите, что дру-
гих нет.

Е.Бакаев

27. Что больше – количество способов
заполнить таблицу 2 100 числами 1, 2, …
...200 (каждое число встречается один раз)
так, чтобы сумма чисел в каждом из 102 рядов
(строк и столбцов) была четной, или так,
чтобы каждая такая сумма была нечетной?

Е.Бакаев, П.Кожевников

28. а) Для каких натуральных n существу-
ет натуральное число k, которое ровно в n
раз превышает количество своих цифр?

б) Для каких натуральных n существуют
два таких числа k?

в) Может ли для какого-либо n существо-
вать больше двух таких чисел k?

И.Акулич

зывание стержня происходит относитель-
но обоих шкивов, поэтому коэффициент
трения один и тот же: это коэффициент
трения скольжения. Уравнение, описыва-
ющее малые колебания вблизи положения
равновесия, дает связь между периодом
колебаний и коэффициентом трения сколь-
жения: квадрат угловой частоты колеба-
ний 2 равен 2 g D. В нашем случае

2 T, где T 3 c, а D 2 м – расстоя-
ние между осями шкивов. Вычисления
дают величину коэффициента трения сколь-
жения, равную примерно 0,44. А коэффи-
циент трения покоя больше этой величины
в 11 9 раза, т.е. равен примерно 0,54.

КОНКУРС  ИМЕНИ  А .П .САВИНАМы продолжаем конкурс по решению математических задач. Задания рассчитаны восновном на учащихся начиная с 8–9 классов, а более младшим школьникам советуемпопробовать свои силы в конкурсе  журнала «Квантик» (см. сайт kvantik.com).Высылайте решения задач, с которыми справитесь, электронной почтой по адресу:savin.contest@gmail.com . Кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в котором выучитесь.Мы приветствуем участие в конкурсе не только отдельных школьников, но и команд (в такомслучае присылается одна работа со списком участников). Участвовать можно, начиная с любоготура. Победителей ждут дипломы журнала «Квант» и призы.Задания, решения и результаты публикуются на сайте sites.google.com/view/savin-contestЖелаем успеха!



«КВАНТ»  ДЛЯ  МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВЗадачи1. На доске написаны две суммы:1 + 22 + 333 + 4444 + 55555 ++ 666666 + 7777777 + 88888888 ++ 999999999и 9 + 98 + 987 + 9876 + 98765 ++ 987654 + 9876543 + 98765432 ++ 987654321.Какая из сумм больше? Или они рав-ны? Г. Гальперин

2. Сто сидений карусели расположе-ны по кругу через равные промежутки.Каждое покрашено в желтый, синийили красный цвет. Сиденья одного итого же цвета расположены подряд ипронумерованы 1, 2, 3, ... по часовойстрелке. Синее сиденье №7 противо-положно красному №3, а желтое №7 –красному №23. Найдите, сколько на

Эти задачи предлагались на Математичес-ком празднике.

карусели желтых сидений, сколькосиних и сколько красных.А. Шаповалов3. Два квадрата расположены, какпоказано на рисунке, отмеченные от-резки равны. Докажите, что треуголь-ник BDG равнобедренный. Фольклор

4. В параллели седьмых классов 100учеников, некоторые из которых дру-жат друг с другом. 1 сентября ониорганизовали несколько клубов, каж-дый из которых основали три ученика(у каждого клуба свои). Дальше каж-дый день в каждый клуб вступали теученики, кто дружил хотя бы с тремячленами клуба. К 19 февраля в клубе«Гепарды» состояли все ученики па-раллели. Могло ли получиться так, чтов клубе «Черепахи» в этот же деньсостояло ровно 50 учеников?В. Клепцын, М. Раскин
Иллю
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К В А Н T  $ 2 0 2 3 / № 334 Задача ДжонаСильвера(о математическихзадачах с позицийфизики)
С.ДВОРЯНИНОВ

Когда в делах, я от веселий прячусь,Когда дурачиться – дурачусь;А смешивать два этих ремеслаЕсть тьма искусников, я не из их числа.А.С.Грибоедов
Смешивать разные жидкости человеку

приходится очень часто, можно сказать –
каждый день. В чай и кофе мы добавляем
молоко или сливки. Если чай оказался
слишком крепким, то разбавляем его ки-
пятком. Смешивая различные соки, мы
получаем всевозможные коктейли. Если
краска загустела, то ее разбавляют уайт-
спиритом, олифой или бензином. На эту
тему уже в учебнике математики для 5
класса есть такая задача про смесь.

Задача 1. Отпили полчашки черного
кофе и долили ее молоком. Потом отпили
1

3
 чашки и долили ее молоком. Потом

отпили 
1

6
 чашки и долили ее молоком.

Наконец, допили содержимое чашки до

конца. Чего выпили больше: кофе или
молока?

Решение очевидно. Первый раз долива-
ем молоко, объем которого равен половине
объема чашки. Потом доливаем ее треть и,
наконец, одну шестую часть чашки. Скла-
дываем дроби и получаем число 1:

1 1 1 3 2 1 6
1

2 3 6 6 6 6 6
.

Получается, что за три приема мы долили
ровно чашку молока. Была чашка кофе,

добавили чашку молока. Стало быть, кофе
и молока выпили поровну. На всякий
случай смотрим в ответ и читаем: Кофе и
молока поровну.

Замечательно, задача решена!
Вспомним, однако, что часто при реше-

нии конкретной задачи полезно рассмот-
реть ее простой аналог или частный слу-
чай. Давайте так поступим и с задачей про
кофе.

Задача 2. Есть два одинаковых запол-
ненных до краев бочонка: в одном – апель-
сины, в другом – свежий зеленый горох.
Слону в зоопарке дали бочонок с апельси-
нами. Когда слон съел половину, в бочо-
нок до самых краев насыпали горох. Все
содержимое слон съел с большим удоволь-
ствием. Чего слон съел больше – апельси-
нов или гороха? Во сколько раз? Сколько
гороха осталось?

Рассуждаем так же, как и с кофе. Внача-
ле слон освободил от апельсинов полбо-
чонка. Свободную половину заполнили
горохом, и слон все съел. Получается, что
апельсинов он съел бочонок, а гороха –
полбочонка, т.е. в два раза меньше. И
полбочонка гороха осталось.

Но если представить, как горох сыпется
в бочонок, то станет ясно: гороха на угоще-
ние слону уйдет больше, чем полбочонка.
Мелкий горошек будет заполнять пустоты
между апельсинами. Гороха останется мень-
ше, чем полбочонка. Пусть для определен-
ности объем каждого бочонка 20 л. Ясно,
что высыпав и апельстны, и горох в один
сорокалитровый бочонок, мы не заполним
его полностью.

Вернемся к чашке с кофе и внимательно
отнесемся к каждому слову из условияDOI: https://doi.org/10.4213/kvant20230304
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задачи. Сначала отпили «полчашки черно-
го кофе», а потом отпили «1 3  чашки».
Чувствуете разницу? После того, как в
чашку долили молоко, там уже оказалось
и не кофе, и не молоко. Получилась третья
жидкость – смесь кофе и молока. Чистого
молока в чашке вообще нет. Все ясно: эта
задача некорректна. Правильный ответ
такой: выпили полчашки черного кофе,
молока (чистого молока!) не пили вовсе, а
еще выпили смесь черного кофе с молоком
трех разных концентраций. А каков объем
выпитой смеси?

* * *
На уроках физики школьники узнают

немало законов сохранения: при всех при-
родных и искусственных процессах сохра-

няются энергия и масса, есть
законы сохранения импульса
и момента импульса, закон
сохранения электрического за-
ряда. А что известно о сохра-
нении объема? В простейшем
случае при склеивании двух
параллелепипедов получает-
ся новое тело, объем которого
равен сумме объемов парал-
лелепипедов. Но для перено-
са этого свойства на смеси нет
никаких оснований!

Вообще к смесям нужно от-
носиться внимательно, мож-
но сказать – с уважением. На
уроках химии учат, как сле-
дует смешивать кислоту с во-
дой, что во что добавлять. В
прежние времена, когда фан-
тастика Жюля Верна еще не
стала явью, книги этого писа-
теля были очень популярны,
в библиотеках за ними была
очередь. В романе «Таинствен-
ный остров» юные читатели
могли узнать, как «выпарив
глицерин в водяной ванне,
Сайрес Смит подлил к нему
азотной кислоты и получил,
не применяя охлаждающей
смеси, несколько пинт жел-
той маслянистой жидкости...

Это был нитроглицерин».
В средние века начинающие алхимики в

угоду королям намеревались сплавить
мелкие алмазы в один большой. Подоб-
ным образом они поступали с золотом и
серебром. И что же? При нагревании ал-
мазов до 1000 градусов они сгорали. Ведь
алмаз – это один из изотопов химического
элемента углерода. Случалось, что за свое
невежество алхимики несли тяжелую кару.

* * *
В задаче про кофе физика смешана с

математикой. А кто же ее придумал, кто
является ее автором? Проведем небольшое
историческое расследование.

В 1967 году был выпущен Сборник под-
готовительных задач к ХХХI Московской

– Вот вам нитроглицерин.Жюль-Декарт Фера. Иллюстрация к роману Жюля Верна «Таин-ственный остров»
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математической олимпиаде для школьни-
ков. В аннотации к сборнику, в частности,
говорилось: «Задачи олимпиады, кроме
прочного знания школьного курса матема-
тики, требуют смекалки и сообразительно-
сти. Поэтому для подготовки к олимпиаде
выпускается настоящий сборник. Многие
задачи, представленные в сборнике, пред-
лагались на предыдущих олимпиадах и в
конкурсах вечерней математической шко-
лы. В сборнике представлены как относи-
тельно легкие, так и более трудные задачи.
В сборнике помещены также краткие при-
мечания к задачам (как правило, не исчер-
пывающие решения, а лишь указания ос-
новной идеи)».

Обратимся к одной из задач этого сбор-
ника.

Задача 3. Даны полстакана воды и
полстакана вина. Ложку воды перелили в
вино, а затем ложку образовавшейся сме-
си перелили в воду. Чего в результате
оказалось больше: воды в вине или вина
в воде?

Чуть дальше читаем пояснение: «В пер-
вый стакан долили столько же вина, сколько
оттуда было отлито воды».

Пойдем по времени еще дальше. В 1946
году в шестом выпуске Известий Акаде-
мии педагогических наук была опублико-
вана статья «Принципы отбора и составле-
ния арифметических задач». Ее автор –
И.В.Арнольд. Здесь мы находим такой
вариант задачи о смеси двух жидкостей.

Задача 4. Из стакана с красным вином
перелили в стакан, содержащий такое же
количество белого, одну ложку. Переме-
шав, ложку смеси перелили обратно в
первый стакан. Спрашивается, больше ли
в итоге концентрация белого вина в крас-
ном в первом стакане или красного в
белом – во втором?

Для решения задачи достаточно задать
себе вопрос: куда девалось то красное
вино, которое вытеснено белым из первого
стакана? Этот вопрос ориентирует на рас-
смотрение соответствующего рисунка. А
рисунок подталкивает к таким ответам на
две последние задачи. Задача 3: вина в
воде в первом стакане столько же, сколько
воды в вине во втором стакане. Задача 4:

белого вина в красном столько же, сколько
красного в белом.

В 2008 году статья И.В.Арнольда была
издана в виде отдельной книжки (М.:
МЦНМО). Если внимательно читать эту
книжку, то можно узнать, что происходит
с объемом при смешивании: «Смесь двух
одинаковых объемов воды и спирта зани-
мает меньший объем, чем сумма объемов
обоих смешиваемых веществ. Литр такой
смеси имеет массу 936 г, между тем как
литр чистого спирта имеет массу 729 г, а
литр воды – 1 кг. Сколько нужно взять
воды и спирта, чтобы получить литр сме-
си?»

Итак, обе задачи о переливании – некор-
ректны, а рисунок приводит к неверным
ответам. В условиях задач ничего не сказа-
но, как меняется объем при смешивании, а
на самом деле объем смеси двух растворов
не равен сумме объемов исходных раство-
ров. В математике много красивых задач в
стиле «пожалуйста, не вычисляйте!» Ма-
тематика нисколько не обеднеет, если воп-
рос про кофе с молоком мы исключим из
этого множества.

* * *
На самом деле задача про кофе и моло-

ко – это адаптированная для младших
школьников задача, которую старый пи-
рат Джон Сильвер из «Острова сокро-
вищ» Р.Л.Стивенсона задал юнге Джиму
Хоккинсу, заглянувшему к нему в камбуз:
«Знаменитый капитан Флинт налил ста-
кан рома и выпил половину. Напиток был
крепок, и Флинт долил стакан водой.



Отпив треть содержимого, он вновь долил
в стакан воду. Когда же старый пират
отпил шестую часть стакана и в третий раз
разбавил содержимое водой, то только
тогда смог осушить стакан до дна. После
этого Флинт задумался: чего он выпил
больше – рома или воды?»

Юный Джим Хоккинс быстро сложил
три дроби и сказал, что поровну. Автор
книги Стивенсон словами Сильвера по-
хвалил Джима и заверил, что из него
вырастет замечательный моряк.

Заметим, что первое книжное издание
«Острова сокровищ» вышло 140 лет на-

зад, в ноябре 1883 года. Тогда писатель
Стивенсон не знал, что русский химик
Дмитрий Иванович Менделеев изучал, как
изменяется объем при смешивании спирта
с водой.

Первая глава магистерской диссертации
Менделеева называлась так: «О сжатии,
происходящем при образовании раство-
ров».

В русские переводы для детей задача про
выпивку Флинта не вошла. А вот И.В.Ар-
нольд читал по-английски и потому вклю-
чил задачу про красное и белое в свою
книгу. И учил решать ее правильно.

Светлоеотражениетемного пятна
Морозный день. Холодно не только на

улице, но и в подъездах зданий. В павильоне
при входе в метро все стекла покрыты густым
инеем. Этот иней можно растопить прикосно-
вением руки, и тогда возникает удивительная
картина: проплавленное «окно» в инее выг-
лядит темным пятном на белом фоне. А в
блестящем, как зеркало,
мраморном подоконнике
оно отражается… как свет-
лое пятно на темном фоне!
Не просто отражение, а
«комплементарное отраже-
ние» – с заменой негатив-
ного изображения на пози-
тивное.

Этот эффект — резуль-
тат игры прохождения и
отражения света, свойств
поверхностей, на которые
он падает, а также расположения источников
света. Полированная поверхность мрамора
работает как нормальное зеркало: через более
прозрачное «окошко» в инее на нее падает
больше света, чем через матовую заиндеве-
лую поверхность стекла. Поэтому рисунок
ладони и отражается в ней как более светлое

пятно. Этот свет падает сверху, со стороны
светлого неба. Но когда мы смотрим непос-
редственно на стекло, наш взгляд устремлен
сквозь это «окно», скорее, вниз, к земле или
же к каким-то окружающим вход в метро
строениям. А вот для заиндевелых матовых
участков стекла это не проблема: с какой бы
стороны к ним свет ни пришел, они все равно
его рассеют во все стороны, в том числе и в
нашу. Поэтому эти участки и выглядят более
светлыми, чем прозрачный отпечаток ладони.
В том, что дело именно в этом, можно легко
убедиться, глянув на снимок, где одновремен-
но присутствуют несколько следов от руки.

Видно, что те, которые расположены повыше
и проецируются на небо (или хотя бы побли-
же к нему), те и светлее.

Казалось бы, столь простые оптические
явления, а какой необычный и красивый
рисунок они создают!

В.Птушенко

НАШИ НАБЛЮДЕНИЯ

Н А Ш И  Н А Б Л Ю Д Е Н И Я 37



Ш К О Л А  В  « К В А Н Т Е »

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20230305

Вспомогательныеравносторонниетреугольники
М.ВАСИЛЬЕВ, Т.КОРЧЕМКИНА

УМЕНИЕ ДЕЛАТЬ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ
построения всегда являлось залогом

успешного решения сложных геометричес-
ких задач. Не секрет, что очень непросто
сформулировать точные и четкие инструк-
ции для выбора и применения того или иного
построения, однако зачастую в условии за-
дачи присутствуют «маячки» – подсказки,
позволяющие догадаться, какие дополни-
тельные линии следует провести. Так, прак-
тика показывает, что медиану треугольника
бывает полезно продлить на ее длину, а
специальное добавление середин отрезков и
последующее рассмотрение средних линий
соответствующих треугольников помогают
решить задачу. К таким типовым дополни-
тельным построениям можно также смело
отнести метод «спрямления суммы», стан-
дартные построения в трапеции, метод вспо-
могательной окружности и др.

Более сложным приемом, требующим боль-
шей изобретательности и появляющимся в
олимпиадных задачах, является поиск и
построение правильных многоугольников или
их элементов. Эту идею заинтересованные
читатели увидят, например, в статье Е.Бака-
ева и А.Блинкова «Вспомогательные квад-
раты» («Квант» № 4 за 2016 г.). Ниже мы
покажем, в каких случаях равносторонние
треугольники помогают решить задачу.

Задача 1. В равнобедренном треугольни-
ке ABC угол при вершине A равен 100 . На
продолжении стороны AB за точку B отме-
чена такая точка D, что AD BC. Чему
равен угол BCD?

Решение. Как догадаться до нужного до-
полнительного построения? Заметим, что
углы при основании BC равнобедренного
треугольника ABC равны по 40 , а значит,

Ш К О Л А  В  « К В А Н Т Е »

разность известных нам углов составляет
100 40 60 . Мотивацией к построению
вспомогательного равностороннего треуголь-
ника также служат равные «неудобно» рас-
положенные отрезки AD и BC.

Итак, построим теперь равносторонний
треугольник ADE (рис. 1) и получим еще
один угол в 40  при вершине A. Тогда

треугольники BAC и ACE равны по двум
сторонам (AB AC, BC AE) и углу между
ними ( ABC CAE), следовательно,

100ACE BAC . Кроме того, по трем
сторонам равны треугольники DAC и DEC,
откуда 50ACD ECD  и, наконец,

50 40 10BCD ACD ACB .

Как правило, что мы видим и на примере
предыдущей задачи, после сделанного до-
полнительного построения завершающим
шагом в решении является поиск равных
треугольников.

Задача 2. Внутри равнобедренного тре-
угольника ABC с основанием BC отмечена
такая точка M, что 30MBC ,

10MCB . Найдите угол AMC, если
80BAC .

Решение. Поскольку угол при вершине
равнобедренного треугольника равен 80 ,
углы при основании будут равны 50  каж-
дый. Отсюда можно вычислить углы

20MBA  и 40MCA . Тот факт, что в
условии дан равнобедренный треугольник,
уже намекает на возможную пользу от пост-
роения треугольника равностороннего. Дей-
ствительно, построив равносторонний треу-
гольник ABD так, как показано на рисун-
ке 2, получим 60 50 10CBD  и рав-
нобедренный треугольник DAC. В этом тре-
угольнике угол при вершине равен

Рис. 1
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80 60 20BAC BAD , следова-
тельно, 80DCA , и 80 50BCD
30 . Таким образом, треугольники BMC и

CDB равны по стороне BC и прилежащим к
ней углам с градусными мерами 10  и 30 , что
означает равенство сторон MC BD AC.
Тогда в равнобедренном треугольнике ACM
с углом в 40  при вершине искомый угол
AMC равен 70 .

Упражнение 1. Найдите другой способ реше-
ния задачи 2, использующий равносторонний
треугольник, построенный на AC. Не менее кра-
сивое решение задачи читатель узнает из статьи
В.Прасолова «Диагонали правильного 18-уголь-
ника» («Квант» № 5 за 1995 г.).

Зачастую при первом взгляде на чертеж
возникает несколько разумных идей для
построения вспомогательного треугольника.
Любопытно, однако, что почти всегда каж-
дый из пришедших в голову способов позво-
ляет (с разной степенью сложности) прийти
к ответу. Это справедливо, например, для
нескольких следующих задач.
Задача 3. Внутри треугольника ABC

отмечена такая точка M, что AM BM,
10MBA , 20MBC  и 40MAC .

Найдите угол MCA.
Решение. Итак, какой же треугольник

здесь может оказаться полезным (рис. 3)?
С одной стороны, если построить равно-

сторонний треугольник ABK с основанием
AB так, чтобы точки M и C были внутри
треугольника, то BC окажется биссектри-
сой, а 10CAK MAB MBA .
Можно также использовать равные стороны

AM и BM, построив равносторонние треуголь-
ники AMN или BML. В каждом из случаев
помимо сторон, равных AM и MB, появляют-
ся и углы, равные данным в условии.

На самом деле каждое из перечисленных
выше построений помогает решить задачу,
но мы остановимся подробнее на треуголь-
нике AMN, поскольку попутно он приводит
к дополнительным интересным фактам.
Действительно, в силу условия и дополни-

тельного построения можно вычислить угол
360 180 2 10BMN – 60 140 .

Поскольку также MN = AM = BM, треуголь-
ник MBN – равнобедренный, причем

20MBN MBC. А это означает, что
точки B, C и N лежат на одной прямой!
Рассмотрим теперь треугольник ANC. В нем

60 20 80ANC ANM MNB
и 30 50 80ACN CAB ABC
как внешний угол треугольника ABC. Таким
образом, треугольник ANC равнобедренный,
но тогда равнобедренным будет и треуголь-
ник ACM. Отсюда легко вычислить, что

70MCA .
Упражнение 2. Решите предыдущую задачу,

пользуясь треугольником ABK.

Следующая задача давно уже вошла в
математический фольклор и неоднократно
появлялась на различных олимпиадах. Речь
пойдет о равнобедренном треугольнике с
углом при вершине в 20  и углами при
основании по 80 . Его интересные свойства
послужили источником для множества но-
вых задач и исследований. С одной из таких
удивительных задач можно познакомиться в
статье К.Кнопа «История с геометрией, или
Девять решений одной задачи» («Квант»
№ 3 за 1993 г.).
Задача 4. В треугольнике ABC углы ABC

и ACB равны 80 . На стороне AB отмечена

A

B
C

D

M

Рис. 2 A

N

M
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B

Рис. 3
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такая точка P, что 30BPC . Докажи-
те, что AP BC.
Решение. Подсказкой к построению вспо-

могательного равностороннего треугольни-
ка служит то, что 80 60 20 . В зависи-
мости от того, как именно «отнять» угол в
60 , можно построить треугольники ABE,
ACD или BCF (рис. 4). Опять же, каждый
из этих треугольников приводит к решению
задачи. Здесь мы приведем решение с помо-
щью треугольника BCF.
По трем сторонам равны треугольники

ABF и ACF, значит, 10BAF CAF  и
80 60 20ABF ACF . По свой-

ству внешнего угла BPC треугольника APC
получаем, что 30 20 10ACP . Та-
ким образом, в треугольниках APC и CFA к
стороне AC прилегают углы 10  и 20 , откуда
следует равенство треугольников APC и CFA
и AP CF BC.

Упражнение 3. Проведите до конца рассужде-
ния, связанные с треугольниками ABE и ACD.

Задача 5 (Е.Бакаев, LXXIX Московская
математическая олимпиада, 2016). На меди-
ане AM треугольника ABC нашлась такая
точка K, что AK BM. Кроме того,

60AMC . Докажите, что AC BK.

Решение. Наличие угла 60  и множество
равных отрезков однозначно намекают на
построение вспомогательного равносторон-
него треугольника. Классическое решение
предлагает продлить медиану AM и постро-
ить треугольник BMD (рис. 5), но равносто-
ронний треугольник EMC также оказывает-
ся полезен.
Действительно, вне зависимости от распо-

ложения точек K и E на AM, отрезки AE и
KM равны либо как сумма, либо как раз-
ность длин отрезков ME AK и отрезка EK.

Кроме того, по построению CE BM. Для
равенства треугольников AEC и KMB не
хватает только равенства углов AEC и BMK,
но оба эти угла – смежные с углами в 60 ,
откуда AEC BMK и AC BK.
Задача 6 (Е.Бакаев, LXXXII Московская

математическая олимпиада, 2019). Внутри
равнобедренного треугольника ABC отме-
чена точка K так, что 30KAC  и
AB BC CK . Найдите угол AKB.
Решение. В этой задаче, опять же, есть

несколько способов найти ответ с помощью
равностороннего треугольника. Построение
равностороннего треугольника ACL (рис. 6)
превратит AK в биссектрису, медиану и
высоту, а построение равносторонних треу-
гольников ABP или BMC добавит и равно-
бедренные треугольники. Первые два способа
мы оставляем читателю в качестве упражне-
ния, с ними также можно ознакомиться в книге
«LXXXII Московская математическая олим-
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пиада. Задачи и решения». Мы же рассмот-
рим решение, получаемое с помощью треу-
гольника BMC.
Пусть BAK . Тогда в силу AB BC

имеем 30ACB BAC , и из тре-
угольника ABC можно вычислить ABM

ABC MBC  180 2 30 60
60 2 . Далее, с учетом того, что тре-

угольник BAM также равнобедренный, по-
лучаем

CAM BAM BAC

1
180 60 2 30 30

2
KAC.

Рассмотрим теперь треугольники AKC и AMC.
Сторона AC для них – общая, также CK

CM и по доказанному выше KAC MAC.
Здесь мы воспользуемся известным утвер-

ждением, называемым четвертым признаком
равенства треугольников или признаком
полуравенства треугольников: если две сто-
роны первого треугольника равны двум сто-
ронам второго треугольника и угол, проти-
волежащий одной из сторон первого тре-
угольника, равен углу, противолежащему
соответственно равной ей стороне второго
треугольника, то либо эти треугольники рав-
ны, либо углы, противолежащие другим
двум равным соответствующим сторонам, в
сумме составляют 180 .
Отсюда следует, что либо KCA MCA и
AKC AMC, либо 180KCA MCA .

Последнее невозможно, поскольку
60KCA MCA KCM MCB , а

значит, AKC AMC и AK AM, отку-
да, в частности, следует, что треугольник
AKM – также равносторонний. Тогда
AK KM и треугольники ABK и MBK
равны по трем сторонам, значит,

1
360 60 150

2
AKB MKB .

Вспомогательный равносторонний тре-
угольник может оказаться полезным не толь-
ко при решении задач. Так, с помощью этого
метода можно обосновать построение точки
Ферма–Торричелли, не прибегая к окруж-
ностям.

Точкой Ферма называется точка плоско-
сти, сумма расстояний от которой до вершин
треугольника является минимальной.

Точкой Торричелли треугольника называ-
ется точка, из которой три луча, направлен-
ные в вершины треугольника, образуют меж-
ду собой углы в 120 .
Задача 7 (точка Ферма–Торричелли).

Найдите внутри треугольника ABC, у ко-
торого все углы меньше 120 , точку M,
сумма расстояний от которой до трех
вершин минимальна.
Решение. Построим на каждой стороне

треугольника ABC во внешнюю сторону вспо-
могательные равносторонние треугольники
ACE, BCD и ABF (рис. 7). Пусть M –
произвольная точка внутри треугольника
ABC. Соединим теперь точку M с вершина-
ми и построим равносторонний треугольник
AMN. Покажем, что сумма расстояний от
точки M до вершин исходного треугольника
равна длине ломаной BMNE.

Рассмотрим треугольники ANE и AMC.
По построению AM AN, AC AE, а также

60MAC CAN EAN, откуда сле-
дует равенство рассматриваемых треуголь-
ников и их соответственных сторон MC и
NE. Таким образом, AM BM CM BM

MN NE.
Такое построение позволяет также понять,

чему равна та самая минимальная сумма
расстояний. Действительно, для любой точ-
ки M выполнено неравенство BM MN
NE BE, причем равенство достигается

тогда и только тогда, когда точки B, M, N и
E лежат на одной прямой (в указанном
порядке).
Пусть теперь полученная конструкция та-

кова, что точки M и N лежат на отрезке BE

A

B

C
M

N

F E

DРис. 7
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(рис. 8). Покажем, что на самом деле такая
точка M является точкой пересечения отрез-
ков CF и BE.
По построению треугольники AMC и ANE

равны, но тот факт, что точки B, M, N, E
лежат на одной прямой, также позволяет
сказать, что 180 60AMC ANE
120 . Чтобы показать, что M лежит на

прямой CF, докажем, что 60FMA . Рас-
смотрим треугольники FAM и BAN: FA BA,
AM AN и 60FAM BAM BAN,
следовательно, треугольники равны, и

60FMA BNA , что и требовалось.
Аналогично доказывается, что точка M ле-
жит и на отрезке AD.
Заметим, что отсюда напрямую следует,

что 120AMB AMC BMC , таким
образом, точки Ферма и Торричелли совпа-
дают. Кроме того, из доказательства понятен
алгоритм построения точки. Необходимо
сначала построить на сторонах треугольника
вне него равносторонние треугольники, за-
тем соединить отрезком каждую вершину
треугольника с вершиной равностороннего
треугольника, построенного на противопо-
ложной стороне, и построить точку пересече-
ния этих отрезков.
В качестве упражнения оставляем читате-

лю доказательство того, что если один из
углов треугольника не меньше 120 , то точ-
кой Ферма будет являться вершина этого
угла. Подробнее о свойствах точки Торри-
челли можно прочитать в статье В.Протасо-
ва «Точка Торричелли и сети Штейнера»
(«Квантик» № 10–12 за 2021 г.).
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Задачи для самостоятельного решения

1 (В.Произволов, XI Турнир математических
боев имени А.П.Савина). Про четырехугольник
ABCD известно, что 60BAD CDA , а так-
же CAD CDB. Докажите, что AB + CD AD.
2 (Е.Бакаев, XXII Турнир математических боев

имени А.П.Савина). Четырехугольник ABCD
таков, что 60A , 150B , 90C . Дока-

жите, что 
2

AB AD
CD .

3 (М.Волчкевич, XXXI Математический праз-
дник, 2020). Три стороны четырехугольника рав-
ны, а углы четырехугольника, образованные эти-
ми сторонами, равны 90  и 150 . Найдите два
других угла этого четырехугольника.

4 (XX Турнир математических боев имени
А.П.Савина). В равностороннем треугольнике
ABC на продолжении стороны AB за точку B
отметили точку D, а на продолжении BC за точку
B отметили точку E так, что AD BE. Докажите,
что CD DE.

5. Внутри равнобедренного треугольника ABC
с основанием BC отмечена такая точка P, что

20PAB , 60PAC , 10PBA . Найдите
угол APC.

6. В равнобедренном треугольнике ABC с углом
20A  к боковой стороне проведена высота

CM, на стороне AC отмечена точка N такая, что
1
2

CN BC. Найдите угол AMN.

7 (Московская устная командная олимпиада по
математике, 2019). В треугольнике ABC извест-
но, что 30A , 105B . На биссектрисе угла
A внутри треугольника ABC отмечена точка P
такая, что PC BC. Найдите угол APC.

8 (VI Новосибирская устная олимпиада по
геометрии, 2021). Внутри равностороннего треу-
гольника ABC выбраны точки P и Q так, что
четырехугольник APQC выпуклый, AP PQ QC
и 30PBQ . Докажите, что AQ BP.

9 (В.Расторгуев, XLII Турнир городов, 2021).
На сторонах AB и AC равностороннего треуголь-
ника ABC выбрали точки E и F, а на продолжении
стороны AB – точку K так, что AE CF BK.
Точка P – середина EF. Докажите, что угол KPC
прямой.
10 (Е. Бакаев, XXIII Турнир математических

боев имени А.П.Савина). Треугольник ABC та-
ков, что 120B , точка M – середина AC. На
сторонах AB и CB взяты точки K и L соответ-
ственно так, что AK CL и 120KML . Дока-
жите, что KL AM.



Капля,отвердевающаяв полецентробежных сил
А.КАШЕВАРОВ, А.СТАСЕНКО

…кто знает, сколько еще будет увидено ипонято благодаря капле? Я.Е. Гегузин
ДАВНО ИЗВЕСТЕН ТАКОЙ ШКОЛЬ-

ный опыт: каплю воды кладут на холод-
ную поверхность и в результате вырастает
осесимметричная фигура с заострением на-
верху (рис. 1,а). А что если переохлажден-
ную каплю подвесить под холодным потол-
ком – подумал вдумчивый Ученик. Ясно, что
сила тяготения (ускорение g) станет удли-
нять каплю в направлении своего действия,
сокращая площадь контакта капли с поверх-
ностью и увеличивая сухой участок (рис. 1,б).
Но переохлажденная капля – совсем не то,

что теплая капля на потолке в поле тяжести.
Чудесные явления творятся в ее объеме.
Запускаются процессы образования нано-

кристаллов (нуклеации), которые растут,
выделяя теплоту фазового перехода; послед-
няя удаляется теплообменом с воздухом (а
знающие люди говорят, что и инфракрас-
ным излучением). С ростом суммарного объе-
ма кристаллов увеличивается вязкость сус-
пензии, сдвиговые течения внутри капли
ускоряют нуклеацию...
Но даже поверхность теплой капли у потол-

ка, вытягивающейся вниз, в некоторый мо-
мент времени похожа на коническую. И если
она замерзнет, ее можно назвать сталактитом
(  – натекшие по капле по-гре-
чески). Если же такое случится с кристалли-
зующейся переохлажденной каплей, поме-
щенной на холодную поверхность, то она –
сталагмит (  – капля по-древне-
гречески). А что если такую каплю положить
на быстро вращающийся цилиндр или эква-
тор сферы (рис. 1,в), да еще при этом для
простоты пренебречь влиянием тяготения? В
этом случае она окажется в поле сил с уско-
рением 2g R, где  – угловая скорость
вращения, R – радиус вращающегося тела.
В любом случае имеется три поверхности

контакта: жидкости с воздухом (индекс la от
liquid–air), жидкости с твердым телом (ls от
liquid–solid) и твердого тела с воздухом (sa
от solid–air). Запишем Основную Физичес-
кую Идею – изменение суммарной поверхно-
стной энергии равно работе центробежной
силы:

la a a0 ls s s0S S S S

sa s s0S S c c0mg y y . (1)

Здесь c c0y y  – увеличение рассто-
яния центра масс сталагмита (с) от
оси вращения, индекс 0 относится к
случаю отсутствия вращения
( 0), в котором капля тоже пред-
полагается приблизительно кони-
ческой, aS  и sS  – площади поверхно-
сти контакта капли с воздухом и
твердым телом,  – соответствую-
щие коэффициенты поверхностно-
го натяжения.
Будем предполагать, что высота

конуса h R= . Можно показать, что
расстояние центра масс конуса от
его основания равно четверти высо-
ты, так что

0
c c0

4

h h
y y .

Рис. 1. а) Известная картина капли, отвердевшей на холод-ной поверхности; б) капля замерзает под холодным потол-ком; в) предлагаемая модель
DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20230306
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Боковая поверхность конуса вращения, как
известно, равна произведению длины осно-
вания (радиус а) на половину длины образу-
ющей:

2 2
aS a a h .

И еще Идея: как бы ни изменялась форма,
объем V должен оставаться постоянным и
равным его значению для шаровой капли. А
объем конического сталагмита равен произ-
ведению его площади основания на треть
высоты. Поэтому

2 3
d

4

3 3

h
a a ,

где da  – радиус капли, если бы она стала
шаровой.

Наконец, вспомним рисунок, приведен-
ный во многих книгах, который поясняет
связь всех трех коэффициентов поверхност-
ного натяжения – проекция сил на «горизон-
тальное» направление дает (рис. 2):

la sa lscos ,

где  – угол смачивания.

Учитывая всю накопленную информацию,
приведем уравнение (1) к безразмерному
виду:

1/2 1 23 3
0

0 0

1 1 cos 1
х х

х х
х х

0Aх х х , (2)

где введены обозначения

2 32
0

0 3

3 2
d

0

,     ,    =
3 4

h h a g
x x А

a a
,

 – плотность воды, 
h

a
 – отношение высоты

конуса к радиусу его основания.

Уравнение как уравнение, – подумал вдум-
чивый Ученик, – ничего особенного, его
решение зависит всего от трех параметров:

0, ,x x A  – то ли еще могут современные
компьютеры!

Но и не решая приведенного уравнения,
можно оценить, при каких условиях капля
будет сброшена с поверхности вращающего-
ся цилиндра. Известно, что капля на потолке
висит в поле 2

10м сg , если ее радиус не
превосходит 3a ∼  мм. При этом по порядку
величины 1x ∼ . Подставляя в выражение
для А в (2) а вместо da  и g вместо g ,
получим, что в момент отрыва центробежное
ускорение равно

2

d

a
g g

a
∼ .

Напомним, что это лишь оценка порядка
величины.

Но куда же идет работа центробежной
силы – правая часть уравнения (2)? Сумма
первых двух слагаемых слева отрицательна –
энергия контакта с воздухом убывает. Зна-
чит, a 0S . Центробежная сила стремится
очистить от воды поверхность твердого тела!
И в этом ей помогает убыль поверхностной
энергии деформирующейся капли-сталагми-
та, которая стремится к минимуму.

На рисунке 3 в качестве примера приведе-
ны результаты численного решения уравне-
ния (2). Представлены зависимости высоты h

и радиуса основания a конического сталагми-
та от центробежного ускорения g  для экви-
валентной шаровой капли радиусом d 1a мм.
Видно, что с увеличением центробежного
ускорения радиус основания сталагмита умень-
шается, а его высота растет. Кривые обрыва-
ются при значении ускорения, соответствую-
щего отрыву капли от поверхности.

Рис. 3. Пример численного решения уравнения (2)

Рис. 2. Обычная картина распределения силповерхностного натяжения



Задачи олимпиады
9 класс

1. Велодорожка состоит из двух участков:
сначала идет асфальтовый, а затем песча-
ный. Петя и Вася стартовали порознь (сна-
чала Петя, а затем Вася), и каждый проехал
всю дорожку. Скорость каждого мальчика
на каждом из двух участков была постоян-
ной. Оказалось, что они поравнялись в сере-
дине асфальтового участка, а также в сере-
дине песчаного. Кто из мальчиков затратил
на всю дорожку меньше времени?

И.Богданов

2. Дан бумажный треугольник, длины
сторон которого равны 5 см, 12 см и 13 см.
Можно ли разрезать его на несколько (боль-
ше одного) многоугольников, у каждого из
которых площадь (измеренная в 2см ) чис-
ленно равна периметру (измеренному в см)?

Д.Храмцов

3. Дано натуральное число n. На клетча-
той доске 2 2n n расставили 2n ладей так,
что никакие две не стоят на одной горизон-
тали или одной вертикали. После этого дос-
ку разрезали по линиям сетки на две связные
части, симметричные друг другу относитель-
но центра доски. Какое наибольшее количе-
ство ладей могло оказаться в одной из час-
тей? (Клетчатая фигура называется связ-
ной, если по этой фигуре от любой ее клетки
можно добраться до любой другой, переходя
каждый раз в соседнюю по стороне клетку.)

Д.Храмцов

4. См. задачу М2740 «Задачника «Кван-
та».

5. Четырехугольник ABCD вписан в ок-
ружность . Оказалось, что окружности,
построенные на отрезках AB и CD как на
диаметрах, касаются друг друга внешним
образом в точке S. Пусть точки M и N –

Региональный этапXLIX Всероссийской олимпиадышкольников по математике
середины отрезков AB и CD соответственно.
Докажите, что перпендикуляр l к прямой
MN, восставленный в точке M, пересекает
прямую CS в точке, лежащей на .

И.Почепцов, Д.Бродский

6. Для натурального числа n обозначим
через nS  наименьшее общее кратное всех
чисел 1, 2, …, n. Существует ли такое
натуральное число m, что 1 4m mS S ?

А.Кузнецов

7. На доску записали 99 чисел, среди
которых нет равных. В тетрадку выписали
99 98

2
 чисел – все разности двух чисел с

доски (каждый раз из большего числа вычи-
тали меньшее). Оказалось, что в тетрадке
число 1 записано ровно 85 раз. Пусть d –
наибольшее число, записанное в тетрадке.
Найдите наименьшее возможное значение d.

Л.Самойлов

8. См. задачу М2739 «Задачника «Кван-
та».

9. Найдите наибольшее число m такое, что
для любых положительных чисел a, b и c,
сумма которых равна 1, выполнено нера-
венство

ab bc ca
m

c ab a bc b ca
.

Л.Емельянов

10. Куб 100 100 100 разбит на миллион
единичных кубиков; в каждом кубике распо-
ложена лампочка. Три грани большого куба,
имеющие общую вершину, окрашены: одна
красным, другая синим, а третья зеленым.
Назовем столбцом набор из 100 кубиков,
образующих блок 1 1 100. У каждого из
30000 столбцов есть одна окрашенная торце-
вая клетка; в этой клетке стоит переключа-
тель– нажатие на этот переключатель меняет

О Л И М П И А Д Ы
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состояние всех 100 лампочек в столбце (вык-
люченная лампочка включается, а включен-
ная выключается). Изначально все лампоч-
ки были выключены. Петя нажал на не-
сколько переключателей, получив ситуацию,
в которой ровно k лампочек горят. Докажи-
те, что после этого Вася может нажать на
несколько переключателей так, чтобы ни
одна лампочка не горела, использовав не
более 100k  переключателей с красной гра-
ни.

С.Кудря, И.Богданов

10 класс

1. В таблице 6 6 изначально записаны
нули. За одну операцию можно выбрать
одну клетку и заменить число, стоящее в ней,
на любое целое число. Можно ли за 8
операций получить таблицу, в которой все 12
сумм чисел в строках и столбцах будут
различными положительными числами?

А.Кузнецов, П.Кожевников

2. См. задачу 2 для 9 класса.

3. В городе N прошли 50 городских олим-
пиад по разным предметам, при этом в
каждой из этих олимпиад участвовало ровно
30 школьников, но не было двух олимпиад с
одним и тем же составом участников. Изве-
стно, что для любых 30 олимпиад найдется
школьник, который участвовал во всех этих
30 олимпиадах. Докажите, что найдется
школьник, который участвовал во всех 50
олимпиадах.

В.Дольников

4. См. задачу М2740 «Задачника «Кван-
та».

5. В остроугольном треугольнике ABC
проведена высота BD и отмечена точка пере-
сечения высот H. Серединный перпендику-
ляр к отрезку HD пересекает окружность,
описанную около треугольника BCD, в точ-
ках P и Q. Докажите, что APB AQB
180 .

М.Туревский, М.Дидин

6. См. задачу 6 для 9 класса.

7. Петя взял некоторые трехзначные нату-
ральные числа 0 1 9, , ,a a a…  и написал на доске
уравнение

9 8 2
9 8 2 1 0a x a x a x a x a… *.

Докажите, что Вася сможет вместо звездоч-
ки написать некоторое 30-значное натураль-
ное число так, чтобы получившееся уравне-
ние имело целый корень.

А.Кузнецов, А.Антропов

8. Биссектриса угла A параллелограмма
ABCD пересекает сторону BC в точке K. На
стороне AB выбрана точка L так, что AL CK.
Отрезки AK и CL пересекаются в точке M.
На продолжении отрезка AD за точку D
отмечена точка N. Известно, что четырех-
угольник ALMN вписанный. Докажите, что

90CNL .
А. Кузнецов

9. См. задачу М2741 «Задачника «Кван-
та».

10. Докажите, что для любых трех поло-
жительных вещественных чисел x, y, z вы-
полнено неравенство

2 2 2 23 3x y x y y z y z

2 23 0z x z x .

П.Бибиков

11 класс

1. Можно ли число 2023 представить в
виде суммы трех натуральных чисел a, b, c
таких, что a делится на b c и b c делится
на b – c 1?

А.Кузнецов

2. См. задачу М2738 «Задачника «Кван-
та».

3. См. задачу 3 для 10 класса.

4. На доску записывают пары чисел. Сна-
чала на доску записали пару чисел 1, 2 .
Если на доске написана пара чисел ,a b , то
на доску можно дописать пару ,a b , а
также пару ,b a b . Кроме того, если на
доске написаны пары чисел ,a b  и ,c d , то
на доску можно дописать пару ,a c b d .
Могла ли через некоторое время на доске
оказаться пара 2022, 2023 ? Порядок чисел
в паре существенен, например, пары чисел
1, 2  и 2,1  считаются различными.

И. Почепцов

5. В остроугольном неравнобедренном тре-
угольнике ABC проведена высота AH, меди-
ана AM, а также отмечен центр O его описан-
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ной окружности . Отрезки OH и AM пере-
секаются в точке D, прямые AB и CD – в
точке E, прямые BD и AC – в точке F. Лучи
EH и FH пересекают окружность  в точках
X и Y. Докажите, что прямые BY, CX и AH
пересекаются в одной точке.

А.Кузнецов

6. См. задачу 6 для 9 класса.

7. Назовем два числа почти равными, если
они равны или отличаются друг от друга не
более чем на единицу. Верно ли, что из
любого прямоугольника с натуральными
сторонами можно вырезать какой-нибудь
прямоугольник с натуральными сторонами,
площадь которого почти равна половине
площади исходного прямоугольника? Сто-
роны вырезаемого прямоугольника не обяза-
тельно параллельны сторонам исходного
прямоугольника.

Е.Молчанов

8. Точка O – центр описанной окружности
остроугольного неравнобедренного треуголь-
ника ABC. На биссектрисе угла ABC внутри
треугольника ABC отмечена точка D, а на
отрезке BD – точка E так, что AE BE и
BD CD. Точки P и Q – центры окружнос-

7 класс
Задача 1. В ванной
Ванная в квартире экспериментатора Глю-

ка имеет сложную форму (рис. 1). Пол ван-
ной выложен керамической плиткой одного
размера. Причем при укладке плитки на пол
ее пришлось резать только для того, чтобы
уложить вдоль стены с дверным проемом
(верхний левый угол рисунка). Глюк прово-
дит свои эксперименты везде. Ванная не
является исключением. Однажды он запус-
кал улиток из точек A и B в указанных на
рисунке направлениях, пытаясь подобрать
разность во времени старта так, чтобы улит-
ки непременно встретились, не доползая до
противоположной стены. В результате экс-

тей, описанных около треугольников AOE и
COD соответственно. Докажите, что точки
A, C, P и Q лежат на одной прямой или на
одной окружности.

А.Кузнецов

9. Даны ненулевые числа a, b, c. Докажи-
те, что выполняется неравенство

1 1
b b c c

bc
a c a b

.

А. Кузнецов

10. В стране 2n городов (n – натуральное),
некоторые из них соединены двусторонними
беспосадочными авиалиниями. Из любого
города можно попасть в любой другой, воз-
можно, с пересадками. Президент хочет раз-
делить страну на две области и включить
каждый город в одну из двух областей. При
этом авиалинии разделятся на k межобласт-
ных и m внутриобластных. Докажите, что
президент может добиться того, чтобы вы-
полнялось неравенство k m n.

М.Дидин

Публикацию подготовили Н.Агаханов,
И.Богданов, П.Кожевников, А.Кузнецов,

О.Подлипский, К.СуховРегиональный этапLVII Всероссийской олимпиадышкольников по физике
перимента Глюк выяснил, что улитку из B
надо отправить в путь на t = 200 с раньше,
чем улитку из A. Найдите площадь ванной

Рис. 1
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комнаты экспериментатора, если известно,
что улитки всегда движутся прямолинейно с
одинаковой скоростью 12см минu , плит-
ки в ванной плотно прилегают краями друг
к другу, а коврики одинаковые.

А.Евсеев

Задача 2. Стадион МФТИ

Беговые дорожки стадиона МФТИ – это 4
дорожки шириной d 1,22 м каждая
(рис. 2). Дорожки состоят из двух прямо-

линейных участков длиной l 84,39 м и двух
участков в виде полуокружностей радиусом
R. Радиус траектории атлета, или эффектив-
ный радиус, на первой дорожке 1R 36,80 м.
1) Найдите эффективную длину 1L  одного

круга первой дорожки.
2) Определите, на каких расстояниях 12l ,

23l , 34l  должны располагаться линии стар-
тов на различных дорожках на прямолиней-
ных участках, чтобы длины дистанций в 3
круга совпадали при условии финиша на
линии старта первой дорожки.
3) Какие значения может иметь средняя

скорость атлета, пробежавшего 6 кругов по
первой дорожке, если он определял время
своего забега по стадионным часам (с точно-
стью до минуты)? Стартовал атлет в 13:00,
а финишировал в 13:13. Выразите макси-
мальную и минимальную средние скорости и
в км ч, и в м с.

Примечание. Длина окружности радиу-
сом R равна 2 R, где 3,1416.

Д.Рубцов

Задача 3. Шоколад и карамель
При производстве конфет в сосуд объемом

V 16,0 л заливают горячий белый шоколад
плотностью 3

1 1,20 г см . Когда сосуд за-
полняется на 60%, в него вместо шоколада
начинают заливать карамель плотностью

3
2 1,52 г см  со скоростью 0,60 л мин.
Автоматика настроена на определение сред-
ней плотности содержимого сосуда, и когда
средняя плотность превышает 1 на 10%,
подача карамели в сосуд прекращается. Из-
менением объема жидкостей при их смеши-
вании можно пренебречь. Сколько минут
происходила подача карамели?

В.Слободянин

Задача 4. Догонялки
Два автомобиля одновременно начинают

движение из пункта A в пункт B по прямоли-
нейной дороге. Известно, что первый авто-
мобиль едет с постоянной скоростью 1v  не
останавливаясь до пункта B. В пункте B он
останавливается и ждет прибытия второго
автомобиля. Второй автомобиль движется с
постоянной скоростью 2v , меньшей чем 1v .
Через некоторое время он останавливается
и, когда первый автомобиль достигает пунк-
та B, вновь продолжает движение с той же
скоростью 2v . На рисунке 3 приведен гра-
фик зависимости расстояния между автомо-
билями от времени вплоть до момента

1 4t мин. В момент времени 2 14t мин ав-
томобили встретились.
1) Определите скорости автомобилей 1v  и 2v .
2) В течение какого времени t второй

автомобиль покоился?
3) Найдите расстояние L между пунктами

A и B.
А.Евсеев

Рис. 2

Рис. 3
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8 класс

Задача 1. По трубе
Два легких небольших упругих шарика

движутся внутри закрытой с обоих концов
гладкой массивной трубы, расположенной
горизонтально. В тот момент времени, когда
шарики находятся посередине трубы, их
скорости относительно земли равны v и 2v,
а трубу начинают двигать с постоянной ско-
ростью 0,1v, как показано на рисунке 4.
Длина трубы 2L.

1) Через какой промежуток времени 1

левый шарик первый раз столкнется с торце-
вой стенкой трубы?
2) Через какой промежуток времени 2

правый шарик первый раз столкнется с
торцевой стенкой трубы?
3) Через какой промежуток времени 

шарики в первый раз столкнутся друг с
другом?
4) Найдите скорости 1u  левого и 2u  правого

шариков относительно земли непосредствен-
но перед их первым соударением.

Cоударения шариков с торцевыми стенка-
ми трубы считайте абсолютно упругими.

Примечание. В результате абсолютно уп-
ругого удара скорость шарика относительно
стенки остается такой же по величине, как до
удара, но направленной противоположно.

О.Инишева

Задача 2. Изогнутая трубка
Изогнутая трубка постоянного сечения

заполнена несмешивающимися жидкостями
с разными плотностями, как показано на
рисунке 5. В левом конце трубки, закрытом
пробкой, заперт воздух под давлением 00,8p ,
где 0p  – атмосферное давление, которое
равно гидростатическому давлению столба
жидкости плотностью  высотой 10h. Пра-
вый конец трубки открыт в атмосферу, сис-
тема находится в состоянии равновесия.
1) Определите коэффициент k у плотности

жидкости (см. рис. 5).
2) В каком направлении и на сколько

сместится свободная поверхность жидкости

в правом колене трубки в новом состоянии
равновесия, если убрать пробку?

А.Сеитов

Задача 3. Туда-сюда

Экспериментатор Глюк провел экспери-
мент. Десятилитровую кастрюлю, заполнен-
ную наполовину водой комнатной темпера-
туры 0 20 Ct , Глюк поставили греться на
электрической плитке. Через некоторое вре-
мя в кастрюлю, не снимая ее с плиты, он
долил воду комнатной температуры неизве-
стного объема. А спустя еще какое-то время
воду такого же объема из кастрюли, также не
снимая ее с плиты, вылил. Затем он дважды
измерил температуру воды в кастрюле –
через 1 8 мин и 2 9 мин с момента начала
нагрева и получил значения 1 45 Ct  и

2 50 Ct . Всего плитка работала 10 мин.
1) Какую температуру кt  имела бы вода в

кастрюле к концу эксперимента, если бы по
ходу нагрева ее масса не изменялась?
2) Определите наименьшее возможное зна-

чение массы minm  воды, доливаемой Глюком
в ходе эксперимента.
3) Найдите самый ранний от начала нагре-

ва момент времени min, когда мог происхо-
дить забор воды из кастрюли.
Тепловые потери и теплоемкость кастрюли

пренебрежимо малы. Считайте, что при из-
менении массы воды ее температура изменя-
ется мгновенно, а при добавлении воды она
не выливается из кастрюли. Удельная тепло-

Рис. 4
Рис. 5
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емкость воды 4200 Джc кг С , плотность
воды 31000 кг м .

А.Евсеев

Задача 4. Ползущий рельс
На отдельно стоящих роликовых легких

опорах, оси которых находятся на расстоя-
нии l = 9 м, лежит однородный рельс посто-
янного сечения. Ролики начинают вращать-
ся, в результате чего рельс движется гори-
зонтально с некоторой постоянной скорос-
тью, как показано на рисунке 6 (масштаб не

выдержан). Под опорами находятся динамо-
метры. Зависимости показаний F динамо-
метров от времени t для каждой из опор
сняли и решили построить их графики.
Однако лаборант, который должен был это
сделать, случайно пролил на таблицы с
данными кофе и смог восстановить только
три точки (они показаны на рисунке 7).

Помогите лаборанту восстановить графики.
1) Определите массу рельса m.
2) Найдите скорость рельса v.
3) Какую минимальную длину minL  мог

иметь рельс?
А.Евсеев9 класс

Задача 1. Выцветшие фокусы линзы
В архиве Снеллиуса нашли рукопись с

оптической схемой. От времени чернила
выцвели и остались видны только две точки,
лежащие на луче, прошедшем сквозь линзу,

сама линза и главная
оптическая ось
(рис. 8). Точечный
источник находился
на главной оптичес-
кой оси на двойном
фокусном расстоя-

нии от линзы. По имеющимся данным вос-
становите положение фокусов линзы.

В.Слободянин

Задача 2. Частицы в трубах
Первая частица разгоняется с ускорением

a в прямой трубе длиной L от ее конца A с
нулевой начальной скоростью (рис. 9). Вто-

рая частица движет-
ся с постоянной ско-
ростью v в другой
трубе, имеющей фор-
му кольца радиусом
R и расположенной

непосредственно над первой трубой таким
образом, что центр кольца совпадает с сере-
диной первой трубы. В момент пролета пер-
вой частицы через точку C, которая располо-
жена под кольцевой трубой, вторая частица
оказывается точно над первой. Второе пере-
сечение труб (точку D) частицы тоже проле-
тают одновременно.
1) Как зависит скорость v от радиуса R?
2) Чему равна скорость 1v  при 2R L ?
3) Чему равна скорость 2v  при R L= ?

С.Кармазин

Задача 3. Гидростатический реостат
В боковые непроводящие стенки верти-

кальных сообщающихся сосудов, площади
сечения которых 2100 смS  и 3S, вмонтиро-
ваны две одинаковые тонкие однородные
нихромовые проволоки. Длина проволок
равна высоте сосудов. К нижним концам
проволок подключена идеальная батарея с
напряжением на клеммах U 46,2 В. Сосу-
ды имеют высоту 02h , 0h 50 см. В сосуды до
уровня 0h  залита вода, которая накрыта
легкими и тонкими проводящими поршня-
ми. Поршни не пропускают воду, имеют
контакт с проволоками и могут без трения
передвигаться внутри сосудов, не покидая
их, благодаря стопорам. К поршням с помо-
щью гибких проводов подключен амперметр
(длина проводов позволяет поршням сво-
бодно перемещаться). Схема установки изоб-
ражена на рисунке 10. Когда на маленький

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9
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поршень кладут непроводящую гирю массой
1 кг, амперметр показывает силу тока

1I 2,31 А. Если же 3 таких гири положить
на большой поршень, то амперметр покажет
силу тока 2I 2,1 А.
1) Определите сопротивление амперметра
AR  при условии, что соединительные прово-

да и поршни имеют пренебрежимо малое
сопротивление.
2) Определите силу тока, который показы-

вает амперметр, когда на поршнях отсут-
ствуют грузы.
3) В каких пределах может меняться сила

тока в собранной установке, если в распоря-
жении имеется широкий выбор грузов?
Можно считать, что соединительная труб-

ка имеет пренебрежимо малое сечение. Про-
водимость воды также очень мала. Плот-
ность воды 31000 кг м .

А.Евсеев

Задача 4. Что так, что эдак
Ваня и Маша провели 2 эксперимента. В

первом эксперименте десятилитровую каст-
рюлю, заполненную наполовину водой ком-
натной температуры 0 20 Ct , грели на
плитке мощностью P 1,4 кВт в течение

10 мин. При этом через 1 5 мин после
начала эксперимента в кастрюлю, не снимая
ее с плитки, долили некоторое количество
воды комнатной температуры, а еще через
2 3 мин, также не снимая кастрюлю с
плитки, из нее столько же воды отлили. Во
втором эксперименте при тех же начальных
условиях отлив и долив поменяли местами,
не меняя общее время эксперимента, момен-
ты манипуляций и количество доливаемой и
отливаемой воды. Конечная температура воды
в кастрюле в обоих экспериментах совпала.
1) Какой была масса добавляемой в экспе-

риментах воды?

2) Какую температуру имела вода в каст-
рюле в конце экспериментов?
3) Какого максимального значения дости-

гала температура воды в кастрюле в каждом
из проведенных экспериментов?

Считайте, что долив и отлив воды происхо-
дят очень быстро. Тепловые потери и теплоем-
кость кастрюли пренебрежимо малы, а вода в
процессе экспериментов не закипала. Удель-
ная теплоемкость воды 4,2 кДж кг Сc ,

плотность воды 31000 кг м .
А.Евсеев

Задача 5. Движение по спице
Материальные точки B и C связаны нера-

стяжимыми нитями AB и BC (рис. 11). Точ-
ка C может скользить по не-
подвижной длинной верти-
кальной спице, на которой
также закреплен конец A нити
AB. В момент, показанный
на рисунке, нить BC образу-
ет угол 30  с вертикалью
и перпендикулярна нити AB,
скорость точки C направлена
вниз и равна v, тангенциаль-
ное ускорение точки B равно
a  и точка B движется в плос-
кости рисунка. Нити натяну-
ты. Оказалось, что ускорение точки C в
рассматриваемый момент равняется нулю.
1) Определите модуль скорости Bv  точки B

в рассматриваемый момент.
2) Определите длину BCl  нити BC.
3) Определите модуль ускорения Ba  точки

B в рассматриваемый момент.
А.Уймин

10 класс
Задача 1. Зонд
Экспериментатор Глюк сконструировал

атмосферный зонд, состоящий из шара объе-
мом 320 мV , заполненного гелием при дав-
лении 0p 100 кПа и температуре 0T 300 К,
и подвешенного к нему набора метеорологи-
ческих датчиков.
1) При какой максимальной массе датчи-

ков зонд сможет подняться на высоту 4 км?
2) На какую максимальную высоту сможет

подняться такой шар без датчиков?
График зависимости давления воздуха от

высоты над поверхностью Земли представ-
лен на рисунке 12. Считайте, что температу-

Рис. 10

Рис. 11
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ра воздуха линейно уменьшается с высотой
от 300 К у поверхности Земли до 220 К на
высоте 10 км. Оболочка шара является тон-
кой, нерастяжимой и непроницаемой для
газов. Температуру газа внутри шара счи-
тайте равной температуре окружающего воз-
духа. Объемом датчиков при расчетах мож-
но пренебречь. Масса оболочки шара

0m 8 кг, молярная масса гелия

г 4 г моль, молярная масса воздуха

в 29 г моль, универсальная газовая по-
стоянная 8,31Дж К мольR .

А.Заяц

Задача 2. Наклонная плоскость
Жесткий невесомый стержень длиной L

лежит на шероховатой наклонной плоско-
сти, образующей угол  с горизонтом

(рис. 13). Один ко-
нец стержня шар-
нирно прикреплен к
плоскости, а ко вто-
рому концу присое-

динен небольшой массивный груз. Изна-
чально стержень расположен так, что груз
находится в самой нижней точке.
1) Какую минимальную скорость 1v , на-

правленную перпендикулярно стержню и
вдоль плоскости, необходимо сообщить гру-
зу, чтобы он, двигаясь вместе со стержнем,
смог оказаться в точке, диаметрально проти-
воположной начальной (в точке A)?
2) Какую минимальную скорость 2v , на-

правленную перпендикулярно стержню и
вдоль плоскости, необходимо сообщить гру-
зу, чтобы он смог вернуться в исходную точку
после одного полного оборота стержня?
Коэффициент трения между телом и на-

клонной плоскостью 
tg

2
, трение между

стержнем и плоскостью и трение в шарнире
отсутствуют.

А.Заяц

Задача 3. Волчок
Волчок представляет собой тонкостенную

однородную полусферу, к поверхности ко-
торой прикреплен тонкий невесомый стер-

жень с закрепленным
на его конце точеч-
ным телом (рис. 14).
Стержень проходит
через центр полусфе-
ры. Масса полусфе-
ры M, ее радиус R.
Длина стержня
L 2R, масса точеч-

ного тела m. Волчок расположен на шерохо-
ватой горизонтальной поверхности. Внутрь
волчка налита вода плотностью . Объем
воды меньше объема полусферы. Трением
воды о стенки полусферы можно пренеб-
речь.
1) Докажите, что центр масс тонкостенной

однородной полусферы расположен на рас-
стоянии 2R  от ее центра.
При ответах на дальнейшие вопросы мо-

жете использовать факт из п. 1, даже если не
смогли это доказать.
2) Волчок отклоняют так, что его стержень

составляет малый угол  с вертикалью, и
отпускают. Нарисуйте все силы, действую-
щие на волчок (вода не считается частью
волчка) сразу после того, как его отпустили.
3) Для случая M 6m определите, при

каких значениях объема воды в волчке его
равновесие будет устойчивым.
4) Пусть объем воды внутри волчка равен

половине объема полусферы. Определите,
при каких значениях отношения M m равно-
весие волчка будет устойчивым.

А.Соколов, С.Муравьев, М.Карманов

Задача 4. Бусинка на стержне

Твердый невесомый
стержень длиной 2L
опирается концом A на
гладкую вертикальную
стенку, а концом B на
горизонтальную шеро-
ховатую поверхность
(рис. 15). Коэффици-
ент трения между стер-

Рис. 12

Рис. 13

Рис. 15

Рис. 14
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жнем и горизонтальной поверхностью равен
. По стержню может без трения скользить

маленькая бусинка массой m. Тела удержи-
вают так, что стержень расположен под
углом 45  к горизонту, а бусинка нахо-
дится посередине стержня. Тела отпускают,
и через некоторое время стержень приходит
в движение, при этом бусинка к этому момен-
ту времени не успевает удариться о горизон-
тальную поверхность.
1) Найдите скорость бусинки в момент

времени, когда стержень начнет двигаться, и
все значения коэффициента трения , при
которых возможна описанная в условии си-
туация.
2) Найдите силу взаимодействия стержня с

вертикальной стенкой в этот момент времени.
А.Уймин

Задача 5. Весы
В этой задаче вам предлагается изучить

работу электронных весов. Принцип их ра-
боты, как и у пружинных весов, основан на
измерении деформации тела под механичес-
кой нагрузкой. Деформируемым телом яв-
ляется балка прямоугольного сечения, при-
крепленная одним концом к корпусу весов,
а другим к платформе, на которую устанав-
ливается измеряемый груз (рис. 16). Тол-

щина балки d. Под нагрузкой балка изгиба-
ется. Измерение деформации производится с
помощью двух одинаковых тензорезисторов
№1 и №2, жестко приклеенных на верхнюю и
нижнюю части балки соответственно. Таким
образом, при деформации балки длина резис-
тора изменяется так же, как длина участка
поверхности, на который
он приклеен. Тензорези-
стор представляет змей-
ку из проводящей фоль-
ги, наклеенную на по-
верхность балки
(рис. 17). При дефор-
мации балки фольга ра-
стягивается или сжима-

ется, за счет чего ее сопротивление соответ-
ственно увеличивается или уменьшается. За-
висимость сопротивления тензорезистора от
относительного удлинения (сжатия)  по-
верхности, на которую он приклеен, задает-
ся выражением 1,2 0 1R R k , где 0R  –
сопротивление при отсутствии деформации,
k – тензометрический коэффициент. Вели-
чина k лежит в пределах от 1 до 2.
Тензорезисторы включены в электричес-

кую цепь с двумя обычными резисторами 3R ,
источником постоянного напряжения и вольт-
метром (рис. 18). Со-
противления резисторов
3R  равны 0R  (сопротив-

лению тензорезистора
при отсутствии дефор-
мации).
Когда на платформу

весов ставят груз, балка
изгибается, при этом верхняя часть балки
растягивается, а нижняя сжимается. Неко-
торая линия внутри балки остается недефор-
мируемой (в дальнейшем – недеформируе-
мая линия), т.е. ее длина при изгибе балки
остается неизменной
(рис. 19). Участок бал-
ки, к которому приклее-
ны тензорезисторы,
можно представить в
виде дуги окружности.
Радиус кривизны неде-
формируемой линии в
месте крепления тензо-
резисторов обратно про-
порционален массе гру-
за m, поставленного на

платформу весов: r
m
,

где  – некоторый изве-
стный коэффициент. При этом значение ра-
диуса кривизны много больше толщины бал-
ки и изменением толщины балки можно
пренебречь. Массу платформы и балки в
рассматриваемой модели учитывать не бу-
дем. Вольтметр будем считать идеальным.
Предположим, что недеформируемая ли-

ния проходит через середину балки.
1) Выразите величину относительной де-

формации 1 тензорезистора №1 через вели-
чины r и d.
2) Выразите величину относительной де-

формации 2 тензорезистора №2 через ве-
личины r и d.

Рис. 16

Рис. 17

Рис. 18

Рис. 19
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Зависимость величины показаний вольт-

метра от массы поставленного на платформу
груза с учетом малости деформации балки
может быть представлена в виде nU m , где
n – целое число,  – коэффициент пропорци-
ональности.
3) Определите n и .
4) Теперь предположим, что недеформи-

руемая линия проходит на расстоянии 4x d
от верхней поверхности балки. Рассчитайте в
этом случае показания вольтметра при уста-
новке на платформу груза массой m.
5) Весы перенесли в более теплое помеще-

ние, из-за этого они нагрелись. В процессе
нагрева весов балка изменила свою длину, ее
относительная деформация составила 3 (по-
рядка величин 1 и 2). Изменением толщины
и ширины балки можно пренебречь. Рассчи-
тайте в этом случае показания вольтметра
при установке на платформу груза массой m.
(Недеформируемая линия проходит посере-
дине балки.)
При решении задачи считайте известными

такие свеличины: E – напряжение источника
питания; k – тензометрический коэффици-
ент резисторов №1 и №2; m – масса груза,
установленного на весы;  – коэффициент
пропорциональности между радиусом кри-
визны балки в месте крепления резисторов и
массой груза в минус первой степени; d –
толщина деформируемой балки; 3 – относи-
тельное удлинения балки при ее нагреве.
Величину сопротивления резисторов 0R

считайте неизвестной.
Ю.Черников

11 класс
Задача 1. Вращающаяся гильза
Тонкостенная цилиндрическая гильза мас-

сой m, вращающаяся с угловой скоростью 0

вокруг своей оси, влетает со скоростью 0v  в
отверстие в стальной плите (рис. 20,a). Оси
гильзы и отверстия совпадают, внешний
радиус гильзы R равен радиусу отверстия,
длина гильзы l равна толщине плиты. Гра-
фик зависимости силы, которую необходимо

прикладывать к невращающейся гильзе для
проталкивания ее через отверстие, от вели-
чины перемещения представлен на рисун-
ке 20,б. Максимальное значение силы рав-
но 0F . Эта сила нужна для преодоления силы
сухого трения, причем нормальные силы
реакции, действующие на участки поверхно-
сти гильзы со стороны стен отверстия, не
зависят от скорости и угловой скорости
гильзы. Поверхности гильзы и отверстия
однородны и одинаковы по всей длине. Ко-
ордината x 0 отвечает положению гильзы,
которая только начала входить в плиту.
1) При каком минимальном значении

0 minv v  гильза пролетит через отверстие
(начальная угловая скорость 0  всегда одна
и та же)?
2) Чему будет равна при этом (при 0 minv v )

угловая скорость 1 вращения гильзы в
момент, когда гильза окажется целиком внут-
ри плиты?
3) Через какое время  от момента влета в

отверстие при начальной скорости 0 minv v
гильза окажется внутри плиты целиком?

А.Аполонский

Задача 2. Как измерить поверхностное
натяжение?
В поле тяжести на двух невесомых нерас-

тяжимых нитях к горизонтальному стержню
CD подвешена планка AB массой m и длиной
L. Нити прикреплены к концам планки и
располагаются вертикально (рис. 21,а). Пос-
ле погружения системы в неизвестную жид-
кость и последующего извлечения ее из жид-
кости в пространстве между нитями, план-
кой и стержнем сформировалась пленка
жидкости, а сама система приобрела вид,
представленный на рис. 21,б. При этом ми-
нимальное расстояние между нитями оказа-
лось равным d, а расстояние между планкой
и стержнем равным h.
1) Определите коэффициент поверхност-

ного натяжения жидкости .
2) Вычислите величину  при L 10 см,

m 2 г, d 5 см, h 8,7 см.
А.Аполонский

Рис. 20 Рис. 21
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Задача 3. Трапеция

Лорда Кельвина
В архиве лорда Кельви-

на была найдена диаграм-
ма циклического процес-
са, проводимого с посто-
янным количеством иде-
ального двухатомного
газа, представляющая со-
бой в координатах pV тра-
пецию. От времени черни-
ла выцвели и на рисун-
ке 22 осталась видна лишь
трапеция. Известно, что
теплоемкость в каждом из процессов ab, bc,
cd, da была постоянна, причем

bc da ab cdС С C C . Также известно, что
максимальная температура газа в цикле рав-
на 1T 400 К, а температуры некоторой пары
из точек a, b, c, d были одинаковы и равны
2T 200 К.
1) Пользуясь только циркулем и линейкой

без делений, восстановите положения коор-
динатных осей p и V.

Примечание. Описывать построение па-
раллельных и перпендикулярных прямых,
проходящих через заданную точку, деление
отрезка пополам и подобные стандартные
геометрические процедуры не обязательно.
2) Определите температуры aT , bT , cT , dT  в

точках a, b, c, d соответственно.
3) Найдите КПД цикла .

А.Уймин

Задача 4. Цилиндр и нелинейная плот-
ность заряда
Диполь – жесткий стержень длиной H с

зарядами q и q на концах – находится на
оси тонкостенной цилиндрической трубки
радиусом R и высотой H (рис. 23). На

трубку нанесен заряд с поверхностной плот-
ностью , которая зависит от расстояния x до
плоскости нижнего основания по закону

2
0 sin

2

x
x

H
,

где 0 0. Найдите направление и величину
электростатической силы, действующей на
диполь в положении, в котором его заряды q
и q находятся в центре нижнего основания
(точка O) и в центре верхнего основания
(точка B) соответственно.

К.Соломатин

Задача 5. Движение в скрещенных полях
В скрещенных электрическом и магнитном

полях движется маленькая частица массой m
с положительным зарядом q. Вектор одно-
родного электрического поля с напряженно-
стью E направлен вдоль оси y (рис. 24).

Вектор индукции магнитного поля направ-
лен вдоль оси z, перпендикулярной плоско-
сти xy, а его величина зависит только от

координаты y по закону B y . В началь-

ный момент времени частица расположена в
начале координат, а ее скорость равна нулю.
При дальнейшем движении частица впервые
остановилась в момент времени t T после
начала движения. Силы тяжести нет.
1) Определите скорость частицы в момент,

когда она направлена вдоль оси x.
2) Определите радиус кривизны траекто-

рии частицы в точке с координатой y.
3) Изобразите траекторию частицы за вре-

мя движения T.
4) На каком расстоянии от точки старта

окажется частица через время 3 2T ?
Примечание. При малых значениях x

справедлива формула 1n nx nx x.
А.Уймин

Публикацию подготовил В.Слободянин

Рис. 22

Рис. 23

Рис. 24
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1. 5.
Эта последовательность периодична: 1 4 6 5 4 6 5 …
На сотом месте стоит цифра 5.
2. 8.
Пусть разрез проходит через k фигурок. Это
число не превосходит 9, так как одна из клеток
каждой разрезанной фигурки будет попадать в
красную зону (рис.1), состоящую из 9 клеток.
В левом верхнем прямоугольнике 4 6 всего чет-
ное количество клеток, из них часть клеток ле-
жит в целых фигурках (и их четное количество),
а остальные клетки — из разрезанных фигурок
и их ровно k. Поэтому k четно. Следовательно, k
не превышает 8.

Пример, в котором разрез проходит через 8
фигурок, показан на рисунке 2.
3. 2.
Прямая y ax b пересекает прямую 1x  в
точке 1;a b . Чтобы провести прямую 1x ,
рассмотрим пересечение прямой 1y x с осью

Oy – это точка 1;0 . Вос-
становив в ней перпенди-
куляр к оси Ox (на ри-
сунке 3 он изображен
красным цветом), полу-
чим прямую 1x  и сре-
ди точек пересечения ее
с данными прямыми вы-
берем точку с самой боль-

шой ординатой. Это будет пересечение с прямой
номер 2.
4. 8753.
Из цифр 1,2,4,5 надо убрать хотя бы три, так
как если из них останутся хотя бы две, то они
будут идти по возрастанию. Аналогично, из цифр
7,9 надо убрать хотя бы одну. Следовательно,
останется не больше 4 цифр. Число 8753 подхо-
дит под условие. Покажем, что большее число
получить нельзя. Нельзя получить число, начи-
нающееся с 9, поэтому первой цифрой надо
поставить 8. Для второй цифры наибольший
вариант это 7, далее нельзя поставить цифру
больше 5, затем остается только 3.

Рис. 1 Рис. 2

Конкурс имени А.П.Савина
(см. «Квант» №1)

17. Да. Например, на верхней грани кубика
напишем 1, на нижней – 13, на левой – 6, на
правой – 3, на передней – 2 и на задней – 8.
Тогда в вершинах стоят числа 6, 9, 12, 15, 18, 21,
24, 27 (рис.4).

18. 6.
Пусть X – точка, где зарыт клад, а Y – точка,
куда прибыл Петя. Пристань равноудалена от X
и Y, а значит, она на серединном перпендикуля-
ре к отрезку XY. Аналогично, на той же пря-
мой – крепость и деревня. На этой прямой есть
ровно две точки, удаленные от крепости на 3 км.
В них и находятся пристань и деревня, а рассто-
яние между ними 3 3 6 (км).
19. 315.
Все треугольники делятся на те, у которых ниж-
няя сторона горизонтальна (назовем их треу-
гольниками первого типа, обозначим их количе-
ство nS ) и те, у которых верхняя сторона гори-
зонтальна (это треугольники второго типа, их
количество nP ). Тогда n n nX S P .
Рассмотрим треугольники первого типа и найдем

nS . Будет только один такой треугольник  со
стороной длины n; 1 + 2 = 3 треугольника со сто-
роной длины 1n ; 1 + 2 + 3 = 6 треугольников со
стороной длины 2n  и так далее, треугольников
со стороной длины 1 будет 1 2 n. Числа
вида 1 2kT k называются треугольны-
ми. Известно много свойств треугольных чисел,
(см., например, книгу Е.Деза и М.Деза «Фигур-
ные числа»). В частности, известна формула
суммы треугольных чисел

1 2

1
1 3 6

2
n n

n n
S T T T

1 2

6

n n n
.

Теперь рассмотрим треугольники второго типа и
найдем nP . Треугольников со стороной 1 будет

1nT , треугольников со стороной 2 будет 3nT ,
треугольников со стороной 3 будет 5nT  и так

Рис. 3

Рис. 4
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далее, самыми большими будут треугольники со

стороной 
2

n
. Значит, 1 3 5n n n nP T T T .

Можно найти эту сумму, например, так:

1 1 2 3 1,n n n n n nP P T T T S

1 1 2 3 4n n n n n nP P T T T T

1
1 3 5

2 2

n n
n n n ,

nP 1 1
1 1

2 2
n n n nP P P P

1
1 1 1

.
2 2 2 2

n

n n
S

Приходим к ответу:

n n nX S P
1 2 1 11

6 2 6

n n n n n n

1 1

2 2 2

n n
 

2( 1) 1 1

4 2 2 2

n n n n
.

Выражение в ответе можно упростить, если рас-
сматривать отдельно четные и нечетные n. При
n 10 получаем ответ 315.
20. 36 ходов.
Возможно, в ходе перестановки некоторые коро-
ли сделают единственный ход – по диагонали на
другую черную клетку – и больше с места не
сдвинутся. Такие ходы назовем единичными.
Докажем, что количество единичных ходов не
превышает 28. Сначала отметим на доске все
возможные диагональные ходы по черным по-
лям (рис. 5). Разобьем эти ходы на группы, как
на рисунке 6. Получится  9 групп, имеющих

форму креста, 3 группы в виде буквы Т и  4
группы, состоящие из единственного хода.
Рассмотрим любую группу, имею-
щую форму креста (рис. 7). Она со-
держит 4 возможных хода, соединя-
ющих центральную клетку этого кре-
ста с крайними. Докажем, что среди
этих ходов единичными могут ока-
заться не более двух.
Предположим противное – что при перестанов-
ках королей было сделано не менее трех из этих

ходов и эти три хода оказались единичными.
Каждый из этих ходов может быть либо из
центральной клетки в одну из четырех крайних
(их мы будем называть ходами на край), либо
наоборот (а эти назовем ходами в центр). Самый
первый из трех единичных ходов – на край или в
центр. Разберем оба случая.
1) Первый единичный ход – на край. Мог ли
второй единичный ход тоже быть на край? Нет –
ведь король, сделавший этот ход, должен снача-
ла занять центральную клетку, т.е. пойти на нее
с какой-то другой клетки. Однако в таком слу-
чае его ход с центральной клетки на крайнюю
уже не будет единичным. Поэтому второй еди-
ничный ход – только в центр, и сделавший этот
ход король больше с места не сдвинется. Но
тогда нет возможности сделать третий диаго-
нальный ход – центральная клетка занята и уже
не освободится. Противоречие.
2) Первый единичный ход – в центр. Но тогда
центр занят, и невозможно сделать даже второй
единичный ход. Опять противоречие.
Таким образом, из всех возможных ходов каж-
дой группы в виде креста единичными могут
быть не более двух. Точно такими же рассужде-
ниями можно доказать, что и среди трех возмож-
ных ходов каждой Т-образной группы тоже не
больше двух могут быть единичными.
Всего у нас 9 групп в форме креста и 3 группы в
форме буквы Т, и потому единичных ходов «в
пределах» этих групп не более 2 9 3 24.
Еще у нас имеется 4 группы, состоящие из един-
ственного хода. Даже если все они единичные,
то суммарных единичных ходов может быть сде-
лано не больше 24 4 28. Всего королей на
доске 32, и не более 28 из них могли сделать
единичный ход, остальные короли обязаны сде-
лать не менее двух ходов. Поэтому суммарное
количество ходов не
меньше 28 2 4 36.
Приведем пример, как
это можно сделать
(рис. 8). Здесь изобра-
жен замкнутый марш-
рут по клеткам доски
(всем черным и четы-
рем белым). Сначала
один из королей дела-
ет в соответствии с
этим маршрутом ход с черной клетки на белую
(например, с клетки a1 на b1). Затем на его
место в соответствии с маршрутом переходит
другой король (с клетки b2 на a1), потом на
место того короля – следующий король (с a3 на
b2) и так далее. В конечном счете, когда все
короли передвинулись на новые места (послед-

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 7
Рис. 8
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ним из них занимает свое место король, пере-
шедший двумя ходами с клетки c1 на c3), дела-
ется последний ход: король, сделавший когда-то
самый первый ход, передвигается с клетки b1 на
клетку c1. Всего 36 ходов.
Эта задача является развитием задачи М2494
«Задачника «Кванта» (ее автор Р.Ефремов).

Региональный этап XLIX Всероссийской
олимпиады школьников по математике

9 класс

1. Они затратили поровну времени.
Между двумя моментами встречи каждый маль-
чик проехал половину асфальтового и половину
песчаного участков, и они затратили на это по-
ровну времени. Значит, на всю дорожку каждый
из них затратил вдвое больше времени, т.е. тоже
поровну.
2. Нельзя.
Многоугольник, у которого площадь (измерен-
ная в 2см ) численно равна периметру (измерен-
ному в см), назовем хорошим.
Заметим, что исходный треугольник – хоро-
ший: он прямоугольный с катетами 5 см и 12 см,
поэтому его площадь равна 30 2см  и численно
совпадает с его периметром, равным
5 12 13 30 см.
Если какой-то многоугольник  разбит на хоро-
шие многоугольники, то площадь , равная сум-
ме площадей всех многоугольников разбиения,
совпала бы численно с суммой периметров мно-
гоугольников разбиения. Но сумма этих пе-
риметров больше периметра  (на удвоенную
сумму длин общих частей границ многоугольни-
ков разбиения). Получаем, что площадь  боль-
ше его периметра.
Значит, никакой хороший многоугольник, в том
числе данный треугольник, нельзя разрезать на
несколько (больше одного) хороших многоуголь-
ников.
3. 2 1n .
Заметим, что в каждой вертикали и каждой
горизонтали стоит ровно по одной ладье.
Покажем сначала, что все 2n ладей не могли
попасть в одну часть. Пусть A, B, C, D –
угловые клетки доски (в порядке обхода против
часовой стрелки; рис. 9). Из симметрии, A и C
должны принадлежать разным частям, как и B и
D. Это значит, что либо A и B, либо A и D лежат
в одной части, а остальные две клетки – в
другой.
Пусть для определенности A и B лежат в части I.
Тогда все граничные клетки между ними также
должны лежать в части I; действительно, если
какая-то такая клетка X лежит в части II, то в

ней же лежит какой-то путь из X в C, а в части I
лежит какой-то путь из A в B; но эти пути
должны иметь общую клетку, что невозможно.
Значит, вся горизонталь между клетками A и B
лежит в части I, т.е. в ней должна быть хотя бы
одна ладья. Аналогично, в части II тоже есть
целая горизонталь (между C и D), а значит, есть
ладья. Отсюда и следует требуемое.
Осталось привести пример, когда в одной из
частей расположено 2 1n  ладей. Один из воз-
можных примеров устроен так. Рассмотрим диа-
гональ квадрата; в одну часть попадут клетки
ниже нее, а также нижняя половина самой диа-
гонали; остальные клетки попадут во вторую
часть. Расставим 2 1n  ладей в клетки непосред-
ственно под диагональю; тогда они окажутся в
одной части. Оставшуюся ладью поставим в пе-
ресечение оставшихся строки и столбца. На ри-
сунке 8 указан такой пример при 5n .
5. Обозначим окружности с диаметрами AB и
CD через 1 и 2 соответственно. Заметим, что
точка S лежит на отрезке MN.
Пусть прямые CS и DS пересекают l в точках P
и Q соответственно (рис. 10). Поскольку CD –

диаметр 2, имеем 90PSQ CSD . В пря-

моугольном треугольнике PSQ отрезок SM –

высота, поэтому 90MSP SPM SQP.

С другой стороны, поскольку NS NC, имеем

SCD CSN MSP. Итак, SCD MSP
SQP, т.е. точки P, Q, C и D лежат на одной

окружности .

Рис. 9

Рис. 10
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Пусть теперь прямая MC пересекает окружности

 и  в точках X и X  соответственно (точка M
лежит на отрезках CX и CX ). Тогда

2MC MX MA MB MS , поскольку M –

центр окружности 1. С другой стороны,
2MC MX MP MQ MS ; последнее равен-

ство опять же вытекает из того, что SM – высота

в прямоугольном треугольнике PSQ. Значит,
2MC MX MS MC MX , т.е. X X . Но

точка X отлична от C и D, так как M не лежит

на CD; значит, окружности  и  имеют три

общие точки C, D, X, т.е. они совпадают. Поэто-

му P лежит на , что и требовалось доказать.
6. Нет.
Предположим противное. Пусть 1mS  делится на

2
s, но не делится на 1

2
s ; тогда 2s . Это значит,

что среди чисел 1, 2, …, m 1 есть число a,
делящееся на 2s. Но тогда число 2a  уже не
превосходит m и делится на 1

2
s ; значит, и mS

делится на 1
2

s . Поэтому 1m mS S  не может де-
литься на степень двойки, большую первой.
7. d 7.
Докажем, что 7d . Все числа с доски разбива-
ются на цепочки чисел вида a , a 1, a 2, …
..., a t так, что числа из разных цепочек не
отличаются ровно на 1. Такое разбиение нетруд-
но построить, соединив любые два числа, отли-
чающиеся на 1, отрезком и рассмотрев получен-
ные ломаные.
Пусть получилось k цепочек, в которых 1 2, , , kn n n…

чисел соответственно (некоторые цепочки могут
состоять из одного числа). В цепочке из in  чисел
есть ровно 1in  пара чисел, отличающихся на 1.
Поэтому общее количество единиц в тетрадке
равно

1 21 1 1kn n n…

1 2 90kn n n k k… ,

откуда 99 85 14k . Значит, в одной из цепо-
чек не меньше 99 14 чисел, т.е. не меньше 8
чисел. Разность наибольшего и наименьшего чи-
сел в такой цепочке не меньше 8 1 7.
Осталось привести пример, в котором d 7. Та-
кой пример дают, например, числа

0 1 2 98
0 , , , , 7

14 14 14 14
… .

Действительно, в этом примере d 7, и ровно
для первых 85 из этих чисел в наборе есть число,
на единицу большее.
9. m 1.
Докажем сначала, что m = 1 удовлетворяет тре-
бованиям задачи. Заметим, что ab c

ab c a b c c a c b . Следовательно,

ab bc ca

c ab a bc b ca

ab bc ca

c a c b a b a c b c b a

 
ab a b bc b c ca c a

a b b c c a
.

Значит, осталось доказать неравенство

ab a b bc b c ca c a

a b b c c a .

Возведем это неравенство в квадрат; оно примет
вид

ab a b bc b c ca c a

22 ab c a b b c

2 22 2bc a b c c a ca b c a a b

2 2 2 2 2 2 2a b ab a c ac b c bc abc.

После сокращения слева останется сумма кор-
ней, а справа число 2abc. Но любой из корней не
меньше abc; действительно, например,

2 2ab c a b b c ab c ac abc. Отсюда и

следует требуемое.
Осталось доказать, что при любом m 1 нера-
венство выполнено не всегда; достаточно это
сделать при 1 m 3. Пусть m 1 2t при

0 t 1. Положим 
21

2

t
a b  и 2c t . Тогда

a b c 1, однако

ab bc ca

c ab a bc b ca

1 2
ab bc ca

t m
ab a b

.

10. Ясно, что результат нажатия нескольких
переключателей не зависит от того, в каком
порядке эти нажатия были произведены – коли-
чество переключений каждой лампочки не зави-
сит от этого порядка. В частности, можно счи-
тать, что Петя использовал каждый переключа-
тель не более одного раза.
Весь куб разбивается на 100 слоев, параллель-
ных красной грани. Каждый переключатель на
некрасной грани переключает лампочки в одном
слое, а каждый переключатель на красной гра-
ни – по лампочке во всех 100 слоях.
После действий Пети найдется слой, в котором
включено 100d k  лампочек – назовем один та-
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кой слой главным. Пусть V  – набор из d переклю-
чателей на красной грани, связанных со включен-
ными лампочками в главном слое. Мы докажем,
что Вася сможет погасить все лампочки, исполь-
зовав с красной грани ровно эти переключатели.
Запустим несколько другой процесс, начиная с
того же исходного положения. Пусть P  – набор
переключателей с красной грани, использован-
ных Петей, а Q – набор использованных им
переключателей с некрасных граней, связанных
с главным слоем. Пусть Петя применит P и Q, а
затем Вася применит V . После действий Пети в
главном слое будут гореть те же d лампочек, что
и раньше, а значит, после действий Васи все
лампочки в главном слое будут погашены. Если
теперь Вася применит в каждом из остальных
слоев наборы переключателей с некрасных гра-
ней, аналогичные Q, то все лампочки будут пога-
шены.
Пусть теперь Петя применит все остальные пере-
ключатели (с некрасных граней!), которые он
применял исходно, а Вася применит их еще по
разу. Все лампочки по-прежнему будут погаше-
ны. При этом в новом процессе Петя применил
ровно те же переключатели, что и в исходном, а
Вася использовал лишь переключатели набораV  с красной грани (и какие-то – с остальных
граней). Значит, если в исходном процессе Вася
совершит те же действия, которые он сделал в
новом, он добьется требуемого.

10 класс

1. Можно.
Один из многих возможных примеров показан
на рисунке 11.

3. Предположим противное, и пусть в множестве
всех школьников есть различные 30-элементные
подмножества 1 2 50, , ,A A A…  (множества участни-
ков каждой олимпиады) такие, что пересечение
любых 30 из них непусто, а пересечение всех –
пусто.
Пусть среди множеств 1 2 50, , ,A A A…  нашлись два
множества B и C, имеющие 28k  общих элемен-
тов 1 2, , , kx x x… . Для каждого элемента ix  среди
множеств 1 2 50, , ,A A A…  найдем подмножество iD ,

не содержащее ix  (такое подмножество iD  най-
дется, иначе ix  – общий элемент множеств

1 2 50, , ,A A A… ). (Заметим, что среди подмножеств

iD  могут быть совпадающие.) Тогда пересечение
не более 30 подмножеств B, C, 1D , …, kD  пусто.
Это противоречит нашему предположению (к дан-
ным подмножествам можно добавить еще несколь-
ко, чтобы стало 30 подмножеств, при таком до-
бавлении пересечение остается пустым).
Значит, указанных двух множеств B и C не
найдется. Тогда пересечение любых двух из мно-
жеств 1 2 50, , ,A A A…  содержит в точности 29 эле-
ментов. Пусть 1 2 1 2 29, , ,A A y y y∩ … , так что

1 1 1 2 29, , , ,A z y y y… , 2 2 1 2 29, , , ,A z y y y… . Най-
дем подмножество (пусть, для определенности,
это подмножество 3A ), не содержащее 1y . Так
как 1 3 2 3 29A A A A∩ ∩ , то 3A  обязано со-
держать все элементы 1 2 1 3 29, , , , ,z z y y y… . Этих
элементов 30 (все они различны), поэтому

3 1 2 2 3 29, , , , ,A z z y y y… . Рассмотрим любое под-
множество iA  из подмножеств 4 50, ,A A… . Предпо-
ложим, что iA  содержит элемент, лежащий вне 31-
элементного множества 1 2 1 2 29, , , , ,K z z y y y…

1 2 3A A A∪ ∪ . Тогда iA  должно пересекаться с
каждым из подмножеств 1 2 3, ,A A A  по одному и
тому же 29-элементному подмножеству множе-
ства K. Но 1 2 3 28A A A∩ ∩ , значит, такого
29-элементного подмножества не существует –
противоречие. Отсюда делаем вывод, что все
множества 1 2 50, , ,A A A…  являются подмножества-
ми множества K. Но в множестве K количество
30-элементных подмножеств равно 31 50. По-
лучаем противоречие, завершающее решение за-
дачи.
5. Заметим, что PQ CDP , так что PQ – средняя
линия прямоугольного треугольника AHD. Зна-
чит, PQ пересекает гипотенузу AH в ее середине
M, так что MA MD MH (рис. 12).
Имеем MDH MHD, а поскольку MH BC
и HD CD, имеем также MHD BCD. По-

Рис. 11

Рис. 12
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лучаем равенство MHD BCD, из которого
следует касание прямой MD и окружности (BCD)
в точке D. Отсюда 2MD MP MQ (по теореме
о произведении отрезков секущей).
Далее, 2MA MP MQ. Значит, треугольники
AMP и QMA подобны (угол AMQ общий и
MA MP MQ MA). Отсюда MQA MAP,
поэтому MPA MQA MPA MAP

90HMQ MHD CBD. Итак, APB

AQB CBD, и, поскольку APB AQB

MPA MQA MPB MQB , для за-
вершения решения остается убедиться, что

180MPB MQB CBD.
Для определенности далее считаем, что P лежит
между M и Q. Имеем MPB MQB

180 BPQ PQB . Так как PQ CDP , то
дуги PD и CQ равны, а значит, опирающиеся на
них вписанные углы равны. Тогда

BPQ PQB BDQ PCB

BDC QDC DCB DCP

90BDC DCB DCB CBD,

что завершает доказательство.

7. Пусть i i ix y z  – десятичная запись трехзначного
числа ia . Подстановка в левую часть уравнения
x 1000 дает

9 8
9 8 1 01000 1000 1000a a a a…

{… … …142439 9 9 8 8 8 1 1 1
24 нуля27 нулей

0000 0 0 0 000x y z x y z x y z

0 0 0 9 9 9 8 8 8 0 0 0x y z x y z x y z x y z… .

Таким образом, после подстановки вместо звез-

дочки 30-значного числа 9 9 9 8 8 8 0 0 0x y z x y z x y z…

получится уравнение, имеющее корень 1000.
8. Поскольку AM – биссектриса угла LAN, от-
резки LM и MN равны как хорды, стягивающие
равные дуги (рис. 13). Теперь достаточно дока-
зать, что CM LM (тогда CM LM MN, зна-
чит, CNL – прямоугольный треугольник и NM –
его медиана, проведенная из прямого угла).
Так как BKA NAK BAK, треугольник
ABK – равнобедренный (симметричный относи-

тельно серединного перпендикуляра к AK). От-
метим на стороне BK точку X так, что LX AKP .
Из симметрии треугольника ABK имеем KX AL.
Тогда KX CK и MK LXP , значит, MK – сред-
няя линия треугольника CLX, значит, CM LM,
что завершает решение.

10. Докажем, что 2 23x y x y
2 2x y x y x y . Если x y, то 0x y

и 2 2 2 23 2x y x xy y x y. Если же

x y, то 0x y  и 2 2 2 23 2x y x xy y

x y.

Складывая доказанное неравенство
2 2 2 23x y x y x y  с аналогичными неравен-

ствами 2 2 2 23y z y z y z  и 2 23z x z x

2 2z x , получаем требуемое.

11 класс

1. Нельзя.
Предположим, такие три числа найдутся. По-
скольку a кратно b c, сумма 2023a b c
также кратна b c, из чего следует, что b c

нечетно. Значит, 1b c  – четное число, и не-
четное число b c не может на него делиться.
4. Не могла.
Докажем, что для любой пары ,x y , записан-
ной на доске, число 2x y делится на 7.
Действительно, для пары 1, 2  число 2 1 1 0
делится на 7.
Пусть для пары ,a b  число 2a b делится на 7.
Тогда для пары ,a b  число 2 a b

2a b  делится на 7 и для пары ,b a b
число 2 3 3 2 7b a b a b a b a
делится на 7.
Пусть для пар ,a b , ,c d  числа 2a b, 2c d

делятся на 7. Тогда для пары ,a c b d  число
2 2 2a c b d a b c d  делится на 7.
Так как для пары 2022, 2023  число
2 2022 2023 2021 не делится на 7, эта пара на
доске появиться не может.
5. Пусть P – такая точка на луче HE, что
PB BC (рис. 14). Докажем, что точки C, O и
P лежат на одной прямой.

Рис. 13 Рис. 14
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В самом деле, по теореме Менелая для треуголь-
ника ADE и прямой CMB имеем

1
EC DM AB

CD MA BE
. Поскольку прямые PB, AH и

OM параллельны между собой (так как они все

перпендикулярны прямой BC), имеем
AB BE HP PE, а также DM MA DO OH.

Значит, 1
EC DO HP

CD OH PE
, из чего следует, что

точки C, O и P лежат на одной прямой по

теореме Менелая для треугольника EDH. Зна-
чит, точка P диаметрально противоположна точ-
ке C в окружности . Аналогично, если Q –
точка пересечения перпендикуляра к прямой BC,
проходящего через точку C, и прямой HF, то
точка Q диаметрально противоположна точке B.
Из этого следует, что 90EXC PXC , и,
аналогично, 90FYB QYB .
Обозначим через H , bT  и cT  точки пересечения
прямой AH с прямыми PQ, BY и CX соответ-
ственно (рис. 15). Заметим, что треугольники

cHXT  и HHP подобны как прямоугольные с
вертикальными острыми углами. Значит,

cHT HX HP HH , или cHT HX HP HH
HB HC HH . Аналогично, bHT HB HC HH .

Следовательно, прямые BY и CX пересекают
прямую AH в одной и той же точке, что и
требовалось доказать.
7. Не всегда.
Возьмем прямоугольник размера 5 15 , полови-
на площади которого равняется 37,5. Для того
чтобы условие выполнялось, из данного прямоу-
гольника необходимо вырезать прямоугольник
площади 37 или 38. Таких прямоугольников все-
го три: 1 37, 1 38 и 2 19. Заметим, что длин-
ная сторона каждого из таких прямоугольников
не меньше 19. С другой стороны, диагональ

исходного прямоугольника равняется 250, но

250 256 16 19, поэтому ни один из таких

прямоугольников вырезать из прямоугольника
5 15 нельзя.

8. Обозначим вторую точку пересечения биссек-
трисы угла ABC с окружностью, описанной око-
ло треугольника ABC, через F (рис. 16). Тогда
точка F – середина дуги AC, поэтому OF –
серединный перпендикуляр к хорде AC. По-
скольку вписанный угол вдвое меньше централь-
ного, опирающегося на ту же дугу, то

2FOC FBC. С другой стороны, так как
BD DC, то DCB CBD, а тогда CDF

2 2DCB DBC DBC FBC как внеш-
ний к треугольнику BCD. Таким образом,

FOC FDC, поэтому точка F лежит на ок-
ружности, описанной около треугольника COD.
Рассуждая аналогично, мы получаем, что

2AOF ABF AEF и точка F лежит и на
окружности, описанной около треугольника AOE.
Значит, точки P и Q – центры описанных ок-
ружностей треугольников AOF и COF, а эти
треугольники симметричны относительно OF.
Получается, что точки P и Q также симметрич-
ны относительно OF. Следовательно, либо точ-
ки P и Q лежат на прямой AC, либо P, Q, A, C –
вершины равнобокой трапеции, а потому лежат
на одной окружности.

9. Положим 
1 1 1

d
a b c

. Теперь заметим, что

1 1 1 1
b b c c

bc bd cd bc
a c a b

.

Если d 0, то два из этих слагаемых равны 1 и,
тем самым, сумма не меньше 2. В противном
случае числа a, b, d отличны от нуля. Значит,
какие-то два из них одного знака, а тогда их
произведение положительно и соответствующее
слагаемое больше 1. Поскольку два других сла-
гаемых неотрицательные, то общая сумма боль-
ше 1.

Рис. 15

Рис. 16
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10. Докажем индукцией по n, что в любом связ-
ном графе, содержащем 2n вершин, их можно
покрасить в красный и синий цвета таким обра-
зом, что число ребер с разноцветными концами
(будем называть такие ребра разноцветными)
будет превосходить число ребер с одноцветными
концами (будем называть такие ребра одноцвет-
ными) хотя бы на n – из этого будет следовать
утверждение задачи. База n 1 тривиальна, до-
кажем переход.
Предположим, в графе с 2n вершинами найдется
пара вершин, соединенных ребром, при удале-
нии которых граф не теряет связность; обозна-
чим эти вершины через u и v. Покрасим остав-
шиеся вершины таким образом, чтобы число
разноцветных ребер было хотя бы на 1n  боль-
ше числа одноцветных ребер – так можно сде-
лать по предположению индукции. Заметим, что
вершины u и v теперь можно покрасить таким
образом, что разность между количествами раз-
ноцветных и одноцветных ребер увеличится. В
самом деле, без ограничения общности будем
считать, что если хотя бы одна из степеней
вершин u и v нечетна, то степень v нечетна.
Тогда покрасим вершину u в цвет, который име-
ет меньшинство ее соседей (в случае равенства
покрасим в любой цвет), а затем покрасим таким
же образом вершину v. Очевидно, при каждой
покраске требуемая разность не уменьшилась и
хотя бы при одной покраске у соответствующей
вершины было нечетное число покрашенных со-
седей, т.е. разность при этой покраске увеличи-
лась. Поскольку до покраски вершин u и v
разность между числом разноцветных ребер и
числом одноцветных ребер была не меньше 1n ,
после этой покраски она стала не меньше n.
С другой стороны, если в графе найдется пара
висячих вершин, то, очевидно, при их удалении
граф по-прежнему не теряет связность, и тем же
самым алгоритмом можно покрасить весь ос-
тальной граф, а затем и эти висячие вершины
таким образом, что разность между количества-
ми разноцветных и одноцветных ребер будет не
меньше n. Докажем, что в любом связном графе
хотя бы с тремя вершинами или найдутся две
смежные вершины, при удалении которых граф
останется связным, или найдутся две висячие
вершины.
В самом деле, рассмотрим произвольное остов-
ное дерево этого графа и подвесим его за любую
не висячую вершину. Пусть v – наиболее уда-
ленная от корня висячая вершина этого дерева, а
u – предок этой вершины. Обозначим потомков
этого предка через 1, , kv v… . Заметим, что верши-
ны 1, , kv v…  являются висячими в рассматривае-

мом остовном дереве. Рассмотрим несколько слу-
чаев.
Случай 1. Среди вершин 1, , kv v…  есть пара вер-
шин, соединенных ребром в исходном графе.
Тогда при удалении этих двух вершин остовное
дерево (а значит, и сам исходный граф) сохра-
няет связность.
Случай 2. Среди вершин 1, , kv v…  есть пара вер-
шин, являющихся висячими в исходном графе.
Значит, в исходном графе есть хотя бы две
висячие вершины.
Случай 3. Среди вершин 1, , kv v…  есть не больше
одной вершины, являющейся висячей в исход-
ном графе, и никакие две из этих вершин не
соединены ребром. Без ограничения общности,
будем считать, что если такая вершина есть, то
это вершина 1v . Тогда переподвесим каждую из
вершин 2, , kv v…  к любому из ее соседей, отлич-
ных от u: поскольку эти вершины не являются
висячими в исходном графе, такой сосед всегда
найдется. После всех переподвешиваний верши-
ны u и 1v  можно будет удалить из графа, и
остовное дерево останется связным – а значит, и
сам граф.
Поскольку хотя бы один из случаев имеет место
и в каждом из них в графе есть или пара смеж-
ных вершин, при удалении которых граф остает-
ся связным, или пара висячих вершин, переход
индукции доказан.

Региональный этап LVII Всероссийской
олимпиады школьников по физике

7 класс

1. Пусть длинная сторона плитки имеет размер
a, а короткая – b. Поскольку плитку резали
только у стены с дверным проемом, по рисунку в
условии можно найти соотношение между a и b:

10 5

4 2

a

b
.

Улитка из A до встречи должна пройти путь 3a,
улитка из B – путь 7a b . Значит, условие
встречи можно записать в виде

7 3a b a
t

u u
.

С учетом того, что a = 2,5b, получаем

20 см
2

u t
b , 2,5 50 смa b .

Теперь, зная размеры одной плитки, можно по-
считать и площадь всей ванной комнаты, разбив
ее на простые части (например, на прямоуголь-
ники и прямоугольные треугольники с известны-
ми сторонами):

2 25
4 9 11 4 49,5 5,95 м

2
S a a b ab ab a ab .
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2. Эффективная длина круга первой дорожки
складывается из двух прямолинейных участков
и двух дуг половинок окружностей:

1 12 2 400 мL R l .

Длины дорожек имеют различия только на кри-
волинейных участках. Для первой и второй до-
рожек на трех кругах разность длин равна

12 2 1 1 13 3 2 2 6 23 мl L L R d R d .

Легко заметить, что

12 23 34 6 23 мl l l d .

Для расчета средней скорости на дистанции
2400 м нельзя точно определить время. Напри-
мер, показание часов 13:00 может соответство-
вать любому моменту от 13:00:00 до 13:00:59:99...
Тогда время забега атлета принадлежит интерва-
лу от 12 до 14 минут. Эти границы позволяют
найти наименьшее и наибольшее значения сред-
ней скорости:

min
2400 м

2,86 м с
14 60 c

v , min
2,4 км 60

10,3 км ч
14 ч

v ;

max
2400 м

3,33 м с
12 60 c

v , max
2,4 км 60

12 км ч
12 ч

v .

3. Запишем формулу средней плотности:

1 2

1 2

m m

V V
,

где масса шоколада 1 1 1 1 0,6m V V, объем
карамели 2V t, масса карамели

2 2 2 2m V t. После подстановки получим

1 2
1

0,6
1,1

0,6

V t

V t
,

откуда найдем

2 1

0,6 0,1
9,6 мин

1,1

V V
t .

Проверим возможность ответа:

2 5,76 л 6,4 л 0,4V t V,

т.е. карамель не выливалась!
4. Пусть 1T  – все время в пути первого автомоби-
ля, 2T  – все время в пути второго автомобиля, 2

– время движения второго автомобиля до оста-
новки. Согласно условию задачи,

1 2T t, 2 2 14 минT t .

Из графика (точка излома) находим 2 2 мин.
В течение этого времени расстояние между авто-
мобилями меняется с относительной скоростью

1 2v v . За 2 минуты оно станет равным

1s 1,2 км. Получаем первое уравнение связи ско-
ростей:

1 1 2 2s v v .

За следующие 2 минуты первый автомобиль уехал
от стоящего второго еще на

2 4,2 км 1,2 км 3 кмs .

Это нам позволяет найти скорость первого авто-
мобиля:

1
3 км

1,5 км мин
2 мин

v ,

а затем и скорость второго автомобиля:

2
1,2км

1,5 км мин 0,9 км мин
2 мин

v .

Теперь запишем формулы для расчета пути из A
в B:

1 1 1 2L v T v t , 2 2L v T t .

Отсюда найдем время остановки:

2 2 1 1

1 2

4 мин
v T v T

t
v v

.

Теперь можно найти длину пути:

2 2 9 кмL v T t .(Окончание следует)
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РАЗНОЦВЕТНЫЕ
СЛОНЫ

В марте традиционно отмеча-
ется международный женский
день, поэтому сегодняшний вы-
пуск шахматной странички мы
посвятим интересным эндшпи-
лям, разыгранным в партиях
первого этапа женского гран-
при ФИДЕ, победителем кото-
рого стала Александра Косте-
нюк. Эндшпиль – наиболее ко-
варная часть шахматной партии,
в которой малейшая ошибка
может стоить пол-очка, а иногда
и целый балл, что в очередной
раз доказал этот турнирА.Костенюк –А.МузычукМюнхен, 2023

Эндшпили с разноцветными
слонами имеют ничейные тен-
денции, однако если на доске
остаются ладьи, то атакующая
сторона имеет шансы на победу.
38…/c4? Ошибка, необходимо
было разменять пешки, чтобы
уменьшить атакующий потенци-
ал 38...fg 39. qg5 g6. 39. g6+!
Блокируя пешку на g7, которая
впоследствии может быть выиг-
рана. 39…7e7 40. od4! /c8
41.ug3 +d5 42. qe1+ 7d7
43.qd1 7e6 44. oe3? (точнее
44. h5 с идеей 44…/h8 45. ug4/h5 46.qe1+!) /c4? (черные
упускают шанс зацепиться за
ничью после 44…+е4! 45. h5 /h8
46. h6 +g6 47. hg /g8) 45.od4/c8 46. ug4 /h8 47. h5 f5+

48.ug5 /h5+. Обычно размен
ладей ведет к ничьей в подоб-
ных эндшпилях, но не в этом
случае, так как черные будут
вынуждены отдать слона за пеш-
ку g. 49. uh5 +f3+ 50.ug5 +d1
51. b4 +b3. Попытка заблоки-
ровать пешку g королем также
не спасает, так как после 51…+e2
52. og7 +c4 53.od4 f4 54.uf4+d3 55. g7 7f7 56.ue3 +c4
57. oe5 решает марш белого
короля к пешке а6, помешать
которому черные не в состоя-
нии. 52.og7 +c4 53.od4 f4
54.uf4 +b3 55.ug5 +c4 56.uh67d7 57.ug7 +d3 58.uf7, чер-
ные сдались.Тань Чжунъи –А.ДзангидзеМюнхен, 2023

36…f4? В эндшпиле важно не
спешить, если у соперника нет
конкретных угроз. Черные мог-
ли спокойно улучшить позицию
короля, переведя его на g5, преж-
де чем приступать к активным
действиям. 37. gf? Белые упус-
кают красивую ничью: 37.uf3!
fg 38.ue3 gh 39.of3 a4 40.uf2
a3 41.ug2, и белые в любой
момент могут пожертвовать сло-
на за пешку а2, а их король
блокирует пешки на линии h,
поскольку слон черных не кон-
тролирует угол. 37... +f4 38.uf3+h6 (но не 38…+h2?, так как
после 39.uе3 белый король ус-
певает к полю h1 раньше своего
визави) 39. h4 7f7 40. oc2 7e6
41. ue2 7e5 42. oh7? a4 43.ud37f4 44. og6 a3 45. of7 7g3
46.ue2 7h4. Теория гласит, что
если две пешки сильнейшей сто-

роны перешли середину доски и
их разделяют три вертикали, то
она выигрывает, поскольку слон
соперника не может заблокиро-
вать эти пешки на одной диаго-
нали. 47. uf3 7g5 48. oa2 7f5
49. ue2 7e4 50. og8 7d4 51.ud1 7c3, белые сдались.Д. Вагнер–Чжу ЦзиньэрМюнхен, 2023

35.oe5? Удивительно, но с
виду безобидная перестановка
ходов в данном случае стоит
белым партии. Необходимо сна-
чала разменяться: 35. gh +c4
36. oe5 7e6 37. og7 с явной
ничьей, ибо белый король вов-
ремя успевает заблокировать
связанные проходные пешки.
35... 7e6!! Выигрывающий
ход – белые не успевают унич-
тожить черные пешки на ферзе-
вом фланге, в то время как
черный король централизован
лучше, чем его оппонент. 36.ob8 7d7! 37. gh +c4 38.uf2+f7 39.oe5 (в случае 39. oа7
белые теряют слона после
39…7c6 40.uе3 7b7) 7c6
40. og7 7b5 41. oe5 7a4
42. ob8 a6! (но не 42... +h5?
43. oa7 7b5 44.ue3 с ничьей)
43. oa7 7a3 44.ob6 c4 45.ue3
c3 46.ud3 7b3 47.oa5 c2
48.od2 a5 49. h6 +g6+ 50.ue3
a4, белые сдались.

А.Русанов




