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Äâà ãðàôà
Å.ÑÎÊÎËÎÂ

ÃÐÀÔ ËÅÂ ÍÈÊÎËÀÅÂÈ× ÒÎËÑÒÎÉ  Â  ÑÂÎÅÉ  ÏÎ-
âåñòè «Õàäæè-Ìóðàò» òàê îïèñûâàåò ëåòíåå ðîñ-
ñèéñêîå ðàçíîòðàâüå:

«Åñòü ïðåëåñòíûé ïîäáîð öâåòîâ ýòîãî âðåìåíè ãîäà:
êðàñíûå, áåëûå, ðîçîâûå, äóøèñòûå, ïóøèñòûå êàøêè;
íàãëûå ìàðãàðèòêè; ìîëî÷íî-áåëûå ñ ÿðêî-æåëòîé ñå-
ðåäèíîé «ëþáèøü-íå-ëþáèøü» ñ ñâîåé ïðåëîé ïðÿíîé
âîíüþ; æåëòàÿ ñóðåïêà ñ ñâîèì ìåäîâîì çàïàõîì;
âûñîêî ñòîÿùèå ëèëîâûå è áåëûå òþëüïàíîâèäíûå
êîëîêîëü÷èêè; ïîëçó÷èå ãîðîøêè; æåëòûå, êðàñíûå,
ðîçîâûå, ëèëîâûå, àêêóðàòíûå ñêàáèîçû; ñ ÷óòü ðîçî-
âûì ïóõîì è ÷óòü ñëûøíûì ïðèÿòûì çàïàõîì ïîäî-
ðîæíèê; âàñèëüêè, ÿðêî-ñèíèå è ãîëóáûå íà ñîëíöå è
â ìîëîäîñòè è êðàñíåþùèå âå÷åðîì è ïîä ñòàðîñòü...»

– Êàê òàê? Ðàçâå âàñèëüêè áûâàþò êðàñíûìè? –
óäèâèëñÿ ÿ, îòêëàäûâàÿ êíèãó. – Äà, íåò! Êðàñíûõ
âàñèëüêîâ íå áûâàåò!

Îäíàêî ÿ áûë íå ïðàâ – êðàñíûå âàñèëüêè åñòü!
Ïðèøëî ëåòî, è â ìóçåå-óñàäüáå «ßñíàÿ ïîëÿíà», ãäå
æèë è òâîðèë âåëèêèé ïèñàòåëü, ÿ íàøåë èõ ñðåäè ÿðê î
ñèíèõ ïîëåâûõ âàñèëüêîâ. Ëåâ Íèêîëàåâè÷ áûë ïðàâ!

Êàê ðîæäàåòñÿ öâåò

Ìèð äàí íàì â öâåòå. Ôèçèêà òàê îáúÿñíÿåò ïîÿâëå-
íèå öâåòà.

Ïðèõîäÿùèé ê íàì îò Ñîëíöà ñâåò – áåëûé. Ìû äàæå
èíîãäà ãîâîðèì áåcöâåòíûé. Íî ýòà áåcöâåòíîñòü êàæó -

ùàÿñÿ. Íà ñàìîì äåëå, ñîëíå÷íûé ñâåò – ýòî ñìåñü ñå ìè
ÿð÷àéøèõ öâåòîâ, ñåìè öâåòîâ ðàäóãè. Âû ïîìíèòå èõ
íàçâàíèÿ? Åñëè íåò, òî âàì ïîìîæåò ôðàçà: «Êàæäûé
Îõîòíèê Æåëàåò Çíàòü, Ãäå Ñèäèò Ôàçàí». Áóêâà Ê –

Âî âñåõ ìóçåÿõ ìèðà ìû âñòðåòèì íàòþðìîðòû ñ öâåòàì è

Â «ßñíîé ïîëÿíå» ó Ëüâà Íèêîëàåâè÷à âñåãäà ìíîãî öâ åòîâ



Ä Â À  Ã Ð À Ô À 3
ýòî êðàñíûé öâåò, Î – îðàíæåâûé, Æ – æåëòûé, Ç –
... (ïðîäîëæèòå ýòîò ðÿä ñàìîñòîÿòåëüíî).

– À ãäå â ýòîì ðÿäó ÷åðíûé öâåò? À ãäå ïóðïóðíûé,
ìàëèíîâûé, ñàëàòíûé è âñå òå òûñÿ÷è îòòåíêîâ, êîòî-
ðûå íàø ãëàç ðàçëè÷àåò â ïîâñåäíåâíîé æèçíè?

– Âñå öâåòà, êîòîðûå ìû âèäèì âîêðóã, âîçíèêàþò
ïðè ñìåøåíèè ñåìè ÷èñòûõ öâåòîâ. Òàê, ëèíèÿ «àëûé-
ïóðïóðíûé-ëèëîâûé-ñèíèé», øèðîêî ïðåäñòàâëåííàÿ
â îêðàñêå öâåòîâ, ñîîòâåòñòâóåò ñìåøåíèþ â ðàçíûõ
ïðîïîðöèÿõ êðàñíîãî è ñèíåãî öâåòà. À âîò ÷åðíûé öâ åò
– ýòî îòñóòñòâèå ñâåòà âîîáùå. Òàê, íàïðèìåð, ñàæà
÷åðíà èìåííî ïîòîìó, ÷òî ïîãëîùàåò âñå, ÷òî íà íåå
ïàäàåò.

Óïðàæíåíèå 1.  Ïî÷åìó íàì âñåãäà âèäÿòñÿ ÷åðíûìè
çðà÷îê ãëàçà è äûðî÷êè â ðîçåòêå? Ïî÷åìó åñëè íà ïî êðàøåí-
íîé ïîâåðõíîñòè åñòü ãëóáîêàÿ ÿìêà, òî, êàê íè çàëè âàé åå
êðàñêîé, îíà âñåãäà áóäåò âèäíà íàì êàê ÷åðíîå ïÿòí î?

Óïðàæíåíèå 2.  À èç êàêèõ öâåòîâ ñîñòîèò ñåðûé öâåò?

Èòàê, ïðèõîäÿùèé ê íàì îò Ñîëíöà ñâåò íå èìååò
öâåòà. Öâåò ïîÿâëÿåòñÿ ó íåãî ëèøü ïîñëå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ âåùåñòâîì. Ðàçíûå ìîëåêóëû ïîãëîùàþò ðàç-
íûå öâåòà ñîëíå÷íîãî ñâåòà. Ïîýòîìó ïîñëå îòðàæåíèÿ
èëè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ÷åðåç âåùåñòâî â íåì îñòàþòñÿ
òîëüêî òå öâåòà, êîòîðûå ìîëåêóëû îòêàçàëàñü «åñòü» .
Ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ñ âåùåñòâîì ñâåò ñòàíîâèòñÿ
îêðàøåííûì. Åñëè âåùåñòâî, âõîäÿùåå â ñîñòàâ êðàñêè ,
ïîãëîùàåò âñå, êðîìå êðàñíîãî, öâåòà, òî ìÿ÷èê, ïîê ðà-
øåííûé òàêîé êðàñêîé, íà ñâåòó áóäåò êàçàòüñÿ íàì
êðàñíûì, è òàêóþ êðàñêó, êîíå÷íî, íàçîâóò êðàñíîé.

Óïðàæíåíèå 3.  À êàêèì ìû áóäåì âèäåòü ýòîò ìÿ÷èê, ïðè
îñâåùåíèè åãî ñèíèì ñâåòîì?

À åñëè ìîëåêóëû ïîãëîùàþò øåñòü öâåòîâ èç ñåìè:
êðàñíûé, îðàíæåâûé, æåëòûé, ãîëóáîé, ñèíèé, ôèîëå-
òîâûé, òî òàêóþ êðàñêó íàçîâóò...

– Êîíå÷íî, çåëåíîé!
À âîò âîïðîñ ïîñëîæíåå.

Óïðàæíåíèå 4.  Êàê íàçîâóò êðàñêó, êîòîðàÿ ïîãëîùàåò
ïÿòü öâåòîâ èç ñåìè: êðàñíûé, îðàíæåâûé, çåëåíûé, ã îëóáîé
è ôèîëåòîâûé?

Êðàñêè Ïðèðîäû

Ìîëåêóëû, êîòîðûå Ïðèðîäà èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå
êðàñîê, íàçûâàþòñÿ ïèãìåíòàìè. Ñàìûé çàìåòíûé ïèã-
ìåíò íà íàøåé ïëàíåòå – ýòî, íåñîìíåííî,

55 72 5 4C H O N Mg , ò.å. õëîðîôèëë  (îò ãðå÷. «çåëåíûé» è
«ëèñò»). Æèâîé îðãàíèçì, èìåþùèé òàêèå ìîëåêóëû,
ìû íàçûâàåì ðàñòåíèåì.

Àòîì ìàãíèÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â öåíòðå ÷óäåñíîãî
êðóæåâà èç àòîìîâ óãëåðîäà, àçîòà è âîäîðîäà, ïîãëî -
ùàåò âåñü ïàäàþùèé ñâåò, êðîìå çåëåíîãî. Ýòîò, îñòà â-
øèéñÿ «íåñúåäåííûì», îòðàæåííûé çåëåíûé ñâåò è
ïðèäàåò ëåñàì è ïîëÿì èõ èçóìðóäíûé öâåò. À ñàìà æå
ìîëåêóëà õëîðîôèëëà ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ñâåòà ïðèîá-
ðåòàåò âîëøåáíóþ ñïîñîáíîñòü – îíà íà÷èíàåò ñèíòåçè -
ðîâàòü óãëåâîäû èç óãëåêèñëîãî ãàçà è âîäû:

( )2 2 2 2CO H O CH O On+ ® + .

Áëàãîäàðÿ ýòîé ïîñòîÿííî èäóùåé ðåàêöèè, íà Çåìëå
ïîääåðæèâàåòñÿ æèçíü.

Åñëè â ìîëåêóëå õëîðîôèëëà àòîì ìàãíèÿ çàìåíèòü
àòîìîì æåëåçà, òî èçìåíåííàÿ ìîëåêóëà áóäåò ïîãëî-
ùàòü âñå öâåòà, êðîìå êðàñíîãî. Òàêóþ ìîëåêóëó
õèìèêè íàçûâàþò «ãåì» (îò ãðå÷. «êðîâü»). Îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ìîëåêóëû ãåìîãëîáèíà (îò ãðå÷.
«êðîâü» è ëàò. «øàð»), êîòîðóþ îðãàíèçì æèâîòíûõ,
îáëàäàþùèõ êðîâîîáðàùåíèåì, èñïîëüçóåò äëÿ òðàíñ-
ïîðòèðîâêè êèñëîðîäà. Èìåííî ýòà ìîëåêóëà ïðèäàåò
êðàñíûé öâåò êðîâè æèâîòíûõ.

– Òàê ÷òî æå, ñàìûå ãëàâíûå ìîëåêóëû ðàñòèòåëüíî-
ãî è æèâîòíîãî öàðñòâà áëèçíåöû-ñåñòðû?

– Äà, ýòî òàê! È äàæå âèíîãðàäíàÿ óëèòêà (Helix
pomatia), ó êîòîðîé àðèñòîêðàòè÷åñêàÿ ãîëóáàÿ êðîâü ,
îðèãèíàëüíà ëèøü â îäíîì – âìåñòî ìàãíèÿ è æåëåçà â
åå ìîëåêóëå ãåìîãëîáèíà – ìåäü.

Óïðàæíåíèå 5.  Êàêèå öâåòà ïîãëîùàåò ãåìîãëîáèí (òî÷-
íåå, ãåìîöèàíèí) âèíîãðàäíîé óëèòêè ?

Çàêàí÷èâàåòñÿ ëåòî, è íàñòóïàåò «çîëîòàÿ» îñåíü.
Õëîðîôèëë ðàñïàäàåòñÿ, è ãëàâíûìè ïîñòàâùèêàìè
êðàñîê Ïðèðîäû ñòàíîâÿòñÿ êàðîòèí  è ëèêîïèí .

Ìîëåêóëà êàðîòèíà (îò ëàò. «ìîðêîâü») 40 56C H
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèííóþ öåïî÷êó àòîìîâ óãëåðîäà
è âîäîðîäà (óãëåâîäîðîäîâ), êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ
äâóìÿ áåíçîëüíûìè êîëüöàìè. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ î÷åíü
õîðîøî ïîãëîùàåò âåñü ñâåò, êðîìå æåëòîãî. Ïîýòîìó
ìîðêîâü, õóðìà è ïëîäû ìàíãî, ñîäåðæàùèå ìíîãî
êàðîòèíà, èìåþò êðàñèâûé æåëòî-îðàíæåâûé öâåò.

«Óãëåâîäîðîäíûé» ñêåëåò ìîëåêóëû êàðîòèíà î÷åíü
ñòàáèëåí. Íî âîò åå êîíöû, áåíçîëüíûå êîëüöà, ìîãóò
èçìåíÿòüñÿ, ðåàãèðóÿ íà õèìè÷åñêîå îêðóæåíèå. Ïðè
ýòîì èçìåíÿþòñÿ è «âêóñû» ìîëåêóëû – îíà íà÷èíàåò
«åñòü» óæå äðóãèå öâåòà, è ïðåäìåòû, ñîäåðæàùèå
òàêèå ìîäèôèöèðîâàííûå ìîëåêóëû, ïðèîáðåòàþò íî-
âóþ îêðàñêó. Íàïðèìåð, åñëè áåíçîëüíûå êîëüöà ðàñ-
êðîþòñÿ, òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîëåêóëà âìåñòî æåë-

Âû íå çàìå÷àëè, ÷òî â êðàñíîì âñåãäà åñòü íåìíîãî ñ èíåãî?

Ýòî íå êèòàéñêèå äðàêîíû, à äâå ãëàâíûå ìîëåêóëû ðà ñòè-
òåëüíîãî è æèâîòíîãî öàðñòâ – õëîðîôèëë è ãåì
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òîãî áóäåò îñòàâëÿòü «íåñúåäåííûì» êðàñíûé ñâåò. Âî ò
ïî÷åìó ñïåëûå ïîìèäîðû, ïðè ñîçðåâàíèè êîòîðûõ
ïðîèñõîäÿò èìåííî òàêèå èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå êàðî-
òèíà, èìåþò êðàñíûé ñâåò. Õèìèêè íàçûâàþò òàêóþ

ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîëåêóëó êàðîòèíà ëèêîïèíîì.
Ñâîè ñîáñòâåííûå íàçâàíèÿ ïîëó÷èëè ó íèõ è äðóãèå
ìîäèôèêàöèè êàðîòèíà – çåàêñàíòèí 40 56 2C H O  è àñ-
òàêñàíòèí 40 52 4C H O . Ïåðâûé ïðèäàåò æåëòûé öâåò
êóêóðóçå, ÿè÷íîìó æåëòêó è àïåëüñèíó, à âòîðîé
îòâå÷àåò çà ðîçîâî-êðàñíûé öâåò âàðåíûõ ðàêîâ è
êðåâåòîê.

Ïðèðîäà – íåïðåâçîéäåííûé èçîáðåòàòåëü. Îíà èìå-
åò â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ìèëëèîíû ìîëåêóë-êðàñèòå-
ëåé, íî, äàæå èñïîëüçóÿ âñåãî-íàâñåãî îäíó êîíñòðóê -
öèþ, îíà ñïîñîáíà ðàñêðàñèòü íàø ìèð ñîòíÿìè öâåòîâ !

À ñàìîå óäèâèòåëüíîå, ÷òî êîíñòðóêöèþ òèïà «êàðî-
òèí» Ïðèðîäà èñïîëüçîâàëà è äëÿ ñîçäàíèÿ íàøåãî
öâåòîâîãî çðåíèÿ!

Âîò êàê ñîâðåìåííàÿ íàóêà îáúÿñíÿåò ìåõàíèçì
çðåíèÿ. Ãëàâíîé ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîé ìîëåêóëîé ó
âñåõ ïîçâîíî÷íûõ (ëþäè, çâåðè, ïòèöû...), à òàêæå ó
îñüìèíîãà ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëà ðåòèíàëÿ 20 28C H O . Âû
óçíàëè åå? Ýòî ðàçäåëåííàÿ ïîïîëàì ìîëåêóëà êàðîòè-
íà, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíåí àòîì êèñëîðîäà. Ñ ïîìîùüþ
àòîìà êèñëîðîäà ìîëåêóëà ðåòèíàëÿ ñîåäèíÿåòñÿ ñ
áåëêîì è îáðàçóåò ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîå âåùåñòâî íàøå -
ãî ãëàçà – çðèòåëüíûé ïóðïóð, èëè ðîäîïñèí. Ïðè
ïîãëîùåíèè ñâåòà ðåòèíàëåì ñèãíàë îá ýòîì âîñïðèíè-
ìàåòñÿ çðèòåëüíûì íåðâîì: ìû âèäèì ñâåò. Â çàâèñè-

ìîñòè îò ñîðòà áåëêà, êîòîðûé ïðèñîåäèíèëñÿ ê ìîëå-
êóëå ðåòèíàëÿ, ðîäîïñèí áóäåò ÷óâñòâèòåëåí ê ðàçíûì
öâåòàì. Â íîðìàëüíîì ãëàçå ÷åëîâåêà åñòü òðè òèïà
ðîäîïñèíà: îäèí âîñïðèíèìàåò êðàñíûé, äðóãîé –
çåëåíûé è òðåòèé – ñèíèé öâåò. Â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà
ðåòèíàëü ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ äåëåíèÿ ìîëåêóëû
êàðîòèíà. È åñëè ïîñòóïëåíèå êàðîòèíà (îí åùå íàçû-
âàåòñÿ âèòàìèíîì À) â îðãàíèçì ïðåêðàùàåòñÿ, òî
ëþäè íà÷èíàþò ñòðàäàòü «êóðèíîé ñëåïîòîé» – ïëîõî
âèäÿò â òåìíîòå.

Óïðàæíåíèå 6.  Ïðåäëîæèòå ïðîñòîé ñïîñîá âîññòàíîâëå-
íèÿ çðåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå.

Êðàñêà äëÿ öâåòîâ
Äëÿ öâåòîâ Ïðèðîäà ïðèãîòîâèëà îñîáûå êðàñêè –

àíòîöèàíèäû (îò ãðå÷. «öâåòîê»). Ýòà ãðóïïà ñîñòîèò
èç òðåõ ìîëåêóë: ïåëàðãîíèäèíà  15 11 5C H O , öèàíèäèíà

15 11 6C H O  è äåëüôèíèäèíà 15 11 7C H O . Ïåëàðãîíèäèí
ïîãëîùàåò âñå, êðîìå êðàñíîãî, öâåòà. Ïîýòîìó îí äà åò
àëóþ îêðàñêó. Ñâîå íàçâàíèå ýòîò ïèãìåíò ïîëó÷èë îò
ëàòèíñêîãî íàçâàíèÿ ãåðàíè (Pelargonium), èç êîòîðî é
áûë ïåðâîíà÷àëüíî âûäåëåí. Äåëüôèíèäèí ïîãëîùàåò
âñå, êðîìå ñèíåãî, öâåòà è äàåò ñèíþþ îêðàñêó. Ïåðâ î-
íà÷àëüíî äåëüôèíèäèí áûë âûäåëåí èç ðàñòåíèÿ æèâî-
êîñòü. Ïîýòîìó â åãî èìåíè çàêðåïèëîñü ëàòèíñêîå
íàçâàíèå æèâîêîñòè – äåëüôèíèóì (Delphinium).
Öèàíèäèí (îò ëàò. «ãîëóáîé») îïðåäåëÿåò îêðàñêó
÷åðíîé ñìîðîäèíû, åæåâèêè, âèøíè. Íàòóðàëèñòû
îïðåäåëÿþò öâåò öèàíèäèíà êàê ôèîëåòîâûé. È çäåñü
îíè ïîâòîðÿþò ðàñïðîñòðàíåííóþ îøèáêó!

Â áûòó íàçâàíèå «ôèîëåòîâûé» ìû îáû÷íî èñïîëü-
çóåì íåïðàâèëüíî. Ìû íàçûâàåì ýòèì ñëîâîì öâåò,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñìåøåíèè êðàñíîé è ñèíåé
êðàñîê. Íàïðèìåð, ìû íàçûâàåì ôèîëåòîâûìè ÷åðíè-
ëà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñìåøåíèè êðàñíûõ è
ñèíèõ ÷åðíèë. Ýòî ïðèâû÷íî, íî íåïðàâèëüíî. Ïîýòî-
ìó äàâàéòå â íàøåì ðàçãîâîðå î ìîëåêóëàõ èñïîëüçî-
âàòü ïðàâèëüíûå òåðìèíû è ãîâîðèòü, ÷òî öèàíèäèí
èìååò êðàñíî-ñèíèé öâåò.

Îòìåòèì, ÷òî íàñòîÿùèé ôèîëåòîâûé öâåò ìû âèäèì
â ïðèðîäå î÷åíü ðåäêî. Íå ïîòîìó, ÷òî åãî ìàëî, êàê  ðàç
åãî â ïðèðîäå î÷åíü äàæå ìíîãî, à ïðîñòî ïîòîìó, ÷ò î
ýòîò öâåò ëåæèò íà ãðàíèöå íàøåãî âîñïðèÿòèÿ è ìû, â
îòëè÷èå îò ï÷åë, íå çàìå÷àåì åãî â îêðàñêå öâåòîâ.

Êîëëåêöèÿ ïèãìåíòîâ-êàðîòèíîèäîâ

Ïðîäóêòû, îêðàøåííûå êàðîòèíîèäàìè, íå òîëüêî ïîëåç íû,
íî è ïðèÿòíû íà âèä

Àíòîöèàíû – ñïåöèàëüíûå «êðàñêè» äëÿ öâåòîâ
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êàê î÷åíü êðàñèâûé ôèîëåòîâûé îòëèâ ÷åðíîãî îïåðå-
íèÿ ãðà÷à. Íî ýòî ïðèìåð âòîðîãî ñïîñîáà îêðàñêè,
êîòîðûé èñïîëüçóåò Ïðèðîäà, – ñòðóêòóðíîé îêðàñêè.
Ñòðóêòóðíàÿ îêðàñêà âîçíèêàåò çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè
ñâåòà ïðè îòðàæåíèè îò ïîâåðõíîñòåé ñ ìèêðîñòðóêòó-

ðîé (êðûëüÿ íàñåêîìûõ, ïåðüÿ ïòèö, ðàêîâèíû ìîëþñ-
êîâ), à òàêæå ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà â îáúåìå âåùåñòâà
(öâåò íàøåãî ãîëóáîãî íåáà).

Óïðàæíåíèå 7.  Ó÷åíûå íàó÷èëèñü âûäåëÿòü êðàñÿùèå
ïèãìåíòû èç ðàñòåíèé, à âîò âûäåëèòü òå çàìå÷àòåëüí ûå
êðàñêè, êîòîðûå îêðàøèâàþò êðûëüÿ íåêîòîðûõ òðîïè÷å ñ-
êèõ áàáî÷åê, ó íèõ íå ïîëó÷èëîñü, õîòÿ ìíîãèå ïûòàë èñü ýòî
ñäåëàòü. Â ÷åì ïðè÷èíà èõ íåóäà÷è?

Èòàê, ïåëàðãîíèäèí ïîãëîùàåò âñå, êðîìå êðàñíîãî,
öâåòà, äåëüôèíèäèí – âñå, êðîìå ñèíåãî, à öèàíèäèí –
îñòàâëÿåò «íåïîãëîùåííûìè» êðàñíûé è ñèíèé öâåòà.
Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó ìàê êðàñíûé, à
âàñèëåê ñèíèé: â ìàêå ñîäåðæèòñÿ ïåëàðãîíèäèí, à â
âàñèëüêå – äåëüôèíèäèí. Îñòàåòñÿ íåïîíÿòíûì îäíî –
îòêóäà ñèíèé âàñèëåê áåðåò àëûé ïåëàðãîíèäèí, ÷òîáû
ïîêðàñíåòü? Ðàçãàäàòü ýòó çàãàäêó íàì ïîìîãóò àáñò-
ðàêòíîå ìûøëåíèå è ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû.

Âçãëÿíåì åùå ðàç íà ðèñóíîê ñ àíòîöèàíàìè. ×òî
ïåðåä íàìè? Ìîæíî, ñëåäóÿ òðàäèöèè, ñêàçàòü: «Òðè
ìîëåêóëû». À ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: «Ýòî îäíà ñèñòåìà
àòîìîâ, íàõîäÿùàÿñÿ â òðåõ ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ». Ïðà-
âèëüíûé õîä! Íàçîâåì íàøó ñèñòåìó àòîìîâ «ñóïåðìî-
ëåêóëîé», à åå ñîñòîÿíèÿ – «íåéòðàëüíûì» (öèàíè-
äèí), «âîäîðîäíûì» (ïåëàðãîíèäèí) è «ãèäðîêñèëü-
íûì» (äåëüôèíèäèí). Åñëè áû íàøà ñóïåðìîëåêóëà
æèëà èçîëèðîâàííî, òî åå ñîñòîÿíèå îñòàâàëîñü áû âñ å
âðåìÿ íåèçìåííûì. Íî â æèâûõ îðãàíèçìàõ îíà íàõî-
äèòñÿ â âîäÿíîì ðàñòâîðå. À â âîäÿíîì ðàñòâîðå âñåã äà
ïðèñóòñòâóþò õèìè÷åñêè àêòèâíûå ÷àñòè ìîëåêóë âîäû
– àòîì âîäîðîäà Í è ãèäðîêñèëüíàÿ ãðóïïà ÎÍ.
Ñîñòîÿíèå (è öâåò) íàøåé ñóïåðìîëåêóëû èçìåíÿåòñÿ
òîãäà, êîãäà ýòèì áëóæäàþùèì ÷àñòèöàì óäàñòñÿ ñìå-
íèòü ñâîèõ «àíòèïîäîâ» â õèìè÷åñêèõ ñâÿçÿõ.

 Âû óõâàòèëè ãëàâíîå? Â âàñèëüêå óæå åñòü ñóïåðìî-
ëåêóëû! Òîëüêî îíè íàõîäÿòñÿ â «ãèäðîêñèëüíîì»
ñîñòîÿíèè. ×òîáû îíè ïîêðàñíåëè, èõ íóæíî ïåðåâåñòè
â «âîäîðîäíîå» ñîñòîÿíèå. Âûÿñíèòü, êàê ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, íàì ïîìîæåò ïðèíöèï Ëå Øàòåëüå: â óñòîé-
÷èâûõ ñèñòåìàõ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
ïðîèñõîäÿò òàêèå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ
êîíïåíñèðîâàòü ðåçóëüòàòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Â ïðèìåíåíèè ê íàøåé ñèòóàöèè ýòîò ïðèíöèï ðàáî-
òàåò òàê. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû («âíåøíåå âîçäåéñòâèå» )
äîáàâëÿåì â ðàñòâîð, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íàøà ñóïåð -
ìîëåêóëà, äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ âîäîðî-

äà (õèìèêè ñêàæóò – ìû óâåëè÷èâàåì êèñëîòíîñòü
ñðåäû). Òîãäà íàøà ìîëåêóëà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ëå
Øàòåëüå, áóäåò ïûòàòüñÿ õîòü êàê-íèáóäü ñêîìïåíñè-
ðîâàòü ýòî óâåëè÷åíèå. Ñäåëàòü ýòî îíà ìîæåò òîëüêî
îäíèì ñïîñîáîì – îòäàòü â ðàñòâîð ñâîþ ãèäðîêñèëü-
íóþ ãðóïïó è ïðèñîåäèíèòü ê ñåáå àòîì âîäîðîäà.
Îäíèì àòîìîì âîäîðîäà â ðàñòâîðå ñòàíåò ìåíüøå
(ïðàâèëüíåå ñêàçàòü: äâóìÿ, ïîñêîëüêó îñâîáîäèâøàÿ-
ñÿ ãèäðîñèëüíàÿ ãðóïïà ñâÿæåò åùå îäèä àòîì âîäîðî-
äà, îáðàçîâàâ ìîëåêóëó âîäû), ÷àñòè÷íàÿ êîìïåíñàöèÿ
ïðîèçîøëà! Èòàê, â êèñëîì ðàñòâîðå íàøà ñóïåðìîëå-
êóëà ïåðåõîäèò â «âîäîðîäíîå» ñîñòîÿíèå è îêðàøèâà-
åò ðàñòâîð â êðàñíîé öâåò.

Óïðàæíåíèå 8.  Ñìåøàéòå âàðåíüå èç ÷åðíîé ñìîðîäèíû ñ
óêñóñîì èëè ëèìîííûì ñîêîì (ýòè îáà èíãðåäèåíòà ÿâë ÿþò-
ñÿ êèñëîòàìè). Ïîíàáëþäàéòå çà èçìåíåíèåì îêðàñêè â àðå-
íüÿ.

Ïðè äîáàâëåíèè â ðàñòâîð ãèäðîêñèëüíûõ ãðóïï
(õèìèêè ñêàæóò – ðàñòâîð ñòàíîâèòñÿ ùåëî÷íûì)
ìîëåêóëà ïîæåðòâóåò îäíèì àòîìîì âîäîðîäà è íà
îñâîáîäèâøååñÿ ìåñòî ïðèñîåäèíèò ãðóïïó ÎÍ. Òàê
îíà âíåñåò ñâîé ìàëåíüêèé âêëàä â êîìïåíñàöèþ âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ, à ìû ñðàçó óâèäèì ýòî – ðàñòâîð
ñòàíåò ñèíèì!

Óïðàæíåíèå 9.  Ñìåøàéòå âàðåíüå èç ÷åðíîé ñìîðîäèíû
(ðàñòåðåâ åãî) ñ ðàñòâîðîì ïèòüåâîé ñîäû (ðàñòâîð ñ îäû
ÿâëÿåòñÿ ùåëî÷íûì ðàñòâîðîì). Ïîíàáëþäàéòå çà èçìåí åíè-
åì îêðàñêè âàðåíüÿ.

Èòàê, îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìà ðàáîòû «êðàñíî-ñèíåé»
ëèíèè îêðàñêè ðàñòåíèé ïîñòðîåíî. Íàøà ñóïåðìîëå-
êóëà èçìåíÿåò ñâîþ êðàñíî-ñèíþþ îêðàñêó â çàâèñèìî-
ñòè îò êèñëîòíîñòè ñîêà ðàñòåíèÿ. Â êèñëîòíîé ñðåäå
(ìàê, ãåðàíü, ðîçà) îíà îòäàåò â ðàñòâîð ãèäðîñèëüí óþ
ãðóïïó è íà åå ìåñòî ïðèñîåäèíÿåò àòîì âîäîðîäà. Ïð è
ýòîì îíà ñòàíîâèòñÿ êðàñíîé. Â ùåëî÷íîé ñðåäå (âàñè -
ëåê, äåëüôèíèóì, íåçàáóäêà) îíà íà ìåñòî âîäîðîäà
ïðèñîåäèíÿåò ê ñåáå ãèäðîêñèëüíûþ ãðóïïó è ñòàíî-
âèòñÿ ñèíåé. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî íàøåé òåîðèè, ñèíèé
âàñèëåê íà÷èíàåò êðàñíåòü òîãäà, êîãäà çà ñ÷åò êàêèõ-
òî ïðè÷èí íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ êèñëîòíîñòü åãî
ñîêà. Âàñèëåê ñòàíîâèòñÿ ñíà÷àëà ñèíå-êðàñíûì, à
çàòåì – ïîëíîñòüþ êðàñíûì.

Ïðèìåðû ñòðóêòóðíîé îêðàñêè â õóäîæåñòâåííûõ ìèíèàò þ-
ðàõ

Ãîðòåíçèÿ ìåíÿåò öâåò ñâîèõ öâåòîâ â çàâèñèìîñòè îò
êèñëîòíîñòè ïîëèâà. Ïî-âèäèìîìó, åå ñîê ñîâñåì íåéò ðàëü-
íûé, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåâîäèòü íàøó ñóïåðìîëåê óëó â
ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ
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ïðîäåëàëè ñëåäóþùèé îïûò. Àëûå ëåïåñòêè ðîçû ìû
ïîìåñòèëè â ðàñòâîð ïèòüåâîé ñîäû (ùåëî÷íîé ðà-
ñòâîð), à ñèíèå öâåòêè âàñèëüêà – â ðàñòâîð óêñóñà
(êèñëîòíûé ðàñòâîð). Ïðîèçîøëî òî, ÷òî è ïðåäñêàçû-
âàåò íàøà òåîðèÿ, – îêðàñêà ëåïåñòêîâ ïîìåíÿëàñü.

Óïðàæíåíèå 10.  Ïðèðîäíûå ïèãìåíòû, â òîì ÷èñëå è ñîê
âàñèëüêîâ, âñåãäà èñïîëüçîâàëèñü â ïèùåâîé ïðîìûøëå ííî-
ñòè äëÿ îêðàñêè ïðîäóêòîâ. Ïîÿñíèòå ñóòü ñòàðèííîãî  ðåöåï-
òà, êîòîðûé íåïîñâÿùåííîìó êàæåòñÿ àáñóðäíûì: «Äëÿ
ïðèäàíèÿ øàìïàíñêîìó ðîçîâîãî îòòåíêà äîáàâèòü ëîæê ó
ñîêà ñèíåãî âàñèëüêà â äåñÿòèâåäåðíóþ áî÷êó îòáðîäè âøåãî
âèíîãðàäíîãî ñîêà...»

Ëîíäîíñêîå Êîðîëåâñêîå îáùåñòâî

Îäèí èç íåñîìíåííûõ ïëþñîâ íàó÷íîé ðàáîòû –
ó÷àñòèå â íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ. Èõ âñåãäà ñòàðàþòñÿ
ïðîâîäèòü â ñàìûõ èíòåðåñíûõ ìåñòàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñîâìåñòèòü ïîëåçíîå ñ ïðèÿòíûì. Åñëè ìåñòî ïðîâåäå-
íèÿ êîíôåðåíöèè – Ëîíäîí, òî áóäüòå óâåðåíû, ÷òî âà ñ
æäåò ýêñêóðñèÿ ïî ìàðøðóòó «Áóêèíãåìñêèé äâîðåö –
Âåñòìèíñòåðñêîå àááàòñòâî – Ïàðëàìåíò – Òðàôàëü-
ãàðñêàÿ ïëîùàäü – Íàöèîíàëüíàÿ ãàëåðåÿ – Òàóýð».
Íà ïóòè ýêñêóðñèè íàõîäèòñÿ çäàíèå Êîðîëåâñêîãî
îáùåñòâà (The Royal Society). Êîðîëåâñêîå îáùåñòâî –
ýòî àíãëèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê, ïåðâàÿ â ìèðå àêàäå-
ìèÿ, îñíîâàííàÿ â 1662 ãîäó.

Ïðè àêàäåìèè åñòü ìóçåé «Öåíòð èñòîðèè íàóêè», â
êîòîðîì õðàíÿòñÿ àðõèâû ñýðà Èñààêà Íüþòîíà, íàó÷-
íûå èíñòðóìåíòû ñýðà Ãåíðè Êàâåíäèøà è äàæå êâàä-
ðàíò ñýðà Ôðåíñèñà Äðåéêà – ïåðâîãî àíãëè÷àíèíà,
ñîâåðøèâøåãî êðóãîñâåòíîå ïóòåøåñòâèå. Íî ìîé âçãëÿ ä
âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ íà íåáîëüøîì êóñî÷êå áóìàãè
ðîçîâîãî öâåòà. Ýòî – ëàêìóñîâàÿ áóìàãà, òî, ñ ÷åãî  äëÿ
âñåõ íàñ â øêîëå íà÷èíàëàñü õèìèÿ. Íå çíàþ êàê âàñ,

íî ìåíÿ âñåãäà ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñîâàë âîïðîñ î òîì ,
êàê äåëàþò ýòó âîëøåáíóþ áóìàãó. Ñåãîäíÿ ÿ çíàþ
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è õî÷ó ïîäåëèòüñÿ èì ñ âàìè.

Èçîáðåòàòåëü ëàêìóñà – Ðîáåðò Áîéëü (1627–1691).
Ñýð Ðîáåðò Áîéëü áûë ñîâåðøåííî íåîáû÷íûì ÷åëîâå-
êîì. Òðèíàäöàòûé ðåáåíîê Ðè÷àðäà Áîéëÿ, ãðàôà
Êîðêñêîãî, îí óæå â âîçðàñòå âîñüìè ëåò ñòàë ñòóäåí -
òîì Èòîíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ê òðèäöàòè ãîäàì îí
ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì â Åâðîïå ó÷åíûì-ýíöèêëîïåäè-
ñòîì. Îí – è ôèëîñîô, è ôèçèê, è õèìèê, è áîãîñëîâ,
è ïîýò. Åãî ñàìûå èçâåñòíûå îòêðûòèÿ è èçîáðåòåíèÿ –
ýòî ëàêìóñîâàÿ áóìàãà, ñîâðåìåííûå ÷åðíèëà, îòêà÷è-
âàþùèé íàñîñ, ïîëó÷åíèå âàêóóìà, íàáëþäåíèå õîëîä-
íîãî êèïåíèÿ, ñîçäàíèå àíàëèòè÷åñêîé õèìèè, àíàëèç
ìèíåðàëüíûõ âîä, ïîëó÷åíèå áåëîãî ôîñôîðà, îòêðû-
òèå  ãàçîâîãî çàêîíà. Îí – èíèöèàòîð ñîçäàíèÿ è
ïðåçèäåíò Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, äè-
ðåêòîð Îñò-Èíäñêîé òîðãîâîé êîìïàíèè, ìåöåíàò (âåñü
ñâîé êàïèòàë Áîéëü çàâåùàë íà ðàçâèòèå íàóêè â
Àíãëèè).

Áîéëü ïðîâîäèò è îïòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñò-
íîñòè – èçó÷àåò âîïðîñ î ïîÿâëåíèè öâåòà â ïðèðîäå.
Îí ôîðìèðóåò òå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ñåãîäíÿ íàì êàæóò-

ñÿ ïðîñòûìè è ïîíÿòíûìè, íî êîòîðûå â åãî âðåìÿ áûë è
êðàéíå ðåâîëþöèîííûìè. Çàìåòèâ çàâèñèìîñòü öâåòà
ñîêà ðàñòåíèé îò êèñëîòíîñòè ñðåäû, îí ñîçäàåò ïåðâ ûé
õèìè÷åñêèé ïðèáîð – èíäèêàòîð êèñëîòíîñòè ñðåäû.
Äëÿ ýòîãî îí ïðîïèòûâàåò ïîëîñêó áóìàãè ñèíå-êðàñ-
íûì ñîêîì ëàêìóñîâà ëèøàéíèêà. Òàê ïîÿâèëàñü ïåð-
âàÿ ëàêìóñîâàÿ áóìàãà. Ýòî áûë ïåðâûé øàã îò äðåâíå é
àëõèìèè ê ñîâðåìåííîé õèìè÷åñêîé íàóêå.

È ñäåëàë ýòîò øàã ÃÐÀÔ ÐÎÁÅÐÒ ÁÎÉËÜ.

Â ýòîì ìóçåå öàðèò äóõ ñåìíàäöàòîãî âåêà

Ìåñòà, ñâÿçàííûå ñ èìåíåì Ðîáåðòà Áîéëÿ: Çàìîê Ëèñì îð,
Èòîí, Îêñôîðä, Ëîíäîí



Äèàãðàììû Þíãà
è q-êîìáèíàòîðèêà

Å.ÑÌÈÐÍÎÂ

Ãàóññîâû áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Ðàññìîòðèì íåâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1 kl lK³ ³ . Ñîïîñòàâèì åé êàð-
òèíêó íà êëåò÷àòîé áóìàãå: â ïåðâîé ñòðîêå êàðòèíêè

ðàñïîëîæèì 1l  êâàäðàòèêîâ,
âî âòîðîé – 2l , è òàê äàëåå,
òàê, ÷òîáû âñå ñòðîêè áûëè
áû âûðîâíåíû ïî ëåâîìó
êðàþ. Ïîëó÷èâøóþñÿ êàð-
òèíêó íàçîâåì äèàãðàììîé
Þíãà , îòâå÷àþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè 1, , kl lK . Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 1

èçîáðàæåíà äèàãðàììà Þíãà, îòâå÷àþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ( )6, 4, 4, 2 .

Çàôèêñèðóåì äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, n è m, è
ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà n ´ m êëåòîê è âñå
äèàãðàììû Þíãà, êîòîðûå ìîæíî âïèñàòü â ýòîò
ïðÿìîóãîëüíèê (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ëåâûé âåðõíèé óãîë
äèàãðàììû ñîâïàäàåò ñ ëåâûì âåðõíèì óãëîì ïðÿìî-
óãîëüíèêà). Îíè áóäóò îòâå÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì

1 kl lK³ ³ , äëÿ êîòîðûõ k n£ , à 1 ml £ .
Ïðèìåð 1. Ïóñòü m = n = 2. Òîãäà òàêèõ äèàãðàìì

øåñòü (ðèñ.2).

(Îòìåòèì, ÷òî ïóñòóþ äèàãðàììó ìû òîæå ñ÷èòàåì
äèàãðàììîé Þíãà, ñîñòîÿùåé èç íóëÿ êëåòî÷åê.)

Íàéòè ÷èñëî äèàãðàìì Þíãà, âïèñàííûõ â ïðÿìîó-
ãîëüíèê n ´ m, – ýòî ïðîñòàÿ çàäà÷à ïî êîìáèíàòîðè-
êå. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ äèàãðàììà îãðàíè÷åíà ñíè-
çó è ñëåâà ïóòåì, êîòîðûé ñîåäèíÿåò ëåâûé íèæíèé
óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ïðàâûì âåðõíèì. Êàæäûé
òàêîé ïóòü ñîñòîèò èç m + n  çâåíüåâ, ïðè÷åì ðîâíî m
èç íèõ ãîðèçîíòàëüíû, à n âåðòèêàëüíû. Çíà÷èò,
÷èñëî òàêèõ ïóòåé ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ óêàçàòü,
êàêèå èç m + n  çâåíüåâ áóäóò ãîðèçîíòàëüíûìè, ò.å.

÷èñëó ñî÷åòàíèé 
m n

m

+æ ö
ç ÷è ø (â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü èìåííî òàêîå îáîçíà÷åíèå, à íå, âîç-
ìîæíî, áîëåå ïðèâû÷íîå ÷èòàòåëþ m

m nC + ). Íà ðèñóí-
êå 3 èçîáðàæåí ïðèìåð äèàãðàììû Þíãà, âïèñàííîé
â ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà 5 ´ 6.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèé, áîëåå ñëîæíûé âîï-
ðîñ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
äèàãðàìì, âïèñàííûõ â ïðÿ-
ìîóãîëüíèê n ´ m è ñîñòîÿ-
ùèõ èç çàäàííîãî ÷èñëà êâàä-
ðàòèêîâ – ýòî ÷èñëî åùå íà-
çûâàåòñÿ âåñîì  äèàãðàììû?
Îáîçíà÷èì ÷èñëî äèàãðàìì
âåñà k ÷åðåç ka  (ïðè ýòîì ìû
ñ÷èòàåì m è n ôèêñèðîâàí-
íûìè). Ïîêà ÷òî ìû ìîæåì
ñêàçàòü ïðî ýòè ÷èñëà íåìíîãîå. Âî-ïåðâûõ, 0 1mna a= =
(â ïðÿìîóãîëüíèêå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà äèàãðàììà
èç íóëÿ êâàäðàòèêîâ è îäíà – èç mn, ò.å. âåñü ïðÿìî-
óãîëüíèê). Âî-âòîðûõ, êàê ìû âèäåëè òîëüêî ÷òî,

0 1 mn
m n

a a a
m

K
+æ ö

+ + + = ç ÷è ø
: îáùåå ÷èñëî âñåõ äèàã-

ðàìì â ïðÿìîóãîëüíèêå ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç
m + n ýëåìåíòîâ ïî m. Òàêæå ÿñíî, ÷òî ïðè âñåõ k â
ïðåäåëàõ îò 0 äî mn çíà÷åíèÿ ka  áóäóò ïîëîæèòåëüíû
– íî êàê îíè ñåáÿ âåäóò è êàê èõ âû÷èñëèòü, íå âïîë íå
ÿñíî. Äàëüíåéøàÿ íàøà çàäà÷à áóäåò ñîñòîÿòü â èçó÷å -
íèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, , mna aK .

Äëÿ ðàáîòû ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè â êîìáèíàòî-
ðèêå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ òàêîé ïîëåçíûé èíñòðóìåíò,
êàê ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. À èìåííî, åñëè ó íàñ
åñòü êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )0 1, , , ,mb b bK K ,
êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùóþ ñóììó, çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííîé q:

( ) 2
0 1 2

m
mB q b b q b q b qK K= + + + + +

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé  ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè mb . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íà,
òî ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé
q; åñëè æå îíà áåñêîíå÷íà, òî ýòî óæå áóäåò íå
ìíîãî÷ëåí, à ñòåïåííîé ðÿä . Çà÷àñòóþ èçó÷åíèå ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü êàêèå-òî íîâûå ñâåäåíèÿ î ñàìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè; ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷åñòü, íàïðè-
ìåð, â êíèãàõ Ñ.Ê.Ëàíäî «Ëåêöèè î ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèÿõ» (ÌÖÍÌÎ, 2002) è «Ââåäåíèå â äèñêðåò-
íóþ ìàòåìàòèêó» (ÌÖÍÌÎ, 2012).

Âåðíåìñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ka  (íàïîìíèì, ÷òî
îíà çàâèñèò íå òîëüêî îò âåñà äèàãðàììû k, íî åùå è
îò ðàçìåðîâ ïðÿìîóãîëüíèêà, ò.å. îò m è n). Ðàññìîò-
ðèì åå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìû áóäåì

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3. Ïóòü íà êëåò÷àòîé
áóìàãå, îòâå÷àþùèé äèàã-
ðàììå Þíãà
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kq

m n
a q

m =

+é ù
=ê ú

ë û
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Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè mn.

Ïðèìåð 2.  Íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí 
q

m n

m

+é ù
ê ú
ë ûïðè m = 1: îí ðàâåí

21 n

q

m n
q q q

m
K

+é ù
= + + + +ê ú

ë û
,

ò.å. ýòî ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíà -
òåëåì q.

Ïðèìåð 3.  Ïðèìåð 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî

2 3 44
1 2

2 q

q q q q
é ù

= + + + +ê ú
ë û

.

Ìíîãî÷ëåí 
q

m n

m

+é ù
ê ú
ë û

 (èíîãäà ìû áóäåì îïóñêàòü

èíäåêñ q è ïèñàòü ïðîñòî 
m n

m

+é ù
ê ú
ë û

) íàçûâàåòñÿ ãàóññî-

âûì áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì , èëè q-áèíîìè-
àëüíûì êîýôôèöèåíòîì . Ïðè÷èíà òàêîãî íàçâàíèÿ
ïðîñòà: åñëè âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå ïðè q = 1, ìû
ïîëó÷èì ñóììó âñåõ åãî êîýôôèöèåíòîâ – ò.å. êàê ðàç

îáû÷íûé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò 
m n

m

+æ ö
ç ÷è ø. Äàëåå

ìû âûÿñíèì, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò ðÿäîì
ñâîéñòâ, êîòîðûå î÷åíü ïîõîæè íà ñâîéñòâà îáû÷íûõ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Îáû÷íûå áèíîìèàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ – òðåóãîëü-
íîé òàáëèöû, êàæäûé ýëåìåíò êî-
òîðîé ðàâåí ñóììå äâóõ ñòîÿùèõ
íàä íèì ýëåìåíòîâ (ðèñ.4). Ýòî
âûðàæàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì ðà-
âåíñòâîì

1 1

1

m n m n m n

m m m

+ + - + -æ ö æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø

.

Çàïèøåì òàêîé æå òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì òåïåðü
áóäóò ñòîÿòü q-áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Âûïè-
øåì ïåðâûå åãî íåñêîëüêî ñòðîê – íàïðèìåð, ïðè

4m n+ £ . Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó (ðèñ.5):

Ïðè ýòîì, êàê è äëÿ îáû÷íûõ áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, ïî êðàÿì íàøåé òàáëèöû ñòîÿò åäèíèöû, ò.å.

1
0

m m

m
é ù é ù

= =ê ú ê ú
ë û ë û

.

Óïðàæíåíèå 1.  Äîêàæèòå, ÷òî q-òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ
ñèììåòðè÷åí:

m n m n

m n

+ +é ù é ù
=ê ú ê ú

ë û ë û
.

Èç íàøåãî q-òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ âèäíî, ÷òî
q-áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ êîýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ íàä íèì, ò.å.

 
1 1

1

m n m n m n

m m m

+ + - + -é ù é ù é ù
¹ +ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

(õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè èìåþò
ðàçíóþ ñòåïåíü êàê ìíîãî÷ëåíû îò q).

Îäíàêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå âñå æå èìååò ìåñòî, òîëüêî âûãëÿäèò íåìíîãî
èíà÷å: òàê, êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû ïîëó÷àåòñÿ êàê
ñóììà ýëåìåíòà ñâåðõó-ñëåâà îò íåãî è ýëåìåíòà ñâåð õó-
ñïðàâà, äîìíîæåííîãî íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü ïåðåìåí-
íîé q . Òàê, ñêàæåì,

( )24 3 3
1 1

1 0 1
q q q q

é ù é ù é ù
= + + + = +ê ú ê ú ê ú

ë û ë û ë û
,

à

( ) ( )2 2 2 24 3 3
1 1

2 1 2
q q q q q q

é ù é ù é ù
= + + + + + = +ê ú ê ú ê ú

ë û ë û ë û
.

Íåòðóäíî ïîäìåòèòü è îáùåå ïðàâèëî, îíî âûãëÿäèò
òàê:

Ïðåäëîæåíèå 1.

1 1

1
mm n m n m n

q
m m m

+ + - + -é ù é ù é ù
= +ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

.      ( * )

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïîäñòàíîâ-
êà q = 1 ïðåâðàùàåò ýòî ðàâåíñòâî â ðàâåíñòâî ñ
ó÷àñòèåì îáû÷íûõ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

1 1

1

m n m n m n

m m m

+ + - + -æ ö æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø

.      ( * * )

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàâåíñòâà,
èñïîëüçóþùåå îïðåäåëåíèå áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöè-
åíòà êàê ÷èñëà äèàãðàìì Þíãà, à ïîòîì ìîäèôèöèðóåì
åãî òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî ( * ).

Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî m + n . Áàçà î÷åâèäíà;
äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ äèàãðàììó Þíãà, âïèñàííóþ â ïðÿìîóãîëü-
íèê m n´ . Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íåêîòîðîé ëîìàíîé;
ïîñìîòðèì íà åå ïåðâîå çâåíî. Îíî ìîæåò áûòü ëèáî
âåðòèêàëüíûì, è òîãäà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ëîìàíîé îãðà -

íè÷èâàåò äèàãðàììó Þíãà â ïðÿìîóãîëüíèêå
ðàçìåðà ( )1m n- ´ , èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå
6 ñëåâà êðàñíûì öâåòîì; ëèáî ãîðèçîíòàëüíûì
– è òîãäà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ëîìàíîé çàäàåò
äèàãðàììó â ïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåðà

( )1m n´ - , êîòîðûé îáâåäåí íà ðèñóíêå 6
ñïðàâà ñèíåé ëèíèåé. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå
êîëè÷åñòâî äèàãðàìì Þíãà ðàâíî ñóììàðíîìó

Ðèñ. 4. Òðåóãîëüíèê
Ïàñêàëÿ

Ðèñ. 5. q-òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ
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êîëè÷åñòâó äèàãðàìì Þíãà âíóòðè êðàñíîãî è ñèíåãî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè, äèàãðàìì ïåðâîãî òèïà áóäåò 
1m n

m

+ -æ ö
ç ÷è ø

, à äèàã-

ðàìì âòîðîãî òèïà – 
1m n

m

+ -æ ö
ç ÷è ø

. Ðàâåíñòâî ( * * )

äîêàçàíî.
×òî ìåíÿåòñÿ, êîãäà ìû ïåðåõîäèì îò îáû÷íûõ

áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ê q-áèíîìèàëüíûì?
Òåïåðü íàñ èíòåðåñóåò íå ïðîñòî êîëè÷åñòâî âñåõ
äèàãðàìì Þíãà, à êîëè÷åñòâî äèàãðàìì êàæäîãî âåñà
ïî îòäåëüíîñòè. Ïîïðîáóåì ïðîñëåäèòü çà ýòèì.

Èòàê, ïóñòü ïåðâîå çâåíî äèàãðàììû âåðòèêàëüíî.
Òîãäà ïåðåñå÷åíèå íàøåé äèàãðàììû è êðàñíîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà åñòü äèàãðàììà òîãî æå ñàìîãî âåñà , ÷òî è
èñõîäíàÿ, – çíà÷èò, ñóììàðíûé âêëàä â ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ, êîòîðûé äàäóò äèàãðàììû ïåðâîãî òèïà,

ðàâåí â òî÷íîñòè 1

m n

m

+é ù
ê ú-ë û

. Íàïðîòèâ, åñëè ïåðâîå çâåíî

ãîðèçîíòàëüíî, òî âíóòðè ñèíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà áó-
äåò ëåæàòü âñÿ äèàãðàììà, êðîìå ïåðâîãî ñòîëáöà,
êîòîðûé èìååò âûñîòó m, – òåì ñàìûì, âåñ âñåé
äèàãðàììû áóäåò íà m áîëüøå, ÷åì âåñ äèàãðàììû
âíóòðè ñèíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó âêëàä âñåõ
äèàãðàìì âòîðîãî òèïà áóäåò â mq  ðàç áîëüøå, ÷åì
q-áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, «ñ÷èòàþùèé» äèàã-
ðàììû â ñèíåì ïðÿìîóãîëüíèêå, ò.å. áóäåò ðàâíÿòüñÿ

1m m n
q

m

+ -é ù
ê ú
ë û

. Ñëîæèâ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

òðåáóåìóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãàóññîâûõ áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ è q-áèíîì Íüþòîíà

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû çà÷àñòóþ áûâàåò óäîá-
íåå âû÷èñëÿòü íå ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ, à ïî ÿâíîé ôîðìóëå:

( )( ) ( ) ( )1 2 !

1 2 ! !

m n n n n m m n

m m m n

+ + + + +æ ö
= =ç ÷ × × × ×è ø

K

K
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åå àíàëîã ñóùåñòâóåò è äëÿ
q-áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, è äîêàçàòåëüñòâî åãî
ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûâåñòè
ýòó ÿâíóþ ôîðìóëó, îïðåäåëèì ñïåðâà ïîíÿòèå
q-àíàëîãà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n âñòðå÷àåòñÿ â òðåóãîëü-

íèêå Ïàñêàëÿ: 
1

n
n

æ ö
= ç ÷

è ø
. Óñëîâèìñÿ, ÷òî q-àíàëîãîì

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò q, ðàâ-

íûé 
1

né ù
ê ú
ë û

. Îáîçíà÷èì ýòîò ìíîãî÷ëåí ÷åðåç [ ]q
n (èíîã-

äà, ñëåäóÿ íàøåìó ñòàíäàðòíîìó ñîãëàøåíèþ, ìû
áóäåì ïèñàòü ïðîñòî [ n]). Òàêèì îáðàçîì, q-àíàëîã
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n – ýòî ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q è íà-
÷àëüíûì ÷ëåíîì 1:

[ ] 1 1
1

1

n
n

q

q
n q q

q
- -

= + + + =
-

K .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ äî
n – 1, à íå äî n. Îäíàêî ïðè ïîäñòàíîâêå q = 1
ìíîãî÷ëåí [ ]q

n  ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì â òî÷íîñòè n.

Óïðàæíåíèå 2.  Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n
è m èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]m n
q q q q qm n m q n n q m+ = + = + .

Èç ýòîãî óïðàæíåíèÿ è ïîëó÷åííîãî íàìè âûøå
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ íåòðóäíî âûâåñòè è ÿâíóþ
ôîðìóëó äëÿ q-áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

Ïðåäëîæåíèå 2.  Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 2

1 2

m n n n n m

m m

+ + × + × × +é ù
=ê ú × × ×ë û

K

K
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî ïî èíäóê-
öèè ïî m + n . Áàçà èíäóêöèè : ïðè m + n = 1 ðàâåíñòâî
î÷åâèäíî.

Ïåðåõîä . Çàïèøåì äëÿ 
m n

m

+é ù
ê ú
ë û

 ðàâåíñòâî èç ïðåäëî-

æåíèÿ 2 è âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ 
1

1

m n

m

+ -é ù
ê ú-ë û

 è 
1m n

m

+ -é ù
ê ú
ë û

ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè:

1 1

1
mm n m n m n

q
m m m

+ + - + -é ù é ù é ù
= + =ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

= 
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
1 1 1

1 1 1
mn n m n n m

q
m m

+ × × + - × × + -
+

× × - × ×

K K

K K
.

Âûíåñÿ çà ñêîáêó ìíîæèòåëü, îáùèé äëÿ îáåèõ äðîáåé,
ïîëó÷èì

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]

1 1
1

1 1
mm n n n m n

q
m m m

æ ö+ + × × + -é ù
= +ç ÷ê ú ç ÷× × -ë û è ø

K

K
.

Òåïåðü îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå â ñêîáêàõ è
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì óïðàæíåíèÿ 2:

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1
m

m n m q n m n
q

m m m

+ +
+ = = .

Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]

1 1

1 1

m n n n m m n

m m m

+ + × × + - +é ù
= ×ê ú × × -ë û

K

K
.

Ýòî ðàâåíñòâî, êàê è â ñëó÷àå «îáû÷íûõ» áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êðàñè-
âîì âèäå, åñëè ââåñòè ïîíÿòèå q-ôàêòîðèàëà. Îáû÷íûé
ôàêòîðèàë ÷èñëà n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n (ïðè ýòîì ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî 0! = 1). Òî÷íî òàê æå ìîæíî îïðåäåëèòü

Ðèñ. 6. Äâà òèïà äèàãðàìì Þíãà
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è q-ôàêòîðèàë:

[ ] [ ] [ ] [ ]! 1 2n n= × × ×K .

Êàê è ïðåæäå, ìû ïîëàãàåì [0]! = 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
íàøèì îáùèì ïðèíöèïîì, çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà [ n]!
ïðè q = 1 ðàâíÿåòñÿ «îáû÷íîìó» ôàêòîðèàëó ÷èñëà n.

Óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà èç ïðåäëîæåíèÿ 2 íà [ n]!, ïîëó÷èì åùå îäèí
âàðèàíò ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ q-áèíîìèàëüíîãî êîýôôè-
öèåíòà:

[ ]
[ ] [ ]

!

! !

m n m n

m m n

+ +é ù
=ê ú ×ë û

.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ «êîìáèíàòîðíîå»
äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî [ m +  n]! äåëèòñÿ íà
[ ] [ ]! !m n×  áåç îñòàòêà êàê ìíîãî÷ëåí îò q – îòìåòèì, ÷òî
èç ÿâíîãî âèäà ôîðìóë äëÿ q-ôàêòîðèàëîâ ýòî âîâñå íå
î÷åâèäíî.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êàê ñëåäóåò èç ñàìî-
ãî èõ íàçâàíèÿ, âîçíèêàþò â áèíîìå Íüþòîíà  – â

ðàâåíñòâå ( )1 n kn
x x

k
æ ö

+ = ç ÷
è ø

å . Ó ýòîãî ðàâåíñòâà òîæå

èìååòñÿ q-àíàëîã, êîòîðûé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Òåîðåìà 1  ( q-áèíîì Íüþòîíà).

( ) ( ) ( )
( )1

22

0

1 1 1
k kn

n k

k

n
xq xq xq q x

k

+

=

é ù
+ + + = ê ú

ë û
åK .

Êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, ïîäñòàíîâêà q = 1 ïðåâðàùàåò
äàííîå ðàâåíñòâî â îáû÷íûé áèíîì Íüþòîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ïðåäñòàâèì â âèäå
íåñêîëüêèõ óïðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè, òî
êîýôôèöèåíò ïðè l kq x  áóäåò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó ðàçáèåíèé
÷èñëà l  â ñóììó k ðàçëè÷íûõ  öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n.

4. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå) ìåæäó ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà l  â ñóììó k ðàçëè÷íûõ
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå

ïðåâîñõîäèò n, è äèàãðàììàìè Þíãà âåñà 
( )1

2

k k
l

+
- , âïè-

ñàííûìè â ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà ( )n k k- ´ .
5. Âûâåäèòå òåîðåìó 1 èç äâóõ ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé.

Ôîðìóëà Ýéëåðà

Èòàê, ìû óæå äîâîëüíî ìíîãî çíàåì ïðî ôóíêöèþ
m n

m

+é ù
ê ú
ë û

 – ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ðàçáèå-

íèé, âïèñàííûõ â ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà m n´ . Íàøà
äàëüíåéøàÿ öåëü – ïîëó÷èòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
äëÿ ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé íà ïëîñêîñòè, áåç
êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ñëàãàåìûå è èõ êîëè÷åñòâî .
Äåëàòü ìû ýòî áóäåì â äâà ýòàïà.

Ñíà÷àëà âûïèøåì ôîðìóëó äëÿ q-áèíîìèàëüíîãî
êîýôôèöèåíòà, ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 2

1 2

m n n n n m

m m

+ + × + × × +é ù
=ê ú × × ×ë û

K

K
.

Â ýòîé äðîáè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå îäèíàêîâîå
÷èñëî ñîìíîæèòåëåé, à èìåííî m. Òåïåðü âîñïîëüçóåì-
ñÿ òåì, ÷òî êàæäîå èç q-÷èñåë åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q, è ïðåäñòàâèì êàæäîå èç
íèõ â âèäå äðîáè:

[ ] 2 1 1
1

1

k
k q

k q q q
q

- -
= + + + + =

-
K .

Ñîìíîæèòåëè ( )1 1 mq-  â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå
ñîêðàòÿòñÿ, è ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî èíîå âûðàæåíèå
äëÿ q-áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà:

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

2

1 1 1

1 1 1

n n n m

m

q q qm n

m q q q

+ + +- - -+é ù
=ê ú

- - -ë û

K

K

(åùå ðàç îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì –
÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà çíàìåíàòåëü áåç îñòàòêà êàê
ìíîãî÷ëåí îò q).

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ ýòî âûðàæå-
íèå, åñëè ìåíÿòü n, à m ôèêñèðîâàòü. ×òî áóäåò, åñëè
n «î÷åíü áîëüøîå» – ñêàæåì, òûñÿ÷à? Òîãäà â ÷èñëè-
òåëå áóäåò ñòîÿòü ìíîãî÷ëåí âèäà

( )( ) ( )1001 1002 10001 1 1 mq q q +- - - =K 10011 q- + K ,

ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí 1, à ïîòîì ñëåäóþò
«î÷åíü ìíîãî» (â äàííîì ñëó÷àå – 1000) êîýôôèöèåí-
òîâ, ðàâíûõ íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå n, òåì
áîëüøå íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäðÿä áóäåò â ÷èñëè-
òåëå. Çíàìåíàòåëü æå îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, îí îò n
íèêàê íå çàâèñèò.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè
n ê áåñêîíå÷íîñòè âûðàæåíèå â ÷èñëèòåëå ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå, à ñàì q-áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ñòðåìèò-
ñÿ ê âåëè÷èíå, îáðàòíîé çíàìåíàòåëþ:

( )( ) ( )2

1
lim

1 1 1 mn

m n

m q q q®¥

+é ù
=ê ú

- - -ë û K
.

Êîíå÷íî æå, êàê âñåãäà áûâàåò ïðè îáðàùåíèè ñ ðàçíî ãî
ðîäà ïðåäåëàìè, ýòîìó âûñêàçûâàíèþ íóæíî ïðèäàòü ñò ðî-
ãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ð àçíû-
ìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññ ìàòðè-
âàòü âñå âûðàæåíèÿ îò q êàê ôóíêöèè , à ñàìî q – êàê
ïåðåìåííóþ (ñêàæåì, âåùåñòâåííóþ). Òîãäà q-áèíîìèàëü-
íûé êîýôôèöèåíò áóäåò ôóíêöèåé íà ïðÿìîé, è â ëåâîé
÷àñòè âûðàæåíèÿ áóäåò ñòîÿòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäî âà-
òåëüíîñòü, ñ êîòîðîé óæå ìîæíî îáõîäèòüñÿ ñðåäñòâàì è
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà – íàïðèìåð, èññëåäîâàòü åå íà
ñõîäèìîñòü ïðè òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèÿõ q. Òàê, ýòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè |q| < 1, à ïðè | q| > 1 –
ðàñõîäèòüñÿ; òàì, ãäå ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèò ñÿ, åå
ïðåäåë áóäåò ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ïðàâ îé
÷àñòè. Ïîäðîáíåå îá îáðàùåíèè ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïîñ ëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè ìîæíî ïðî÷åñòü â ëþáîì ó÷åáíèêå ìàò åìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà, íàïðèìåð â êíèãå Â.À.Çîðè÷à «Ìàò åìà-
òè÷åñêèé àíàëèç. Òîì 1» (ÌÖÍÌÎ, 2007).

Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü âñ å
íàøè âûðàæåíèÿ êàê ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû , ò.å.
«ìíîãî÷ëåíû áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè». Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâå í-
ñòâà ïðè ýòîì òàêæå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñòåïåííîé ðÿä: äëÿ

ýòîãî íóæíî çàìåíèòü êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé 
1

1 kq-
 íà



Ä È À Ã Ð À Ì Ì Û  Þ Í Ã À  È  q - Ê Î Ì Á È Í À Ò Î Ð È Ê À 11
áåñêîíå÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåë åì

kq  è ïåðåìíîæèòü âñå m ýòèõ ïðîãðåññèé. Òîãäà ìîæíî áóäåò
ãîâîðèòü î ïîêîýôôèöèåíòíîé  ñõîäèìîñòè â âûøåîïèñàí-
íîì ñìûñëå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîð-
ìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ( )nA q  ñõîäèòñÿ ê ( )A q , åñëè
êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ó ( )nA q  íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî
ìîìåíòà ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòîì ó

( )A q  (â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïîïðîáóéòå çàïèñàòü ýòî ïðè
ïîìîùè êâàíòîðîâ). Æåëàþùèõ óçíàòü áîëüøå îá îáðàùå -
íèè ñ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè îòñûëàåì ê êíèã å
À.Ë.Ãîðîäåíöåâà «Àëãåáðà. Ó÷åáíèê äëÿ ñòóäåíòîâ-ìàò åìà-
òèêîâ. ×àñòü 1» (ÌÖÍÌÎ, 2013) èëè ê óæå óïîìèíàâøåé ñÿ
êíèãå Ñ.Ê.Ëàíäî «Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó».

Êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ òîæå
ïîíÿòåí: ïîëó÷åííûé ñòåïåííîé ðÿä åñòü ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì Þíãà, âïèñàííûõ â
ïîëîñó âûñîòû m (ò.å. ñîñòîÿùèõ íå áîëåå ÷åì èç m
ñòðîê), íî áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà äëèíû ýòèõ
ñòðîê. Êîýôôèöèåíò ýòîãî ðÿäà ïðè kq  áóäåò ðàâåí
êîëè÷åñòâó äèàãðàìì Þíãà èç k êâàäðàòèêîâ, êîëè÷å-
ñòâî ñòðîê â êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò m.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çäåñü âïåðâûå óòðà÷èâàåò
ñìûñë ïîäñòàíîâêà q = 1: î÷åâèäíî, ÷òî îáùåå êîëè÷å-
ñòâî äèàãðàìì Þíãà â ïîëîñå ïîñ÷èòàòü íåëüçÿ (îíî
áåñêîíå÷íî), òîãäà êàê âûïèñàòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóí-
êöèþ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì.

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé øàã: óñòðåìèì ê áåñêîíå÷íîñòè â
ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ÷èñëî m, ò.å. ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî ñòðîê äèàãðàììû Þíãà. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà âñåõ äèàãðàìì Þíãà, áåç
êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà èõ ðàçìåð. Îíà áóäåò
ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå . Ìû
ïîëó÷èëè çíàìåíèòóþ òåîðåìó Ýéëåðà.

Òåîðåìà 2  (Ë.Ýéëåð). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

( ) 0 1
l

lP q p p q p q= + + + +K K ,

ãäå lp  – ÷èñëî äèàãðàìì Þíãà èç l êâàäðàòèêîâ,
çàäàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì:

( )
1

1

1 k
k

P q
q

¥

=

=
-

Õ .

Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, âîçíèêàþùåå â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà, åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-
íå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé:

1 1

1 1
lim

1 1

m

k kmk kq q

¥

®¥= =

=
- -

Õ Õ .

Ýòîò ïðåäåë òàêæå ìîæíî ïîíèìàòü îäíèì èç äâóõ
îïèñàííûõ âûøå ñïîñîáîâ: ëèáî êàê ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ïðè | q| < 1, ëèáî êàê
ïîêîýôôèöèåíòíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîð-
ìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ( )(2 21 1q q q+ + + + +K

) ( )4 21 m mq q q+ + + + +K K K . Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðå-
äåë, ïîíèìàåìûé âî âòîðîì ñìûñëå, ñóùåñòâóåò, ò.å.
êîýôôèöèåíòû òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòàáèëèçèðóþòñÿ:

åñëè óìíîæèòü ïðîèçâîëüíûé ðÿä íà 
1

1
1

m
m q

q
= + +

-
2mq+ +K , òî ïåðâûå m ÷ëåíîâ ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ

íóëåâîãî, îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òî-

áû âû÷èñëèòü î÷åðåäíîé ( k-é) ÷ëåí ýòîãî ðÿäà, íóæíî
ïåðåìíîæèòü òîëüêî êîíå÷íîå  ÷èñëî (â äàííîì ñëó÷àå
k) ïåðâûõ ñîìíîæèòåëåé – îñòàëüíûå íå îêàæóò íà
êîýôôèöèåíò ïðè kq  íèêàêîãî âëèÿíèÿ.

Ìû ïîëó÷èëè òåîðåìó Ýéëåðà â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
óòâåðæäåíèé î ÿâíîì âèäå q-áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Îäíàêî îíà äîïóñêàåò êóäà áîëåå ïðîñòîå
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû òàêæå ïðåäëàãàåì íàéòè
÷èòàòåëþ.

Óïðàæíåíèå 6.  Ïðèäóìàéòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýé-
ëåðà, íå èñïîëüçóþùåå q-áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äîêàæèòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî ïðîèçâî äÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé

( ) 2
0 1 2P q p p q p q= + + +K

ðàâíà

( ) ( )( ) ( )2 2 4 21 1 1 k kP q q q q q q q= + + + + + + + + +K K K K K

Ïåíòàãîíàëüíàÿ òåîðåìà Ýéëåðà

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé î ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ
÷èñëà ðàçáèåíèé óïîìÿíåì åùå îäèí çàìå÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò, òàêæå ïðèíàäëåæàùèé Ýéëåðó. Îêàçûâàåò-
ñÿ, åñëè íà÷àòü âû÷èñëÿòü ðÿä, îáðàòíûé  ê ( )P q  –

èíà÷å ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ( )
1

1
k

q
¥

=

-Õ ,
ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå:

( ) 1 2 5 7 121P q q q q q q- = - - + + - -

– 15 22 26 35 40q q q q q+ + - - + K

(Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðîâå-
ðèòü ýòî âû÷èñëåíèå, ñêàæåì, äî ÷ëåíà 10q  âêëþ÷è-
òåëüíî.)

Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü ñðàçó íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ
íàáëþäåíèé. Âî-ïåðâûõ, âèäíî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû
ýòîãî ðÿäà ðàâíû ëèáî 0, ëèáî 1± , ïðè÷åì ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè íåíóëåâûå ÷ëåíû âñòðå÷àþòñÿ âñå
ðåæå è ðåæå. Âî-âòîðûõ, âñå ÷ëåíû, êðîìå ñâîáîäíîãî ,
èäóò ïàðàìè: äâà îòðèöàòåëüíûõ, äâà ïîëîæèòåëüíûõ,
ïîòîì ñíîâà äâà îòðèöàòåëüíûõ è òàê äàëåå. Ðàçíîñòü
ìåæäó ñòåïåíÿìè â ïàðå ðàâíÿåòñÿ íîìåðó ïàðû:
ñíà÷àëà ýòî åäèíèöà ( q è 2q ), ïîòîì äâà ( 5q  è 7q ),

ïîòîì òðè ( 12q  è 15q ) è òàê äàëåå.
Íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé 1, 5, 12, 22,

35 … òîæå áûëà õîðîøî èçâåñòíà Ýéëåðó – ýòî òàê
íàçûâàåìûå ïÿòèóãîëüíûå ÷èñëà , êîòîðûå ðàâíÿþòñÿ

÷èñëó òî÷åê â ïÿòèóãîëüíèêå, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà
1, 2, 3 … òî÷êàì ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.7). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî m-å ïÿòèóãîëüíîå ÷èñëî ðàâíÿåòñÿ

( )3 1 2m m - .
Îêàçûâàåòñÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ðèñ. 7. Ïÿòèóãîëüíûå ÷èñëà
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Òåîðåìà 3 (ïåíòàãîíàëüíàÿ òåîðåìà Ýéëåðà) Ðÿä,

îáðàòíûé ê ðÿäó ( ) n
nP q p q= å , èìååò âèä

( ) ( )
( ) ( )3 1 3 1

2 21

1

1 1
m m m m

m

m

P q q q
- +¥

-

=

æ ö= + - +ç ÷
è ø

å .

Ýòà òåîðåìà èìååò íåñêîëüêî ñóùåñòâåííî ðàçíûõ
äîêàçàòåëüñòâ. Íàâåðíîå, ñàìîå ïðîñòîå èç íèõ ìîæíî
íàéòè â ñòàòüå Ä.Ôóêñà «Î ðàñêðûòèè ñêîáîê, îá
Ýéëåðå, Ãàóññå, Ìàêäîíàëüäå è îá óïóùåííûõ âîç-
ìîæíîñòÿõ», îïóáëèêîâàííîé â æóðíàëå «Êâàíò» ¹8
çà 1981 ãîä, èëè â ëåêöèè 3 êíèãè Ñ.Ë.Òàáà÷íèêîâà
è Ä.Á.Ôóêñà «Ìàòåìàòè÷åñêèé äèâåðòèñìåíò»
(ÌÖÍÌÎ, 2011). È ýòó ñòàòüþ, è ýòó êíèãó ìû ãîðÿ÷î
ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ. Òàì æå ìîæíî ïðî÷åñòü î òîì,
êàê ñ ïîìîùüþ ïåíòàãîíàëüíîé òåîðåìû Ýéëåðà óäàåò-
ñÿ î÷åíü áûñòðî âû÷èñëÿòü ÷èñëà ðàçáèåíèé pn.

Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ïåíòàãîíàëüíîé òåîðåìû
Ýéëåðà îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè q-áèíîìà Íüþòîíà,
ñ êîòîðûì ìû èìåëè äåëî âûøå; ýòî äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî ïðî÷åñòü, íàïðèìåð, â áðîøþðå «Äèàãðàììû
Þíãà, ïëîñêèå ðàçáèåíèÿ è çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ìàò-
ðèöû» (ÌÖÍÌÎ, 2014), ïðèíàäëåæàùåé àâòîðó ýòîé
ñòàòüè.

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ. À ÷òî äàëüøå?..

Ïîäâåäåì èòîãè. Ìû âûÿñíèëè, ÷åìó ðàâíà ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèàãðàìì Þíãà â ïðÿìîóãîëüíè-
êå; îêàçàëîñü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ î÷åíü ïîõ îæå
íà îáû÷íûé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò. Íàì óäà-
ëîñü âûïèñàòü íåñêîëüêî òîæäåñòâ íà ìíîãî÷ëåíû îò q,
êîòîðûå ïðè ïîäñòàíîâêå q = 1 äàþò èçâåñòíûå ÷èñëî-
âûå òîæäåñòâà (â ÷àñòíîñòè, áèíîì Íüþòîíà).

Ýòî ïðîÿâëåíèå íåêîòîðîãî îáùåãî ïðèíöèïà: ó áîëü-
øèíñòâà âàæíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è ñâÿçàí-
íûõ ñ íèìè òîæäåñòâ èìåþòñÿ q-àíàëîãè; èõ ðàññìîò-
ðåíèå çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò ãëóáæå ïîíÿòü ïðèðîäó

èñõîäíûõ îáúåêòîâ. Òàê, íàïðèìåð, èçó÷åíèå q-áèíî-
ìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëèëî íàì âûâåñòè ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ äèàãðàìì Þíãà íà ïëîñêîñòè
(áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé).

Çàäà÷è, êîòîðûå ìû ðàññìîòðåëè, äîïóñêàþò îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî âàðèàöèé è îáîáùåíèé. Òàê, íàïðèìåð,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äèàãðàììû Þíãà íå íà ïëîñêî-
ñòè, à â ïðîñòðàíñòâå – áàøíè èç êóáèêîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå äàæå âîïðîñ î êîëè÷åñòâå äèàãðàìì Þíãà
âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà óæå ñòàíî-
âèòñÿ äîâîëüíî íåòðèâèàëüíûì; îòâåò íà íåãî ïîëó÷èë
â íà÷àëå XX âåêà áðèòàíñêèé âîåííûé è ìàòåìàòèê
Ï.Ìàêìàãîí. Ìàêìàãîíó æå ïðèíàäëåæèò è âû÷èñëå-
íèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà òðåõìåðíûõ
äèàãðàìì – êàê â îãðàíè÷åííîé «êîðîáêå», òàê è íà
ïëîñêîñòè. Ïîñëåäíÿÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ òàêæå
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîõî -
æåãî íà ýéëåðîâñêîå, – îíà âûãëÿäèò òàê:
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû èçëîæåíî, íàïðèìåð, â
óæå óïîìèíàâøåéñÿ áðîøþðå àâòîðà ñòàòüè. Êðîìå
òîãî, ìíîãî èíòåðåñíîãî î òðåõìåðíûõ äèàãðàììàõ
Þíãà ìîæíî ïðî÷åñòü â ñòàòüå Â.Ãîðèíà «×òî ìîæíî
ñëîæèòü èç êóáèêîâ?», îïóáëèêîâàííîé â «Êâàíòå»
¹3 çà 2012 ãîä.

Èíòåðåñíî, ÷òî äàëüíåéøåìó îáîáùåíèþ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ Ìàêìàãîíà ïîêà ÷òî íå ïîääàåòñÿ –
íèêàêîãî åå àíàëîãà äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ äèàãðàìì
Þíãà íå èçâåñòíî! Òî÷íî òàê æå íåÿñíî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì ÷åòûðåõìåðíûì àíàëîãîì q-áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ, ò.å. êàê âûãëÿäèò ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì Þíãà â ÷åòûðåõìåðíîì
ïàðàëëåëåïèïåäå.

Ìîæåò áûòü, êîìó-òî èç ÷èòàòåëåé êîãäà-íèáóäü
óäàñòñÿ îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû?

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

Ïëàêàò ñ òàêèì íàçâàíèåì, íàïå÷àòàííûé â 1705 ãîäó,  áûë,
ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðâûì èçäàííûì â Ðîññèè íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèì ïëàêàòîì. Åãî ñîñòàâèë Âàñèëèé Êèïðèÿíî â,
ñïîäâèæíèê Ïåòðà I, áèáëèîòåêàðü ìîñêîâñêîé Øêîëû ì à-
òåìàòè÷åñêèõ è íàâèãàöêèõ íàóê.

Íà ïëàêàòå ðàññêàçàíî â îáùèõ ñëîâàõ î ïðåäíàçíà÷åí èè
àðèôìåòèêè, îïèñàíû ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è äð îáåé,
à òàêæå ïîäðîáíî èçëîæåíû ïðàâèëà îñíîâíûõ îïåðàöèé  ñ
÷èñëàìè: ñëîæåíèÿ – «àääèöèî», âû÷èòàíèÿ – «ñóáñòðà ê-
öèî», óìíîæåíèÿ – «ìóëòèïëèêàöèî» è äåëåíèÿ – «äèâè -
çèî». Íà ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, êàê âñå ýòè äåéñòâèÿ íó æíî
âûïîëíÿòü – â òå âðåìåíà óæå âîâñþ ïîëüçîâàëèñü ïðè âû÷-
íûì äëÿ íàñ ìåòîäîì «â ñòîëáèê».

Íî ïëàêàò èíòåðåñåí íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèì ñîäåðæ à-
íèåì. Ýòî ôàêòè÷åñêè ïðîèçâåäåíèå èñêóññòâà (êñòàòè,  ïîä-
ëèííûé ýêçåìïëÿð ýòîãî ïëàêàòà õðàíèòñÿ â Ýðìèòàæå) . Â
âåðõíåé ÷àñòè ïëàêàòà ðàñïîëîæåí ãîñóäàðñòâåííûé ãå ðá,

ïîä íèì – àëëåãîðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå äâîðöà òî÷íûõ íàóê,
â öåíòðå êîòîðîãî íà òðîíå âîññåäàåò «öàðèöà íàóê» àðèôìå-
òèêà. Êîëîííû ïîäïèñàíû íàçâàíèÿìè äðóãèõ íàóê – ãå îìåò-
ðèè, ñòåðåîìåòðèè, àñòðîíîìèè, îïòèêè, ìåðêàòîðèè ( íàâè-
ãàöèè), ãåîãðàôèè, ôîðòèôèêàöèè è àðõèòåêòóðû. Ïîä êàæ-
äîé êîëîííîé åñòü íåáîëüøîé ðèñóíîê, ðàñêðûâàþùèé ñ î-
äåðæàíèå ýòèõ íàóê. Ïî áîêàì ïëàêàòà â ìåäàëüîíàõ í àõî-
äÿòñÿ ïîðòðåòû çíàìåíèòûõ ó÷åíûõ: Ïèôàãîð, Ãèïïàðõ,
Ïòîëåìåé, Êîïåðíèê, Àðõèìåä, «Öàðü Àëôîíñêèé» (âåðî ÿò-
íî, èìåëñÿ â âèäó æèâøèé â XIII âåêå â Èñïàíèè êîðî ëü
Ëåîíà è Êàñòèëèè Àëüôîíñ X, óâëåêàâøèéñÿ àñòðîíîìèå é),
Òèõî Áðàãå, Ôîêèëèä. Â íèæíåé ÷àñòè ïëàêàòà ïîìåùåí û
ïîñâÿùåíèå Ïåòðó I è îïèñàíèå íåêîòîðûõ åãî ñâåðøåí èé è
ïîáåä. Òàì æå èçîáðàæåíû Ìîñêîâñêèé Êðåìëü è Ïåòåðá óðã
â âèäå êðåïîñòè ñ íàäïèñüþ «Ñ. Ïåòðîïîëèñ, 1703».

Ãëÿäÿ íà òàêîå îáèëèå ìåëü÷àéøèõ äåòàëåé è ïîäðîáíî ñ-
òåé, îñòàåòñÿ ëèøü äîãàäûâàòüñÿ, ñêîëüêî òðóäà ïîòð àòèëè
íà èçãîòîâëåíèå ýòîé ãðàâþðû ñäåëàâøèå åå ìàñòåðà!

Ïîäðîáíåå î ïëàêàòå âû ìîæåòå ïðî÷èòàòü â êíèãå Â.Â .Äà-
íèëåâñêîãî «Ðóññêàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà ïåðâîé ÷ åòâåð-
òè XVIII âåêà» (1954 ã.) è íà ñàéòå «Ìàòåìàòè÷åñêèõ
ýòþäîâ» www.etudes.ru â ðàçäåëå «Colloquium».

Å.Åïèôàíîâ



Äà áóäåò ñâåò!
Ë.ÁÅËÎÏÓÕÎÂ

Í Î Â Î Ñ Ò È  Í À Ó Ê È

Í ÎÁÅËÅÂÑÊÓÞ  ÏÐÅÌÈÞ  2014 ÃÎÄÀ  ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ  ÏÎËÓ-
÷èëè ÿïîíñêèå èíæåíåðû-ôèçèêè Èñàìó Àêàñàêè, Õèðî-

øè Àìàíî è Ñþäçè Íàêàìóðà «çà èçîáðåòåíèå ýôôåêòèâí ûõ
ñèíèõ ñâåòîäèîäîâ, ïðèâåäøèõ ê ïîÿâëåíèþ ÿðêèõ è ýí åðãî-
ñáåðåãàþùèõ èñòî÷íèêîâ áåëîãî ñâåòà».

Êëþ÷åâîå ñëîâî ôîðìóëèðîâêè «ñâåòîäèîä» ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ýòî èçîáðåòåíèå – èç îáëàñòè ïîëóïðîâîäíèê îâîé
òåõíèêè. À äðóãèå, ïðîñòûå è âñåì ïîíÿòíûå, ñëîâà î òðàæà-
þò ôàêò îãðîìíîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî äîñòèæåíèÿ äëÿ íàø åé
æèçíè, èëè, ãîâîðÿ ñëîâàìè çàâåùàíèÿ Àëüôðåäà Íîáåë ÿ,
äîñòèæåíèÿ, «ïðèíåñøåãî íàèáîëüøóþ ïîëüçó ÷åëîâå÷å-
ñòâó».

Ñâåòîäèîäàìè çàíèìàëèñü ìíîãèå. Âïåðâûå ñâå÷åíèå íå -
êîòîðûõ ïðèðîäíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ áûëî çàôèêñèðîâàí î
ðàäèîòåõíèêàìè – â 1907 ãîäó ñîòðóäíèêîì êîìïàíèè Ã .Ìàð-
êîíè Ãåíðè Ðàóíäîì, à â 1923 ãîäó – Îëåãîì Ëîñåâûì â
Íèæåãîðîäñêîé ðàäèîëàáîðàòîðèè. Ïî÷òè 40 ëåò ýòîò ý ô-
ôåêò íàçûâàëñÿ «ñâå÷åíèåì Ëîñåâà». Íî òîëüêî ïîñëå ñîçäà-
íèÿ ê ñåðåäèíå XX âåêà ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè
ôèçèêè òâåðäîãî òåëà ïðèøëî ïîíèìàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ .

Ïåðâûé ñâåòîäèîä, èçëó÷àþùèé êðàñíûé ñâåò, áûë èçîá -
ðåòåí â 1961 ãîäó â ÑØÀ Íèêîì Õîëîíüÿêîì è áûñòðî í àøåë
èñïîëüçîâàíèå â èíäèêàòîðíûõ è ñèãíàëüíûõ óñòðîéñòâ àõ.
Íî äîñòîòî÷íî ÿðêèå êðàñíûå ñâåòîäèîäû áûëè âíà÷àëå
î÷åíü äîðîãèìè. Íà÷èíàÿ ñ 1980 ãîäà â ðÿäå ñòðàí (Ñ ØÀ,
ßïîíèÿ, Ðîññèÿ) ïðîäîëæàëèñü ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ñâå -
òîäèîäîâ âñåõ öâåòîâ ðàäóãè – îò êðàñíîãî äî ãîëóáî ãî.
Îäíàêî èõ ñòîèìîñòü ïðîäîëæàëà îñòàâàòüñÿ âûñîêîé, à
ýôôåêòèâíîñòü áûëà íåäîñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñî çäàòü
îñâåòèòåëüíûå óñòðîéñòâà, êîíêóðèðóþùèå ñ ëàìïàìè í àêà-
ëèâàíèÿ èëè ãàçîðàçðÿäíûìè ëàìïàìè. Âîçìîæíîñòü ïîë ó-
÷åíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ñâåòîâûõ îòòåíêîâ ñòàëà øèðîêî
èñïîëüçîâàòüñÿ â äèçàéíå, øîó-áèçíåñå è äîðîãèõ èãð óøêàõ.

Íî äâå ãðóïïû ÿïîíñêèõ èññëåäîâàòåëåé ïðîäîëæàëè
óïîðíóþ ðàáîòó ïî ñîçäàíèþ ýôôåêòèâíûõ ñâåòîäèîäîâ íå
äëÿ çðåëèùíîãî óäîâîëüñòâèÿ, à äëÿ îñâåùåíèÿ óëèö è
ïîìåùåíèé. Ãëàâíóþ òðóäíîñòü ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿëè äîñ-
òàòî÷íî èíòåíñèâíûå ñâåòîäèîäíûå èñòî÷íèêè ñèíåãî ö âåòà.
Òîëüêî îíè â êîìáèíàöèè ñ óæå ñîçäàííûìè èñòî÷íèêàì è
êðàñíîãî, æåëòîãî è çåëåíîãî öâåòîâ ìîãëè äàòü èñòî ÷íèê
áåëîãî ñâåòà.

Âñïîìíèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ïîëóïðîâîäíèêîâ,
ñóùåñòâåííûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ â ñâåòîäèîäàõ è

òðóäíîñòåé, ñòîÿâøèõ ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè. Äîñòàòî ÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî êðèñòàëëè÷åñêèå ïîëóïðîâîäíèêè, â
êîòîðûõ àòîìû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïàðàìè îáîáùåñò âëåí-
íûõ âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ (òàê íàçûâàåìàÿ êîâàëåíòíà ÿ
ñâÿçü). Íàïðèìåð, ýëåìåíòû ÷åòâåðòîé ãðóïïû ïåðèîäè ÷åñ-
êîé ñèñòåìû – êðåìíèé, ãåðìàíèé. Êàæäûé àòîì òàêèõ
ýëåìåíòîâ èìååò 4 ýëåêòðîíà, íàõîäÿùèõñÿ â ñðåäíåì äàëüøå
îò ÿäðà, ÷åì äðóãèå ýëåêòðîíû. Ýòè ýëåêòðîíû ÿâëÿþò ñÿ
âàëåíòíûìè, ò.å. ñïîñîáíûìè íà ñâÿçü ñ ñîñåäíèìè àò îìàìè.
Êîãäà àòîìû íàõîäÿòñÿ áëèçêî äðóã ê äðóãó, óñòàíàâë èâàåò-
ñÿ ñèììåòðè÷íàÿ êàðòèíà – àòîìû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóã îì
÷åòûðüìÿ ïàðàìè ýëåêòðîíîâ. Ýòà êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü ä îñòà-
òî÷íî ïðî÷íàÿ, ÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü âàëåíòíîì ó
ýëåêòðîíó ïîëó÷èòü ìàëóþ ïîðöèþ ýíåðãèè, ÷òîáû îòîð âàòü-
ñÿ îò ñâîåé ñâÿçè. Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ôèçèêå òâåðäî ãî òåëà,
êîâàëåíòíûé ýëåêòðîí íå ìîæåò, ñëåãêà óâåëè÷èâ ñâîþ
ýíåðãèþ, îñòàòüñÿ ÷àñòè÷íî ïðèâÿçàííûì ê àòîìó. Ó í åãî
ìîãóò áûòü òîëüêî äâà ñîñòîÿíèÿ – èëè ñèëüíî ñâÿçàí íîå,
èëè ñâîáîäíîå. Èíîå ïðèðîäîé (êâàíòîâûìè çàêîíàìè)
çàïðåùåíî. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ äëÿ îñâîá îæ-
äåíèÿ ýëåêòðîíà ýíåðãèÿ ïîëó÷èëà â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà
íàçâàíèå øèðèíû çàïðåùåííîé çîíû ýíåðãèé.

Òàêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîí èíîãäà ìîæåò ïîëó÷èòü îò ñîñ åä-
íåãî àòîìà, êîãäà òîò â ñâîåì êîëåáàòåëüíîì äâèæåíè è áóäåò
èìåòü àìïëèòóäó, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùóþñÿ îò ñðåäíå é.
Êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå àòîìîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò êè
òâåðäîãî òåëà ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå (ñîã ëàñíî
êâàíòîâîé òåîðèè, äàæå ïðè àáñîëþòíîì íóëå). Ïðè òå ìïå-
ðàòóðå ïîðÿäêà 300 Ê (êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà) ñðåäíÿ ÿ
ýíåðãèÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ ñîñòàâëÿåò 0 ,025 ýÂ.
À øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû ýíåðãèé â ïîëóïðîâîäíèêàõ  ïî
êðàéíåé ìåðå â 50 ðàç áîëüøå. ×òîáû âàëåíòíîìó ýëåê òðîíó
ïðèîáðåñòè òàêóþ ýíåðãèþ è ñòàòü ñâîáîäíûì, îäèí èç
ñîñåäíèõ àòîìîâ äîëæåí èñïûòàòü î÷åíü ñèëüíîå êîëåá àíèå,
ýíåðãèÿ êîòîðîãî áóäåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñð åäíåé.
Ýòî – ñîáûòèå êðàéíå ðåäêîå, ïîýòîìó îòîðâàâøèõñÿ ý ëåêò-
ðîíîâ ìàëî. Íî çàòî ýòè ýëåêòðîíû ñïîñîáíû ê áîëåå èëè
ìåíåå ñâîáîäíîìó õàîòè÷åñêîìó ïåðåìåùåíèþ ïî êðèñòà ëëó.
À â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå èõ ïåðåìåùåíèå ñòàíîâèòñÿ îð èåí-
òèðîâàííûì, ïîõîæèì íà íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ñâîáîä -
íûõ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ìåòàëëå. Êðèñòàëë ïðî âî-
äèò òîê, õîòÿ è äîñòàòî÷íî ñëàáûé. Óäåëüíàÿ ïðîâîäè ìîñòü
òàêèõ âåùåñòâ â 1210  ðàç ìåíüøå, ÷åì ó ïðîâîäíèêîâ
(ìåòàëëîâ). Ïîýòîìó îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïîëóïðîâî äíè-
êîâ.

Íî ó ïîëóïðîâîäíèêîâ åñòü î÷åíü âàæíîå êà÷åñòâåííîå
îòëè÷èå îò ìåòàëëîâ – îáðàçîâàíèå «äûðîê». Âàêàíòíî å
ìåñòî â êîíñòðóêöèè ñâÿçåé, îáðàçîâàâøååñÿ ïîñëå îñ âîáîæ-
äåíèÿ îäíîãî èç ýëåêòðîíîâ, äîëãî íå îñòàåòñÿ òàêèì  – îíî
çàìåùàåòñÿ êàêèì-íèáóäü âàëåíòíûì ýëåêòðîíîì îò îäí îãî
èç ñîñåäíèõ àòîìîâ. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ ñíîâà

ßïîíñêèå èíæåíåðû-ôèçèêè Èñàìó Àêàñàêè, Õèðîøè Àìàí î è Ñþäçè Íàêàìóðà
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è ñíîâà. Êàæäûé îñâîáîäèâøèéñÿ ýëåêòðîí ðîæäàåò îñâ îáî-
äèâøóþñÿ «êâàðòèðó» – äûðêó â ñòðîéíîé ñòðóêòóðå êî âà-
ëåíòíûõ ñâÿçåé. Ïåðåìåùåíèÿ ýëåêòðîíîâ èç îäíîãî ïî ëîæå-
íèÿ â äðóãîå õàîòè÷íû – äûðêà õàîòè÷íî ïåðåìåùàåòñÿ  ïî
êðèñòàëëó. Íî â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ýòè ïåðåìåùåíèÿ ñòàíî-
âÿòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè. Ïåðåìåùåíèå îòñóòñòâèÿ îòðè öà-
òåëüíîãî çàðÿäà ýêâèâàëåíòíî ïåðåìåùåíèþ ïîëîæèòåëü íî-
ãî çàðÿäà. Òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïåðåìåùåíèþ, ÿâëÿ-
åòñÿ òîêîì ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ – äûðîê, à ñâÿçàíí àÿ ñ
íèìè ïðîâîäèìîñòü íàçûâàåòñÿ äûðî÷íîé. ×èñëî äûðîê
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó îñâîáîäèâøèõñÿ ýëåêòðîíîâ, ïîýò îìó
ýëåêòðîííàÿ è äûðî÷íàÿ ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíèêà èìåþò
ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó. Ýòà ñóììàðíàÿ ïðîâîäè -
ìîñòü ÷èñòîãî ïîëóïðîâîäíèêà ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñîáñ òâåí-
íîé ïðîâîäèìîñòè.

Îòëè÷èå ñîáñòâåííîé ïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâ îò
÷èñòî ýëåêòðîííîé ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëîâ – íå òîëüêî
êîëè÷åñòâåííîå. Ñîâåðøåííî ïî-äðóãîìó ìåíÿåòñÿ ïðîâ îäè-
ìîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâ, íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè òåìï åðà-
òóðû. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ðåçêî (ýêñïîíåíöèàë ü-
íî) óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îòðûâà ýëåêòðîíîâ îò àòîì-
íîé ñâÿçè, à çíà÷èò, ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ êîíöåíòðàö èÿ
ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Ïðîâîäèìîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâ ýê ñïî-
íåíöèàëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé, òîãäà êàê ó
ìåòàëëîâ ïðè íàãðåâàíèè îíà, íàïðîòèâ, óìåíüøàåòñÿ (ïî
ëèíåéíîìó çàêîíó).

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðîâîäèìîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâ ìîæåò
âëèÿòü è íàëè÷èå ïîñòîðîííèõ ïðèìåñåé è ñ ïîìîùüþ
ïðèìåñåé ïîëóïðîâîäíèê ìîæíî öåëåíàïðàâëåííî «èñïîð -
òèòü». Íàïðèìåð, ñäåëàòü òàê, ÷òî åãî ïðîâîäèìîñòü ñòàíåò
ïî÷òè ÷èñòî ýëåêòðîííîé – áåç îáðàçîâàíèÿ äûðîê. Äë ÿ ýòîãî
íóæíî ê ÷åòûðåõâàëåíòíîìó ýëåìåíòó äîáàâèòü íåêîòîð îå
ñòðîãî êîíòðîëèðóåìîå êîëè÷åñòâî ïÿòèâàëåíòíîãî ýëå ìåíòà
– ìûøüÿêà èëè ôîñôîðà. Ïðè îõëàæäåíèè è êðèñòàëëèçà -
öèè àòîìû ïðèìåñè áóäóò âñòðàèâàòüñÿ â êîíñòðóêöèþ
÷åòûðåõâàëåíòíûõ àòîìîâ, íî ïðè ýòîì ó êàæäîãî àòîì à
ïðèìåñè îñòàåòñÿ «áåñõîçíûé» ïÿòûé ýëåêòðîí. Â ýëåê òðè-
÷åñêîì ïîëå ýòè ýëåêòðîíû áóäóò òàêèìè æå ýëåêòðîíà ìè
ïðîâîäèìîñòè, êàê è ñîáñòâåííûå ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû
ïîëóïðîâîäíèêà. Íî, âî-ïåðâûõ, èõ áóäåò çíà÷èòåëüíî  áîëü-
øå (îáû÷íî â 610  ðàç áîëüøå), à âî-âòîðûõ, ïðè ýòîì íå
îáðàçóåòñÿ äûðîê. Òàêîé ïðèìåñíûé ïîëóïðîâîäíèê áóä åò
ïî÷òè íà 100% îáëàäàòü òîëüêî ýëåêòðîííîé ïðîâîäèìî ñòüþ
è ëèøü íà ìàëûå äîëè ïðîöåíòà – äûðî÷íîé ïðîâîäèìîñ òüþ.
Îí íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîâîäíèêîì n-òèïà (îò negative –
îòðèöàòåëüíûé), à ïðèìåñü íàçûâàåòñÿ äîíîðíîé (äàþù åé).

Íî ìîæíî ñäåëàòü íàîáîðîò – äîáàâèòü ê ÷åòûðåõâàëåí ò-
íîìó ýëåìåíòó ïðèìåñü òðåõâàëåíòíîãî – ãàëëèÿ èëè è íäèÿ.
Êîãäà åãî àòîìû áóäóò âñòðàèâàòüñÿ â ñòðóêòóðó ÷åòûðåõâà-
ëåíòíûõ àòîìîâ, èì äëÿ îáðàçîâàíèÿ ÷åòûðåõ ïàðíîýëå êò-
ðîííûõ ñâÿçåé ñ ñîñåäÿìè áóäåò íå õâàòàòü îäíîãî ýë åêòðîíà
– îáðàçóåòñÿ äûðêà. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñîáñòâåííîé
ïðîâîäèìîñòè, äûðêà íà÷íåò çàìåùàòüñÿ ýëåêòðîíàìè ñ îñåä-
íèõ àòîìîâ è ïåðåìåùàòüñÿ ïî êðèñòàëëó. Â ýëåêòðè÷å ñêîì
ïîëå ýòî ïåðåìåùåíèå áóäåò íîñèòü õàðàêòåð òîêà ïîë îæè-
òåëüíûõ çàðÿäîâ. Òàêîé ïðèìåñíûé ïîëóïðîâîäíèê áóäå ò
ïî÷òè íà 100% îáëàäàòü òîëüêî äûðî÷íîé ïðîâîäèìîñòü þ è
ëèøü íà äîëè ïðîöåíòà – ýëåêòðîííîé. Îí íàçûâàåòñÿ
ïîëóïðîâîäíèêîì  ð-òèïà (îò positive – ïîëîæèòåëüíûé), à
ïðèìåñü íàçûâàåòñÿ àêöåïòîðíîé (ïðèíèìàþùåé).

Ãëàâíîå ïðèìåíåíèå ïðèìåñíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ – ýòî
ñîçäàíèå ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðèáîðîâ, îñíîâàííûõ íà ñâîé-
ñòâàõ ð–n-ïåðåõîäà – êîíòàêòà ïîëóïðîâîäíèêîâ n- è ð-òèïà.
Ïðè êîíòàêòå íà÷èíàåòñÿ äèôôóçèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè ìî-
ñòè èç ïîëóïðîâîäíèêà n-òèïà â îáëàñòü êîíòàêòà è äèôôó-
çèÿ äûðîê èç ïîëóïðîâîäíèêà ð-òèïà â îáëàñòü êîíòàêòà. Íî

äèôôóçèÿ áûñòðî çàêàí÷èâàåòñÿ – åå îáðûâàåò òî, ÷òî
ïîëóïðîâîäíèê n-òèïà, ïîòåðÿâ ÷àñòü ýëåêòðîíîâ, ïðèîáðå-
òàåò èçáûòî÷íûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, à ïîëóïðîâîäíè ê ð-
òèïà – èçáûòî÷íûé îòðèöàòåëüíûé çàðÿä. Íà ïóòè äàëü íåé-
øåãî ïåðåìåùåíèÿ ýëåêòðîíîâ è äûðîê âîçíèêàåò ïîòåí öè-
àëüíûé áàðüåð. Âíóòðåííåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ýòîãî áàðü-
åðà íàïðàâëåíî îò ïîëóïðîâîäíèêà n-òèïà ê ïîëóïðîâîäíèêó
ð-òèïà, òåì ñàìûì ïðåïÿòñòâóÿ äàëüíåéøåìó ïåðåìåùåíè þ
ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Ïîýòîìó ð–n-êîíòàêò ÷àñòî íàçûâàþò
çàïèðàþùèì ñëîåì.

Íî åñëè ýòîò êîíòàêò ïîäêëþ÷èòü ê èñòî÷íèêó òîêà òà ê,
÷òîáû â çàïèðàþùåì ñëîå ïîÿâèëîñü ýëåêòðè÷åñêîå ïîë å,
ïðîòèâîïîëîæíîå ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåìó ïîëþ ïîò åí-
öèàëüíîãî áàðüåðà (äëÿ ýòîãî íóæíî ïîëîæèòåëüíûé ïî ëþñ
èñòî÷íèêà òîêà ïîäñîåäèíèòü ê ïîëóïðîâîäíèêó ð-òèïà), òî
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð íà ïóòè çàðÿäîâ çíà÷èòåëüíî îñ ëàá-
íåò. Ïî öåïè ïîéäåò òîê, ñèëà êîòîðîãî áóäåò ýêñïîí åíöèàëü-
íî óâåëè÷èâàòüñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðèëîæåííîãî íàïðÿæå íèÿ.
Ïðè îäíîì è òîì æå íàïðÿæåíèè îíà â òûñÿ÷è ðàç áóäå ò
áîëüøå ñèëû òîêà ÷åðåç ÷èñòûé (áåñïðèìåñíûé) ïîëóïð î-
âîäíèê. Òàêîå ïîäêëþ÷åíèå ð—n-ïåðåõîäà íàçûâàþò ïðÿ-
ìûì. Åñëè æå èñòî÷íèê òîêà ïîäêëþ÷èòü â ïðîòèâîïîëî æ-
íîì íàïðàâëåíèè, òî ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, íàîáîðîò,  âîç-
ðàñòåò, è òîêà ÷åðåç êîíòàêòíóþ îáëàñòü ïðàêòè÷åñêè  íå
áóäåò (âåðíåå, îí áóäåò î÷åíü ñëàáåíüêèì). Òàêîå ïî äêëþ÷å-
íèå íàçûâàþò îáðàòíûì. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç ð–n-ïåðåõîä
ïðîõîäèò òîê ïðàêòè÷åñêè òîëüêî îäíîãî íàïðàâëåíèÿ.  Ïå-
ðåìåííûé òîê «âûïðÿìëÿåòñÿ» (ïðè ýòîì â òå÷åíèå ïîë ïåðè-
îäà ïåðåìåííîãî ñèíóñîèäàëüíîãî òîêà êîíòàêò òîê íå  ïðî-
ïóñêàåò). Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûìè ðàäèîëàìïàìè, ïîÿâè âøè-
ìèñÿ íà ðóáåæå ÕÕ âåêà, óñòðîéñòâî áûëî íàçâàíî äèî äîì.

Ãëàâíîå äîñòîèíñòâî ïîëóïðîâîäíèêîâûõ âûïðÿìèòåëåé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ëàìïîâûìè – ýòî èõ êîìïàêòíîñòü. Ïîë ó-
ïðîâîäíèêîâûé äèîä ñòàë áûñòðî óñëîæíÿòüñÿ äîáàâëåí è-
åì äðóãèõ ýëåêòðîäîâ äëÿ öåëåé óñèëåíèÿ è ãåíåðèðîâ àíèÿ
ñèãíàëîâ, êîìáèíàöèÿ ð–n-ïåðåõîäîâ (ïîëó÷èâøàÿ íàçâà-
íèå òðàíçèñòîðà) ñòàëà îñíîâíûì ýëåìåíòîì ïîëóïðîâî ä-
íèêîâûõ ðàäèîñõåì è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèáîðîâ, â êîòîð ûõ
ïðèìåíåíèå ðàäèîëàìï èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè áûëî çàò -
ðóäíåíî èëè âîâñå íåâîçìîæíî. Ñîçäàòåëè ïåðâûõ ïîëó -
ïðîâîäíèêîâûõ óñòðîéñòâ Óèëüÿì Áðåäôîðä Øîêëè, Äæîí
Áàðäèí è Óîëòåð Õàóçåð Áðàòòåéí â 1956 ãîäó ñòàëè Í îáå-
ëåâñêèìè ëàóðåàòàìè « çà èññëåäîâàíèÿ ïîëóïðîâîäíèê îâ
è îòêðûòèå òðàíçèñòîðíîãî ýôôåêòà». Ïîëóïðîâîäíèêîâ àÿ
ðåâîëþöèÿ òàê ñèëüíî èçìåíèëà ëèöî ÷åëîâå÷åñêîé öèâ è-
ëèçàöèè, ÷òî ýòîãî íå ìîãëè ïðåäïîëîæèòü è ñàìûå ñì åëûå
ôàíòàñòû.

Â 1961 ãîäó íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå åùå îäíîãî ñâîéñò âà ð–
n-ïåðåõîäà – ãåíåðèðîâàíèå èì ñâåòà. È äåéñòâèòåëüíî , â
îáëàñòè êîíòàêòà äîëæíî âîçíèêàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó-
÷åíèå – ðîæäåíèå êâàíòîâ ëó÷èñòîé ýíåðãèè. Âåäü ïðè
ïðÿìîì ïîäêëþ÷åíèè ð–n-ïåðåõîäà ê èñòî÷íèêó òîêà èíòåí-
ñèâíîå äâèæåíèå â îáëàñòè êîíòàêòà ñâîáîäíûõ ýëåêòð îíîâ
è äûðîê íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñëó ÷àé-
íîìó (âåðîÿòíîñòíîìó) çàìåùåíèþ äûðîê ýëåêòðîíàìè. Â
ôèçèêå ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ðåêîìáèíàöèåé ýëåêòð îíà è
äûðêè. Ýëåêòðîí ïðè ýòîì ñêà÷êîì ïðèîáðåòàåò îòðèöà òåëü-
íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (îòðèöàòåëüíóþ ïîòîìó, ÷ò î
ýòî ýíåðãèÿ ñèë ïðèòÿæåíèÿ). È òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè
ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíà è èîíà, ïðè ýòîì äîëæåí ïîÿâ èòüñÿ
êâàíò èçëó÷åíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðîãî ðàâíà âåëè÷èíå ïî ÿâëÿ-
þùåéñÿ ó ýëåêòðîíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñâÿçè. Ýòî  –
ïðîöåññ, îáðàòíûé îñâîáîæäåíèþ ýëåêòðîíà ïðè ðàçðóø å-
íèè êîâàëåíòíîé ñâÿçè. Ïîýòîìó êâàíò èçëó÷åíèÿ, âîç íèêà-
þùèé ïðè ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíà è äûðêè, èìååò ýíåð ãèþ,
ðàâíóþ øèðèíå çàïðåùåííîé çîíû.
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Íà çàðå ïîëóïðîâîäíèêîâîé

ðåâîëþöèè îñíîâíûìè ïîëóïðî-
âîäíèêîâûìè âåùåñòâàìè áûëè
êðåìíèé è ãåðìàíèé. Øèðèíà çàï-
ðåùåííîé çîíû ó íèõ (ïðè êîì-
íàòíîé òåìïåðàòóðå) ñîñòàâëÿåò
1,12 ýÂ è 0,66 ýÂ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òàêóþ ýíåðãèþ èìåþò êâàíòû,
ðîæäàþùèåñÿ ïðè ðåêîìáèíàöèè
ýëåêòðîíà è äûðêè â êîíòàêòíîé
îáëàñòè ð–n-ïåðåõîäà â äèîäå,
îñíîâàííîì íà êðåìíèè èëè ãåð-
ìàíèè. Îäíàêî íàãëÿäíîé, ïðè-
âû÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé êâàíòà
ÿâëÿåòñÿ íå åãî ýíåðãèÿ, à ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé äëèíà âîëíû. Äëÿ
êðåìíèÿ îíà ðàâíà 1,11 ìêì, à äëÿ ãåðìàíèÿ – 1,88 ì êì.
Ýòî – èíôðàêðàñíîå èçëó÷åíèå, ýíåðãèÿ êîòîðîãî, â ê îíå÷-
íîì ñ÷åòå, óõîäèò íà íàãðåâàíèå âñåãî äèîäà.

È âîò, â 1961 ãîäó íà÷àëèñü ðàáîòû ïî ïîèñêó ïîëóïð îâîä-
íèêîâûõ ìàòåðèàëîâ, äèîäû èç êîòîðûõ ìîãëè áû ãåíåð èðî-
âàòü èçëó÷åíèå â âèäèìîì äèàïàçîíå ñïåêòðà. Ñòàëî ÿ ñíî,
÷òî òàêèå ìàòåðèàëû äîëæíû áûòü íå ÷èñòûìè ýëåìåíòà ìè,
à õèìè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè ýëåìåíòîâ âòîðîé èëè òðå òüåé
ãðóïïû ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ýëåìåíòàìè ïÿòîé èëè
øåñòîé ãðóïïû, âçÿòûìè ïðèìåðíî â îäèíàêîâîé ïðîïîð öèè.
Îíè è áûëè ñèíòåçèðîâàíû. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ: àðñ åíèä
ãàëëèÿ GaAs, ôîñôèä ãàëëèÿ GaP, ñåðíèñòûé êàäìèé Cd S,
ñåëåíèñòûé öèíê ZnSe è íèòðèä ãàëëèÿ GaN. Øèðèíà
çàïðåùåííîé çîíû ó íèõ ñîñòàâëÿåò (â ýÂ) 2,0, 2,26,  2,42,
2,68 è 3,27, à äëèíû âîëí (â íì) è öâåòà – 740 (êðà ñíûé), 550
(æåëòî-çåëåíûé), 514 (çåëåíûé), 464 (ñèíå-çåëåíûé) è 380
(ôèîëåòîâûé).

Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû äëÿ ýòèõ ïîëóïðîâîäíèêîâ è ïð î-
ãíîçèðîâàíèå èõ ñâîéñòâ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì äë ÿ
«ïðîñòûõ» ÷åòûðåõâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ – êðåìíèÿ è ãå ðìà-
íèÿ. Ïîýòîìó ñèíòåç ýòèõ ïîëóïðîâîäíèêîâ íåîáõîäèìî é
÷èñòîòû, äàëüíåéøåå ëåãèðîâàíèå èõ äîíîðíûìè èëè àê öåï-
òîðíûìè ïðèìåñÿìè (òåðìèí «ëåãèðîâàíèå» âçÿò èç ìåò àë-
ëóðãèè, ãäå òàê íàçûâàþò äîáàâëåíèå ìàëîãî êîëè÷åñò âà
íóæíûõ ïðèìåñåé ê îñíîâíîìó ìåòàëëó), ñîçäàíèå äèîä íûõ
óñòðîéñòâ ïîòðåáîâàëè áîëüøîãî îáúåìà ýêñïåðèìåíòàë ü-
íûõ èññëåäîâàíèé è îêàçàëèñü î÷åíü íåïðîñòûìè òåõíî ëîãè-
÷åñêèìè îïåðàöèÿìè.

×òîáû ñîçäàòü, íàïðèìåð, òîíêèé êðèñòàëë (ïëåíêó) ÷ èñ-
òîãî íèòðèäà ãàëëèÿ, íóæíî îñàæäàòü åãî èç ãàçîâîé ôàçû
(çíà÷èò, ïðåäâàðèòåëüíî îáðàòèâ åãî â ïàð) íà ðîâíó þ
ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ñàïôèðà. Ñàïôèð – ýòî ãëèíîçå ì
(Al 2O3), ëåãèðîâàííûé íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè (íàïðèìåð,
æåëåçîì è òèòàíîì). Îòäåëüíîé òðóäíîé çàäà÷åé ñòàíî âèòñÿ
âûðàùèâàíèå èäåàëüíî ðîâíûõ (ñ äîïóñêîì íå áîëüøå
íàíîìåòðà) êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí ñàïôèðà.

Â 1985 ãîäó â óíèâåðñèòåòå ÿïîíñêîãî ãîðîäà Íàãîÿ È ñàìó
Àêàñàêè è Õèðîøè Àìàíó äîáèëèñü ïåðâûõ óñïåõîâ â
ñîçäàíèè òîíêèõ ïëåíîê íèòðèäà ãàëëèÿ íà ñàïôèðîâîé
ïîäëîæêå. Íåêîòîðîå âðåìÿ ïîëó÷àåìûå ñâåòîäèîäû èìå ëè
ìàëóþ èíòåíñèâíîñòü ñâåòà – â çîíå êîíòàêòà ïðèìåñí ûõ
ïîëóïðîâîäíèêîâ ìíîãèå ýëåêòðîíû è äûðêè ïðîõîäèëè
«ìèìî» äðóã äðóãà, íå äàâàÿ ðåêîìáèíàöèè è èçëó÷åíè ÿ.
Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî áûëà íåðåãóëÿðíîñòü êðèñòàëëè ÷åñ-
êîé ðåøåòêè, âûçâàííàÿ åå îáÿçàòåëüíûìè äåôåêòàìè ( ñëó-
÷àéíûìè íàðóøåíèÿìè ïîðÿäêà). ßïîíñêèå èññëåäîâàòåë è
ïîøëè ïî ïóòè èñïîëüçîâàíèÿ òðåõýëåìåíòíûõ ïîëóïðîâ îä-
íèêîâ, íàïðèìåð ñîåäèíåíèé íèòðèäà ãàëëèÿ ñ èíäèåì è
àëþìèíèåì. Êðîìå òîãî, îêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì ñîç äà-
âàòü ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó ÷åðåäóþùèõñÿ ðàçëè÷íûõ

÷èñòûõ è ïðèìåñíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ – òàê íàçûâàåìóþ
ãåòåðîñòðóêòóðó. Çà ñîçäàíèå ãåòåðîñòðóêòóð äëÿ öåëåé ìèê-
ðîïîëóïðîâîäíèêîâîé ýëåêòðîíèêè ðîññèéñêèé ôèçèê Æî -
ðåñ Àëôåðîâ â 2000 ãîäó áûë óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïð åìèè.

Èìåííî íà áàçå ãåòåðîñòðóêòóð Ñþäçè Íàêàìóðà â 1993
ãîäó ñîçäàë ÿðêèå ñèíèå ñâåòîäèîäû, è â ßïîíèè íà÷à ëñÿ èõ
ïðîìûøëåííûé âûïóñê. Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó æå ïîñëå ýòî ãî
ðàçâåðíóëèñü ðàáîòû ïî ïðîèçâîäñòâó èñòî÷íèêîâ áåëî ãî
ñâåòà. Â îäíîì èç âàðèàíòîâ ñìåøèâàëèñü èçëó÷åíèÿ ê ðàñíî-
ãî, çåëåíîãî è ñèíåãî ñâåòîäèîäîâ, êîòîðûå â ñóììå äàâàëè
áåëûé ñâåò.

Íî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå ñ è-
íåãî ñâåòîäèîäà äëÿ îñâåùåíèÿ ëþìèíåñöåíòíûõ âåùåñò â
(ëþìèíîôîðîâ), êîòîðûå, ïîãëîùàÿ ñèíèå êâàíòû, äàþò
âòîðè÷íîå èçëó÷åíèå êâàíòîâ ðàçíîãî öâåòà. À â ñìåñ è ñ ñèíèì
÷åëîâå÷åñêîå çðåíèå âîñïðèíèìàåò ýòî èçëó÷åíèå êàê ïðè-
âû÷íûé áåëûé (ñîëíå÷íûé) ñâåò. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîä èò è
â îáû÷íûõ ëþìèíåñöåíòíûõ ëàìïàõ äíåâíîãî ñâåòà. Â í èõ
ëþìèíîôîð îñâåùàåòñÿ óëüòðàôèîëåòîâûì èçëó÷åíèåì, ð îæ-
äàþùèìñÿ â ãàçîâîì ðàçðÿäå â ïàðàõ ðòóòè, íàïîëíÿþù èõ
ëàìïó. Ïîñêîëüêó ñâåòîâîé ÊÏÄ ýòèõ ëàìï íåñêîëüêî â ûøå,
÷åì ó ëàìï íàêàëèâàíèÿ, îíè ïîëó÷èëè â íàñòîÿùåå âð åìÿ
áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå, íåñìîòðÿ íà ýêîëîãè÷åñêóþ îïàñ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðòóòè. Áåëûå ñâåòîäèîäíûå èñòî÷ íèêè
íå èìåþò ýòîãî íåäîñòàòêà, à èõ ñâåòîâàÿ ýôôåêòèâíî ñòü
çíà÷èòåëüíî âûøå. Êðîìå òîãî, ïîäáîðîì ëþìèíîôîðîâ
ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûé áåëûé ñâåò – õîëîäíûé èëè
òåïëûé.

Ïîòðåáîâàëîñü åùå äâà äåñÿòêà ëåò, ÷òîáû «ÿðêèå è
ýíåðãîñáåðåãàþùèå èñòî÷íèêè áåëîãî ñâåòà», êàê îá ý òîì
ñêàçàíî â ôîðìóëèðîâêå Íîáåëåâñêîãî êîìèòåòà, ñòàëè  äîñ-
òàòî÷íî äîñòóïíûìè ïî ñâîåé öåíå. Â Ðîññèè ñåãîäíÿ ñâåòî-
äèîäíàÿ ëàìïà äëÿ äîìàøíåãî îñâåùåíèÿ ñòîèò 150–200
ðóáëåé. Íî çàòî îíà íå ïåðåãîðàåò â òå÷åíèå íåñêîëü êèõ
äåñÿòêîâ ëåò è ïîòðåáëÿåò ýíåðãèè â 10 ðàç ìåíüøå, ÷åì
îáû÷íûå ëàìïû íàêàëèâàíèÿ. Ïîýòîìó çàòðàòû íà ïîêóï êó
ñâåòîäèîäíûõ ëàìï îêóïàþòñÿ çà 1–2 ãîäà.

Ïî ïðîãíîçàì ìíîãèõ ó÷åíûõ, óæå ÷åðåç 10–15 ëåò ïî÷ òè
âñå îñâåòèòåëüíûå óñòðîéñòâà íà Çåìëå ñòàíóò ñâåòîä èîäíû-
ìè. À âåäü íà îñâåùåíèå ñåãîäíÿ ÷åëîâå÷åñòâî òðàòèò  ïî÷òè
20% âñåé ïðîèçâîäèìîé ýëåêòðîýíåðãèè. Ëåãêî ïîäñ÷èò àòü,
÷òî ïðè ìèðîâîì ïðîèçâîäñòâå ýëåêòðîýíåðãèè 198,3 10× Äæ
(â 2013 ã.) ýêîíîìèÿ íà îñâåùåíèè, ïîëó÷åííàÿ îò çà ìåíû
ñîâðåìåííûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà íà ñâåòîäèîäíûå, ñîñòà âëÿþ-
ùàÿ 18% îò ýòîé âåëè÷èíû, ýêâèâàëåíòíà ïîñòðîéêå ñò à (!)
5-ãèãîâàòòíûõ ýëåêòðîñòàíöèé åæåãîäíî (5 ÃÂò – ýòî ìîù-
íîñòü êðóïíåéøèõ òåïëîâûõ ýëåêòðîñòàíöèé).

Âîò ÷òî íà ñàìîì äåëå ñêðûâàåòñÿ çà ñëîâàìè «ÿðêèå è
ýíåðãîñáåðåãàþùèå» íîâûå îñâåòèòåëüíûå ñâåòîäèîäíûå  óñ-
òðîéñòâà.

ßðêèå è ýíåðãîñáåðåãàþùèå îñâåòèòåëüíûå ñâåòîäèîäíû å óñòðîéñòâà
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì çàäà÷è
íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàí èé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáî ëåå òðóäíûå
çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çà äà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàç óìååòñÿ,
íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü  ï î àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».
Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè ïî ðàçí ûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàç íûõ
êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå «Êîìó» íàïèøèòå: «Çà äà÷íèê «Êâàíòà» ¹1–2015» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êî òîðûõ Âû
ïîñûëàåòå, íàïðèìåð «Ì2366» èëè «Ô2373». Â ãðàôå «Î ò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â ï èñüìî
âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è  íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷è òå
ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå ìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííû ì
àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîò âåòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì êîíâåðòå â äâó õ
ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà  êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷ à ïî
ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàò åìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2366 – Ì2369, Ì2370à, Ì2373 ïðåäëàãàëèñü íà  XXXVI Òóðíèðå ãîðîäîâ, çàäà÷è Ì2371, Ì2372 – íà XV III Êóáêå

ïàìÿòè  À.Í.Êîëìîãîðîâà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2366–Ì2373, Ô2373–Ô2379

M2366.  Ñ íà÷àëà ó÷åáíîãî ãîäà Àíäðåé çàïèñûâàë ñâîè
îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå. Ïîëó÷àÿ î÷åðåäíóþ îöåíêó (2,
3, 4 èëè 5), îí íàçûâàë åå íåîæèäàííîé , åñëè äî ýòîãî
ìîìåíòà îíà âñòðå÷àëàñü ðåæå êàæäîé èç âñåõ îñòàëü-
íûõ âîçìîæíûõ îöåíîê. (Íàïðèìåð, åñëè áû îí ïîëó-
÷àë ñ íà÷àëà ãîäà ïîäðÿä îöåíêè 3,4,2,5,5,5,2,3,4,3 , òî
íåîæèäàííûìè áûëè áû ïåðâàÿ ïÿòåðêà è âòîðàÿ
÷åòâåðêà.) Çà âåñü ó÷åáíûé ãîä Àíäðåé ïîëó÷èë 40
îöåíîê – ïî 10 ïÿòåðîê, ÷åòâåðîê, òðîåê è äâîåê
(íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå). Ìîæíî ëè òî÷íî ñêà-
çàòü, ñêîëüêî îöåíîê áûëè äëÿ íåãî íåîæèäàííûìè?

Å.Áàêàåâ

M2367.  Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì îïèñàííîì îêîëî
îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèêå íàéäóòñÿ òðè ñòîðîíû, èç
êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Ò.Êàçèöûíà, Á.Ôðåíêèí

M2368.  Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîñòðî-
èëè äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè òàê, ÷òî ïåðâàÿ êàñàåòñÿ
îäíîãî èç êàòåòîâ è ãèïîòåíóçû, âòîðàÿ êàñàåòñÿ äðó -
ãîãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû, à åùå ýòè îêðóæíîñòè
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Ïóñòü M  è N – òî÷êè êàñàíèÿ
îêðóæíîñòåé ñ ãèïîòåíóçîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà
îòðåçêà MN  ëåæèò íà áèññåêòðèñå ïðÿìîãî óãëà òðåó-
ãîëüíèêà.

Å.Áàêàåâ

M2369.  Ãðèøà çàïèñàë íà äîñêå 100 ÷èñåë. Çàòåì îí
óâåëè÷èë êàæäîå ÷èñëî íà 1 è çàìåòèë, ÷òî ïðîèçâåäå -
íèå âñåõ 100 ÷èñåë íå èçìåíèëîñü. Îí îïÿòü óâåëè÷èë
êàæäîå ÷èñëî íà 1, è ñíîâà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë íå
èçìåíèëîñü, è òàê äàëåå. Âñåãî Ãðèøà ïîâòîðèë ýòó
ïðîöåäóðó k ðàç, è âñå k ðàç ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íå
ìåíÿëîñü. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå k.

È.Áîãäàíîâ, Ã.Ãàëüïåðèí

M2370.  Ìîæíî ëè âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà
100! (âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî) ðàçáèòü: à) íà äâå
ãðóïïû; á) íà 100 ãðóïï òàê, ÷òîáû â ãðóïïàõ áûëî
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë
ïåðâîé ãðóïïû ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë âòîðîé
ãðóïïû?
â) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
ðàçáèòü âñå äåëèòåëè ÷èñëà n íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû
â ãðóïïàõ áûëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë è ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ
÷èñåë âòîðîé ãðóïïû.

Ì.Ìàëêèí

M2371. à) Íàçîâåì öåíòðîì òðåõêëåòî÷íîãî óãîëêà
òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ âñåì òðåì åãî êëåòêàì. Øàõ-
ìàòíóþ äîñêó 99 99´  ïîëíîñòüþ ïîêðûëè òðåõêëåòî÷-
íûìè óãîëêàìè áåç íàëîæåíèé, ïîñëå ÷åãî êàæäûé
óãîëîê ïîâåðíóëè âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà 90°  (â
ëþáîì íàïðàâëåíèè). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì êàêàÿ-òî
êëåòêà äîñêè îêàçàëàñü íåïîêðûòîé íè îäíèì óãîëêîì.
á) Ðåøèòå òó äå çàäà÷ó, åñëè êàæäûé óãîëîê ðàçðåøà-
åòñÿ ïîâåðíóòü âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà 90°  èëè íà
180° .

À.Ãðèáàëêî

M2372 *. Äàíà ñôåðà W  è òî÷êà P âíóòðè íåå. ×åðåç P
ïðîâîäÿòñÿ òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû
AA¢, BB¢ è CC¢. Òî÷êè X, X ¢ – ïðîåêöèè òî÷êè P íà
ïëîñêîñòè ABC è A B C¢ ¢ ¢. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå
XX ¢ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

À.Çàñëàâñêèé

M2373 *. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå öåíÿòñÿ çîëîòîé è
ïëàòèíîâûé ïåñîê. Çîëîòî ìîæíî ìåíÿòü íà ïëàòèíó,
à ïëàòèíó – íà çîëîòî ïî êóðñó, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñ ÿ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè g è p òàê: x ãðàììîâ çîëîòîãî
ïåñêà ðàâíîöåííû y ãðàììàì ïëàòèíîâîãî, åñëè xg = yp
(÷èñëà x è y ìîãóò áûòü íåöåëûìè). Ñåé÷àñ ó áàíêèðà
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åñòü ïî êèëîãðàììó çîëîòîãî è ïëàòèíîâîãî ïåñêà, à
g = p = 1001. Ãîñóäàðñòâî îáåùàåò êàæäûé äåíü
óìåíüøàòü îäíî èç ÷èñåë g è p íà åäèíèöó, òàê ÷òî ÷åðåç
2000 äíåé îíè îáà ñòàíóò åäèíèöàìè; íî ïîñëåäîâàòåë ü-
íîñòü óìåíüøåíèé íåèçâåñòíà. Ìîæåò ëè áàíêèð êàæ-
äûé äåíü ìåíÿòü ïåñîê òàê, ÷òîáû â êîíöå ãàðàíòèðî-
âàííî ïîëó÷èòü õîòÿ áû ïî 2 êã êàæäîãî ïåñêà?

Ô2373.  Ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîëçóò ñ ïî-
ñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè äâà æóêà: ñèíèé è êðàñíûé.
Âàíÿ ïîñòðîèë ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîîðäèíàò æó-
êîâ îò âðåìåíè (ðèñ.1). Ïî ãîðèçîíòàëüíûì îñÿì

îòëîæåíî âðåìÿ (â ÷àñàõ è ìèíóòàõ), à ïî âåðòèêàëü-
íûì – ðàññòîÿíèÿ (â ñàíòèìåòðàõ) îò æóêîâ äî íà÷àëà
êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèÿõ íà ñåâåð (N) è íà âîñòîê ( E).
Ëèíèè äëÿ êðàñíîãî æóêà – êðàñíûå, à äëÿ ñèíåãî –
ñèíèå. Â êàêîé ìîìåíò ðàññòîÿíèå ìåæäó æóêàìè áûëî
ñàìûì ìàëåíüêèì? Êàêèì áûëî ýòî ðàññòîÿíèå?

Â.Æóêîâ

Ô2374.  Ìàëåíüêàÿ áóñèíêà ìàññîé m íàäåòà íà òîíêóþ
ïðîâîëîêó è ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ âäîëü ýòîé ïðîâîëî-
êè, çàìêíóòîé â êîëüöî, èìåþùåå ôîðìó ýëëèïñà.
Ïëîñêîñòü êîëüöà âåðòèêàëüíà, äëèííàÿ ïîëóîñü ýë-
ëèïñà âåðòèêàëüíà è èìååò ðàçìåð à, à êîðîòêàÿ
ïîëóîñü ýëëèïñà ãîðèçîíòàëüíà è èìååò ðàçìåð b.
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ áóñèíêè â âåðõíåé òî÷êå êîëüöà
ðàâíà v. Êàêîâà ïî âåëè÷èíå ñèëà, ñ êîòîðîé ïðîâîëîêà
äåéñòâóåò íà áóñèíêó â òî÷êàõ òðàåêòîðèè: 1) âåðõíå é;
2) íèæíåé; 3) êðàéíåé ïî ãîðèçîíòàëè?

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2375.  «Äîëåòàéòå äî ñàìîãî Ñîëíöà, è äîìîé âîçâðà-
ùàéòåñü ñêîðåé!» – íà çàðå êîñìè÷åñêîé ýðû áûëà
ñëîæåíà ïåñíÿ ñ òàêîé ñòðî÷êîé. Êàêîå ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëåòà êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ ê
Ñîëíöó è îáðàòíî, åñëè äâèãàòåëè êîðàáëÿ ðàáîòàþò
òîëüêî âáëèçè Çåìëè íà ñòàðòå è ôèíèøå?

Ä.Ñîëíöåâ

Ô2376.  Â îãðîìíîé äëèííîé ãîðèçîíòàëüíîé òðóáå
êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ðàçáèòà íà òðè «êàìåðû »
äâóìÿ òîëñòûìè ïîðøíÿìè, åñòü öåíòðàëüíàÿ êàìåðà è
äâå áîêîâûå, äîñòàòî÷íî äëèííûå (ðèñ.2). Äâå ñòåíêè
òðóáû âåðòèêàëüíû è äâå ñòåíêè ãîðèçîíòàëüíû. Ñòåí-
êè è ïîðøíè òåïëî íå ïðîâîäÿò. Öåíòðàëüíàÿ êàìåðà
ïî÷òè äîâåðõó çàïîëíåíà âîäîé, à íàä âîäîé íàõîäèòñ ÿ
âîçäóõ ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè. Äàâëåíèå â ëåâîé
è ïðàâîé êàìåðàõ âñå âðåìÿ àòìîñôåðíîå. Òðåíèÿ
ìåæäó ïîðøíÿìè è ñòåíêàìè òðóáû íåò. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò ïîðøíè è âîäà íåïîäâèæíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïîðøíÿìè ðàâíî 40 ì. Ïîðøíè îòïóñêàþò, è â òå÷åíèå
íåêîòîðîãî âðåìåíè ñèñòåìà ïåðåõîäèò â íîâîå ïîëîæå -
íèå ðàâíîâåñèÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà â íà÷àëå è â
êîíöå îäèíàêîâà è ðàâíà 81 C° , âû÷èñëèòå âûñîòó
óðîâíÿ âîäû â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè (â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû). Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòÿòñÿ
ïîðøíè? Ñêîëüêî âîäû èñïàðèòñÿ? Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû íóæíî áóäåò ïîäâåñòè â öåíòðàëüíóþ êàìåðó,
÷òîáû òåìïåðàòóðà â íåé íå èçìåíèëàñü? Âûñîòà òðóáû
ðàâíà 40 ì. Óäåëüíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ âîäû
2,3 ÌÄæ/êã.

Ä.ßãíÿòèíñêèé

Ô2377 *. Èç êàïåëüêè ìûëüíîãî ðàñòâîðà äèàìåòðîì
d = 2 ìì ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ 240 ìÄæ ìs = âûäóëè ìûëüíûé ïóçûðü äèàìåò-
ðîì D  = 8 ñì. Íàéäèòå âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðÿäà, êîòîðûé íóæíî ñîîáùèòü ïóçûðþ, ÷òîáû îí
íà÷àë âñïëûâàòü â âîçäóõå. Îöåíèòå ðàçóìíîñòü ïî-
ëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé. Ïëîòíîñòü âîçäó-
õà 31,2 êã ìr = .

Ì.Ïóçûðåâ

Ô2378.  Â îäíîðîäíîì âåðòèêàëüíîì ìàãíèòîì ïîëå B
íà ïàðàëëåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ òîëñòûõ ìåäíûõ
(ñîïðîòèâëåíèÿ íåò) íàïðàâëÿþùèõ, ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîòîðûìè L , ëåæèò ïåðåìû÷êà, ñîïðîòèâëåíèå
êîòîðîé R è ìàññà m. Ê íàïðàâëÿþùèì ïîäêëþ÷àþò
çàðÿæåííûé äî íàïðÿæåíèÿ U  êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
C. Òðåíèÿ íåò. Ïåðåìû÷êà ïðèõîäèò â äâèæåíèå.
Êàêîé áóäåò óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü ïåðåìû÷êè?
Êàêîâà ýôôåêòèâíîñòü (ÊÏÄ) ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêò-
ðè÷åñêîé ýíåðãèè, îòîáðàííîé ó êîíäåíñàòîðà, â ìåõà -
íè÷åñêóþ ýíåðãèþ? Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëè-
ëîñü â ñîïðîòèâëåíèè ïåðåìû÷êè?

À.Ñòàðîâ

Ô2379 *. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîå ñóäíî ïðîâåëî íà-
áëþäåíèå çà âîëíåíèåì, âûçâàííûì óïàâøèì â þæíîé
÷àñòè Òèõîãî îêåàíà ìåòåîðèòîì. Ïðè ýòîì áûëà ïîëó-
÷åíà çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé âîëí T îò âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ t . Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöå (âðåìÿ t  = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó íàáëþäåíèé
â 12:00):

Âîëíà ñ äëèíîé âîëíû l , ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî
ïîâåðõíîñòè âîäû â íàïðàâëåíèè îñè x, îïèñûâàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ óìåíüøàþùåéñÿ àìïëèòó-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

È.Áîãäàíîâ
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äîé: y( t , x) ( )f t kxw= - . Ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ïî
âðåìåíè ñ ïåðèîäîì 2T p w=  è ïåðèîäè÷íà ïî êîîðäè-
íàòå ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì 2 kl p= . Ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêîé âîëíû ðàâíà v kw= .
Îöåíèòå ïî ýòèì äàííûì ðàññòîÿíèå îò êîðàáëÿ äî
ìåñòà ïàäåíèÿ ìåòåîðèòà, à òàêæå ìîìåíò âðåìåíè åãî
ïàäåíèÿ.
Óêàçàíèÿ . Äèñïåðñèÿ âîëí â îêåàíå (çàâèñèìîñòü
ôàçîâîé ñêîðîñòè îò äëèíû âîëíû) îïèñûâàåòñÿ çàêî-

íîì 
2
g

v
l
p

=  (ãðàâèòàöèîííûå âîëíû íà «ãëóáîêîé»

âîäå). Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà âîëíû ñ
äëèíîé âîëíû l  îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ
u d dkw= . Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü u ìîæåò áûòü íàéäåíà

ïî ôîðìóëå Ýéëåðà: 
dv

u v
d

l
l

= - .
À.Ãóäåíêî

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2349–Ì2355,
Ô2355–Ô2362

M2349.  Ïðîôåññîð Âûáåãàëëî íàïèñàë 1001 ñòàòüþ.
Â êàæäîé ñòàòüå îí ìîæåò ïîñòàâèòü ññûëêè íà
äðóãèå ñòàòüè, íî íèêàêèå äâå ñòàòüè íå äîëæíû
ññûëàòüñÿ äðóã íà äðóãà. Âûáåãàëëî ïîëó÷èò çíà÷è-
ìîñòü k, åñëè ïîñëå ýòîãî ó íåãî áóäåò k ñòàòåé, íà
êàæäóþ èç êîòîðûõ ññûëàþòñÿ õîòÿ áû k ñòàòåé.
Êàêîé íàèáîëüøåé çíà÷èìîñòè îí ìîæåò äîáèòüñÿ?

Îòâåò:  667.
Ïóñòü íàéäåòñÿ k ñòàòåé, íà êàæäóþ èç êîòîðûõ
ññûëàåòñÿ k äðóãèõ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ k
ñòàòåé ÷åðåç X. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî ññûëîê, âåäóùèõ èç

X â X, íå áîëåå 
( )1

2

k k -
 (ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X). Çíà÷èò, â ìíîæåñòâå X

íàéäåòñÿ ñòàòüÿ, íà êîòîðóþ èäåò íå áîëåå 
1

2
k -

 ññûëîê

èç X. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòó ñòàòüþ èäåò íå ìåíåå

1 1
2 2

k k
k

- +
- =  ññûëîê íå èç ìíîæåñòâà X. Îòñþäà

1
1001

2
k

k
+

- ³ . Ïðåîáðàçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷à-

åì 2002 3 1k³ + , îòêóäà 667k £ .
Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð, ãäå íàéäóòñÿ 667 ñòàòåé,
íà êàæäóþ èç êîòîðûõ ññûëàåòñÿ õîòÿ áû 667 ñòàòåé.
Âûáåðåì ìíîæåñòâî X èç 667 ñòàòåé, ðàñïîëîæèì èõ ïî
êðóãó è íà êàæäóþ ñòàòüþ ñîøëåìñÿ â ñëåäóþùèõ çà
íåé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå 333 ñòàòüÿõ. Îñòàåòñÿ 334
ñòàòüè, íå âîøåäøèå â X – â êàæäîé èç íèõ ñîøëåìñÿ
íà âñå ñòàòüè èç X. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà êàæäóþ ñòàòüþ
èç ìíîæåñòâà X ñäåëàíî ðîâíî 667 ññûëîê.

È.Áîãäàíîâ, Å.Ìîë÷àíîâ

Ì2350.  Êëåòêè òàáëèöû 7 5´  çàïîëíåíû ÷èñëàìè
òàê, ÷òî â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 2 3´  (âåðòèêàëü-
íîì èëè ãîðèçîíòàëüíîì) ñóììà ÷èñåë ðàâíà íóëþ.
Çàïëàòèâ 100 ðóáëåé, ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ êëåòêó
è óçíàòü, êàêîå ÷èñëî â íåé çàïèñàíî. Êàêîãî íàèìåí ü-
øåãî ÷èñëà ðóáëåé õâàòèò, ÷òîáû íàâåðíÿêà îïðåäå-
ëèòü ñóììó âñåõ ÷èñåë òàáëèöû?

Îòâåò:  100 ðóáëåé.
Ïóñòü â öåíòðàëüíîé êëåòêå
òàáëèöû íàïèñàíî ÷èñëî a.
Òîãäà ñóììà S âñåõ ÷èñåë
òàáëèöû ðàâíà – a, ïîñêîëü-
êó ñóììó S + a ìîæíî ðàç-
áèòü íà øåñòü íóëåâûõ ñóìì
ïî øåñòü ñëàãàåìûõ òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî óç-
íàòü îäíî ÷èñëî – öåíòðàëüíîå.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàáëèöà, çàïîëíåííàÿ ÷èñëàìè a è
–a â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà-
÷è. Çíà÷èò, ñóììà S = –a  ìîæåò áûòü ëþáîé, è õîòÿ áû
îäíî ÷èñëî óçíàòü íóæíî.

Å.Áàêàåâ, Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ñåìåíîâ

M2351. Äàí ìíîãî÷ëåí äâàäöàòîé ñòåïåíè ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè âñå òî÷êè
ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ó êîòîðûõ îðäèíàòû íå
ìåíüøå 0 è íå áîëüøå 10. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ òî÷åê ìîæåò ëåæàòü íà ãðàôèêå ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà?

Îòâåò:  20 òî÷åê.
Ïðèìåð . ( )( ) ( )1 2 19x x x x- - -K .
Îöåíêà . Ïóñòü íàøëèñü òàêèå ìíîãî÷ëåí ( )P x  è 21
òî÷êà ñ àáñöèññàìè 1 21x x< <K . Ïî àíàëîãó òåîðåìû
Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
÷èñëî ( ) ( )21 10iP x P x- £  äåëèòñÿ íà 21 11ix x- ³

ïðè âñåõ i  îò 1 äî 10. Îòñþäà ( ) ( )21 0iP x P x- =  ïðè
âñåõ i  îò 1 äî 10.
Àíàëîãè÷íî, ( ) ( )1 0kP x P x- =  ïðè âñåõ k îò 12 äî 21.
Â èòîãå, âñå ÷èñëà ( ) ( ) ( )1 10 12, , , ,P x P x P xK K

( )21, P xK  îäèíàêîâû è ðàâíû, ñêàæåì, C. Òîãäà ìû
çíàåì 20 êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ( )P x C-  ñòåïåíè 20.
Çíà÷èò,

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 10 12 21P x C a x x x x x x x x- = - - - -K K ,

ãäå a – ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ( )P x . Òîãäà

 ( )11 10 9 1 1 9 10 10P x C- ³ × × × × × × × >K K .

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî C è ( )11P x ïðèíàäëåæàò
îòðåçêó [0; 10].

Ã.Æóêîâ, Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ñåìåíîâ

M2352.  Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ïëîùàäè 1
è òî÷êà P íà åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìûå AP,
BP, CP ïåðåñåêàþò ïðÿ-
ìûå BC, CA, AB â òî÷-
êàõ A¢, B¢, C¢ ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
A B C¢ ¢ ¢.

Îòâåò:  2.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî P ëåæèò
íà äóãå AC, íå ñîäåðæà-
ùåé òî÷êó B (ñì. ðèñó-
íîê).
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CAB ACB APB BPCÐ = Ð = Ð = Ð =

= 60APC CPA¢ ¢Ð = Ð = ° ,

PBC PAC PC A¢Ð = Ð = Ð , PBA PCA PA C¢Ð = Ð = Ð .
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùèå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ïî-
äîáíû: BPC¢ è A PB¢ ; C PA¢  è APB¢; A PC¢  è CPB¢.
Èç ïåðâîãî ïîäîáèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2BP C P A P¢ ¢= × , èç
âòîðîãî: 2AP C P B P¢ ¢= × , èç òðåòüåãî: 2CP B P A P¢ ¢= × .
Âû÷èñëèì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà A B C¢ ¢ ¢ êàê ñóììó
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ C B P¢ ¢ , C A P¢ ¢  è A B P¢ ¢  (èñ-
ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî óãëû ïðè âåðøèíå P ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû 120° ):

 ( ) 3
4A B CS C P B P B P A P A P B P¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= × + × + × =

= ( )2 2 2 3
4

AP BP CP+ + .

Ñóììà 2 2 2AP BP CP+ +  íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ
òî÷êè P íà îêðóæíîñòè è ðàâíà 22a , ãäå a – äëèíà
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü,
íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(äàëåå O è R – öåíòð è ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè):

 2 2 2AP BP CP+ + =

= ( ) ( ) ( )2 2 2
AO OP BO OP CO OP+ + + + =
uuuur uuur uuuur uuur uuur uuur

= ( )2 2 2 23 2 ,AO BO CO PO AO BO CO OP+ + + + + + =
uuuur uuuur uuur uuur

= 2 26 0 2R a+ = .

Èòàê, 2 3
2 2

2A B C ABCS a S¢ ¢ ¢= = = .
À.Çàñëàâñêèé

M2353.  Íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíû n ôèøåê. Çà õîä
ìîæíî âçÿòü äâå èç íèõ è ïåðåìåñòèòü â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà ðàâíûå äóãè. à) Äîêàæèòå,
÷òî íå áîëåå ÷åì çà n – 1 õîä ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû òî÷êè, â êîòîðûõ ñòîÿò ôèøêè, îáðàçîâûâà-
ëè ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê? á) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó
ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì: â ïðîöåññå ïåðåìå-
ùåíèÿ ôèøêàì çàïðåùàåòñÿ ïåðåñêà-
êèâàòü ÷åðåç äðóãèå ôèøêè.

Ïóñòü äàííàÿ îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà è èìååò öåíòð â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, òîãäà ïîëîæåíèå êàæäîé ôèø-
êè çàäàåòñÿ ïîëÿðíûìè óãëàìè

0 1, , n-j jK  (óãëû îïðåäåëåíû ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 2 kp ). Ðàññìîòðèì òî÷êè 0y ,

1 0
2
n
p

y = y + ,  2 0
2 2

n
p ×

y = y + ,  …

...,
( )

1 0
2 1

n
n

n-
p × -

y = y + , ëåæàùèå â

âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
Ïîäáåðåì 0y  òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà

0 1 0n n C-y + + y = y +K  (ãäå C =

( )( )2
1 2 1n

n
p

= + + + -K  îòëè÷àëàñü îò

ñóììû 0 1nK -= j + + jK  íà 2 mp  äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî m. Íóæíîå 0y , î÷åâèäíî, ìîæíî

ïîäîáðàòü; ïîäîéäåò, íàïðèìåð, 0
K C

n
-

y = .

Äàëåå, íà i -ì õîäå ïåðåíîñèì i -þ è n-þ ôèøêè òàê,
÷òîáû i -ÿ ôèøêà îêàçàëàñü â òî÷êå iy  (åñëè îíà
ñëó÷àéíî îêàçàëàñü â òî÷êå iy  óæå ïåðåä õîäîì, ïðîñòî
ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó õîäó). Çàìåòèì, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè îïåðàöèé âåëè÷èíà 0 1n-j + + jK , îïðåäå-
ëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî êðàòíîãî 2p , íå ìåíÿåò-
ñÿ. Ïîýòîìó ïîñëå ( )1n - -é îïåðàöèè ïîñëåäíÿÿ n-ÿ
ôèøêà àâòîìàòè÷åñêè çàéìåò ïîëîæåíèå 0y . Çàäà÷à à)
ðåøåíà.
Ïåðåä òåì êàê ïðèâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è á), ðàññìîòðè ì
ñíà÷àëà òàêóþ îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü íà îêðóæíîñòè
îòìå÷åíî n ðàçëè÷íûõ áåëûõ òî÷åê 1, , nA AK  è n
ðàçëè÷íûõ ÷åðíûõ  òî÷åê. Ñêàæåì, ÷òî çàäàí ïðîåêò ,
åñëè ÷åðíûå òî÷êè îáîçíà÷åíû íåêîòîðûì îáðàçîì

1, , nB BK  è äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê iA , iB  îäíà èç äâóõ
âîçìîæíûõ äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ, ïîêðàøåíà, ïðè÷åì
äóãà ïîêðàøåíà êðàñíûì, åñëè îò iA  ê iB  îíà ïðîõî-
äèòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ïîêðàøåíà ñèíèì â ïðîòè â-
íîì ñëó÷àå.
Ïðîåêò íàçîâåì õîðîøèì , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì òðåì óñëîâèÿì: (i) ñóììà äëèí êðàñíûõ äóã
ðàâíà ñóììå äëèí ñèíèõ äóã, (ii) íèêàêèå äóãè ðàçíûõ
öâåòîâ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê è (iii) íåò äâóõ äóã îä íîãî
öâåòà, îäíà èç êîòîðûõ öåëèêîì ñîäåðæèò äðóãóþ.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (íà ðèñóíêå 1 èçîá-
ðàæåí ïðèìåð õîðîøåãî ïðîåêòà è ïîêàçàí ïðîöåññ
âûïîëíåíèÿ õîäîâ, êîòîðûé îïèñàí â äîêàçàòåëüñòâå
óòâåðæäåíèÿ):
Ïóñòü äëÿ äàííîãî õîðîøåãî ïðîåêòà â òî÷êàõ

1, , nA AK  íàõîäèòñÿ ïî ôèøêå. Òîãäà íå áîëåå ÷åì çà
n – 1 õîä èç óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû ôèøêè îêàçàëèñü â âåðøèíàõ 1, , nB BK  ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷åì â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ õîäîâ
êàæäàÿ ôèøêà èç ñâîåãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ iA
äâèãàëàñü ê êîíå÷íîìó ïîëîæåíèþ iB  òîëüêî â îäíîì
íàïðàâëåíèè âäîëü ïîêðàøåííîé äóãè i iA B , è íè îäíà
ôèøêà íå ïåðåñêàêèâàåò ÷åðåç äðóãóþ.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 1

Ðèñ. 1
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î÷åâèäíà, òàê êàê óñëîâèå (i) âûïîëíåíî, òîëüêî åñë è

1 1B A= , ò.å. êîãäà íå íóæíî äåëàòü íè îäíîãî õîäà.
Ïóñòü òåïåðü äàí õîðîøèé ïðîåêò, â êîòîðîì äàíû k >
> 1 ðàçëè÷íûõ áåëûõ òî÷åê 1, , kA AK  è k ðàçëè÷íûõ
÷åðíûõ òî÷åê 1, , kB BK . Ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ i  òî÷êè iA  è iB  ðàçëè÷íû, èíà÷å òî÷êó i iA B=
ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ è ïðèìåíèòü ê
îñòàâøèìñÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè (äóãà i iA B  íó-
ëåâîé äëèíû íå ïîêðûòà íè îäíîé ïîêðàøåííîé äóãîé,
çíà÷èò, ÷åðåç ôèøêó, íàõîäÿùóþñÿ â òî÷êå iA , íå
ïåðåïðûãíåò íè îäíà èç ôèøåê).
Ïîéäåì îò íåêîòîðîé ñèíåé äóãè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë -
êè, ïîêà íå âñòðåòèì êîíåö êðàñíîé äóãè tB . Ïîéäåì
îò tB  ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïîêà íå âñòðåòèì êîíåö ñèíåé
äóãè sB . Ðàññìîòðèì êðàñíóþ äóãó t tA B  è ñèíþþ äóãó

s sA B . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äóãå t tA B  êðîìå tA  åñòü
åùå îäíà òî÷êà iA . Â ñèëó óñëîâèÿ (ii) iA  äîëæíà
ÿâëÿòüñÿ êîíöîì êðàñíîé äóãè i iA B . Ïî óñëîâèþ (iii)
äóãà i iA B  äîëæíà ïðîäîëæàòüñÿ çà òî÷êó tB , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó tB . Ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå
îçíà÷àåò, ÷òî íà äóãå t tA B  íåò äðóãèõ òî÷åê iA , êðîìå

tA . Àíàëîãè÷íî, íà äóãå s sA B  íåò äðóãèõ òî÷åê iA ,
êðîìå sA . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü äóãà t tA B  ïî
äëèíå íå áîëüøå äóãè s sA B . Âûïîëíèì òàêîé õîä:
âîçüìåì ôèøêè, íàõîäÿùèåñÿ â òî÷êàõ tA  è sA , è
ïåðåìåñòèì âäîëü äóã t tA B  è s sA B  ñîîòâåòñòâåííî íà
äëèíó äóãè t tA B . Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ õîäà ôèøêè
íå ïåðåïðûãèâàëè ÷åðåç äðóãèå. Ïî îêîí÷àíèè õîäà
ôèøêà èç tA  ïåðåìåñòèëàñü â tB , à ôèøêà èç sA
ïåðåìåñòèëàñü â òî÷êó sA¢. Ïîñëå ýòîãî õîäà ìîæåì
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ òî÷êó tB  (ñì. àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ âûøå) è çàáûòü ïðî ôèøêó, êîòîðàÿ â íåé
íàõîäèòñÿ, áåëóþ òî÷êó sA  çàìåíèòü íà áåëóþ òî÷êó

sA¢, à ñèíþþ äóãó s sA B  çàìåíèòü íà s sA B¢ . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (i), (ii), (iii) îñòàíóòñÿ âûïîëíå í-
íûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñîâåðøèâ îäèí õîä, ìû ïðèõî-
äèì ê õîðîøåìó ïðîåêòó äëÿ k – 1 áåëûõ è k – 1 ÷åðíûõ
òî÷åê, îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èí-
äóêöèè.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è á). Ïóñòü áåëûå òî÷êè iA
– íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ ôèøåê, à ÷åðíûå òî÷êè –
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà èç ðåøåíèÿ ïóíêòà
à) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêèõ ÷åðíûõ è áåëû õ
òî÷åê åñòü õîðîøèé ïðîåêò.
Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïðîåêò, óäîâëåò-
âîðÿþùèé óñëîâèþ (i). Îáîçíà÷èì ÷åðíûå òî÷êè ïðî-
èçâîëüíî 1, , nB BK . Ïðîâåäåì ìåæäó 1A  è 1B  êðàñíóþ
äóãó, ìåæäó 2A  è 2B  – ñèíþþ, íà êàæäîì î÷åðåäíîì
m-ì øàãå ïðîâîäèì äóãó m mA B  êðàñíîãî öâåòà, åñëè äî
ýòîãî ìîìåíòà ñóììà äëèí óæå ïðîâåäåííûõ êðàñíûõ
äóã ìåíüøå, ÷åì ñóììà äëèí óæå ïðîâåäåííûõ ñèíèõ
äóã. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâîäèì äóãó ñèíåãî öâåòà.
Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïðîâåäåíèÿ n äóã ðàçíîñòü ñóìì
äëèí êðàñíûõ è ñèíèõ äóã áóäåò ìåíüøå ÷åì 2p . Íî èç
ðåøåíèÿ ïóíêòà à) âûòåêàåò, ÷òî ñóììà n äóã, ïðîõî-
äèìûõ îò iA  ê iB  ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, êðàòíà 2p , ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàìè äëèí ïðîâåäåí-
íûõ íàìè êðàñíûõ è ñèíèõ äóã êðàòíà 2p . Åäèíñòâåí-
íàÿ âîçìîæíîñòü – ýòà ðàçíîñòü ðàâíà 0, à ýòî è çíà ÷èò
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (i).

Òåïåðü ñðåäè âñåõ
âîçìîæíûõ ïðîåê-
òîâ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ (i),
âûáåðåì ïðîåêòû ñ
ìèíèìàëüíîé ñóì-
ìîé äëèí äóã, à ñðå-
äè íèõ âûáåðåì ïðî-
åêò P ñ íàèìåíüøèì
êîëè÷åñòâîì ïàð îä-
íîöâåòíûõ äóã, îäíà
èç êîòîðûõ öåëèêîì
ñîäåðæèò äðóãóþ.
Òàêèå ïàðû íàçîâåì
âëîæåííûìè .
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ
ïðîåêòà P âûïîëíå-
íî óñëîâèå (ii).
Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: íåêîòîðûå
äâå äóãè t tA B  è

s sA B  ðàçíûõ öâåòîâ
ïåðåñåêàþòñÿ. Â
êàæäîì èç ñëó÷àåâ
(ðèñ.2) ìîæåì ïî-
ìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ
òî÷åê tB  è sB  è ïî-
ëó÷èòü ïðîåêò, â
êîòîðîì ïî-ïðåæíå-
ìó âûïîëíåíî óñëî-
âèå (i), íî ñóììà
äëèí äóã ìåíüøå – ïðîòèâîðå÷èå.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîåêòà P âûïîëíåíî óñëîâèå (iii).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
íåêîòîðàÿ êðàñíàÿ äóãà t tA B  ñîäåðæèò êðàñíóþ äóãó

s sA B  (ðèñ.3). Ïîìåíÿåì îáî-
çíà÷åíèÿ òî÷åê tB  è sB , ïîëó-
÷èì ïðîåêò, ïî-ïðåæíåìó óäîâ-
ëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (i) è
(ii). Ñóììà äëèí äóã ïðè ýòîé
îïåðàöèè íå èçìåíèëàñü, íî èñ-
÷åçëà îäíà âëîæåííàÿ ïàðà äóã

t tA B , s sA B . Çàìåòèì, ÷òî êàæ-
äàÿ èç äóã t sA B , s tA B  ñîäåð-
æèò äóãó s sA B  è ñîäåðæèòñÿ â
äóãå t tA B . Ðàññìîòðèì ëþáóþ
äðóãóþ êðàñíóþ äóãó i iw A B= , ,i s t¹ . Åñëè w ñîäåð-
æèò îäíó èç äóã t sA B , s tA B , òî w ñîäåðæèò è s sA B .
Åñëè w ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç äóã t sA B , s tA B , òî w
ñîäåðæèòñÿ è â t tA B . Åñëè w ñîäåðæèò îáå äóãè t sA B ,

s tA B , òî w ñîäåðæèò è t tA B  (è s sA B ). Åñëè w
ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé èç äóã t sA B , s tA B , òî w ñîäåð-
æèòñÿ è â s sA B  (è t tA B ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî
âëîæåííûõ ïàð ñðåäè ïàð ( ), t sw A B , ( ), s tw A B  íå
áîëüøå, ÷åì ñðåäè ïàð ( ), t tw A B , ( ), s sw A B . Òåì
ñàìûì, ïîñëå îáìåíà tB  è sB  îáùåå êîëè÷åñòâî
âëîæåííûõ ïàð ñòðîãî óìåíüøèëîñü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ïðîåêòà P.

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 21
Ì2354.  Äàí òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî íåò ðàâíûõ
óãëîâ. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó: çà îäèí õîä
Ïåòÿ îòìå÷àåò òî÷êó íà ïëîñêîñòè, à Âàñÿ êðàñèò
åå ïî ñâîåìó âûáîðó â êðàñíûé èëè ñèíèé öâåò. Ïåòÿ
âûèãðàåò, åñëè êàêèå-òî òðè èç îòìå÷åííûõ èì è
ïîêðàøåííûõ Âàñåé òî÷åê îáðàçóþò îäíîöâåòíûé
òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé èñõîäíîìó. Çà êàêîå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ Ïåòÿ ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî
âûèãðàòü (êàêîâ áû íè áûë èñõîäíûé òðåóãîëüíèê)?

Îòâåò:  çà 5 õîäîâ.
Çà 4 õîäà Ïåòå íå âûèãðàòü, ïîñêîëüêó Âàñÿ ìîæåò
ïîêðàñèòü êàæäûì öâåòîì ïî äâå òî÷êè.
Ïîêàæåì, êàê âûèãðàòü çà 5 õîäîâ. Îòìåòèì òðè òî÷êè
A, B, C, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé äàííî-
ìó. Åñëè Âàñÿ ïîêðàñèò èõ â îäèí öâåò, òî îí óæå
ïðîèãðàë. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Âàñÿ ïîêðàñèë
òî÷êè A è B â êðàñíûé öâåò, à C – â ñèíèé. Îòìåòèì

òî÷êè D  è E ïî òó æå
ñòîðîíó îò AB, ÷òî è C,
òàê, ÷òîáû áûëè ïîäîáíû
òðåóãîëüíèêè ABC, BDA
è EAB. Åñëè õîòü îäíà èç
òî÷åê D  è E êðàñíàÿ, òî
Ïåòÿ óæå âûèãðàë. Îñòà-
ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî òðåó-
ãîëüíèêè EDC  è EAB ïî-
äîáíû. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé A B CÐ < Ð < Ð  (ñì.
ðèñóíîê), äðóãèå ñëó÷àè

àíàëîãè÷íû. Èç ðàâåíñòâà óãëîâ ïîäîáíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ ñëåäóåò, ÷òî

DAE DAB EAB C BÐ = Ð - Ð = Ð - Ð =
= EBA CBA CBEÐ - Ð = Ð .

Êðîìå òîãî, DA  :  BC = AB  :  CA = EA  :  BE. Çíà÷èò,
òðåóãîëüíèêè DAE  è CBE ïîäîáíû. Îòñþäà â òðå-
óãîëüíèêàõ EDC  è EAB óãëû E ðàâíû, è DE  :  CE =
= AE  :  BE, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïîäîáíû.
Çàìå÷àíèå.  Îïèñàòü ðàññìîòðåííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæ-
íî òàêèì îáðàçîì: ëó÷è ÀÑ è BD  ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà l ê îòðåçêó
ÀÂ (îáðàçóþò óãîë, ðàâíûé AÐ  ñ îòðåçêîì ÀÂ),
àíàëîãè÷íî, ïàðû ëó÷åé ÀÅ è ÂÑ, AD  è ÂÅ ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî l  (îáðàçóþò, ñîîòâåòñòâåííî, óãëû,
ðàâíûå AÐ  è CÐ  ñ îòðåçêîì ÀÂ). Ïîëó÷åííàÿ
êàðòèíêà îáëàäàåò ñëåäóþùèì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì.
Ïóñòü òî÷êè C¢, D¢, E¢ ñèììåòðè÷íû òî÷êàì Ñ, D ,
Å îòíîñèòåëüíî l  ñîîòâåòñòâåííî ( C¢ – òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ëó÷åé ÀÅ è BD  è ò.ä.). Òîãäà øåñòü òî÷åê Ñ, D ,
E, C¢, D¢, E¢ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ê.Êíîï, Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ñåìåíîâ
M2355 *. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

a b

ñ d

p p

p p

-

-
, ãäå p – ïðîñòîå, a, b, c, d – íàòóðàëüíûå

÷èñëà.
Äîêàæåì ñíà÷àëà äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.
Ëåììà 1.  Åñëè p > 1 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

( ) ( )1 1k np p- -M , òî k nM .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ðàçäåëèì k íà n ñ îñòàòêîì: k = qn + r , ãäå 0 r n£ < .

Òîãäà ( ) ( )1 1 1k r qn rp p p p- = - + - . Ïåðâîå ñëàãàåìîå

äåëèòñÿ íà 1np - . Çíà÷èò, ( ) ( )1 1k np p- -M  òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ) ( )1 1r np p- -M . Ïðè r = 0 ýòî,
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî, à ïðè 0  < r < n  èìååì
0 1 1r np p< - < - , ïîýòîìó 1rp -  íå äåëèòñÿ íà 1np - .
Ëåììà 2.  Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì a > 3 ÷èñëî 2a 1-
èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Îäíî èç ÷èñåë a – 1 è a + 1 íå äåëèòñÿ íà 4; ïîñêîëüêó
a > 3, ó ýòîãî ÷èñëà åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü p > 2.
Îñòàâøååñÿ ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà p è òàêæå èìååò êàêîé-
òî ïðîñòîé äåëèòåëü q p¹ .  Çíà÷èò, ÷èñëî

( )( )2 1 1 1a a a- = - +  äåëèòñÿ íà pq.
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ÷èñëî
âèäà 81 4nD = ×  ïðè n > 1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â òðåáó-

åìîì âèäå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
a b

c d

p p
D

p p

-
=

-
; íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b  è c > d . Òîãäà

1

1

a b
b d

c d

p
D p

p

-
-

-

-
= ×

-
.

Îòñþäà b d³ , à òàêæå, â ñèëó ëåììû 1, ( )a b k c d- = -
ïðè íàòóðàëüíîì k. Îáîçíà÷èâ c da = - , ïîëó÷èì

( )( )181 4 1 kn b dp p p - a- a× = + + +K .        (1)

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1.  Ïóñòü p = 2; òîãäà 2 4b d n- =  è

( )181 1 2 2k- aa= + + +K . Ýòî íåâîçìîæíî, èáî äâîè÷íîå
ðàçëîæåíèå ÷èñëà 81 åäèíñòâåííî è âûãëÿäèò êàê

4 681 1 2 2= + + .
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü p = 3; òîãäà 3 81b d- =  è

( )14 1 3 3 kn - aa= + + +K .               (2)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòíà, òî 2kM ; ïðè ýòîì 2k ¹ ,

èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ( )2
2 1 3n a- = , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò ëåììå 2. Çíà÷èò, ( )( 24 1 3 1 3n a a= + + +K
( ) )23 k- a+K , è âî âòîðîé ñêîáêå îïÿòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ

äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ( )24 1 3n a+M , ÷òî

íåâîçìîæíî, èáî 21 3 a+  áîëüøå 2 è íå äåëèòñÿ íà 4.
Ñëó÷àé 3. Ïóñòü òåïåðü p > 3. Òîãäà b – d  = 0, è

( )181 4 1 kn p p - aa× = + + +K . Åñëè k íå÷åòíî, òî ïðàâàÿ
÷àñòü íå÷åòíà, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, k ÷åòíî, è

( ) ( )( )281 4 1 1 kn p p p - aa a× = + + + +K .       (3)

Åñëè k = 2, òî ïîëó÷àåì ( )2
9 2 1n pa× - = , ÷òî íåâîçìîæ-

íî ïî ëåììå 2. Åñëè 4kM , òî èç ïðàâîé ñêîáêè â (3)
âûíîñèòñÿ ñîìíîæèòåëü 21 p a+ ; íî îí íå äåëèòñÿ íè íà
3, íè íà 4, è ïðè ýòîì îí áîëüøå 2, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ñêîáêå íå÷åòí î
(è áîëüøå îäíîãî), à òîãäà è ñàìî âûðàæåíèå íå÷åòíî ,
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Ô2355.  Èç ðå÷íîãî ïîðòà A ê ðàñïîëîæåííîìó íèæå
ïî òå÷åíèþ ðåêè ïîðòó B îäíîâðåìåííî ñòàðòîâàëè
áóêñèð è ÷åòûðå (N) çàãðóæåííûõ ïëîòà. Ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ïîðòàìè L, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè u.
Áóêñèð òàùèò ïëîòû ïî îäíîìó, ïðè ýòîì åãî ñêî-
ðîñòü v îòíîñèòåëüíî âîäû ñ áóêñèðóåìûì ïëîòîì
òàêàÿ æå, êàê è áåç ïëîòà. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ âñå ïëîòû ìîãóò áûòü äîñòàâëåíû â ïîðò B?
Âðåìÿ, íóæíîå äëÿ ñöåïëåíèÿ è ðàñöåïëåíèÿ ïëîòîâ ñ
áóêñèðîì, ìàëî. Ðàçìåðàìè ïëîòîâ è áóêñèðà â ñðàâ-
íåíèè ñ L ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå çàãðóæåííûå ïëîòû äîïëûëè äî
ïîðòà Â çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíè
ïðèáûëè â ïîðò B îäíîâðåìåííî. Çíà÷èò, íà áóêñèðîâ-
êó êàæäîãî ïëîòà â íàïðàâëåíèè ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ
äîëæíî áûòü ïîòðà÷åíî îäèíàêîâîå âðåìÿ. Ïëîòû áåç
áóêñèðà ïëûâóò ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ, ò.å. îòíîñèòåë ü-
íî âîäû íå äâèæóòñÿ. Äîïóñòèì, ïåðâûé ïëîò áûë â
ìîìåíò ñòàðòà âçÿò íà áóêñèð è åãî òàùèëè âïåðåä â
òå÷åíèå âðåìåíè t . Äëÿ âîçâðàùåíèÿ áóêñèðà ê îñòàâ-
øèìñÿ ïîçàäè ïëîòàì òðåáóåòñÿ òàêîå æå âðåìÿ. Ïîòîì
áóêñèð ïîäòÿãèâàåò âòîðîé ïëîò ê ïåðâîìó è ñíîâà
âîçâðàùàåòñÿ ê ïëîòàì, îñòàâøèìñÿ ïîçàäè. È òàê
äàëåå. Âðåìÿ t  íóæíî ïîäîáðàòü òàêèì, ÷òîáû ê
ìîìåíòó, êîãäà áóêñèð ïîäòàùèò ïîñëåäíèé ïëîò ê
ãðóïïå ïëîòîâ, âñå îíè îêàçàëèñü áû â ïóíêòå íàçíà÷ å-
íèÿ. Îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò ðàâíî
2 2 2 7t + t + t + t = t  (èëè ( )2 1Nt - ). Ïðè ýòîì ñàìûé
ïåðâûé ïëîò èç âñåãî ýòîãî âðåìåíè â òå÷åíèå ïðîìå-
æóòêà 6t  (èëè ( )2 1Nt - ) ïëûë áåç ïîìîùè áóêñèðà è

è ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ òðîéêè, íå ïðåâîñõî -
äÿùåé 81. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êîëè÷åñòâî
ñëàãàåìûõ â ýòîé ñêîáêå íå ìåíüøå òðåõ, âûðàæåíèå â
ïðàâîé ñêîáêå áîëüøå, ÷åì 4 43 81p a a> > . Ïðîòèâîðå-
÷èå.
Çàìå÷àíèå 1 . Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêà-
çàòü, íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëà âèäà 16 9nD = ×  ïðè n > 1
òàêæå íå ïðåäñòàâèìû â òðåáóåìîì âèäå.
Çàìå÷àíèå 2 . Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëà âèäà 2 q, ãäå q –
ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 12 s – 1, òàêæå íå ïðåäñòàâèìû â
íóæíîì âèäå (îòñþäà ìîæíî âûâåñòè óòâåðæäåíèå
çàäà÷è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ
â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

âåðíî ðàâåíñòâî ( )( )12 1 kb dq p p p - a- a= + + +K , ïðèõî-

äèì ê ñëåäóþùèì äâóì ñëó÷àÿì.
1) Åñëè b – d = 0, òî ñîîáðàæåíèÿ ÷åòíîñòè äàþò p >
> 2, k – ÷åòíî. Ïðè ÷åòíîì k > 2 ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ
íà 1 pa+ , ïðè ýòîì ÷àñòíîå áîëüøå 2, ÷òî íåâîçìîæíî.
Åñëè æå k = 2, òî 2 1q pa= + . Òàê êàê ( )2 1 3q - M , òî
p = 3. Íî òîãäà ïðè íå÷åòíîì a  èìååì 2 4qM , ÷òî
íåâåðíî; ïðè ÷åòíîì a  èìååì ( )2 2 mod 8q º , çíà÷èò,
( )1 4q - M  – òîæå íåâåðíî.
2) Ïðè b – d > 0 ïðèõîäèì ê åäèíñòâåííîé âîçìîæíî-
ñòè: p = 2, ( )11 2 2 kq - aa= + + +K . Ïðè 1a =  èìååì

2 1kq = - , îòêóäà q + 1 íå äåëèòñÿ íà 3, ÷òî íåâåðíî.
Ïðè 1a >  èìååì ( )1 4q - M  – ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

Ä.Áåëîâ, È.Áîãäàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

òîëüêî â òå÷åíèå âðåìåíè t  åãî òàùèë áóêñèð. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

( ) 6v u u Lt + + t = ,
îòêóäà

7
L

v u
t =

+
, min

7
7

7
L

t
v u

t= =
+

(èëè 
( )

( )min
2 1

2 1

N L
t

v N u

-
=

+ -
).

Ð.Àâàíåñÿí, Ý.Õà÷àòðÿí

Ô2356.  Òðè íåâåñîìûõ øêèâà ðàäèó-
ñàìè R, 2R è 3R êîíöåíòðè÷íî ñêðåï-
ëåíû ìåæäó ñîáîé â åäèíûé áëîê è
íàñàæåíû íà îñü, íà êîòîðîé áëîê
ìîæåò âðàùàòüñÿ áåç òðåíèÿ (ñì.
ðèñóíîê). Íà øêèâû íàìîòàíû íåâå-
ñîìûå è íåðàñòÿæèìûå íèòè, ê êî-
òîðûì ïîäâåøåíû ãðóçû ìàññàìè 10m,
m è 2m ñîîòâåòñòâåííî Íàéäèòå
óñêîðåíèå ãðóçà ìàññîé 10m .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì «î÷åâèäíîå» ðåøåíèå. Èç ðèñóí-
êà ñðàçó âèäíî, ÷òî áëîê èç øêèâîâ áóäåò âðàùàòüñÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, èáî ñóììàðíûé âðàùàþùèé ìîìåíò,
îáðàçóåìûé ñèëàìè òÿæåñòè, äåéñòâóþùèìè íà äâà
ïðàâûõ ãðóçà, çàâåäîìî áîëüøå âðàùàþùåãî ìîìåíòà,
ñîçäàâàåìîãî ñèëîé òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà ëåâûé
ãðóç. Ïóñòü óãëîâîå óñêîðåíèå áëîêà ðàâíî e. Òîãäà
ëèíåéíûå óñêîðåíèÿ ãðóçîâ, ïîäâåøåííûõ íà íèòÿõ,
íàìîòàííûõ íà øêèâû ðàäèóñàìè R, 2R è 3R, áóäóò
ðàâíû Re , 2Re  è 3Re  ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì óñêîðå-
íèå ëåâîãî ãðóçà íàïðàâëåíî âåðòèêàëüíî ââåðõ, à
óñêîðåíèÿ äâóõ ïðàâûõ ãðóçîâ – âåðòèêàëüíî âíèç.
Îáîçíà÷èì ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòåé ÷åðåç 1T , 2T  è 3T
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, âûáðàâ äëÿ êàæäîãî ãðóçà â
êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèå åãî óñêîðåíèÿ,
ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóçîâ:

110 10m R mg T× e = - ,

22m R T mg× e = - ,

32 3 2m R mg T× e = - .
Ýòà ñèñòåìà, ê ñîæàëåíèþ, èìååò ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ:
e, 1T , 2T  è 3T . Ïîýòîìó íåîáõîäèìî åùå îäíî óðàâíå-
íèå. Åãî ìîæíî çàïèñàòü äëÿ âðàùåíèÿ áëîêà. Åñëè
ìîìåíò èíåðöèè áëîêà îáîçíà÷èòü ÷åðåç I , à ïîëîæè-
òåëüíûì íàïðàâëåíèåì ñ÷èòàòü âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, òî ïîëó÷àåì

1 2 32 3I R T R T R Te = × - × + × .

Òàê êàê âñå øêèâû íåâåñîìûå, òî ìîìåíò èíåðöèè
áëîêà ðàâåí íóëþ: I = 0, ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
(ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà R) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1 2 32 3 0T T T- + = .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíå-
íèé, ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì

1
45
8

T mg=

(çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íàñ íå èíòåðåñóþò).
Òîãäà ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ãðóç ìàññîé
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Íà êàæäîì êâàäðàòíîì ìåòðå ëóæè íàõîäèòñÿ Shr  =

= 10 êã, èëè 
Shr

n
M

= = 555,55 ìîëü, âîäû. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî òåìïåðàòóðà âîçäóõà è âîäû â ëóæå îñòà-
åòñÿ íåèçìåííîé, à âñÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ñîëíå÷íûõ
ëó÷åé, ïàäàþùèõ íà ïîâåðõíîñòü ëóæè, èäåò íà èñïà-
ðåíèå âîäû. Èçâåñòíû óäåëüíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ
âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 100 C° : L  = 2,256 ÌÄæ/êã,
èëè ìîëÿðíàÿ òåïëîòà LM  = 40,6 êÄæ/ìîëü, è óäåëü-
íàÿ òåïëîåìêîñòü æèäêîé âîäû: æc =

( )4180 Äæ êã Ê= × , èëè ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü CM =

( )75,24 Äæ ìîëü Ê= × . Ìîëåêóëû âîäû òðåõàòîìíûå,
ïîýòîìó ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäÿíîãî ïàðà ïðè
ïîñòîÿííîì  îáúåìå ðàâíà 3VC R= =

24,93= ( )Äæ ìîëü Ê× . ×òîáû âû÷èñëèòü ìîëÿðíóþ
òåïëîòó èñïàðåíèÿ âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 0 20 Ct = ° ,
íóæíî íàéòè èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè îäíîãî
ìîëÿ âîäû ïðè èñïàðåíèè è ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåð-
øàåò ïðè ýòîì ïàð.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ëåãêàÿ ïåðåãîðîäêà
îòäåëÿåò äðóã îò äðóãà îáëàñòè ñ ñóõèì âîçäóõîì è ñ
âëàæíûì âîçäóõîì ïðè âëàæíîñòè 100%. Äàâëåíèå ïî
îäíó è ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïåðåãîðîäêè îäíî è òî æ å
(àòìîñôåðíîå). Ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå íàñûùåííîãî
âîäÿíîãî ïàðà ïî îäíó ñòîðîíó îò ïåðåãîðîäêè óðàâíî -
âåøèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòüþ îáùåãî äàâëåíèÿ
âîçäóõà ïî äðóãóþ ñòîðîíó ïåðåãîðîäêè. Ïîýòîìó
ðàáîòà âîäÿíîãî ïàðà ïðè èñïàðåíèè îäíîãî ìîëÿ âîäû
ïðè íåêîòîðîé âûáðàííîé òåìïåðàòóðå T ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà íà îáúåì, êîòî-
ðûé çàíèìàåò ìîëü íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà ïðè
âûáðàííîé òåìïåðàòóðå, à ýòî êàê ðàç ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ RT. Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè îäíîãî ìîëÿ
âîäû â ïðîöåññå, êîãäà âîäó ñíà÷àëà íàãðåëè äî òåìï å-
ðàòóðû 100 C° , çàòåì èñïàðèëè, à ïîòîì âîäÿíîé ïàð
îõëàäèëè äî íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû 0t , ðàâíî

UD =

( ) ( )( ) ( )0 0100 273 100 100VC t L R C tM M= - + - + - - .
À êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íåîáõîäèìîå äëÿ èñïàðåíèÿ
îäíîãî ìîëÿ âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 0 20 Ct = ° , ðàâíî

( )0273Q U R tD = D + + =

= ( ) ( )( )0 0100 100VC t L C R tM M- + - + - =

= 43,96 êÄæ ìîëü .

Îáùåå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íóæíîå äëÿ èñïàðåíèÿ
âîäû íà îäíîì êâàäðàòíîì ìåòðå ëóæè, ïðîïîðöèî-
íàëüíî êîëè÷åñòâó ìîëåé âîäû 555,55 ìîëün =  íà
ýòîé ïëîùàäè. À âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ èñïàðåíèÿ
âñåé âîäû â ëóæå, ðàâíî

24422 c 7 ÷
Q

W
nD

t = » » .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2358.  Ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíû ïî äëèííîìó òîíêîìó èçîëèðîâàííîìó ñòåðæíþ
MN ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäîâ s . 1) Ïîêàæè-
òå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå K ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

10m, ðàâíà 
45 35

10
8 8

mg mg mg- = , è óñêîðåíèå ýòîãî

ãðóçà ñîñòàâëÿåò

( )1
35 7

: 10
8 16

a mg m g= = .

Êàçàëîñü áû, âñå â ïîðÿäêå, íî äàâàéòå ïîïðîáóåì
íàéòè åùå è óñêîðåíèå ãðóçà ìàññîé 2 m. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, âû÷èñëèâ ïðåäâàðèòåëüíî ñèëó íàòÿæåíèÿ
íèòè 3T , íî ìîæíî è ðàññóæäàÿ ëîãè÷åñêè. Òàê êàê
ðàäèóñ øêèâà, ê êîòîðîìó íèòüþ ïðèêðåïëåí ãðóç
ìàññîé 2 m, âòðîå áîëüøå ðàäèóñà øêèâà ñ ãðóçîì
ìàññîé 10 m, òî è óñêîðåíèå áóäåò â 3 ðàçà áîëüøå è
ñîñòàâèò

3
7 21

3
16 16

a g g= × = .

Ýòî áîëüøå, ÷åì óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ! Èíû-
ìè ñëîâàìè, ãðóç ìàññîé 2 m ïîéäåò âíèç ñòðåìèòåëü-
íåé, ÷åì åñëè áû îí ñâîáîäíî ïàäàë. ×òî-òî çäåñü íå
òàê.
Âïðî÷åì, îòâåò âûïîëçàåò íà ïîâåðõíîñòü, åñëè íå
ïîëåíèòüñÿ è âñå-òàêè íàéòè ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè 3T .

Îíà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 
5
8

mgæ ö-ç ÷
è ø

, ò.å. îòðèöàòåëüíî-

ìó  ÷èñëó. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè áû ãðóç ìàññîé 2 m
ñîåäèíÿëñÿ ñî øêèâîì íå íèòüþ, à æåñòêèì ñòåðæíåì,
òî ýòîò ñòåðæåíü ñàì òîëêàë áû ãðóç âíèç (äîïîëíè-
òåëüíî ê ñèëå òÿæåñòè) è ãðóç ïîëó÷èë áû òàêîå
óñêîðåíèå. Îíî è íåóäèâèòåëüíî – èç óñëîâèÿ ñðàçó
âèäíî, ÷òî ãëàâíîé «äâèæóùåé ñèëîé» áëîêà ÿâëÿåòñÿ
ãðóç ìàññîé 10 m, à îñòàëüíûå – òàê, äîâåñêè.
Íó, à òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ.
Ïîñêîëüêó ãðóç ìàññîé 2 m áóäåò ôàêòè÷åñêè ñâîáîäíî
ïàäàòü è åãî íèòü íå áóäåò íàòÿíóòà, òî îñòàíåòñÿ
ñèñòåìà èç äâóõ ãðóçîâ ìàññàìè m è 10m. Äëÿ íåå
ñîñòàâëÿåì «óðåçàííóþ» ñèñòåìó – íà ýòîò ðàç èç òðå õ
óðàâíåíèé:

110 10m R mg T× e = - ,

22m R T mg× e = - ,

1 22 0T T- = .
Îòñþäà ïîëó÷àåì

1
30
7

T mg= , 1
30 40

10 10
7 7

mg T mg mg mg- = - = ,

( )1
40 4

: 10
7 7

a mg m g= = .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñêîðåíèå áîëüøå, ÷åì ïîëó÷åííîå
ïåðâîíà÷àëüíî. Â ÷åì äåëî – ïîíÿòíî: ãðóçó ìàññîé
10m íå íàäî «òðàòèòü ñèëû» íà òîëêàíèå ãðóçà ìàññîé
2m, ïîýòîìó îí è áóäåò óñêîðÿòüñÿ áûñòðåå.

È.Àêóëè÷

Ô2357.  Äíåì 21 èþíÿ Ñîëíöå «ñòîèò» âûñîêî, è íà
êàæäûé êâàäðàòíûé ìåòð ïîâåðõíîñòè çåìëè ïàäàåò
èçëó÷åíèå, íåñóùåå ìîùíîñòü W = 1 êÂò. Âåòðà íåò,
âëàæíîñòü âîçäóõà íåâûñîêàÿ, òåìïåðàòóðà âîçäóõà

0t 20 C= ° . Îöåíèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå âûñîõíåò
ëóæà íà àñôàëüòå, åñëè åå íà÷àëüíàÿ ãëóáèíà h = 1 ñ ì.
Íóæíûå äàííûå îòûùèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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 ñòåðæíÿ íàïðàâëåíî ïî áèññåêòðèñå óãëà MKN.
2) Îïðåäåëèòå íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ñòåðæíþ è ñîäåðæèò îäíó èç êîíå÷íûõ
òî÷åê ñòåðæíÿ. 3) Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ îòðåçêà ÀÂ, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííî-
ãî ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ s , â òî÷êå Î, óäàëåííîé îò
îòðåçêà íà ðàññòîÿíèå r (ðèñ.1). Óãëû a  è b  çàäàíû.

1) Âûäåëèì íà ñòåðæíå î÷åíü ìàëåíüêèé ó÷àñòîê CD
äëèíîé xD , êîòîðûé âèäåí èç òî÷êè K  ïîä óãëîì Dq
(ðèñ.2). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ KGC  è CDF  ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

2r r r
x CF r

h h h
D = = Dq = Dq.

Òàê êàê íà îòðåçêå CD  íàõîäèòñÿ çàðÿä q xD = sD , ãäå
s  – çàðÿä, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû, òî
âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò ýòîãî
çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

2

q
E k k

hr

D s
D = = Dq.

Ýòà âåëè÷èíà íåïîñðåäñòâåííî íå çàâèñèò îò óãëà q ,
óêàçûâàþùåãî íàïðàâëåíèå íà âûäåëåííûé ìàëûé
îòðåçîê ñòåðæíÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò óãëà Dq, ïîä
êîòîðûì âèäåí ýòîò îòðåçîê xD . Òàêèì îáðàçîì,
âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò ìàëûõ
îòðåçêîâ çàðÿæåííîãî ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííûõ ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà MKN , èìåþò

îäíó è òó æå âåëè÷èíó, è èõ ðåçóëüòèðóþùàÿ íàïðàâ-
ëåíà âäîëü ýòîé áèññåêòðèñû (ðèñ.3). ßñíî, ÷òî äëÿ
ëþáîé çàäàííîé òî÷êè K  íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå q ,
ïðè êîòîðîì 2MKNÐ = q , è òîãäà, ñóììèðóÿ ðåçóëü-
òàòû äëÿ ñîãëàñîâàííûõ ïàð ìàëåíüêèõ îòðåçêîâ ñòåð-
æíÿ, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ âñåãî ñòåðæíÿ â öåëîì.
2) Èñïîëüçóÿ óæå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E

ur
 â òî÷êå

ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè h îò êîíöà Ì «áåñêîíå÷íî»
äëèííîãî ñòåðæíÿ ñîñòàâëÿåò óãîë 45°  ñî ñòåðæíåì
(ðèñ.4). Âåëè÷èíó íàïðÿæåí-
íîñòè E ìîæíî íàéòè ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà íàëîæåíèÿ.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî äâà
î÷åíü äëèííûõ ðàâíîìåðíî
çàðÿæåííûõ ñòåðæíÿ ñîåäè-
íåíû âïëîòíóþ. Ðåçóëüòèðó-
þùàÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
áóäåò ðàâíà âåêòîðíîé ñóì-
ìå íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé îò
äâóõ ïîëîâèí ñòåðæíÿ (ñì. ðèñ.4). Íàïðàâëåíèå ðå-
çóëüòèðóþùåé íàïðÿæåííîñòè, î÷åâèäíî, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ñòåðæíþ (ââèäó ñèììåòðèè), à åå âåëè÷èíà â 2
ðàç áîëüøå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E îò îäíîãî ñòåðæíÿ.
Ïîëå òàêîãî «îáúåäèíåííîãî» ñòåðæíÿ ìîæíî íàéòè ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà, îêðóæèâ îòðåçîê ñòåðæíÿ
äëèíîé l  âîîáðàæàåìûì öèëèíäðîì ðàäèóñîì h è
ïîñ÷èòàâ ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ÷åðåç çàìêíó-
òóþ ïîâåðõíîñòü:

0 qe F = , èëè 0 2 2E hle × × p =ls ,
îòêóäà

0

2 2
4

E k
h h

s s
= =

pe
.

3) Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E
ur

 îòðåçêà AB
â òî÷êå O íàïðàâëåíà âäîëü áèññåêòðèñû AOBÐ  ïîä

óãëîì 
2

a - b
 ê íàïðàâëåíèþ OO¢ (ðèñ.5). Íàéäåì,

÷åìó ðàâíà ïðîåêöèÿ ïîëÿ
E^  íà ýòî íàïðàâëåíèå.
Ðàçîáüåì îòðåçîê íà ìàëåíü-
êèå êóñî÷êè è çàïèøåì
ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè:

cosi i
i i

E E E^ ^= = q =å å

2
cosi

i
i i

x
k

s

sD
= qå .

Òàêàÿ ñóììà ïóãàåò îáèëè-
åì èíäåêñîâ « i», è çà çíàê
ñóììû ìîæíî âûíåñòè òîëü-
êî ks . Îäíàêî ðàñ÷åò ìîæ-
íî óïðîñòèòü, ïðèäàâ ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë îñòàâ-
øåìóñÿ âûðàæåíèþ. Äëÿ
ýòîãî ïðîâåäåì êàñàþùóþñÿ îòðåçêà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. Òîãäà (îáîçíà÷åíèÿ ÿñíû
èç ðèñóíêîâ 5 è 6)

cosi i iy xD = D q ,   i
i

i

y r
z

s
D

D = , cos i
i

r
s

= q .

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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y r r
E k

s sr
^

s D
= =å

2 cosi i
i

k z
r

s
= D q =å

= 2 2i
i

k w k DC
r r

s s
D = × =å

= ( )2 sin sink r r
r

s
a + b =

2 cos sin
2 2

k
r
s a - b a + b

= .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

2 sin
2cos

2

E
E k

r
^ s a + b

= =
a - b .

À.Áû÷êîâ
Ô2359.  Íà ñòåêëÿííîì áàëëîíå ëàìïî÷êè íàêàëèâà-
íèÿ íàïèñàíî: 220 Â, 10 Âò. Ñîïðîòèâëåíèå ñïèðàëè
õîëîäíîé ëàìïî÷êè, èçìåðåííîå ñ ïîìîùüþ ìóëüòè-
ìåòðà, îêàçàëîñü ðàâíûì 484 Îì. Êàêîé òîê ïîòå÷åò
÷åðåç ýòó ëàìïî÷êó, åñëè âêëþ÷èòü åå â ñåòü ïîñòî-
ÿííîãî òîêà íàïðÿæåíèåì 110 Â?
Ìóëüòèìåòð ïðè èçìåðåíèè êàêîãî-òî ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðîïóñêàåò ïî íåìó íåáîëüøîé òîê, êîòîðûé âî ìíîãî
ðàç ìåíüøå ðàáî÷åãî òîêà ëàìïî÷êè. Ðàñ÷åòíîå ñîïðî-
òèâëåíèå R ãîðÿ÷åé ëàìïî÷êè, ðàáîòàþùåé ïðè íàïðÿ-

æåíèè U  = 220 B è ìîùíîñòè Ð = 10 Âò, ðàâíî 
2U

P
=

= 4840 Îì, è îíî â äåñÿòü ðàç áîëüøå åå õîëîäíîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ r = 484 Îì. Ñëåäîâàòåëüíî, òåìïåðàòó-
ðà ãîðÿ÷åé ëàìïî÷êè T ïðèìåðíî â 10 ðàç âûøå, ÷åì
êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà t , ïðè êîòîðîé èçìåðÿëîñü åå
õîëîäíîå ñîïðîòèâëåíèå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíà àáñîëþòíîé
òåìïåðàòóðå, òî ðàáî÷àÿ òåìïåðàòóðà ëàìïî÷êè â ýòîì
ñëó÷àå ðàâíà ïðèìåðíî Ò = 3000 Ê. Ýòà òåìïåðàòóðà
ãîðàçäî áîëüøå òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ëàìïî÷êó
ñðåäû, ïîýòîìó òåïëîâûå (è ñâåòîâûå) ïîòåðè ëàìïî÷-
êè ïî çàêîíó Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà ïðîïîðöèîíàëüíû
÷åòâåðòîé ñòåïåíè òåìïåðàòóðû. Îáðàòíûì ïîòîêîì
òåïëà çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ ñðåäû ìîæíî â òàêîì ñëó÷àå
ïðåíåáðå÷ü. Ïîñòóïàþùàÿ èç ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè ìîù-
íîñòü ðàâíà

2U U t
UI U

R r T
= = .

Îíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàâíà 4T . Â òî æå âðåìÿ

îòíîøåíèå 
U
I

 ðàâíî
U T

R r
I t

= = .

Êîìáèíèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî íàéòè çàâèñè-
ìîñòü òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç ëàìïî÷êó, îò íàïðÿæåíèÿ
íà íåé:

0,6 constI U= × .
Â èòîãå òîê ÷åðåç ëàìïî÷êó ïðè íàïðÿæåíèè íà íåé
110 Â áóäåò ðàâåí ïðèìåðíî 30 ìÀ.

À.Ñòàðîâ

Ô2360.  Äâå òîëñòûå ìåäíûå øèíû ëåæàò íà ãîðèçîí-
òàëüíîì ñòîëå (ñì. ðèñóíîê; âèä ñâåðõó). Ê øèíàì
ïîäêëþ÷åíà èäåàëüíàÿ áàòàðåéêà ñ ÝÄÑ E  = 1 Â. Íà

øèíàõ íàõîäèòñÿ ìåäíàÿ ïåðåìû÷êà mn, êîòîðàÿ
äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ñêîðîñòüþ v = 1 ì/ñ â íàïðàâëåíèè, óêàçàííîì
ñòðåëêîé. Â ïåðåìû÷êó âñòàâëåíî ñîïðîòèâëåíèå R =
= 1 Îì. Â îäíó èç øèí «âðåçàí» èäåàëüíûé àìïåðìåòð
è óêàçàíî ðàñïîëîæåíèå (çíàêè) åãî êëåìì. Âåðòè-
êàëüíîå è îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ââåð õ
(îò ðèñóíêà ê ÷èòàòåëþ), åãî èíäóêöèÿ ðàâíà ïî
ìîäóëþ Â = 1 Òë. Êàêîé òîê òåê ÷åðåç àìïåðìåòð â
ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ïåðåìû÷êà ïðîõîäèëà ÷åðåç
òî÷êè À è Ñ, åñëè â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ïåðåìû÷êè
÷åðåç òî÷êó D àìïåðìåòð ïîêàçûâàë I = +1À? Êàêèì
áûëî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ ïåðåìû÷êîé
øèí â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ïåðåìû÷êîé òî÷êè D? Óãîë
ìåæäó ïåðåìû÷êîé è ïðÿìîé øèíîé ðàâåí

2 5 72a p= = ° . Äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé íà ðèñóíêå
ïîëüçóéòåñü ëèíåéêîé ñ ìèëëèìåòðîâûìè äåëåíèÿìè.

Ïðè äâèæåíèè ïåðåìû÷êè ìåíÿåòñÿ ìàãíèòíûé ïîòîê â
çàìêíóòîì êîíòóðå, îáðàçîâàííîì ó÷àñòêàìè øèí, ïå-
ðåìû÷êîé è áàòàðåéêîé ñ ïîäâîäÿùèìè ïðîâîäàìè.
Äëèíû ó÷àñòêîâ ïåðåìû÷êè ìåæäó ìåñòàìè êîíòàêòà
øèí è ïåðåìû÷êè äëÿ ñëó÷àåâ À, Ñ è D  îòíîñÿòñÿ äðóã
ê äðóãó êàê 3:2:6. Øèðèíå ïåðåìû÷êè L , êîãäà îíà
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó D , ñîîòâåòñòâóåò ñóììàðíàÿ ÝÄÑ
â êîíòóðå, ðàâíàÿ 1 Â. Ñëåäîâàòåëüíî, ÝÄÑ èíäóê-
öèè, ñâÿçàííàÿ ñ äâèæåíèåì ïåðåìû÷êè, ðàâíà ïî
ìîäóëþ U  = 2 Â. Ïðè ïðîõîæäåíèè ïåðåìû÷êîé òî÷åê
À è Ñ âåëè÷èíû ÝÄÑ â âûáðàííîì êîíòóðå, ñâÿçàííûå
ñ äâèæåíèåì ïåðåìû÷êè, ðàâíû 1 Â è 2/3 Â ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð ïðè
ïðîõîæäåíèè ïåðåìû÷êîé òî÷êè À ðàâåí íóëþ, à ïðè
ïðîõîæäåíèè òî÷êè Ñ îí ðàâåí –1/3 À.
Äëèíà ó÷àñòêà ïåðåìû÷êè ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ åþ
øèí â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç òî÷êó D  ðàâíà

2,1 ì
sin
U

L
Bv

= »
a

.
Ä.Ñåðãååâ

Ô2361.  Ñòåêëÿííóþ ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíêó
â ôîðìå äèñêà äèàìåòðîì d = 4 ñì ðàçðåçàëè íà äâå
÷àñòè ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè m = 10 ã â âèäå
ñîáèðàþùåé è ðàññåèâàþùåé ëèíç ñ ôîêóñíûìè ðàñ-
ñòîÿíèÿìè 1F 10= + ñì è 2F 10= - ñì ñîîòâåòñòâåí-
íî (ñì. ðèñóíîê). Ëèíçû ðàçäâèíóëè òàê, ÷òî ìåæäó
íèìè îáðàçîâàëñÿ íåáîëüøîé çàçîð ïîñòîÿííîé òîë-
ùèíû d  = 1 ìì. Ñèñòåìà ëèíç îáëó÷àåòñÿ ìîùíûì
ïó÷êîì ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòüþ I =

Ðèñ. 6
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= 10  2êÂò ñì . Ðàññ÷èòàéòå ýô-
ôåêòèâíóþ ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ëèíçàìè, âîçíèêàþùóþ èç-
çà ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà. ×åðåç êà-
êîå âðåìÿ ëèíçû «ñõëîïíóòñÿ»?
Íà ïîâåðõíîñòè ëèíç íàíåñåíî ïðî-
ñâåòëÿþùåå ïîêðûòèå. Ïîòåðÿ-

ìè â ñòåêëå ïðåíåáðå÷ü. Ñèëó òÿæåñòè íå ó÷èòû-
âàòü.

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñîáèðàþùóþ ëèíçó, ðàâíà ïîë-
íîìó èçìåíåíèþ èìïóëüñà ôîòîíîâ, ïàäàþùèõ íà
ëèíçó â åäèíèöó âðåìåíè. Èìïóëüñ èçìåíÿåòñÿ èç-çà
ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà â ñòåêëå. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò
èçìåíåíèå òîëüêî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíîâ áåç
èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû èõ èìïóëüñîâ. Óìåíüøåíèå ñî-
ñòàâëÿþùåé èìïóëüñà âäîëü îïòè÷åñêîé îñè äëÿ ôîòî-
íîâ, ïàäàþùèõ çà ñåêóíäó íà êîëüöî ðàäèóñîì r è
òîëùèíîé dr , ðàâíà äåéñòâóþùåé íà ýòî êîëüöî ñèëå:

( )
2 3

22 1 cos
I I r I r

df rdr dr dr
c c cF

p j p
= × p - j » » .

Ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñîáèðàþùóþ ëèíçó,
ðàâíà

3 4
6

2 2
4,2 10  H

64

I r I d
f dr

cF cF
-p p

= = = ×ò .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûõîäå èç ñèñòåìû ëèíç, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñîáîé ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíêó, ïó÷îê
âíîâü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíî îïòè÷åñêîé îñè, à
çíà÷èò, ðàññåèâàþùàÿ ëèíçà âîññòàíàâëèâàåò èìïóëüñ
ôîòîíîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ðàñ-
ñåèâàþùóþ ëèíçó, ïî âåëè÷èíå òîæå ðàâíà f , íî
íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ñîáèðàþùåé ëèíçû. Òàêèì îáðà-
çîì, â ïîëå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ìåæäó ëèíçàìè âîçíè -
êàåò ýôôåêòèâíàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, ðàâíàÿ

64,2 10  Hf -= × .

Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ëèíçû, äâèãàÿñü ñ óñêîðå-
íèåì

4 2 24,2 10 ì ñ 0,42 ìì ñ
f

a
m

-= = × = ,

ñòîëêíóòñÿ ÷åðåç âðåìÿ

( )2 2
1,54 ct

a

d
= » .

À.Ãóäåíêî

Ô2362.  Òîí÷àéøàÿ ïàóòèíêà, ñëó÷àéíî ïîïàâøàÿ â
êàäð ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè ñî âñïûøêîé óäàëåííîãî
ïðåäìåòà (óçîðîâ ãàðäèíû), íà ôîòîãðàôèè ïðåâðà-
òèëàñü â ÿðêóþ øèðîêóþ ëèíèþ, ïåðåñåêàþùóþ êàäð
(ðèñ.1).Êàêîâî ðàññòîÿíèå îò ëèíçû îáúåêòèâà  ôî-
òîàïïàðàòà äî ïàóòèíêè? Ëèíçó îáúåêòèâà ñ÷èòàé-
òå òîíêîé. Êàäð íà ðèñóíêå â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå
âîñïðîèçâîäèò ñâåòî÷óâñòâèòåëüíóþ ìàòðèöó ðàç-
ìåðîì ìì4,3 5,8´ .
Óêàçàíèå.  Òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôîòîñíèì-
êà: äèàôðàãìà D = 2,75 ìì, ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå
ëèíçû îáúåêòèâà F = 14 ìì, âûäåðæêà t  = 1/80 c,
ïðèñóòñòâóåò ôîòîâñïûøêà.

Åñëè ïàóòèíêà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè a îò ïåðåäíåãî
ôîêóñà îáúåêòèâà è ôîêóñèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü íà
ðàññòîÿíèè bD  çà ïëîñêîñòüþ ìàòðèöû, ðàñïîëîæåí-
íîé â çàäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îáúåêòèâà (ðèñ.2),
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6–8
êëàññîâ.

1. Ìîæíî ëè ÷èñëî 2015 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Ò.Âîëîñíèêîâà

2. Ó íàñ âî äâîðå ðàñòóò äâå áåðåçû è äâå ðÿáèíû.
Êîãäà Âàñÿ ñìîòðèò èç ñâîåãî îêíà, òî îí âèäèò äâå
áåðåçû, ñòîÿùèå ìåæäó äâóìÿ ðÿáèíàìè. Êîãäà Ïåòÿ
ñìîòðèò èç ñâîåãî îêíà, òî îí âèäèò äâå ðÿáèíû,
ñòîÿùèå ìåæäó äâóìÿ áåðåçàìè. Êàê òàêîå ìîæåò
áûòü?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

3. Âîêðóã êðóãëîãî ñòîëà ñèäÿò îäèííàäöàòü ÷åëîâåê
– êàæäûé ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö. Ðûöàðü âñåãäà
ãîâîðèò ïðàâäó, à ëæåö âñåãäà ëæåò. Êàæäîãî èç íèõ
ñïðîñèëè: «Êòî ñèäèò ñïðàâà îò òåáÿ?» Ìîãëè ëè âñå
îäèííàäöàòü îòâåòèòü «ëæåö»?

Í.Àãàõàíîâ, Î.Ïîäëèïñêèé

4. Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ôèãóðîê ìîæíî
ïîëíîñòüþ ðàçðåçàòü êâàäðàò 7 ´  7, åñëè ôèãóðêè –
òðåõêëåòî÷íûå óãîëêè è ïÿòèêëåòî÷íûå ôèãóðêè, êàê í à
ðèñóíêå? Ôèãóðêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷è-
âàòü.

Í.Àãàõàíîâ, Î.Ïîäëèïñêèé

5. Áîðÿ, Âàëÿ è Ãåðà ñî÷èíèëè òåîðåìó: 
Äàíû äâà ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùèå ðàâíûå ïëîùàäè.
Òîãäà îäèí èç íèõ ìîæíî ðàçðåçàòü íà 100 ÷àñòåé, èç
êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü  äðóãîé.
Âåðíà ëè òåîðåìà Áîðè, Âàëè è Ãåðû?

Ï.Êîæåâíèêîâ
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Ï ðî âîë÷îê è ãèðîñêîï
C.ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

ÂÏÐÅÆÍÈÅ ÂÐÅÌÅÍÀ, ÊÎÃÄÀ ×ÀÑÛ-ÁÓÄÈËÜÍÈÊÈ ÁÛËÈ ÌÅ-
õàíè÷åñêèå, ìíîãèå ðåáÿòà ñ íåòåðïåíèåì æäàëè,

êîãäà æå òàêîå íóæíîå â ïîâñåäíåâíîé æèçíè óñòðîéñò âî
… ñëîìàåòñÿ. Òîãäà ìîæíî áûëî ñíÿòü êîðïóñ ÷àñîâ è
óâèäåòü åãî ìåõàíèçì – ñèñòåìó ñâÿçàííûõ îäíà ñ äðó ãîé
øåñòåðåíîê. Îíè îòëè÷àëèñü êîëè÷åñòâîì çóáüåâ. Ïîêð ó-
òèøü îäíó øåñòåðåíêó, íå î÷åíü áûñòðî, à ñîñåäíÿÿ ñ  íåé
â îòâåò ìîæåò âðàùàòüñÿ î÷åíü äàæå áûñòðî. Âñå çàâè ñèò
îò ïåðåäàòî÷íîãî ÷èñëà – îò îòíîøåíèÿ ÷èñëà çóáöîâ íà
êàæäîé øåñòåðåíêå.

À ïîòîì, åñëè ÷àñû ïî÷èíèòü íå óäàâàëîñü, íàñòóïàë
ñëåäóþùèé ýòàï – ìåõàíèçì ðàçáèðàëñÿ íà îòäåëüíûå
÷àñòè. È âîò íà ñòîëå äåñÿòîê ìàëåíüêèõ âîë÷êîâ – î ñü è
íà íåé øåñòåðåíêà. Ìîæíî áûëî âçÿòü îñü äâóìÿ ïàëüö à-
ìè è çàêðóòèòü åå â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè. Ïîñëå ý òîò
âîë÷îê åùå äîëãî êðóòèëñÿ íà ñòîëå è íå ïàäàë. Ïî÷å ìó
íàçâàíèå òàêîå – âîë÷îê? Âîçìîæíî, ìàëåíüêèå âîë÷àò à
êðóæàòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ïûòàÿñü ïîéìàòü ñåáÿ çà
ñîáñòâåííûé õâîñò è ïàäàÿ ïîòîì â èçíåìîæåíèè îò
óñòàëîñòè.

Åñòü åùå òàêàÿ èãðóøêà – þëà. Îíà ðàñêðó÷èâàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì íàæàòèåì ðó÷êè. Îáû÷íûé âîë÷îê ñî
âðåìåíåì ïàäàåò, ïîòîìó ÷òî èç-çà òðåíèÿ ñêîðîñòü å ãî
âðàùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. À ó þëû èäåò ïîñòîÿííàÿ ýíåðã å-
òè÷åñêàÿ ïîäïèòêà, êîòîðàÿ êîìïåíñèðóåò ïîòåðè êèíå òè-
÷åñêîé ýíåðãèè.

Óäèâèòåëüíîå ýòî âñå-òàêè ÿâëåíèå: ñòîèò âîë÷îê íà
îäíîé íîæêå è íå ïàäàåò! Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ âðàùàþ-
ùèéñÿ âîë÷îê íàêëîíèòü, òî ñäåëàòü ýòî íå óäàñòñÿ. Â
îòâåò âîë÷îê ëèøü óéäåò íåìíîãî â ñòîðîíó è ïðîäîëæ èò
âðàùàòüñÿ, êàê íè â ÷åì íå áûâàëî. Ýòî åãî ñâîéñòâî
ëó÷øå ïî÷óâñòâîâàòü ñâîèìè ðóêàìè, è âîò êàê.

Êîãäà áóäåòå ìåíÿòü êàìåðó èëè ïîêðûøêó íà ñâîåì
âåëîñèïåäå, íå ñïåøèòå ñòàâèòü êîëåñî íà ìåñòî. Âîç üìèòå
îñü êîëåñà â îáå ðóêè, ðàñïîëîæèòå åå ãîðèçîíòàëüíî  è
ïîïðîñèòå òîâàðèùà ýòî êîëåñî ðàñêðóòèòü. Òàê, êîëå ñî
êðóòèòñÿ, âû îùóùàåòå åãî âåñ. À òåïåðü ïîïðîáóéòå
êîëåñî íàêëîíèòü âëåâî èëè âïðàâî, íàêëîíÿÿ îñü, èë è
ïîâåðíóòü êîëåñî âëåâî-âïðàâî. Âû ñðàçó çàìåòèòå, ÷ òî
ñäåëàòü ýòî îé êàê íåëåãêî. Ïðè ìàëåéøåé ïîïûòêå
èçìåíèòü ïîëîæåíèå îñè êîëåñà äàâëåíèå íà âàøè

ïàëüöû óâåëè÷èâàåòñÿ. Îäíàêî âû áåç îñîáûõ óñèëèé
ìîæåòå ïåðåìåùàòü êîëåñî âïåðåä-íàçàä èëè ââåðõ-âíè ç
– ïðè òàêèõ ïåðåìåùåíèÿõ îñü êîëåñà ñîõðàíÿåò ñâîå
ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå. À âîò ïðè ïîâîðîòàõ èëè
íàêëîíàõ ýòî íàïðàâëåíèå ìåíÿåòñÿ. Ýòîò ïðîñòîé îïû ò
íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò îñíîâíîå ñâîéñòâî âîë÷êà – ñîõð à-
íÿòü â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ íåèçìå í-
íûì.

Ïðîäîëæèì íàøè ýêñïåðèìåíòû ñ âîë÷êîì. Ðàñêðóòèâ
âîë÷îê íà ëèñòå êàðòîíà, åãî ìîæíî ïîäáðîñèòü ââåðõ .
Ïîêðóòèâøèñü â âîçäóõå è ñíîâà îêàçàâøèñü íà êàðòîí êå,
âîë÷îê ïðîäîëæèò ñâîå âðàùåíèå. Êàðòîíêó ìîæíî íå-
ìíîãî íàêëîíèòü – îñü âðàùåíèÿ îñòàíåòñÿ âåðòèêàëü-
íîé. Ïðàâäà, ïðè ýòîì òî÷êà îïîðû âîë÷êà ïîòèõîíüêó
íà÷íåò ñêîëüçèòü ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè âíèç. ×òîáû
ýòîãî íå ïðîèñõîäèëî, â êàðòîíêå ìîæíî ñäåëàòü íåáî ëü-
øîå óãëóáëåíèå – ëóíêó, â êîòîðóþ ïîìåùàåòñÿ îïîðà.
Òîãäà êàðòîíêó ìîæíî íàêëîíÿòü â ðàçíûå ñòîðîíû
äîâîëüíî çíà÷èòåëüíî, à îñü âîë÷êà áóäåò îñòàâàòüñÿ
âåðòèêàëüíîé.

À òåïåðü – ñàìîå èíòåðåñíîå. Âîîáðàçèì, ÷òî ìû,
íàõîäÿñü íà Ñåâåðíîì ïîëþñå Çåìëè, ðàñêðóòèëè íàø
âîë÷îê âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè è ïîìåñòèëè åãî íà
ãîðèçîíòàëüíóþ êàðòîíêó. Íà êàðòîíêå óêàçàíû íàïðàâ -
ëåíèÿ íà ñåâåð è íà þã, íà çàïàä è íà âîñòîê, è êàð òîíêó
ìîæíî ðàñïîëàãàòü ñîãëàñíî ýòèì íàïðàâëåíèÿì. Çàêðî -
åì íàø âîë÷îê, íàïðèìåð, áóìàæíûì êîëïàêîì. Ïóñòü î í
òàì âðàùàåòñÿ, îñòàâàÿñü íåâèäèìûì äëÿ íàñ. Ïî êîìï àñó
îòïðàâèìñÿ òåïåðü èç óêàçàííîé òî÷êè âäîëü ìåðèäèàí à
â ñòîðîíó ýêâàòîðà, äåðæà êàðòîíêó ñ âîë÷êîì ïåðåä
ñîáîé. Â êàæäîé òî÷êå çåìíîé ïîâåðõíîñòè âåðòèêàëü
íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñà Çåìëè; ñîîòâåòñòâåííî, â
êàæäîé òî÷êå – ñâîÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü. Òàê â îò,
êîãäà ìû áóäåì äâèãàòüñÿ âäîëü ìåðèäèàíà ñ ñåâåðà í à
þã, íàì áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî íàøà ãîðèçîíòàëüíàÿ êàð òîí-
êà ñîõðàíÿåò íåèçìåííûì ñâîå ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæå-
íèå. Íî êîãäà ìû ïðîéäåì ïîëîâèíó ïóòè äî ýêâàòîðà è
ïîïàäåì íà ïàðàëëåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ 45 ° ñåâåðíîé
øèðîòû, êàðòîíêà ïîâåðíåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îò ñâîåã î
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà óãîë â 45 °. Íî äëÿ íàñ ýòî
èçìåíåíèå ïðîéäåò àáñîëþòíî íåçàìåòíûì.

Óáåðåì òåïåðü êîëïàê, ñêðûâàâøèé íàø âîë÷îê. Êàê
âû äóìàåòå – êàêèì îêàæåòñÿ íàïðàâëåíèå îñè âðàùå-
íèÿ? Áóäåò ëè îñü ïî-ïðåæíåìó ðàñïîëàãàòüñÿ âåðòè-
êàëüíî? Íåò, òåïåðü îñü âîë÷êà âåðòèêàëüíîé íå áóäå ò.
Îíà áóäåò ñîõðàíÿòü íàïðàâëåíèå âåðòèêàëè íà Ñåâåð-
íîì ïîëþñå. À óãîë ìåæäó ýòîé ñòàðîé âåðòèêàëüþ è
íîâîé âåðòèêàëüþ â äîñòèãíóòîé íàìè òî÷êå áóäåò
ðàâåí 45 ° . Èìåííî íà òàêîé óãîë â ñåâåðíîì íàïðàâëå-
íèè áóäåò òåïåðü îòêëîíåíà îñü âîë÷êà îò âåðòèêàëè
(ðèñ.1).

Èòàê, ïðè äâèæåíèè âäîëü ìåðèäèàíà ê þãó îñü
âîë÷êà îòêëîíÿåòñÿ ê ñåâåðó. Áóäåì íàáëþäàòü çà ýòè ì
îòêëîíåíèåì. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå íàøåãî ïóòè
îòêëîíåíèå îñè îò âåðòèêàëè ñîñòàâèëî, ñêàæåì, 30 ° .
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ßñíî, ÷òî òåïåðü ìû ïîïàëè â
òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ (45 –
– 30 = 15) ïÿòíàäöàòè ãðàäóñàì
ñåâåðíîé øèðîòû. Òåì ñàìûì,
âðàùàþùèéñÿ âîë÷îê ïîêàçû-
âàåò èçìåíåíèå øèðîòû ïðè
äâèæåíèè âîë÷êà ïî ïîâåðõíî-
ñòè Çåìëè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæåò ñëóæèòü äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ øèðîòû ìåñòîíàõîæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêîé
êðàéíèé ñëó÷àé. Ìû ðàñêðóòè-
ëè âîë÷îê íà Ñåâåðíîì ïîëþñå

è îòïðàâèëèñü ñ íèì ïî ìåðèäèàíó íà Þæíûé ïîëþñ.
ßñíî, ÷òî íà Þæíîì ïîëþñå íàì äîëæíî êàçàòüñÿ, ÷òî
òåïåðü âîë÷îê êðóòèòñÿ «ââåðõ íîãàìè», à â ñåðåäèíå
ïóòè, íà ýêâàòîðå, îñü áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé. Ïðàâäà ,
çàäîëãî äî ýòîãî ìîìåíòà âîë÷îê íåèçáåæíî âûñêî÷èò èç
ñâîåãî ïîäïÿòíèêà èëè æå äèñê âîë÷êà ÷èðêíåò ïî
ïëîñêîñòè êàðòîíêè. Êàê áû îñòîðîæíî ìû íå íåñëè â
ðóêàõ âîë÷îê íà êàðòîíêå, ïåðåìåùàòü åãî ïî âñåé
ïîâåðõíîñòè Çåìëè íå óäàñòñÿ. Ñòàëî áûòü, òðåáóåòñÿ
êàêîå-òî ñïåöèàëüíîå êðåïëåíèå âîë÷êà.

È òàêîå êðåïëåíèå áûëî èçîáðåòåíî. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòåéøèé âàðèàíò. Ïóñòü îñü âîë÷êà – ýòî ïîäâèæíûé
äèàìåòð êîëüöà, êîòîðîå ðàñïîëîæåíî â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ìåðèäèàí. Ïðè ïåðåìåùåíèè
âäîëü ìåðèäèàíà ïîëîæåíèå îñè âîë÷êà îòíîñèòåëüíî
êîëüöà áóäåò ìåíÿòüñÿ. Ñîâåðøèì îáõîä âîêðóã çåìíîã î
øàðà ïî ìåðèäèàíó èç Ñåâåðíîãî ïîëþñà äî Þæíîãî è
íàçàä ïî äðóãîìó ìåðèäèàíó. Çà âðåìÿ òàêîãî ïóòåøå-
ñòâèÿ îñü âîë÷êà ñäåëàåò â êîëüöå ïîëíûé îáîðîò, ñâ îåãî
ðîäà ñàëüòî-ìîðòàëå. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ýòî êîëüöî ñäåë àåò
îäèí îáîðîò âîêðóã ñâîåãî äèàìåòðà (ò.å. îñè âîë÷êà ),
ñîõðàíÿþùåãî ïîñòîÿííîå íàïðàâëåíèå.

Òàê, õîðîøî. Íî ïî÷åìó ìû ãîâîðèì òîëüêî ïðî øèðî-
òó è ïðî äâèæåíèå âäîëü ìåðèäèàíà? Ïðè÷èíà âîò â ÷å ì.
Íàïîìíèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå çåìíîé ïîâåðõíîñòè
íîðìàëü (ò.å. âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ) è ìåðèäèàí ëåæàò  â
îäíîé ïëîñêîñòè. Ýòà ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç äàííó þ
òî÷êó è äèàìåòð Çåìëè, ñîåäèíÿþùèé äâà ïîëþñà. Ïðè
äâèæåíèè ïî ìåðèäèàíó îñü âîë÷êà òîæå ëåæèò â ýòîé
ïëîñêîñòè. À âîò äëÿ ïàðàëëåëè ýòî íå òàê. Â äàííîé
òî÷êå íà Çåìëå íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè è ïàðàëëåëü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêî ñòè.

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü òî÷êè ýêâàòîðà (ýêâàòîð è
íîðìàëü â ëþáîé åãî òî÷êå ëåæàò â ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè).

Çàïóñòèì òåïåðü âåðòèêàëüíûé âîë÷îê â òî÷êå ýêâàòîð à
è îòïðàâèìñÿ â ïóòü ñòðîãî âäîëü ýêâàòîðà. Òîãäà â
êàæäîé òî÷êå ïóòè ïî óãëó îòêëîíåíèÿ îñè âîë÷êà îò
âåðòèêàëè ìû ëåãêî îïðåäåëèì
èçìåíåíèå äîëãîòû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ íà÷àëüíîé. À äëÿ òîãî
÷òîáû îñü âîë÷êà ìîãëà ïðè
ýòîì çàíèìàòü â ïðîñòðàíñòâå
ëþáîå ïîëîæåíèå è îòêëîíÿòü-
ñÿ íå òîëüêî ê ñåâåðó-þãó, íî è
ê âîñòîêó-çàïàäó, íàøå êîëüöî
íóæíî ïîìåñòèòü âíóòðü äðóãî-
ãî êîëüöà, êîòîðîå ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íà-
ïðàâëåíèþ íà ñåâåð (ðèñ.2). Íà-
çâàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè – êàð-
äàíîâ ïîäâåñ, ïî èìåíè Äæåðîëàìî Êàðäîíî, êîòîðûé
äåòàëüíî îïèñàë ýòîò ïîäâåñ â ñâîåé ïîëó÷èâøåé øèðî -
êóþ èçâåñòíîñòü êíèãå «Õèòðîóìíîå óñòðîéñòâî âåùåé»
(1550 ã.).

Â òåõíèêå ïîäîáíîå óñòðîéñòâî íàçûâàþò ãèðîñêîïîì.
Ãèðî  îçíà÷àåò êðóæóñü, âðàùàþñü, à ñêîï  – ñìîòðþ,
íàáëþäàþ. Òåðìèí ýòîò ïðåäëîæèë Æàí Ôóêî â 1852 ãîä ó.
Ýòî åãî çíàìåíèòûé ìàÿòíèê ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçû-
âàåò âðàùåíèå Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè. Ìàÿòíèê ñîõðà -
íÿåò ïëîñêîñòü ñâîèõ êîëåáàíèé òàê æå, êàê ãèðîñêîï
ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ. È ìàÿòíèê, è
ãèðîñêîï îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ âðàùàòåëüíî-
ãî ìîìåíòà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ íå ïðîñòà, è ãîâ î-
ðèòü î íåé ïîêà ìû íå áóäåì. Ñåé÷àñ äëÿ íàñ âàæíû ë èøü
ëåãêî îñóùåñòâèìûå ýêñïåðèìåíòû ñ ãèðîñêîïîì, î êîò î-
ðûõ ðàññêàçûâàëîñü âûøå.

×òîáû âðàùåíèå ãèðîñêîïà ñî âðåìåíåì íå çàìåäëÿ-
ëîñü, åãî îñü ñîâìåùàþò ñ ðîòîðîì ýëåêòðîäâèãàòåëÿ.
Ãèðîñêîïû óñòàíàâëèâàþò íà ñàìîëåòàõ, êîðàáëÿõ, ðà-
êåòàõ, êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòàõ. Èõ èçãîòîâëåíèå îòíî-
ñèòñÿ ê òî÷íîé ìåõàíèêå. Ìàññà ãèðîñêîïà ìîæåò áûòü
âåñüìà çíà÷èòåëüíîé – äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ êèëî-
ãðàììîâ, à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ – äî òûñÿ÷è îáîðîòîâ â
ìèíóòó.

Èíòåðåñíî, à ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ìîæíî çàêðóòèòü
äåòñêèé âîë÷îê? Ñìîæåòå îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Òèêñîòðîïèÿ – ÷òî ýòî?

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè)

Òèêñîòðîïèÿ – ýòî ñâîéñòâî íåêîòîðûõ âåùåñòâ óìåíü-
øàòü ñâîþ âÿçêîñòü ïðè ìåõàíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè è ó âå-

ëè÷èâàòü åå â ñîñòî-
ÿíèè ïîêîÿ. Íà ðè-
ñóíêå ïîêàçàíî, êàê
óìåíüøàåòñÿ âÿç-
êîñòü âîäîðàñòâîðè-
ìîé êðàñêè ïðè óâå-
ëè÷åíèè ñêîðîñòè
ñäâèãà. Êîãäà ìû
âûíèìàåì êèñòü èç
áàíêè ñ êðàñêîé è

äåëàåì ýòî äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî íà êèñòè îñòàåòñ ÿ äî-
âîëüíî ìíîãî êðàñêè, òàê êàê âÿçêîñòü åå âûñîêà. Êî ñíóâ-
øèñü êèñòüþ ñ êðàñêîé ñòåíû, ìû íà÷èíàåì èíòåíñèâíî
äâèãàòü åþ èç ñòîðîíû â ñòîðîíó, óìåíüøàÿ ýòèì âÿçê îñòü
êðàñêè â ñîòíè ðàç. Â ðåçóëüòàòå êðàñêà ñòàíîâèòñÿ æèä-
êîé, ñòåêàåò ñ êèñòè è ðàñòåêàåòñÿ òîíêèì ñëîåì ïî ïîâåðõ-
íîñòè ñòåíû. Íî ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê ìû ïåðåñòàåì «äåð-
ãàòü» ýòîò ñëîé êðàñêè, âÿçêîñòü òîëüêî ÷òî íàíåñåí íîãî
ñëîÿ êðàñêè íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Åñëè áû ýòîãî ð îñòà
âÿçêîñòè íå ïðîèñõîäèëî, òî êðàñêà ñòåêàëà áû ñ åå ïîâåðõ-
íîñòè, êàê âîäà.

Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ïðîöåññó íàíåñåíèÿ íà êîæó êîñìåòè-
÷åñêîãî êðåìà.

Ê.Áîãäàíîâ
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Ìû çàâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷ åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷
âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íî ìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïð îñïåêò,
64-À, «Êâàíò» èëè ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñó: savin.con test@gmail.com (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8 »). Íå
çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è ìàòåìàòè÷åñêèõ ê ðóæêîâ.
Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àä ðåñ èëè êîíòàêòíûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîá åäèòåëè
çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé î÷íûé ò óðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
«Ìàòåìàòèêà 6–8»

Äâàäöàòûé, þáèëåéíûé, òóðíèð ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ
èìåíè À.Ï.Ñàâèíà ïðîõîäèë ñ 26 èþíÿ ïî 2 èþëÿ 2014
ãîäà â Êîñòðîìñêîé îáëàñòè íà áàçå îòäûõà «Áåðåíäåå âû
Ïîëÿíû» – ìåñòå, êîòîðîå óæå ñòàëî òðàäèöèîííûì äëÿ
ýòîãî ìåðîïðèÿòèÿ. Â òóðíèðå ïðèíÿëî ó÷àñòèå 36 êîì àíä
øêîëüíèêîâ, îêîí÷èâøèõ 6–9 êëàññû (â íåêîòîðûõ êî-
ìàíäàõ øåñòûõ êëàññîâ áûëè è ïÿòèêëàññíèêè), èç Ìîñ -
êâû, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, ×åðíîãîëîâêè è ßðîñëàâëÿ. Â
òå÷åíèå íåäåëè äåòè ðåøàëè ïðåäëîæåííûå èì çàäà÷è, à
â ñâîáîäíîå âðåìÿ èìåëè âîçìîæíîñòü èãðàòü â âîëåé-
áîë, ôóòáîë, íàñòîëüíûé òåííèñ, à òàêæå â ðàçëè÷íûå
èíòåëëåêòóàëüíûå èãðû.

Â ïåðâûé äåíü áûëà ïðîâåäåíà ñâîåîáðàçíàÿ ðàçìèíêà
– èãðà «Ìàòåìàòè÷åñêèé êâàäðàò», â êîòîðîé øêîëüíèê è
ñîðåâíîâàëèñü â ðåøåíèè çàäà÷ íà ñêîðîñòü è ìîãëè
íàëàäèòü ðàáîòó â êîìàíäå.

Íà ñëåäóþùèé äåíü ó êîìàíä 9 êëàññîâ íà÷àëñÿ êðóãî-
âîé òóðíèð ìàòáîåâ. Â îñòàëüíûõ êëàññàõ áûëà ïðîâåä åíà

êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîé êîìàíäû
6 è 8 êëàññîâ áûëî ðåøåíî ïîäåëèòü íà äâå ëèãè: ïåð âóþ
è âûñøóþ. Ïîñëå ýòîãî â ñôîðìèðîâàííûõ ëèãàõ òàêæå
íà÷àëèñü ìàòáîè. Ïðèâîäèì ïîëíûé ñïèñîê ïðèçåðîâ
òóðíèðà:

    Ëèãà Äèïëîì Êîìàíäà Ðóêîâîäèòåëü

6 ïåðâàÿ I ÍÃØ-1 (Ìîñêâà) Ê.Ã.Êâàøà
6 ïåðâàÿ II ÍÃØ-2 (Ìîñêâà) Ë.Ì.Ôåëüäìàí
6 âûñøàÿ I ÖÄÎ-6 (Ìîñêâà) È.Ñ.Êîëîìååö
6 âûñøàÿ II Ôðàêòàë-6 À.Ï.Âàëüòìàí

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)
6 âûñøàÿ II 2007-5 (Ìîñêâà) Í.Á.Âîëêîâà
6 âûñøàÿ III 2007-6 (Ìîñêâà) Î.Å. Äàí÷åíêî
6 âûñøàÿ III 1514-5 (Ìîñêâà) Ë.Î.Áû÷êîâà
7 êëàññ I 179-7À (Ìîñêâà) À.À.Ìàðà÷åâ
7 êëàññ I 179-7Á (Ìîñêâà) À.À.Ìàðà÷åâ
7 êëàññ II 1543-7À (Ìîñêâà) Î.Å.Îðåë
7 êëàññ III ßðîñëàâëü-7 È.Å.Ïðåîáðàæåíñêèé

XX Ëåòíèé òóðíèð
èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

11. Âàëåíòèí óìååò ïèñàòü òîëüêî öèôðû 1 è 9 è çíàê
«+». Îí õî÷åò çàïèñàòü ñóììó íåñêîëüêèõ ÷èñåë, ÷òîá û
çíà÷åíèå ñóììû ðàâíÿëîñü 2015. Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî ñëàãàåìûõ åìó äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ?

Ò.Âîëîñíèêîâà

12. Â ðàâíîñòîðîííåì
òðåóãîëüíèêå ABC íà
ñòîðîíàõ AB è BC âûá-
ðàíû òî÷êè E è F ñîîò-
âåòñòâåííî òàê, ÷òî BE =
= CF. Ïóñòü O – öåíòð
òðåóãîëüíèêà, à P – òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ AF è CE.
Äîêàæèòå, ÷òî OP – áèñ-
ñåêòðèñà óãëà EPA.

Â.Ðàñòîðãóåâ

13. Äàíà òàáëèöà ´2 20 . Â åå êëåòêè íóæíî ðàññòà-
âèòü ÷èñëà 1, 2, ..., 40 òàê ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî âñòðåòè-
ëîñü ðîâíî îäèí ðàç, à ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå
è â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû áûëè íå÷åòíûìè. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Í. Àãàõàíîâ

14. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê êðàñíûì
öâåòîì òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
êðàñíûìè òî÷êàìè íå ïðåâîñõîäèò 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñ å
êðàñíûå òî÷êè ìîæíî íàêðûòü øàáëîíîì â âèäå
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1.

Ï.Êîæåâíèêîâ

15. Çà çàâòðàêîì 37 ãíîìîâ ñèäåëè çà êðóãëûì
ñòîëîì. Çà îáåäîì îíè õîòÿò ñåñòü çà ýòîò æå ñòîë ò àê,
÷òîáû êîëè÷åñòâî ñèäÿùèõ ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ
ãíîìàìè ïîìåíÿëîñü. Ïîëó÷èòñÿ ëè ó íèõ ýòî ñäåëàòü?

Å.Áàêàåâ
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7 êëàññ III ÔÌË 30-7 À.Â.Ñàäîâíèêîâ
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)

8 ïåðâàÿ I Ñáîðíàÿ ËÌØ È.Ñ.Êîëîìååö
8 âûñøàÿ I 179-8 (Ìîñêâà) Ñ.À.Äîðè÷åíêî
8 âûñøàÿ III 1543-8À (Ìîñêâà) À.Â.Àíòðîïîâ
8 âûñøàÿ III 2007-8 (Ìîñêâà) Å.Ã.Ëûñåíîê
8 âûñøàÿ III ÞÌØ-8 À.À.Ñîëûíèí

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)
9 êëàññ I 1543-9 (Ìîñêâà) Ê.À.Ñêîïöîâ
9 êëàññ II ×åðíîãîëîâêà Ë.Í.Ãîëîâêî
9 êëàññ II 2007-9 (Ìîñêâà) Â.Â.Òðóøêîâ

Â îäèí èç äíåé äëÿ ó÷àñòíèêîâ áûëè îðãàíèçîâàíû
ýêñêóðñèè, íî ãëàâíûì ñîáûòèåì ýòîãî äíÿ ñòàëà
ëè÷íàÿ îëèìïèàäà. Âî âñåõ ïàðàëëåëÿõ ëó÷øèìè ñòàëè
øêîëüíèêè èç Ìîñêâû. Ãðàí-ïðè ëè÷íîé îëèìïèàäû
ïîëó÷èëè â 6 êëàññå Àëåñÿ Èâàíîâà  (5 êëàññ øêîëû
2007), â 7 êëàññå – Áîðèñ Øàïîâàë , â 8 êëàññå –
Òèìîôåé Çàéöåâ  (îáà èç øêîëû 179). Â 9 êëàññå ãðàí-
ïðè íå ïðèñóæäàëñÿ, à ïåðâîå ìåñòî ðàçäåëèëè Àíäðåé
Áàëàêèí è Íèêèòà Öîé  (îáà èç øêîëû 2007).

Îðãàíèçàòîðàìè òóðíèðà â ýòîì ãîäó âûñòóïèëè
Ôîíä ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ, à
òàêæå îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà «Áîëüøàÿ ïåðåìå-
íà». Îòáîðîì çàäà÷ è ñîñòàâëåíèåì âàðèàíòîâ çàíè-
ìàëàñü ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ â ñëåäóþùåì ñîñòàâå:
À.Ä.Áëèíêîâ, À.Â.Øàïîâàëîâ, È.Â.Ðàñêèíà, Ý.À.Àêîïÿí ,
Þ.Ñ.Êîòåëüíèêîâà, Ï.Â.×óëêîâ, Â.Â.Òðóøêîâ, Å.Â.Áàêàåâ,
Î.À.Çàñëàâñêèé, À.Â.Õà÷àòóðÿí, À.Â.Ãðèáàëêî, À.Ã.Áàí-
íèêîâà, Ì.À.Àðòåìüåâ, Â.Â.Àðóòþíîâ, À.À.Çàñëàâñêèé,
À.Ï.Çåðöàëîâ, À.À.Ãàðêàâûé. Ïðèÿòíî îòìåòèòü, ÷òî ý òîò
ñïèñîê åæåãîäíî ïîïîëíÿåòñÿ íîâûìè ëþäüìè, è òå,
êòî åùå ñîâñåì íåäàâíî ïðèåçæàëè íà òóðíèð â
êà÷åñòâå ó÷àñòíèêîâ, óæå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîïðàâíûìè
÷ëåíàìè æþðè.

Íàèáîëåå èíòåðåñíûå çàäà÷è òóðíèðà ïðèâåäåíû
íèæå.

ÇÀÄÀ×È
Àðèôìåòèêà è àëãåáðà

1. Êîëÿ íàïèñàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âñå öèôðû
êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå
öèôðû ýòîãî ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 1, òî îíî óâåëè-
÷èòñÿ, à åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå öèôðû,
îòëè÷àþùèåñÿ íà 2, òî îíî óìåíüøèòñÿ. Êàêîå íàè-
áîëüøåå ÷èñëî ìîã íàïèñàòü Êîëÿ?

Í.×åðíÿòüåâ

2. Â çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ðîâíî 2014 öèôð,
ïðè÷åì öåíòðàëüíûå ÷åòûðå öèôðû ýòî 2, 0, 1, 4
(èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Ìîæåò ëè ýòî ÷èñëî áûòü
òî÷íûì êâàäðàòîì?

À.Øàïîâàëîâ

3. Â îäèíî÷íûõ êàìåðàõ ñèäÿò 4 äðóãà-ìàòåìàòèêà.
Êàæäîìó èç íèõ ñîîáùèëè, ÷òî èõ íîìåðà â ñïèñêå
ðàçëè÷íû, äâóçíà÷íû è îäèí èç ýòèõ íîìåðîâ ðàâåí
ñóììå òðåõ äðóãèõ. Íî, äàæå óçíàâ íîìåðà òðîèõ
äðóãèõ, íèêòî èç íèõ íå ñìîã âû÷èñëèòü ñâîé íîìåð.
Òàê êàêèå æå ó íèõ áûëè íîìåðà?

À.Øàïîâàëîâ

4. Âîêðóã ñòîëà ñ ìåòðîâûìè ïðîìåæóòêàìè ñòîÿò p
áëþäåö ( p – ïðîñòîå), íà êàæäîì ëåæèò ïî îäíîìó
ïå÷åíüþ. Êàðëñîí ïðîõîäèò âîêðóã ñòîëà k ìåòðîâ,
îñòàíàâëèâàåòñÿ è áåðåò ïå÷åíüå ñ áëþäöà. Çàòåì
Ìàëûø, ñòàðòîâàâ èç òîãî æå ìåñòà, ïðîõîäèò âîêðóã
ñòîëà m ìåòðîâ, îñòàíàâëèâàåòñÿ è áåðåò òàì ïå÷åíüå ñ
áëþäöà. Ïîòîì Êàðëñîí îò ìåñòà ñâîåé îñòàíîâêè èäåò
k ìåòðîâ è áåðåò ïå÷åíüå ñ áëþäöà (åñëè îíî òàì åùå
îñòàëîñü) è ò.ä. Âñå ïåðåõîäû îíè äåëàþò â îäíîì
íàïðàâëåíèè. Êîìó èç íèõ äîñòàíåòñÿ áîëüøå ïå÷åíüÿ
è íà ñêîëüêî, åñëè k è m – íàòóðàëüíû, ðàçëè÷íû è îáà
ìåíüøå p?

Ì.Øàïîâàëîâ

5. Ñàøà íàïèñàë ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íî âû÷èñëÿåò ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ
2014, óáèðàÿ ïðè ýòîì â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðîèçâîëü-
íî îäíó öèôðó â äåñÿòè÷íîé çàïèñè (ðàçðåøàåòñÿ
óáèðàòü è ïåðâóþ öèôðó, äàæå åñëè ïîñëå íåå ñòîèò
íîëü). Ïðîãðàììà äîëæíà çàêîí÷èòü ðàáîòó, êàê òîëü-
êî ïîëó÷åííàÿ íà î÷åðåäíîì øàãå ñóììà áóäåò íàöåëî
äåëèòüñÿ íà 3. Ìîæåò ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðîãðàìì à
áóäåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî?

À.Ãðèáàëêî

6. Ïåòÿ íàïèñàë íà äîñêå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ïîòîì
ñòåð ïîñëåäíþþ öèôðó è íàïèñàë åå ÷óòü âûøå, â
ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåçóëüòàò äåëèòñ ÿ
íà ïåðâîå íàïèñàííîå ÷èñëî. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ìîã ïåðâîíà÷àëüíî íàïèñàòü íà äîñêå Ïåòÿ?

À.Øàïîâàëîâ
Ãåîìåòðèÿ

7. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Èçâåñòíî, ÷òî AB = BC = CD
è 120AODÐ = ° . Äîêàæèòå, ÷òî AO = DO .

Å.Áàêàåâ

8. Íà ñòîðîíàõ BC è CD  êâàäðàòà ABCD  îòìå÷åíû
òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäè-
êóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷êè A íà EF, èç òî÷êè B íà AE
è èç òî÷êè D  íà AF, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

À.Ãàðêàâûé

9. Íà ñòîðîíàõ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîñòðî-
åíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè âî âíóòðåííþþ ñòîðî-
íó. Îêàçàëîñü, ÷òî òðåóãîëüíèêè, ïîñòðîåííûå íà
îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, èìåþò îáùóþ
âåðøèíó. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè, ïîñòðîåííûå
íà äðóãîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, èìåþò îá-
ùèé öåíòð.

Å.Áàêàåâ

10. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñà-
åòñÿ ñòîðîí AB, BC, CA â òî÷êàõ 1C , 1A , 1B  ñîîòâåò-
ñòâåííî, BH  – âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ 1 1AC B  è 1 1CA B , à òàêæå
òî÷êè H  è 1B  ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ä.Øâåöîâ

11. Íà äîñêå íàðèñîâàíû òðè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç îäíó òî÷êó è îáðàçóþùèå ïîïàðíî óãëû â 60°, à

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)



Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» ýòîãî íîìåðà ïîñâÿùåí...
êàëåéäîñêîïó!

Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêèõ ñëîâ kaloV  –
êðàñèâûé, eidoV – âèä, skopew  – ñìîòðþ, íàáëþ-
äàþ. Ýòîò îïòè÷åñêèé ïðèáîð-èãðóøêà áûë ïðèäó-
ìàí â íà÷àëå XIX âåêà è áûñòðî ñòàë ëþáèìîé
çàáàâîé âî ìíîãèõ ñòðàíàõ, âêëþ÷àÿ Ðîññèþ.

Âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé òóáû êàëåéäîñêîïà ðàñïî-
ëîæåíû òðè äëèííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ çåðêàëà, îáðà-
çóþùèõ çåðêàëüíóþ ïðèçìó. Çà òðåóãîëüíèêîì â
îñíîâàíèè ïðèçìû ðàñïîëîæåíà «çàñûïêà». Ïðè
âðàùåíèè êàëåéäîñêîïà îíà ïåðåñûïàåòñÿ, ñîñòàâ-
ëÿÿ ñëó÷àéíóþ êàðòèíêó. Îáðàçîâàâøàÿñÿ â òðåó-
ãîëüíèêå êàðòèíêà îòðàæàåòñÿ â çåðêàëàõ è çàïîëíÿ-
åò âñå ïîëå çðåíèÿ êðàñèâûì óçîðîì.

Â îáû÷íûõ êàëåéäîñêîïàõ èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêî-
âûå çåðêàëà, à çíà÷èò, òðåóãîëüíèê â îñíîâàíèè
ïðèçìû ðàâíîñòîðîííèé.

Îòðàçèì òðåóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà ïëîñêî-
ñòè, îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí, çàòåì íîâûå òðåóãîëü-
íèêè îòðàçèì îòíîñèòåëüíî ïîëó÷èâøèõñÿ ñòîðîí è
ò. ä. (êàæäîå îòðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ïåðåâîðà÷èâà-
íèþ òðåóãîëüíèêà). Ïîñòåïåííî ïîëó÷èòñÿ èçîáðà-
æåíèå, êîòîðîå è íàáëþäàåòñÿ â êàëåéäîñêîïå.

Êàëåéäîñêîï
â êàëåéäîñêîïå



Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîëó-
÷àþùàÿñÿ êàðòèíêà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðåêëà-
äûâàíèé. À ìîæåò ëè áûòü êàðòèíêà «êðàñèâîé» è íå
çàâèñåòü îò ïîðÿäêà îòðàæåíèé ïðè äðóãèõ óãëàõ
òðåóãîëüíèêà? Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ýòîãî óãëû òðåóãîëü-
íèêà äîëæíû áûòü ðàâíû 180 °/ k, 180°/ m, 180°/ n ïðè
íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ k, m, n. Êðîìå ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà åñòü òîëüêî äâà ïîäõîäÿùèõ: ñ
óãëàìè 90 °, 45°, 45° è 90 °, 30°, 60°.

Íî ïî÷åìó äëÿ êàëåéäîñêîïà íå ïîäõîäèò, íàïðè-
ìåð, òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 120 °, 30°, 30°? Âåäü
ïðîöåäóðà ñ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ïðè-
âîäèò ê çàìîùåíèþ ïëîñêîñòè. Ïðèâåäåííûé ðèñó-
íîê ïîìîæåò âàì ðàçîáðàòüñÿ, â ÷åì ïðîáëåìà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà åãî âñåâîçìîæ-
íûå îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí áóäóò íàêëàäû-
âàòüñÿ äðóã íà äðóãà. Â òàêîì êàëåéäîñêîïå áóäóò
âèäíû ëèøü ïåðåìåøàííûå íåðåãóëÿðíûå «îáëîì-
êè» èçíà÷àëüíîãî òðåóãîëüíèêà, è î êðàñîòå ãîâî-
ðèòü íå ïðèõîäèòñÿ.

Êðîìå óêàçàííûõ òðåõ òèïîâ òðåóãîëüíûõ çåðêàëü-
íûõ ïðèçì êàëåéäîñêîï ìîæíî ñäåëàòü â âèäå çåð-
êàëüíîé ïðèçìû íà ïðÿìîóãîëüíèêå.

Çàèíòåðåñîâàâøèìñÿ ìàòåìàòèêîé êàëåéäîñêîïà
ðåêîìåíäóåì ñòàòüþ Ý.Á.Âèíáåðãà «Êàëåéäîñêîïû è
ãðóïïû îòðàæåíèé» (Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå,
ñåð. 3, 2003, âûï. 7, ñ. 45–63, http://www.mccme.ru /
free-books/matpros.html).

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Í.Àíäðååâ
ïî ìîòèâàì ôèëüìà «Êàëåéäîñêîï»

ïðîåêòà «Ìàòåìàòè÷åñêèå ýòþäû»
(http://etudes.ru)
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òàêæå 2014 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïåòÿ âûïèñàë íà äîñêå
âñå ðàññòîÿíèÿ îò ýòèõ òî÷åê äî ïðÿìûõ. Ìîãëè ëè
÷èñëà íà äîñêå îáðàçîâûâàòü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

À.Ãðèáàëêî

12. Èç 6 ïàëî÷åê ðàçíîé äëèíû ñëîæèëè äâà òðåó-
ãîëüíèêà îäèíàêîâîãî ïåðèìåòðà. Äëèíû ïàëî÷åê îò-
ëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â 7 ðàç. Âñåãäà ëè èç íèõ ìîæ íî
ñëîæèòü äâà òðåóãîëüíèêà ðàçíîãî ïåðèìåòðà?

À.Øàïîâàëîâ

Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è

13. Â ïåùåðå ëåæàëè â ðÿä 100 ìåøêîâ ìàññàìè
1 êã è 2 êã. Â íåêîòîðûõ ìåøêàõ ðàçáîéíèêè õðàíè-
ëè çîëîòî, â îñòàëüíûõ – ñåðåáðî. Ðÿäîì ñ êàæäûì
äâóõêèëîãðàììîâûì ìåøêîì ëåæàëè äâà ìåøêà ñ
ñåðåáðîì, à ðÿäîì ñ êàæäûì êèëîãðàììîâûì – õîòÿ
áû îäèí ìåøîê ñ ñåðåáðîì. Àëè-Áàáà óíåñ èç ïåùåðû
âñå çîëîòî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çîëîòà åìó
ìîãëî äîñòàòüñÿ?

À.Øàïîâàëîâ

14. Àëèñà è Áàçèëèî äåëÿò äîáûòóþ êó÷ó èç 100
êîøåëüêîâ, â êîòîðûõ ëåæàò 1, 2, …, 100 çîëîòûõ
ñîîòâåòñòâåííî. Õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Àëèñà. Ç à
îäèí õîä ìîæíî âûíóòü èç êó÷è ëþáîé êîøåëåê è ëèáî
âçÿòü åãî ñåáå, ëèáî îòäàòü íàïàðíèêó. Êàê òîëüêî ó
êîãî-òî íàáåðåòñÿ 50 êîøåëüêîâ, äðóãîé çàáèðàåò èç
êó÷è âñå îñòàëüíûå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
çîëîòûõ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå Àëèñà, êàê áû íè
äåéñòâîâàë Áàçèëèî?

À.Øàïîâàëîâ

15. Ïåòÿ îòìåòèë íà îêðóæíîñòè 20 êðàñíûõ è 20
ñèíèõ òî÷åê. Çàòåì Âàñÿ ïðîâîäèò õîðäû òàê, ÷òîáû
êîíöû êàæäîé õîðäû áûëè îäíîãî öâåòà è ÷òîáû
ýòè õîðäû íå ïåðåñåêàëèñü (äàæå â âåðøèíàõ).
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî õîðä Âàñÿ ãàðàíòèðî-
âàííî ñìîæåò ïðîâåñòè, êàê áû íè îòìåòèë òî÷êè
Ïåòÿ?

Å.Áàêàåâ

16. Åñòü 3n  åäèíè÷íûõ êóáèêîâ. Ïåòÿ ðàñêðàøèâàåò
èõ â äâà öâåòà (âîçìîæíî, ïî-ðàçíîìó), ïðè÷åì êàæ-
äóþ ãðàíü – â îäèí öâåò. Âàñÿ ïîáåäèò, åñëè ñìîæåò
ñëîæèòü èç âñåõ êóáèêîâ êóá ñî ñòîðîíîé n, ó êîòîðîãî
êàæäàÿ ãðàíü îäíîöâåòíà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n
Ïåòÿ íå ñìîæåò åìó ïîìåøàòü?

À.Øàïîâàëîâ

17. Â êàæäóþ èç n îäèíàêîâûõ ïðîáèðîê íàëèòî íå
áîëåå ïîëîâèíû ïðîáèðêè ðàñòâîðà ðàçíîé êîíöåíòðà-
öèè. Õèìèê çíàåò, ãäå ÷òî, è ìîæåò ïåðåëèòü èç îäíî é
ïðîáèðêè â äðóãóþ ëþáîå íóæíîå åìó êîëè÷åñòâî
ðàñòâîðà (ëèøü áû ïðîáèðêà íå ïåðåïîëíèëàñü). Çà
êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåëèâàíèé îí ãàðàíòèðî-
âàííî ìîæåò äîáèòüñÿ, ÷òîáû ðàñòâîð â êàæäîé ïðîáèð -
êå áûë îäèíàêîâîé êîíöåíòðàöèè (ïðè ýòîì íåêîòîðûå
ïðîáèðêè, âîçìîæíî, îïóñòåþò)?

À.Øàïîâàëîâ

18. Â êîðîëåâñòâå Êðèâûõ Âåñîâ çàïðåùåíû ÷àøå÷-
íûå âåñû, ïîêàçûâàþùèå ðàâíîâåñèå ïðè ðàâåíñòâå
ìàññ ãðóçîâ íà ÷àøàõ. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî a > 1
ðàçðåøåíû íåðàâíîïëå÷èå âåñû, ïîêàçûâàþùèå ðàâíî-
âåñèå, åñëè âåñ ãðóçà íà ëåâîé ÷àøå â a ðàç áîëüøå âåñà
íà ïðàâîé. Èìåÿ âñåãî îäíè âåñû, Òîëÿ çà äâà âçâåøè -
âàíèÿ ìîæåò èç 8 ìîíåò âûÿâèòü îäíó ôàëüøèâóþ
(áîëåå ëåãêóþ). ×åìó ðàâíî a ó Òîëèíûõ âåñîâ? (Âñå
íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî.)

À.Øàïîâàëîâ

19. Øåñòü êîìàíä â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå íàáðàëè
10, 7, 6, 6, 3 è 3 î÷êà. Ñêîëüêî î÷êîâ (íå îáÿçàòåë üíî
öåëîå ÷èñëî) íà÷èñëÿëîñü çà ïîáåäó, åñëè çà íè÷üþ
äàâàëè 1 î÷êî, à çà ïîðàæåíèå 0?

À.Øàïîâàëîâ

20. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 14 èãðîêîâ. Â
êàæäîì òóðå îíè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, íî äâà øàõìàòèñòà, èãðàâøèå äðóã ñ äðóãîì
ðàíüøå, âòîðîé ðàç èãðàòü íå ìîãóò. Òóðíèð çàêàí÷è-
âàåòñÿ, êîãäà òàêîå ðàçáèåíèå ïðîèçâåñòè íåâîçìîæíî .
Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òóðîâ.

À.Áëèíêîâ

21. Êëåò÷àòàÿ ïîëîñêà 1 n´  ðàçáèòà íà åäèíè÷íûå
êëåòêè. Ìîæíî ëè ñòîðîíû êëåòîê ðàñêðàñèòü â òðè
öâåòà òàê, ÷òîáû ïðè âûêèäûâàíèè îòðåçêîâ ëþáîãî èç
öâåòîâ ïî îñòàâøèìñÿ îòðåçêàì ìîæíî áûëî ïðîéòè èç
êàæäîé âåðøèíû â ëþáóþ äðóãóþ?

À.Øàïîâàëîâ

22. Àíäðåé çàêðàñèë íåêîòîðûå êëåòêè êâàäðàòà
100 100´ . Äàëåå åìó ðàçðåøàåòñÿ çàêðàøèâàòü êëåòêè
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â êâàäðàòå 2 2´  çàêðà-
øåíû òðè êëåòêè, òî îí çàêðàøèâàåò ÷åòâåðòóþ. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê Àíäðåé äîëæåí çàêðà-
ñèòü èçíà÷àëüíî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì îí ñóìåë çàêðà-
ñèòü âåñü êâàäðàò?

À.Ãàðêàâûé

23. Êâàäðàòíàÿ òàáëèöà 5 5´  çàïîëíåíà ÷èñëàìè.
Ïåòÿ ïåðåñòàâèë åå ñòîëáöû òàê, ÷òî íèêàêîé ñòîëáåö
íå îñòàëñÿ íà ìåñòå. Â ïîëó÷èâøåéñÿ òàáëèöå Âàñÿ
ïåðåñòàâèë ñòðîêè òàê, ÷òî íèêàêàÿ ñòðîêà íå îñòàëà ñü
íà ìåñòå. Â èòîãå ïîëó÷èëàñü èñõîäíàÿ òàáëèöà. Êàêî -
âî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
â íåé?

Á.Ôðåíêèí

24. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 100 100´  ñòîèò íåâèäèìàÿ
ëàäüÿ. Çà îäèí âîïðîñ ìîæíî óêàçàòü ëþáîé íàáîð
êëåòîê è óçíàòü, ñêîëüêî èç íèõ ïîáèòû ëàäüåé. Ñêîë ü-
êî òàêèõ âîïðîñîâ íóæíî, ÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü
ïîëîæåíèå ëàäüè? (Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëàäüÿ áüåò ïîëå, í à
êîòîðîì ñòîèò.)

À.Øàïîâàëîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ë.Ìåäíèêîâ, À.Ãðèáàëêî

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 30)



Êàê âîçäóõ
ñîïðîòèâëÿåòñÿ
äâèæåíèþ òåëà

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ïðîáëåìà àâèàöèè è ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà …
çàêëþ÷àåò â ñåáå åùå ìíîãî íåèçâåäàííîãî, è
ñ÷àñòëèâà òà ñòðàíà, êîòîðàÿ èìååò ñðåäñòâà äëÿ
èçó÷åíèÿ ýòîãî íåèçâåäàííîãî.

Í.Å.Æóêîâñêèé

ÝÒÓ  ÌÛÑËÜ  ÎÒÅÖ  ÐÓÑÑÊÎÉ  ÀÂÈÀÖÈÈ  ÑÔÎÐÌÓËÈÐÎ-
âàë åùå â ïðîøëîì òûñÿ÷åëåòèè. Ñ òåõ ïîð, êîíå÷íî,

çíàíèÿ î ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óãëóáèëèñü.  Âî
âñåì ìèðå áûëè ïîñòðîåíû òûñÿ÷è àýðîãàçîãèäðîäèíàìè ÷åñ-
êèõ óñòàíîâîê, â êîòîðûõ òåëà ðàçëè÷íîé ôîðìû îáòåê àëèñü
ðàçëè÷íûìè ãàçàìè è æèäêîñòÿìè (âîçäóõîì, âîäîðîäîì ,
íåôòüþ …) â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé äàâëåíèÿ, òå ìïå-
ðàòóðû, ïëîòíîñòè, âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè è ò.ï . È
áûëè íàïèñàíû òûñÿ÷è äèññåðòàöèé è êíèã ïî ýìïèðè÷å ñêî-
ìó èññëåäîâàíèþ «ïðîáëåìû ñîïðîòèâëåíèÿ».

Ìû æå ïîïðîáóåì ñäåëàòü íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå îöåí êè
õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè ýòîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ñàìûõ âàæ-
íûõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ – ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ v,
ïëîòíîñòè r  îáòåêàþùåãî ïîòîêà, õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà R
îáòåêàåìîãî òåëà. Ïî÷åìó èìåííî îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ?  Íó,
õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî äëÿ ïîêîÿùåãîñÿ òåëà ( v = 0) ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ, î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ. Êðîìå òîãî, ñó ùå-
ñòâóåò ñêîðîñòü çâóêà çâv , òåñíî ñâÿçàííàÿ ñî ñêîðîñòüþ
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë (ñ êîòîðîé îíè îáìåíèâàþ òñÿ
äðóã ñ äðóãîì èìïóëüñàìè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ); çíà÷èò , ÷òî-
òî äîëæíî èçìåíèòüñÿ, êîãäà ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ ñòàí îâèòñÿ
áëèçêîé ê çâóêîâîé ( çâv v: ). Äà è ñ ïëîòíîñòüþ âñå ÿñíî –
âåäü ïðè òîé æå ñêîðîñòè ñîïðîòèâëåíèå âîäû áóäåò ã îðàçäî
âûøå, ÷åì ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà. È ñîâñåì óæ ïîíÿòí î, ÷òî
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ áîëüøîìó òåëó áóäåò áîëüøå, ÷åì ìà-
ëîìó.

Èòàê

( ), ,F f v R= r .

Âûäåëèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé íà îñè çíà÷å íèé
ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ v è ïðîéäåìñÿ ïî ïîðÿäêó íîìåðîâ ýòèõ
îáëàñòåé â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ v (ðèñ.1).

Ïîíÿòíî, ÷òî íà ïîêîÿùååñÿ òåëî ( v = 0) ñî ñòîðîíû
îêðóæàþùåé ñðåäû ìîæåò äåéñòâîâàòü òîëüêî ñèëà Àðõè ìå-
äà (ñèëà ïëàâó÷åñòè). Íî êàêîâû ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæóùåìóñÿ òåëó?

Òóò ìîæíî ïðèâåñòè ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñîîáðàæåíèÿ.  Âî-
ïåðâûõ, ïîâåðõíîñòü äâèæóùåãîñÿ òåëà óâëåêàåò áëèæà é-
øèé ñëîé ñðåäû âäîëü êàñàòåëüíîé, ýòîò ñëîé «òàùèò»  çà
ñîáîé ñëåäóþùèé è òàê äàëåå – âîçíèêàåò òàê íàçûâàå ìîå
ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ, ñâÿçàííîå ñ òàêîé õàðàêòåðèñò èêîé
ñðåäû, êàê âÿçêîñòü. Âî-âòîðûõ, ïðè äâèæåíèè òåëà ï îÿâëÿ-
åòñÿ íåêàÿ àñèììåòðèÿ – äàâëåíèÿ «ñïåðåäè» è «ñçàäè »
ñòàíîâÿòñÿ íåîäèíàêîâûìè, è âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìî å
ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå.

Ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ ñóùåñòâåííî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé
ñêîðîñòè («ïîëçóùåå» äâèæåíèå òåëà), ìàëûõ ðàçìåðîâ  òåëà

è áîëüøîé âÿçêîñòè îêðóæàþùåé ñðåäû. Òàêîå äâèæåíèå
ëåãêî íàáëþäàòü, íàïðèìåð, óðîíèâ äðîáèíêó â ñîñóä ñ
ãëèöåðèíîì èëè (÷òî áëèæå ê òåìå ñòàòüè) ñëåäÿ çà î ñåäàíè-
åì ìåëü÷àéøèõ ïûëèíîê â ñîëíå÷íîì ëó÷å, ïðîíèêøåì â
êîìíàòó. Â ãèäðîäèíàìèêå äîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêîì (ë àìè-
íàðíîì) îáòåêàíèè ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüí à
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ñðåäû (ñì. ðèñ. 1,
îáëàñòü I):

F v: .

Äëÿ ñëó÷àÿ øàðà òàêóþ çàâèñèìîñòü ïîëó÷èë Äæîðäæ Ñò îêñ
(1819–1903) è èñïîëüçîâàë Ðîáåðò Ìèëëèêåí (1868–195 3)
ïðè èçìåðåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ìèêðîêàïåëü ìàñ ëà,
îñåäàþùèõ â âîçäóõå. Êñòàòè, Àðõèìåä (îêîëî 287–212  äî
í.ý.) òîæå ñ÷èòàë, ÷òî ñêîðîñòü è ñèëà òÿãè ïîâîçêè  ëèíåéíî
ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

Îáëàñòü II (ñì. ðèñ.1) íàèáîëåå ïðèâû÷íà äëÿ ïîïóëÿ ðíîé
ëèòåðàòóðû – ýòî îáëàñòü äîçâóêîâîé àâèàöèè, ãäå ðà çìåðû
òåë íàìíîãî áîëüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë
âîçäóõà, òàê ÷òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ñïëîøíîé ñðåäîé.  Â ýòîé
îáëàñòè ñîïðîòèâëåíèå òåë ñîâñåì ëåãêî îöåíèâàåòñÿ èç
ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè:

2 2F v Rr: ,

[ ]
2

2 2 2
3 2 2

êã ì êã ì
ì Í

ì ñ c
v R F

×é ùr = × × = = =ë û .

À ìîæíî ñêàçàòü è òàêèå ðàçóìíûå ñëîâà: ïîòîê ìàññû  ÷åðåç
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáòåêàåìîãî òåëà S^  ðàâåí vS^r ; íî
êàæäàÿ åäèíèöà ìàññû íåñåò óäåëüíûé èìïóëüñ, ðàâíûé  åå
ñêîðîñòè v; ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïîòîê èìïóëüñà, ò.å.
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, åñòü 2v S^r , ãäå 2S R^ : . Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñò è îò
òåëà íàëåòàþùàÿ ìàññà ñðåäû òîðìîçèòñÿ äî íóëÿ. Âåð îÿòíî,
òàê è ðàññóæäàë Èñààê Íüþòîí (1643–1727), êîòîðûé ï îëó-
÷èë àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü ëåò òðèñòà òîìó íàçàä, êîãäà
åùå íå áûëî àâèàöèè.

Ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ (îáëàñòü III íà ðèñóíêå 1) ìû
ïðèáëèæàåìñÿ ê ñêîðîñòè çâóêà, âîçäóõ ñòàíîâèòñÿ ñæ èìà-
åìûì, òàê ÷òî åãî ïëîòíîñòü r  ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðî-
ñòè. Â ðåçóëüòàòå èìååì

3F v: .

Ýòó çàâèñèìîñòü ïåðâûìè ïîäìåòèëè àðòèëëåðèñòû åùå
ñîòíþ ëåò íàçàä, êîãäà ñàìîëåòû ëåòàëè ñî ñêîðîñòüþ
ìîòîöèêëà èëè äàæå ïòèöû.

Ðèñ. 1
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Íàêîíåö, îáëàñòü IV íà ðèñóíêå 1 ñîîòâåòñòâóåò ãèïå ðçâó-
êîâûì ñêîðîñòÿì, äîñòèæèìûì äëÿ ðàêåò è àýðîêîñìè÷å ñêèõ
ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Íî êàê íè óäèâèòåëüíî, ïîëó÷ àåòñÿ,
÷òî è â ýòîé îáëàñòè ñêàçàë ñâîå ñëîâî Íüþòîí. Ïðåä ïîëî-
æèì, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ â ñðåäå ïîêîÿùèõñÿ ìîëåêóë. Òîãäà
êàæäàÿ èç íèõ (â ïðîñòåéøåì ïðåäïîëîæåíèè óïðóãîãî
óäàðà) ïåðåäàñò òåëó èìïóëüñ mv, à ïîñêîëüêó èõ ïîòîê
ïðîïîðöèîíàëåí 2nv Rp , òî ñóììàðíûé ïîòîê èìïóëüñà

áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí 2 2 2mvnvR v R= r  (âåäü mn = r ). Ýòè
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ïðè îáñóæäå -
íèè îáëàñòè II; îòëè÷èå â òîì, ÷òî òåïåðü óêàçàíà í åêîòîðàÿ
ñòðóêòóðà ãàçà (ñîñòîÿùåãî èç ìîëåêóë). Íî, êîíå÷íî , ìîëå-
êóëû íå ñîáèðàþòñÿ «ïîêîèòüñÿ» (äà è Íüþòîí íè÷åãî íå
çíàë î ìîëåêóëàõ) – ïðîñòî ñêîðîñòü òåëà îòíîñèòåëü íî
âîçäóõà ñòîëü âåëèêà, ÷òî ïîïåðå÷íûì «òåïëîâûì» îòê ëîíå-

íèåì ìîëåêóë îò ïðÿìûõ ëèíèé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êñòà òè,
òàêîé ïîòîê àíàëîãè÷åí äâèæåíèþ íà øîññå àâòîìîáèëå é,
îáãîíÿþùèõ äðóã äðóãà (èõ ïîïåðå÷íàÿ «òåïëîâàÿ» ñêî ðîñòü
ìíîãî ìåíüøå ïðîäîëüíîé). Â ôèçèêå âñþäó ïîëåçíî èñ êàòü
àíàëîãèè.

À îáëàñòè IV ïðåäøåñòâóåò îáëàñòü III ¢ – îáëàñòü ñâåðõ-
çâóêîâîé àâèàöèè. Ñàìîëåòû ñî ñòðåëîâèäíûìè êðûëüÿì è
èìåþò ñîïðîòèâëåíèå F v:  – êàê äðîáèíêè â îáëàñòè I.

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè òàê
íàçûâàåìîãî êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ (áåçðàçìåðíà ÿ
âåëè÷èíà)

2

2

F
C

v
S^

=

r
,

ãäå S^ , êàê è âûøå, – ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ âåêòîðó ñêîðîñòè. Èìåííî ýòîò êîýôôèöèåíò èñ ñëå-
äóþò ýêñïåðèìåíòàëüíî â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ «ðà çâè-
òûõ ñòðàí» â çàâèñèìîñòè îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ (âÿçê îñòè,
ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû ãàçà, ôîðìû òåëà…). Â îòëè÷è å îò
ñàìîëåòà øàð – äîâîëüíî òóïîå òåëî, îí èìååò çàìåòí î
áîëüøóþ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ. Äëÿ íåãî â îáëàñòè III ¢
ãðàôèê èçîáðàæåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Êîíå÷íî, âñÿ êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü F (èëè Ñ)
îò ñêîðîñòè v, íå ñîäåðæèò ðåçêèõ èçëîìîâ è ðàçðûâîâ – îíà
íåïðåðûâíàÿ è ãëàäêàÿ. Íî êàê áûë ïðàâ Íèêîëàé Åãîð îâè÷
Æóêîâñêèé (1847–1921), ñ÷èòàÿ ïðîáëåìó ñîïðîòèâëåíè ÿ
âîçäóõà âåñüìà íåïðîñòîé, à ñòðàíó, â êîòîðîé èçó÷à þò ýòó
ïðîáëåìó, – ñ÷àñòëèâîé.

Îäíàêî òî÷íåå îáî âñåì ýòîì Âû, íàø äîðîãîé ×èòàòåë ü,
ìîæåòå óçíàòü íà ôàêóëüòåòå àýðîìåõàíèêè è ëåòàòåëü íîé
òåõíèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà ( ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà).

Ðèñ. 2

Ðàäóæíîå
ðàññåÿíèå

Â.ÑÛÙÅÍÊÎ

Ì ÅÑÒÎ ÏÐÎÔÅÑÑÎÐÀ ÄÅÐÌÞÐÐÅß ÇÀ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÒÅËÜ-
ñêèì ñòîëîì ïóñòîâàëî, â òî âðåìÿ êàê æåëóäêè ó÷åíè -

êîâ êîëëåäæà Ýéíøòåéíà 1  íàïîëíÿëèñü çàâòðàêîì, à èõ
ñåðäöà – ïðåäâêóøåíèåì èíòåðåñíîé ëåêöèè. Íó íå ëþá èëè
îíè æåë÷íîãî Äåðìþððåÿ, íî ôèçèêà-òî â ýòîì íå âèíî âàòà!
Îäíàêî îñòàâàëñÿ âîïðîñ: çàìåíà ïðåïîäàâàòåëÿ èëè ç àìåíà
ïðåäìåòà?

Èíòðèãà ðàçðåøèëàñü, êîãäà â àóäèòîðèþ âîøåë ïðîôåñ -
ñîð Âàí-Òåëëåð.

– Çäðàâñòâóéòå! Â÷åðà âûøåë íîâûé íîìåð Astrophysic al
Journal, è ó êîëëåãè Äåðìþððåÿ ñëó÷èëîñü íåñâàðåíèå
æåëóäêà. Ïîýòîìó ñåãîäíÿ âû â ìîåì ðàñïîðÿæåíèè, –
ïðîôåññîð óëûáíóëñÿ ñâîåé ôèðìåííîé óëûáêîé è ïîòåð
ëàäîíè. – Íàñêîëüêî ÿ ïîíÿë, âû çàáðàëèñü â àòîìíóþ  è
ÿäåðíóþ ôèçèêó, èçó÷àåòå ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà ðàçëè÷ íûõ
ìèøåíÿõ, îïûò Ðåçåðôîðäà è âñå òàêîå?

Õîð ãîëîñîâ âïîëíå ìîæíî áûëî ðàñöåíèòü êàê óòâåðäè -
òåëüíûé îòâåò.

– Íó ÷òî æ, â òàêîì ñëó÷àå ñåãîäíÿ ìû ñ âàìè… –
ïðîôåññîð ñíÿë î÷êè è ïðèíÿëñÿ ïðîòèðàòü ñòåêëà, – …
ñäåëàåì øàã íàçàä è… – ïðîôåññîð ïîñìîòðåë ñêâîçü î ÷êè íà
ñâåò è, âèäèìî, îñòàëñÿ äîâîëåí ðåçóëüòàòîì, – … ïî ãîâîðèì
îá îïòèêå! – Øèðîêèé âçìàõ ðóêè ñ î÷êàìè ïîä÷åðêíóë
óäàðåíèå íà ïîñëåäíåì ñëîâå. – Øàã â ñòîðîíó è îáîá ùåíèå,
êàê ãîâîðèë îäèí êëàññèê. È åñëè âû äóìàåòå, ÷òî èç ó÷èëè
îïòèêó âäîëü è ïîïåðåê, òî ê êîíöó íàøåé ñåãîäíÿøíå é
âñòðå÷è âû ïîéìåòå, êàê ãëóáîêî çàáëóæäàëèñü!

– Íó êîíå÷íî, òðåòüå èçìåðåíèå: âäîëü, ïîïåðåê, à ò åïåðü
åùå è â ãëóáèíó… – ïðîøåïòàë Äæåððè íà óõî Íèêêè.
Íèêêè òèõîíüêî õèõèêíóëà, à øêîëüíûé êîìïüþòåð íå
çàìåäëèë âûâåñòè ðåïëèêó íà êëàññíóþ äîñêó çà ñïèíî é
ïðîôåññîðà.

– Âû, ïîõîæå, ïðèâûêëè, ÷òî êîãäà ÿ ïðèõîæó íà çàìå íó,
òî ñòàðàþñü îáõîäèòüñÿ áåç ìàòåìàòèêè? – ïðîäîëæàë òåì
âðåìåíåì ïðîôåññîð. Êëàññ îäîáðèòåëüíî çàãóäåë. – Î äíàêî
ñåãîäíÿ íàì ñîâñåì áåç ôîðìóë íå îáîéòèñü. Êàê æå í àì
ïîñòóïèòü, ÷òîáû íå íàðóøèòü òðàäèöèþ? – ïðîôåññîð îáâåë
âçãëÿäîì êëàññ. – Ðåøåíèå íàïðàøèâàåòñÿ ñàìî ñîáîé:  ïóñòü
ôîðìàëüíóþ ñòîðîíó íàì íàïîìíèò… ìèññ Ãðèíâè÷!

Îäîáðèòåëüíûé øóì ïîêàçàë, ÷òî á óëüøàÿ ÷àñòü àóäèòî-
ðèè âñåöåëî îäîáðÿåò ñòîëü óäà÷íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû , êîå-
êòî äàæå çààïëîäèðîâàë.

«Äà, áûòü ëþáèìûì ó÷åíèêîì – íåëåãêàÿ äîëÿ!» – ïîäó -
ìàëà Íèêêè, ïîäíèìàÿñü ñ ìåñòà. Ïðîôåññîð, ïîõîæå, óìåë
÷èòàòü ìûñëè, òàê êàê çàêèâàë ãîëîâîé è çàóëûáàëñÿ åùå
øèðå.

1 Îá ýòîì óäèâèòåëüíîì êîëëåäæå ïîäðîáíåå ìîæíî óçíà òü èç
êíèãè Í.Ãîðüêàâîãî «Àñòðîâèòÿíêà». (Ïðèì.ðåä.)
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ýòè ãèãàíòñêèå è äîðîãèå ìàøèíû – óñêîðèòåëè. Âåäü äîëþ
ðàññåÿííûõ ïîä òåì èëè èíûì óãëîì ÷àñòèö ìîæíî èçìå ðèòü
ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïîñòàâèâ ïîä íóæíûì óãëîì ñ÷åò÷èê -
äåòåêòîð. À ôóíêöèÿ ( )bq  îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ íàëåòàþùåé è ðàññåèâàþùåé ÷àñòèö. Ïîýòîìó ýêñ ïåðè-
ìåíò ïî ðàññåÿíèþ – ýòî ñïîñîá ïðîìåðèòü çàêîí âçàè ìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèö, à äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêè ìàëûõ ðàññòîÿíè é –
ïî÷òè åäèíñòâåííûé ñïîñîá!

– Ñïàñèáî, ìèññ Ãðèíâè÷, äîñòàòî÷íî! – Ïðîôåññîð Âà í-
Òåëëåð æåñòîì îòïðàâèë Íèêêè íà ìåñòî è îáðàòèëñÿ ê
àóäèòîðèè: – Íó êàê, ïîíÿòíî áûëî?

Áîëüøèíñòâî ñîãëàñíî çàêèâàëî, à Äæåððè âäðóã ïî÷óâ -
ñòâîâàë, ÷òî íå õóæå åæèêà ïîíèìàåò, ÷òî äàþò íàóêå
ýêñïåðèìåíòû íà óñêîðèòåëÿõ. Òîëüêî ãðóïïà ñòóäåíòî â-
àðèñòîêðàòîâ ïî ïðèâû÷êå âûäàëà íåîäîáðèòåëüíîå íûò üå.

– Ïðåêðàñíî, 75% óñïåõà – õîðîøèé ðåçóëüòàò äëÿ ëþá îãî
ïðåïîäàâàòåëÿ, â ñëåäóþùèé ðàç â ýòîé ðîëè âûñòóïèò  êòî-
íèáóäü äðóãîé. È çàïîìíèòå! – ãàðêíóë Âàí-Òåëëåð â ñâîåì
ôèðìåííîì ñòèëå. – Îáúÿñíÿòü ÷òî-ëèáî äðóãèì – ëó÷ø èé
ñïîñîá ðàçîáðàòüñÿ ñàìîìó!

– Íó à òåïåðü ÿ âàì ðàññêàæó êîå-÷òî íîâåíüêîå. Ôîð ìóëó
ìèññ Ãðèíâè÷ ìû ñîõðàíèì äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâà íèÿ,
â íåé åñòü âñå, ÷òî íàì ñåãîäíÿ ïîíàäîáèòñÿ, à ÿ, ê àê è
îáåùàë, áóäó òîëüêî ðèñîâàòü êàðòèíêè.

– Êàê ñïðàâåäëèâî çàìåòèëà ìèññ Ãðèíâè÷, âû÷èñëåíèå  è
èçìåðåíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàññ ó
ïîëåçíîé èíôîðìàöèè (äîìà ïîäãîòîâüòå ðåôåðàòû íà ý òó
òåìó, ÷åì áîëüøå ïðèìåðîâ èç ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ ,
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ, òåì ëó÷øå, ñðîê – íåä å-
ëÿ). Íî âîò áåäà: ðàññ÷èòàòü ñå÷åíèå àíàëèòè÷åñêè ì îæíî
ëèøü â íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, îäèí èç íèõ – íü þòî-
íîâñêîå èëè êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïî çàêîíó îá ðàò-
íûõ êâàäðàòîâ. ×òî äåëàòü â îñòàëüíûõ?

– Ñ÷èòàòü ÷èñëåííî, íà êîìïüþòåðå! – îòâåòèë Äæåððè , è
âìåñòå ñ íèì – ïîëîâèíà êëàññà.

– Ýòî òàê. Äà òîëüêî âîò êîìïüþòåð – âñåãî ëèøü ìàø èíà,
â íåå ÷òî çàëîæèøü, òî è ïîëó÷èøü…

– Äà óæ! – ïðîñêðèïåë ñòàð÷åñêèì ãîëîñîì ñóïåðêîìïü þ-
òåð êîëëåäæà.

– … Íî ÷òî çàêëàäûâàòü è êàê ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò? –  Òóò
Âàí-Òåëëåð âïåðèë â Äæåððè òàêîé ñòðîãèé âçãëÿä, ÷ò î òîò
ñðàçó ïî÷óâñòâîâàë: åãî ðåôåðàò äîëæåí íåïðåìåííî á ûòü
ñàìûì ëó÷øèì! – Íóæíî óìåòü çàðàíåå, íà êà÷åñòâåííî ì
óðîâíå ïðåäóãàäûâàòü ðåçóëüòàò, â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïîâåäå-
íèå ñå÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàññåè-
âàþùèì öåíòðîì.

– Ïóñòü íàø ðàññåèâàþùèé
öåíòð ñîçäàåò îòòàëêèâàþùåå
ïîëå, ñïàäàþùåå ñ ðàññòîÿíè-
åì ïîäîáíî êóëîíîâñêîìó, íî
îãðàíè÷åííîå â íóëå (ðèñ.2).
Ñîâñåì, êàçàëîñü áû, íåáîëü-
øîå îòëè÷èå, âåðíî? Íî ìèíó-
òó òåðïåíèÿ, è âû óâèäèòå,
ñêîëü äðàìàòè÷íû áóäóò èçìå-
íåíèÿ!

– Ïóñòü ýíåðãèÿ íàøåé ÷àñ-
òèöû áîëüøå ìàêñèìóìà ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè îòòàëêèâàíèÿ â ýòîì ïîëå, òàê ÷òî ÷àñòèöå
ñ íóëåâûì ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì íè÷òî íå ïîìåøàåò
ïðîëåòåòü ñêâîçü öåíòð ïîëÿ. Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü ôóíêöèÿ îòêëîíåíèÿ ( )bq . Â íóëå
óãîë îòêëîíåíèÿ, êàê ìû óæå ñêàçàëè, áóäåò íóëåâûì,  íî è
ïðè î÷åíü áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ îí òîæå áóä åò
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. À ÷òî æå áóäåò â ñåðåäèíå?

Ðèñ.2. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
÷àñòèöû â îòòàëêèâàþùåì êó-
ëîíîâñêîì ïîëå (øòðèõîâàÿ
êðèâàÿ) è â ïîëå, îãðàíè÷åí-
íîì â íóëå (ñïëîøíàÿ êðè-
âàÿ)

– Ïðîùå âñåãî, – íà÷àëà Íèêêè, – ïðåäñòàâèòü ñåáå ï ðîëåò
êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû, íàïðèìåð ìåòåîðèòà, ìèìî ïðèò ÿ-
ãèâàþùåãî òåëà, íàïðèìåð íàøåé Ëóíû (åñëè ÷àñòèöà í å

ïðèòÿãèâàåòñÿ, à îò-
òàëêèâàåòñÿ, ýòî íå
âàæíî). Íå áóäü ýòî-
ãî ïðèòÿæåíèÿ, ÷àñ-
òèöà äâèãàëàñü áû ïî
ïðÿìîé è ïðîëåòåëà
áû íà ðàññòîÿíèè b
îò öåíòðà ïðèòÿæå-
íèÿ (ðèñ.1). Íàçîâåì
ýòî ðàññòîÿíèå ïðè-
öåëüíûì ïàðàìåò-
ðîì.

– Èç-çà ïðèòÿæå-
íèÿ íàøà ÷àñòèöà,
ïðîëåòàÿ ìèìî òåëà,
îòêëîíèòñÿ íà íåêî-
òîðûé óãîë q . Çàâè-
ñèìîñòü óãëà îòêëî-

íåíèÿ îò ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà âñåãäà ìîæíî ðàññ÷èò àòü,
åñëè ìû çíàåì çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íàëåòàþùåé
÷àñòèöåé è ïðèòÿãèâàþùèì òåëîì. Íàïðèìåð, äëÿ íàøåã î
ìåòåîðèòà ýòî áóäåò ñòàðûé äîáðûé çàêîí òÿãîòåíèÿ Í üþ-
òîíà.

– Íî âîò âîïðîñ: åñëè íà íàøå ïðèòÿãèâàþùåå òåëî
íàëåòàåò íå îäíà ÷àñòèöà, à öåëûé ïó÷îê, øèðîêèé è îäíî-
ðîäíûé, òî êàêàÿ äîëÿ ÷àñòèö îòêëîíèòñÿ íà óãîë q ?

– Èçðÿäíàÿ äîëÿ ÷àñòèö òâîåãî ìåòåîðèòíîãî ïîòîêà ï ðî-
ñòî âðåæåòñÿ â íàøó ìíîãîñòðàäàëüíóþ Ëóíó! – âìåøàë ñÿ
ïðèíö Äèòáèò. – Òû ìîæåøü ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî?

– È ÿ ìîãó, è ëþáîé, êòî âîâðåìÿ âûïîëíÿåò äîìàøíèå
çàäàíèÿ. Î÷åíü ïðîñòàÿ è êðàñèâàÿ çàäà÷à! – Ñìåõ â àóäèòî-
ðèè ïîäòâåðäèë: çàäà÷à äåéñòâèòåëüíî ïðîñòàÿ. – Íî íå
áóäåì îòâëåêàòüñÿ, – Íèêêè ïîïûòàëàñü èçîáðàçèòü íà  ëèöå
âûðàæåíèå ñòðîãîé ó÷èòåëüíèöû, íî áåç îñîáîãî óñïåõ à, – è
ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ìåòåîðèòû, òå, êîòîðûå íå âðå çà-
ëèñü. Ïîíÿòíî äàæå åæèêó, êîòîðîãî ïðèíîñèëà ïðîôåñ ñîð
Ôðàíêëèí íà ïåðâîé ïàðå, ÷òî òî÷íî ïîïàñòü â çàäàíí ûé
ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð, à çíà÷èò è â çàäàííûé óãîë îòê ëîíå-
íèÿ, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ âîïðîñ ñòàâèò-
ñÿ òàê: êàêàÿ äîëÿ ÷àñòèö ðàññååòñÿ â íåáîëüøîé èíò åðâàë
óãëîâ Dq âáëèçè èíòåðåñóþùåãî íàñ óãëà q? Ëåãêî ñîîáðà-
çèòü, ÷òî ýòî áóäóò òå ÷àñòèöû, êîòîðûå ïðèëåòàþò ï îä
ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ìåæäó b è b b+ D . È íå âàæíî,
íàñêîëüêî ïëîòíûì ïó÷êîì äâèæóòñÿ íàëåòàþùèå ÷àñòèö û,
èõ äîëÿ, ðàññåÿííàÿ â ýòîò èíòåðâàë óãëîâ, áóäåò ïð îïîð-
öèîíàëüíà øèðèíå «âõîäíîãî» èíòåðâàëà bD :

N b
b

N b
D D Dq

D Dq
Dq Dq D

: : : .

Çíàÿ çàâèñèìîñòü ( )bq , ìû ìîæåì íàéòè âåëè÷èíó bDq D
(íå áóäåì äåëàòü âèä, áóäòî íå çíàåì, ÷òî òàêîå ïðî èçâîä-
íàÿ) …

– Ñëàâà Þïèòåðó! – íå ñäåðæàë ýìîöèé ìàëü÷èê â áîëü -
øèõ î÷êàõ íà ïåðâîé ïàðòå. – Ðàçâå æ ýòî æèçíü – áå ç
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ?

– … è äàæå âûðàçèòü åå êàê ôóíêöèþ âñå òîãî æå óãëà
ðàññåÿíèÿ q. Òàêèì îáðàçîì, äîëÿ ÷àñòèö, âûëåòàþùèõ â
çàäàííûé èíòåðâàë óãëîâ, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà

1N
N b
D

Dq Dq D
: .

Ãëÿäÿ íà ýòó ôîðìóëó, êàæäûé ìîæåò ïîíÿòü («Äàæå åæ èê!»
– âïîëãîëîñà ïðîãîâîðèë Äæåððè), äëÿ ÷åãî ôèçèêè ñò ðîÿò

Ðèñ.1. a) Òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â ïðèòÿãèâà-
þùåì ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèöåëü-
íûì ïàðàìåòðàì b è b + Db; á) òî æå â
ïîëå îòòàëêèâàíèÿ
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– Ãäå-òî ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè áóäåò ìàêñèìóì, – îòâå òèëà

ìîë÷àâøàÿ äî ñèõ ïîð Äçèíòàðà. – Êàê ó÷èë âåëèêèé Ï îëü
Àäðèåí Ìîðèñ Äèðàê, ñóùåñòâóåò ðàññòîÿíèå, íà êîòîð îì
æåíñêîå ëèöî îáëàäàåò íàèáîëüøåé ïðèâëåêàòåëüíîñòüþ ,
êîëü ñêîðî â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè ïðèâëåêàòåëüíî ñòü
ðàâíà íóëþ.

Êëàññ âçðåâåë äðóæíûì õîõîòîì. «×òî çà åðóíäà?» –
ïîäóìàë Äæåððè, áðîñèâ áûñòðûé âçãëÿä íà ïðîôèëü Íè êêè

è óáåäèâøèñü, ÷òî äàæå êëàñ-
ñèêè íàóêè ìîãóò îøèáàòüñÿ.

– Âåðíî! – ïîäòâåðäèë ïðî-
ôåññîð è ñîåäèíèë äâå òî÷êè
íà ðèñóíêå ãîðáàòîé êðèâîé
(ðèñ.3). À îòñþäà ñëåäóþò
ñðàçó äâå âåùè. Âî-ïåðâûõ,
ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìàêñè-
ìàëüíûé óãîë, îáîçíà÷èì åãî

rq , çà ïðåäåëû êîòîðîãî ðàñ-
ñåÿíèå íåâîçìîæíî, ñå÷åíèå
òàì îáðàòèòñÿ â íîëü. À âî-
âòîðûõ, ïðîèçâîäíàÿ bDq D
(ñìîòðèì âñå íà ôîðìóëó!)

âáëèçè ýòîãî ìàêñèìóìà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ! À í îëü â
çíàìåíàòåëå îçíà÷àåò…

– Áåñêîíå÷íîñòü! – ïî÷òè õîðîì îòâåòèë êëàññ.
– Òî÷íî! Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. âáëèçè ìàêñèìàëüíîãî óãëà ðàññå ÿíèÿ
rq  áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñãóùåíèå òðàåêòîðèé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ

íîñèò íàçâàíèå ðàäóæíîãî ðàññåÿíèÿ .
– À ïðè ÷åì æå çäåñü ðàäóãà? – ñïðîñèëà Äçèíòàðà.
– Î÷åíü ñâîåâðåìåííûé âîïðîñ! Äàâàéòå âñïîìíèì, êàê

îáðàçóåòñÿ ðàäóãà.
– Ïîñëå äîæäÿ… Ïðåëîìëåíèå ñâåòà… Â êàïëÿõ âîäû… –

ïîñëûøàëèñü íåñêîëüêî ðåïëèê, çàâèñøèõ íà ñåðåäèíå.
– Âèæó, íèêòî òîëêîì íå çíàåò, – óõìûëüíóëñÿ Âàí-

Òåëëåð, – êàê è îæèäàëîñü. Íó, äàâàéòå ðàçáèðàòüñÿ.  Êóäà
äîëæíî ñâåòèòü Ñîëíöå, ÷òîáû íà íåáå ïîÿâèëàñü ðàäó ãà: â
ëèöî âàì èëè â ñïèíó?

Ìíåíèÿ â àóäèòîðèè ðàçäåëèëèñü ïðèìåðíî ïîðîâíó. «Î õ,
à ÿ âåäü íèêîãäà íå âèäåëà ðàäóãè!» – ïðîìåëüêíóëà ãðóñòíàÿ

ìûñëü â ãîëîâå ó Íèêêè. Íî
ïðèðîäíûé îïòèìèçì òóò æå
âçÿë âåðõ: «Ñêîëüêî åùå èíòå-
ðåñíîãî ïðåäñòîèò óâèäåòü!»

– Â ñïèíó! – ïîäâåë ÷åðòó
ïîä äèñêóññèåé ïðîôåññîð Âàí-
Òåëëåð. – È ñåé÷àñ âû ïîéìå-
òå, ïî÷åìó. Ïðîñëåäèì çà òåì,
÷òî ñëó÷èòñÿ ñ ëó÷îì ñâåòà,
ïàäàþùèì íà ñôåðè÷åñêóþ âî-
äÿíóþ êàïëþ (ðèñ.4). Âî-ïåð-
âûõ, ÷àñòü ñâåòà îòðàçèòñÿ îò
ïîâåðõíîñòè êàïëè. Íî ýòà
âåòâü ôóíêöèè îòêëîíåíèÿ íå
áóäåò îáëàäàòü íóæíûì íàì

ìàêñèìóìîì. Âî-âòîðûõ, ñâåò ìîæåò ïðåëîìèòüñÿ íà ãð àíè-
öå, ïðîíèêíóòü âíóòðü êàïëè, äîñòè÷ü ïîâåðõíîñòè, ñ íîâà
ïðåëîìèòüñÿ è âûéòè íàðóæó. Ýòîò âàðèàíò òîæå íå äà ñò
ðàäóãè. È, íàêîíåö, îí ìîæåò îòðàçèòüñÿ îò âíóòðåíí åé
ïîâåðõíîñòè è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïîêèíóòü êàïëþ. Èì åííî
ýòà, òðåòüÿ âåòâü ôóíêöèè îòêëîíåíèÿ íàì íóæíà!

– Ãðàôèê èìåííî ýòîé ôóíêöèè ÿ íàðèñîâàë íà ïðåäûäó -
ùåì ðèñóíêå (à ôîðìóëó âûâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ãåî ìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêè è ýëåìåíòàðíîé òðèãîíîìåòðèè äëÿ ýò îãî
äîñòàòî÷íî). Îêàçûâàåòñÿ, ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíå íèÿ
äëÿ âèäèìîãî ñâåòà è âîäÿíîé êàïëè â âîçäóõå ñîñòàâ ëÿåò

Ðèñ.3. Ïðèìåð ôóíêöèè îòêëî-
íåíèÿ, ïðèâîäÿùåé ê ÿâëåíèþ
ðàäóæíîãî ðàññåÿíèÿ

Ðèñ.4. ×åòûðå âàðèàíòà ñóäüáû
ñâåòîâîãî ëó÷à â êàïëå âîäû

ïðèáëèçèòåëüíî 42 ãðàäóñà,
è, êàê ñëåäóåò èç íàøåé îá-
ùåé òåîðèè, âáëèçè ýòîãî
íàïðàâëåíèÿ áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ ñãóùåíèå ëó÷åé, èëè,
èíûìè ñëîâàìè, óâåëè÷åíèå
ÿðêîñòè ðàññåÿííîãî ñâåòà.

– Òåïåðü îáðàòèòå âíèìà-
íèå âîò íà ÷òî. Êàðòèíêà
ðàñïðåäåëåíèÿ ëó÷åé (ðèñ.5)
áóäåò, êàê ïîíÿòíî òîìó ñà-
ìîìó åæèêó, ñèììåòðè÷íîé
îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàë-
ëåëüíîé ïàäàþùèì ëó÷àì è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð êàï-
ëè. Òàê ÷òî ðàññåÿííûå ëó÷è
áóäóò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ óãë îì
ïîëóðàñòâîðà â òå æå ñàìûå 42 ãðàäóñà. Íî òîãäà ëåã êî
ïîíÿòü, ïî÷åìó ìû âèäèì íà íåáå äóãó. Â ãëàçà íàáëþ äàòåëÿ
ïîïàäåò ñâåò òîëüêî îò òåõ êàïåëü, êîòîðûå â äàííûé  ìîìåíò
íàõîäÿòñÿ ïîä óãëîì 42 ãðàäóñà ê íåìó, åñëè îòñ÷èòû âàòü îò
íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåãî ñâåòà. – Äëÿ ïóùåé íàãëÿäíîñò è
ïðîôåññîð âûòÿíóë ïåðåä ñîáîé ëåâóþ ðóêó: – Âîò íàï ðàâ-
ëåíèå ïàäàþùåãî ñâåòà, – ïðàâîé ðóêîé îí ïðèñòðîèë ñâîþ
çíàìåíèòóþ êëþêó ê ïëå÷ó ëåâîé òàê, ÷òî êîíåö êëþêè
óêàçûâàë â ïðîñòðàíñòâî, – à âîò íàïðàâëåíèå íà êàï ëþ,
íàõîäÿùóþñÿ íà íóæíîì ìåñòå. È åùå ìíå â ãëàçà ïîïà äåò
ñâåò âîò îò ýòîé êàïëè, – ïðîôåññîð ïîâåðíóë êëþêó,
ñîõðàíÿÿ óãîë ìåæäó íåé è ëåâîé ðóêîé, – è âîò îò ý òîé, è
îò ýòîé… – êîíåö êëþêè îïèñàë â âîçäóõå äóãó.

– Ïåðâûì ýòî ïîíÿë Ðåíå Äåêàðò. Â äàëåêîì 1637 ãîäó  îí
íå ïîëåíèëñÿ ðàññ÷èòàòü óãëû îòêëîíåíèÿ äëÿ äåñÿòè òûñÿ÷
çíà÷åíèé ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà è îáíàðóæèë òî ñàìîå
ñãóùåíèå ëó÷åé âáëèçè óãëà ðàäóãè. Îí æå îáúÿñíèë â îçíèê-
íîâåíèå ðàäóãè âòîðîãî ïîðÿäêà – äà-äà, èíîãäà íà í åáå
ìîæíî óâèäåòü äâå ðàäóãè! – ñâÿçàííîé ñ ÷åòâåðòîé â åòâüþ
ôóíêöèè îòêëîíåíèÿ (ñì. ðèñ.4). Ó íèõ ñ ðàäóãîé ïåð âîãî
ïîðÿäêà áóäåò îáùèé öåíòð, à ÿðêîñòü åå áóäåò, ðàçó ìååòñÿ,
ñëàáåå. Åäèíñòâåííîå, ÷åãî íå ñìîã îáúÿñíèòü Äåêàðò , – ýòî
öâåòîâ ðàäóãè, âåäü â òî âðåìÿ åùå íå çíàëè, ÷òî äë ÿ ðàçíûõ
äëèí âîëí ñâåòà ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû (è íå ò îëüêî
åå) èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Òåïåðü ìû ýòî çíàåì è
ïîíèìàåì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ äëèí âîëí çíà÷åíèÿ óãëà ðà äóãè

rq  áóäóò íåìíîæêî ðàçëè÷àòüñÿ (êñòàòè, ïîêàæèòå, ÷òî
÷åðåäîâàíèå öâåòîâ â ðàäóãå âòîðîãî ïîðÿäêà áóäåò î áðàò-
íûì ïî îòíîøåíèè ê ðàäóãå ïåðâîãî ïîðÿäêà).

– Êîíå÷íî, ýòî íå ìû ñ âàìè ïåðâûå òàêèå óìíûå. Åùå
Íüþòîí, îòêðûâøèé äèñïåðñèþ ñâåòà, ïðîâåðèë òåîðèþ
ðàäóãè ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îí âçÿë ñòåêëÿííûé øàð, íà ïîë-
íåííûé âîäîé, è ïîäâåñèë åãî íà âåðåâî÷êå, ïåðåáðîø åííîé
÷åðåç áëîê. Ñèäÿ ñïèíîé ê ñîëíöó è ïîäíèìàÿ øàð, îí  âèäåë
ïîñòåïåííóþ ñìåíó öâåòîâ. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ñî ñòåê ëÿííûì
øàðîì, êàê ìîäåëüþ êàïëè, ýêñïåðèìåíòèðîâàëè ìíîãèå
ó÷åíûå åùå â ñðåäíèå âåêà, äî Íüþòîíà è äàæå Äåêàðò à.
Êîìó-òî íå óäàëîñü îïóáëèêîâàòü ðåçóëüòàòû ñâîèõ èñ ñëåäî-
âàíèé ïðè æèçíè, à êîãî-òî óìîðèëè çà ýòî â òþðüìå.

«È ïî÷åìó ÿ íå óäèâëÿþñü?» – ïîäóìàëà Íèêêè.
– Âîëíîâàÿ îïòèêà ñóùåñòâåííî îáîãàùàåò ïðîÿâëåíèÿ

ðàäóãè. Âî-ïåðâûõ, çà ñ÷åò äèôðàêöèè ñâåò áóäåò çàãèáàòüñÿ
â îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè (ðèñ.6). Âî-âòîðûõ, å ñëè ìû
ñíîâà ïîñìîòðèì íà ôóíêöèþ îòêëîíåíèÿ (ñì. ðèñ.3), òî
óâèäèì, ÷òî óãëàì ðàññåÿíèÿ, ìåíüøèì óãëà ðàäóãè, á óäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü äâà ðàçëè÷íûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðà.  Ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì äâà ëó÷à áóäóò èíòåðôåðèðîâàòü ìåæ äó

Ðèñ.5. Ñãóùåíèå ëó÷åé â îïòè-
ìàëüíîì íàïðàâëåíèè

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 40)
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2 Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ñóììû
êâàäðàòîâ, êóáîâ ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îá ýòèõ ôîðìóëàõ
ñì. íàïðèìåð, ñòàòüþ Â.Àáðàìîâè÷à «Ñóììû îäèíàêîâûõ  ñòåïåíåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë» â «Êâàíòå» ¹5 çà 1973 ãîä.

Î òðåçêè,
ïðÿìîóãîëüíèêè

è... êîìáèíàòîðèêà
Â.ÃÎËÓÁÅÂ, Ï.ÊÎÆÅÂÍÈÊÎÂ

Ï ÐÅÄËÀÃÀÅÌ  ×ÈÒÀÒÅËÞ  ÏÎÄÓÌÀÒÜ  ÍÀÄ  ÑËÅÄÓÞÙÈ-
ìè çàäà÷àìè (íèæå ìû ïðèâåäåì èõ ðåøåíèÿ).

Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî ìîæíî óêàçàòü ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ,
êîíöû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â öåëûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0; n], ãäå n – íàòóðàëüíîå
÷èñëî?

Çàäà÷à 2. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò n n´
ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, ñòîðîíû êîòîðîã î
ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ñêîëüêî ìîæíî óêàçàòü ð àç-
ëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû
îñÿì, à âñå âåðøèíû – öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ïðèíàäëå æà-
ùèå äàííîìó êâàäðàòó?

Çàäà÷à 3. Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå äàí êóá n n n´ ´
ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, ðåáðà êîòîðîãî ïàðàë-
ëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ñêîëüêî ìîæíî óêàçàòü ðàçëè÷ íûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ðåáðà êîòîðûõ ïàðàë -
ëåëüíû îñÿì, à âñå âåðøèíû – öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ï ðèíàä-
ëåæàùèå äàííîìó êóáó? 1

Ðåøåíèå çàäà÷è 1.  Öåëî÷èñëåííûå òî÷êè íà îòðåçêå [0; n]
– ýòî òî÷êè 0, 1, …, n, èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n + 1. Âûáîð
îòðåçêà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíîñèëåí âûáîðó ï àðû
êîíöîâ îòðåçêà, ò.å. âûáîðó ïàðû ýëåìåíòîâ èç ìíîæå ñòâà
{0, 1, …,  n}. Òåì ñàìûì, îòâåò â çàäà÷å: ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç

n + 1 ïî 2, êîòîðîå ðàâíî 
( )1

2

n n+
.

Ýòîò ðåçóëüòàò íàì ïðèãîäèòñÿ â çàäà÷àõ 2 è 3.
Ðåøåíèå çàäà÷è 2.  Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç âåðøèí

äàííîãî êâàäðàòà ðàñïîëîæåíà â òî÷êå ( )0; 0 , à äðóãàÿ – â
òî÷êå ( );n n .

Ñïðîåêòèðóåì ïðÿìîóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ çàäà÷è, íà îñè êîîðäèíàò. Ïðîåêöèÿ íà îñòü àáñö èññ –
îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0; n], èç

çàäà÷è 1 âûòåêàåò, ÷òî åå ìîæíî

âûáðàòü 
( )1

2

n n+
 ñïîñîáàìè. Àíà-

ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
ïðîåêöèè íà îñü îðäèíàò. Íåçàâè-
ñèìûé âûáîð äâóõ ïðîåêöèé îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ïðÿìîó-
ãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê). Òåì ñà-

ìûì, ïîëó÷àåì îòâåò: ( ) 2
1

2

n n+æ ö
ç ÷
è ø

.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å 3 îòâåò òàêîé: 
( ) 3

1

2

n næ + ö
ç ÷è ø

.

2. Íàéäèòå è èñïðàâüòå îøèáêó â ñëåäóþùåì «ðåøåíèè»
çàäà÷è 2.

×òîáû âûáðàòü íóæíûé ïðÿìîóãîëüíèê, äîñòàòî÷íî âûáð àòü
ïàðó åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí A è B. Â êà÷åñòâå A ìîæåò
âûñòóïàòü ëþáàÿ èç ( )21n +  öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæà-
ùèõ äàííîìó êâàäðàòó. Ïóñòü âåðøèíà A óæå âûáðàíà. Âåðøè-
íîé B ìîæåò áûòü ëþáàÿ èç öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæ à-
ùèõ äàííîìó êâàäðàòó, êîòîðàÿ èìååò àáñöèññó, îòëè÷ íóþ îò
àáñöèññû òî÷êè A, è îðäèíàòó, îòëè÷íóþ îò îðäèíàòû òî÷êè A.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé òî÷êè A èìååòñÿ 2n  âîçìîæíîñòåé
âûáðàòü òî÷êó B. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ïàðû A, B âûáîð
âíà÷àëå òî÷êè B, à çàòåì òî÷êè A äàñò òó æå ïàðó. Çíà÷èò, îòâåò

â ýòîé çàäà÷å: 
( )2 21

2

n n+
.

Çàìå÷àíèå.  Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, â ñèëó èçâåñòíîé ôîðìó-

ëû 
( ) 2

3 3 3 1
1 2

2

n n
n

æ + ö
+ + + = ç ÷è ø

K , îòâåò â çàäà÷å 2 ìîæåò áûòü

çàïèñàí êàê 3 3 31 2 n+ + +K . Èíòåðåñíî, ìîæíî ëè óñòàíîâèòü

êîìáèíàòîðíîå ñîîòâåòñòâèå, äàþùåå ýòó ñóììó?
3. Îáîáùèòå çàäà÷è 2 è 3 äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà m n´  è

ïàðàëëåëåïèïåäà m n k´ ´ .

Äàâàéòå âåðíåìñÿ åùå ðàç ê çàäà÷å 1. Ïîïðîáóåì ñôîð -
ìóëèðîâàòü åå ïëîñêèé àíàëîã ïî-äðóãîìó, çàìåíèâ îò ðå-
çîê íå íà ïðÿìîóãîëüíèê, à íà êâàäðàò. Ïîëó÷àåòñÿ ä ðóãàÿ
çàäà÷à.

Çàäà÷à ¢2 . Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò n n´
ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, ñòîðîíû êîòîðîã î
ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ñêîëüêî ìîæíî óêàçàòü ð àç-
ëè÷íûõ êâàäðàòîâ , ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿì, à
âñå âåðøèíû – öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äà í-
íîìó êâàäðàòó?

Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ 2 è 2¢ îòëè÷àþòñÿ ëèøü îäíèì
ñëîâîì, íî ýòî îòëè÷èå ñóùåñòâåííî. ×òîáû ðåøèòü çà äà÷ó
2¢, ïðèâåäåì ñïåðâà äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è 1.

Åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è 1.  Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå
÷èñëî l  èç ìíîæåñòâà {1, 2, …,  n} è íàéäåì âíà÷àëå êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ äëèíû l , êîíöû êîòîðûõ ðàñïîëî-
æåíû â öåëûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùèõ
îòðåçêó [0; n]. Ýòîò âîïðîñ ðåøèòü íåñëîæíî: âîçüìåì îòðå-
çîê [0; l ] è áóäåì ñäâèãàòü åãî íà 1 âïðàâî, ïîêà ïðàâûé êîí åö
îòðåçêà íå ñîâïàäåò ñ òî÷êîé n. Ïðàâûé êîíåö íàøåãî îòðåçêà
äëèíû l  ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êè l ,  l  + 1, …,  n – 2,  n – âñåãî
n – l  + 1 âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé, à çíà÷èò, è n – l + 1
âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé îòðåçêà äëèíû l .

×òîáû çàâåðøèòü ðåøåíèå çàäà÷è 1, òåïåðü äîñòàòî÷íî
ñóììèðîâàòü âåëè÷èíû n – l + 1 äëÿ âñåâîçìîæíûõ äëèí l  =

= 1, 2, …, n. Èòîãî: ( ) ( )1
1 1

2

n n
n n

+
+ - + + =K .

Òåïåðü ìû ìîæåì íåìåäëåííî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è
2¢, ïîëüçóÿñü ïîäñ÷åòîì êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíè é
îòðåçêà äëèíû l  íà îòðåçêå äëèíû n è èäååé ïðîåêòèðîâàíèÿ
íà îñè (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2).

Óïðàæíåíèÿ

4. Ïðîâåäèòå íóæíûå ðàññóæäåíèÿ è äîêàæèòå, ÷òî îòâåò  â

çàäà÷å 2¢ ðàâåí 2 2 21 2 n+ + +K , èëè 
( ) ( )1 2 1

6

n n n+ +
.2

5. Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå çàäà÷ó 3¢, àíàëîãè÷íóþ çàäà÷å
2¢, ïðî êóáû â êóáå n n n´ ´ .

6. Îáîáùèòå çàäà÷ó 2¢ è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà m n´ , ãäå m >
> n .

1 Ïî ñóòè, â çàäà÷àõ 1, 2 è 3 ðåøàåòñÿ îäèí è òîò æå  âîïðîñ äëÿ
ïðÿìîé (1-ìåðíàÿ çàäà÷à), ïëîñêîñòè (2-ìåðíàÿ çàäà÷ à) è ïðîñòðàí-
ñòâà (3-ìåðíàÿ çàäà÷à).



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 5 / ¹ 140
Ýòî çâó÷èò êàê øóòêà, íî èíîãäà íîâûå çàäà÷è ðîæäàþ òñÿ

ïðè íåâíèìàòåëüíîì ïðî÷òåíèè óñëîâèé ñòàðûõ (ñðàâíè òå
óñëîâèÿ çàäà÷ 2 è 2¢). 3  Äàâàéòå â óñëîâèè çàäà÷è 2¢
ïðîïóñòèì ôðàçó «ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿì»,
ïîëó÷èòñÿ åùå áîëåå òðóäíàÿ

Çàäà÷à ¢¢2 .  Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò n n´
ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, ñòîðîíû êîòîðîã î
ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ñêîëüêî ìîæíî óêàçàòü ð àç-
ëè÷íûõ êâàäðàòîâ , ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû – öåëî÷èñëåí-
íûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó êâàäðàòó?

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è åå àíàëîãà äëÿ òðåóãîëüíîé ðå øåòêè
÷èòàòåëü ìîæåò óçíàòü èç ñòàòüè Â.Æóðàâëåâà è Ï.Ñàì îâîëà

3 Ýòî äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àåòñÿ. Íàïðèìåð, òàêèì îáðàç îì ïîÿâè-
ëàñü íåïðîñòàÿ çàäà÷à Ì2369 èç «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà» ýòîãî íîìåðà.
Â íà÷àëüíîé (ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîé) âåðñèè â íåé äà íû 100 ïîäðÿä
èäóùèõ íàòóðàëüíûõ  ÷èñåë.

«Ìàòåìàòè÷åñêèå òàéíû ïå÷àòè öàðÿ Ñîëîìîíà» â «Êâàí òå»
¹1 çà 2012 ãîä.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî çàäà÷, ðîäñòâåííûõ
ðàçîáðàííûì, äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè â äàííîì êëåò÷àòîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 22 40´  ìîæíî çàêðàñèòü êëåò÷àòûé ïðÿìî-
óãîëüíèê: à) ïëîùàäè 35; á) ïåðèìåòðà 72?

Çàäà÷à 5 (îëèìïèàäà ÌÔÒÈ 2013 ã.). Íà êëåò÷àòîé äîñêå
22 25´  òðåáóåòñÿ îòìåòèòü òðîéêó êëåòîê òàê, ÷òîáû öåíòðû
ýòèõ êëåòîê îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ
êàòåòàìè äëèíû 4 è 7, ïàðàëëåëüíûìè êðàÿì äîñêè. Ñê îëü-
êèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 6. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò n n´
( 7n ³ ) ñ âåðøèíàìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, ñòîðîíû
êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ñêîëüêî ìîæíî
óêàçàòü ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ ïëîùàäè 25, âñå âåðøèíû
êîòîðûõ – öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äàííîì ó
êâàäðàòó?

ñîáîé, ñîçäàâàÿ äîïîëíèòåëüíûå ìàêñèìóìû íà îñâåùåí íîé
ñòîðîíå ðàäóãè. Èõ èíîãäà ìîæíî óâèäåòü â âèäå ñëàá ûõ

ðîçîâàòî-çåëåíîâàòûõ ïî-
ëîñ.

– Ïðèáëèæåííóþ òåî-
ðèþ ðàäóãè íà îñíîâå âîë-
íîâîé îïòèêè ïîñòðîèë â
1838 ãîäó áðèòàíñêèé àñ-
òðîíîì Äæîðäæ Ýéðè.
Äà-äà, îí çíàìåíèò íå
òîëüêî òåì, ÷òî íå ïðè-
ñëóøàëñÿ ê ìîëîäîìó
Àäàìñó è ïðîìîðãàë îò-
êðûòèå Íåïòóíà! – Ïðè
ýòîì ïðîôåññîð Âàí-Òåë-
ëåð ïî÷åìó-òî ñòðîãî ïî-
ñìîòðåë íà Äçèíòàðó. –

Âîçíèêøàÿ â òåîðèè ðàäóãè ôóíêöèÿ Ýéðè çàíÿëà ïðî÷í îå
ìåñòî â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â ÷àñòíîñòè â êâàçèê ëàññè-
÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Òî÷íàÿ òåîðè ÿ
îïòè÷åñêîé ðàäóãè áûëà ïîñòðîåíà ëèøü â íà÷àëå XX â åêà.

– XX âåê ïðèíåñ íàì íå òîëüêî áîëåå òî÷íóþ òåîðèþ
îïòè÷åñêîé ðàäóãè. Âñïîìíèòå, âåäü ïîâåäåíèå ÷àñòèö  â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå îáëàäàåò âîëíîâûìè ñâîéñòâàìè. Â  1959
ãîäó Êåííåò Ôîðä è Äæîí Àð÷èáàëüä Óèëåð (òîò ñàìûé,  ñ
÷åðíûìè äûðàìè) èññëåäîâàëè âîçìîæíîñòü ðàäóæíîãî ð àñ-
ñåÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è, òåì ñàìûì, â àòîìíîé  è
ÿäåðíîé ôèçèêå. ßäåðíàÿ ðàäóãà – ýòî çâó÷èò ãîðäî! Â
íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàõ óäàåòñÿ óâèäåòü ðàäóãó âïëî òü äî
äåñÿòîãî ïîðÿäêà!

Ïðîçâåíåâøèé çâîíîê âåðíóë ó÷åíèêîâ è ïðîôåññîðà ñ
íåáåñ íà çåìëþ, òî÷íåå – íà ëóííóþ ïîâåðõíîñòü.

– ß ìîã áû ðàññêàçûâàòü î ðàäóãå ÷àñàìè, íî, êàê ó÷ èë
âåëèêèé Ðè÷àðä Ôåéíìàí, õîðîøèé ó÷èòåëü äîëæåí óìåò ü
âîâðåìÿ îñòàíîâèòüñÿ è ïåðåäàòü èíèöèàòèâó ñòóäåíòà ì. Äî
âñòðå÷è!

* * *
Âî âðåìÿ ëàí÷à ñòóäåíòû âñå åùå îñòàâàëèñü ïîä âïå÷ àòëå-

íèåì îò ëåêöèè.
– Â äðåâíîñòè ó ìíîãèõ íàðîäîâ Çåìëè áûëî ïîâåðüå,

÷òî ïðîáåæàâøåãî ïîä ðàäóãîé îæèäàåò ñ÷àñòüå, – ïðî èç-
íåñëà Äçèíòàðà. – Ëþäè âñåãäà áûëè íàáëþäàòåëüíû è
çàìåòèëè, ÷òî ê ðàäóãå íåëüçÿ ïðèáëèçèòüñÿ – îíà ïð îñòî

Ðèñ.6. Ñå÷åíèÿ ðàäóæíîãî ðàññåÿíèÿ,
ðàññ÷èòàííûå â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñ-
êîé îïòèêè (êðàñíàÿ ëèíèÿ) è âîëíî-
âîé îïòèêè Ýéðè (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

èñ÷åçàåò. Òàêîé âîò ãðóñòíûé ñèìâîë íåäîñòèæèìîñòè ñ÷à-
ñòüÿ, ñìÿã÷åííûé êðàñîòîé ÿâëåíèÿ. À êðàñîòà âñåãäà  âñå-
ëÿëà íàäåæäó.

Äæåððè áûë ïîãëîùåí êàêèìè-òî âû÷èñëåíèÿìè íà ñâîåì
ïëàíøåòíèêå, íî â ýòîò ìîìåíò áðîñèë íà Äçèíòàðó áû ñòðûé
âçãëÿä.

Êîãäà ïîñëå ëàí÷à ñòóäåíòû âûøëè â ïàðê êîëëåäæà,
Äæåððè âñòàë ïåðåä Íèêêè è òîðæåñòâåííûì òîíîì ïðîè ç-
íåñ:

– Ñåãîäíÿ ïðîèçîøëè äâà èñòîðè÷åñêèõ ñîáûòèÿ! «Ñåëå íà-
Òåëåêîì» âñå-òàêè ïåðå÷èñëèë ìíå çàðïëàòó, à â Òðîï è÷åñ-
êîì ïàðêå Ëóíà-ñèòè îòêðûâàåòñÿ íîâûé ôîíòàí. ×òîáû
äîñòîéíî èõ îòìåòèòü, ÿ õî÷ó ïðèãëàñèòü òåáÿ â Ëóíà -ñèòè íà
óèêýíä.

* * *

Íîâûé ôîíòàí ïîðàæàë âîîáðàæåíèå: ñ âûñîêîé ñêàëû,
íàâèñàâøåé íàä èñêóññòâåííûì îçåðîì, íèçâåðãàëñÿ ñà ìûé
íàñòîÿùèé âîäîïàä, îêóòàííûé òó÷åé áðûçã. Îãèáàþùàÿ
îçåðî äîðîæêà, äîñòèãíóâ ñêàëû, ñìåíÿëàñü ðåøåò÷àòû ìè
ìîñòêàìè ñ ïåðèëàìè, óâîäèâøèìè â ïðîñòðàíñòâî ìåæä ó
ñêàëîé è ïîòîêîì ïàäàþùåé âîäû. Æåëàþùèå îñâåæèòüñÿ
óñòðåìëÿëèñü ïî ýòèì ìîñòêàì è ñî ñìåõîì âûñêàêèâàë è ñ
äðóãîé ñòîðîíû, à êàêîé-òî ãàëàíòíûé êàâàëåð ðàñêðû ë íàä
ñâîåé ñïóòíèöåé íåâåñòü îòêóäà âçÿâøèéñÿ íà Ëóíå çî íòèê.

Áûë ïîëäåíü ïî ãðèíâè÷ñêîìó âðåìåíè, êîòîðîìó ïîä÷è -
íÿëñÿ ðèòì ìåñòíîé æèçíè, íî àñòðîíîìè÷åñêèé ëóííûé
ïîëäåíü äàâíî óæå ìèíîâàë è ñâåòèâøåå ñêâîçü ïðîçðà ÷íûé
êóïîë ñîëíöå îòáðàñûâàëî çàìåòíûå òåíè. Íèêêè è Äæå ððè
íå ñïåøà øëè ïî äîðîæêå âîêðóã îçåðà, ïðèáëèæàÿñü ê
âîäîïàäó, êàê âäðóã…

Â âîçäóõå, çàïîëíåííîì âîäÿíûìè áðûçãàìè, âñïûõíóëà  è
çàñèÿëà óäèâèòåëüíî ÷èñòûìè è ëåãêèìè êðàñêàìè îíà,
ðàäóãà! Îò îùóùåíèÿ âîçäóøíîñòè ýòîãî ñâå÷åíèÿ, èñõ îäèâ-
øåãî áóäòî áû íèîòêóäà, çàõâàòûâàëî äóõ.

– Òàê âîò îíà êàêàÿ! – âîñêëèêíóëà Íèêêè. – Âñå ôîò îãðà-
ôèè â èíòåðíåòå, âìåñòå âçÿòûå, – íè÷òî!

– Íèêêè! – Äæåððè ãîâîðèë ãðîìêî, òî ëè îò âîëíåíèÿ , òî
ëè îò æåëàíèÿ ïåðåêðûòü øóì âîäû. – Ïîìíèøü, ÷òî
ãîâîðèëà Äçèíòàðà? Íî ìû-òî òåïåðü çíàåì, îòêóäà áå ðåòñÿ
ðàäóãà! Äàæå åñëè ìû ïåðåñòàíåì åå âèäåòü, êàïåëüêè  ïî-
ïðåæíåìó áóäóò íà íóæíûõ ìåñòàõ! Ìû ìîæåì ïðîáåæàòü
ïîä íåé!

Îíè ïîñìîòðåëè äðóã äðóãó ïðÿìî â ãëàçà, à ïîòîì,
âçÿâøèñü çà ðóêè, ïîì÷àëèñü ïî ðóêîòâîðíîé òðîïèíêå .

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 36)
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Ðåçèíîâûé øàðèê,
íàäóòûé ãåëèåì

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

ÄÅÍÜ ÐÎÆÄÅÍÈß ÄÎ×ÊÈ! ÐÀÍÎ ÓÒÐÎÌ (ÏÎÊÀ ÎÍÀ ÅÙÅ
ñïèò) íàäóâàþòñÿ ãåëèåì ðåçèíîâûå øàðèêè è çàïóñêà-

þòñÿ â ñïàëüíþ. Ðàäîñòü: øàðèêè ëåòàþò! Äåðíåøü åãî  çà
âåðåâî÷êó âíèç, à îí ïîñëå ýòîãî îïÿòü ê ïîòîëêó ëå òèò!
Îäíàêî íà ñëåäóþùåå óòðî âñå øàðèêè, óìåíüøèâøèåñÿ
â ðàçìåðàõ, ëåæàò íà ïîëó… Ïî÷åìó?

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ.
Åñëè ñðàçó ïîñëå çàïîëíåíèÿ øàðèêà ãåëèåì åãî îáúåì

ïðèìåðíî 6 ëèòðîâ, òî ÷åðåç ñóòêè îáúåì óìåíüøàåòñÿ
ïðèìåðíî âäâîå – äî 2,8 ëèòðà. Ïðè ýòîì òîëüêî ÷òî
íàäóòûé ãåëèåì øàðèê òàêîãî æå îáúåìà (2,8 ëèòðà) â çëå-
òàåò â âîçäóõå, à øàðèê, ñäóâøèéñÿ çà ñóòêè äî ýòîã î
îáúåìà, íå âçëåòàåò. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íå òîëü êî ãåëèé
íåïðåðûâíî ïîêèäàåò øàðèê, íî è âîçäóõ ñíàðóæè ïðîí èêà-
åò ñêâîçü òîíêèå ñòåíêè âíóòðü øàðèêà. Â ÷àñòíîñòè,  äëÿ
êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà íàäóòûé ãåëèåì øàðèê ñ ìà ññîé
îáîëî÷êè 1,8 ãðàììîâ «æèë ñâîåé æèçíüþ» ñóòêè, îêàç ûâà-
åòñÿ, ÷òî âíóòðè øàðèêà îñòàëîñü òàêîå êîëè÷åñòâî ã åëèÿ,
÷òî â ÷èñòîì âèäå ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè îí çàíèì àåò
îáúåì âñåãî 0,3 ëèòðà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü îáúåìà øàð èêà –
2,5 ëèòðà – çàíÿòà âîçäóõîì.

Íàøè ðàñ÷åòû îñíîâûâàþòñÿ íà èçìåðåíèÿõ. Òåìïåðàòóð à
â êîìíàòå áûëà 27 C° , äàâëåíèå âîçäóõà – íîðìàëüíîå.
Âåñû, íà êîòîðûõ âçâåøèâàëñÿ «ñóòî÷íîãî âîçðàñòà» ø àðèê
îáúåìîì 2,8 ëèòðà ñ îñòàòêàìè ãåëèÿ è ïðîíèêøèì âíó òðü
âîçäóõîì, ïîêàçûâàëè 1,5 ãðàììà. Øàðèê ñ òàêîé æå ì àññîé
îáîëî÷êè, íî òîëüêî ÷òî çàïîëíåííûé ÷èñòûì ãåëèåì, âçëå-
òàë ê ïîòîëêó. ×òîáû øàðèê íå óëåòàë ñ âåñîâ, ê íåì ó áûë
ïðèöåïëåí êîëïà÷îê îò øàðèêîâîé ðó÷êè. Êîãäà íà âåñ àõ
íàõîäèëñÿ øàðèê ñ ïðèêðåïëåííûì ê íåìó êîëïà÷êîì, â åñû
ïîêàçûâàëè ìåíüøå íà 1 ãðàìì ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, åñ ëè íà
âåñàõ ëåæàë îäèí êîëïà÷îê.

Ïîñêîëüêó ìîëÿðíûå ìàññû êèñëîðîäà è àçîòà ïðèìåðíî
îäèíàêîâû, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà  ñìå-
ñè ãàçîâ â øàðèêå íóæíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ .

Ñêîðîñòè äèôôóçèè ðàçíûõ ãàçîâ ÷åðåç ðåçèíîâûå ñòåí êè
øàðèêà, î÷åâèäíî, ðàçíûå. Êîëè÷åñòâî âîçäóõà, ïðîíè êøåãî
÷åðåç ñòåíêè øàðèêà âíóòðü, ñíà÷àëà ðàñòåò, à çàòåì, êîãäà
ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå ãåëèÿ â øàðèêå óìåíüøàåòñÿ, âî çäóõ
íà÷èíàåò äâèæåíèå èç øàðèêà íàðóæó. Ýòî ïðîèñõîäèò
ïîòîìó, ÷òî çà ñ÷åò íàòÿæåíèÿ ðåçèíîâûõ ñòåíîê ïàðö èàëü-
íîå äàâëåíèå âîçäóõà âíóòðè øàðèêà â íåêîòîðûé ìîìå íò
ñòàíîâèòñÿ áîëüøå äàâëåíèÿ âîçäóõà ñíàðóæè.

Èíòåðåñíî ïîñòðîèòü ìîäåëü äèíàìèêè ãàçîâ (ãåëèÿ è
âîçäóõà), äâèæóùèõñÿ ÷åðåç ñòåíêè øàðèêà, è ñðàâíèò ü
ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Í å-
îáõîäèìûå äëÿ ïðîâåðêè ìîäåëè èçìåðåíèÿ âåñüìà ïðîñ òû.
Ñíà÷àëà íóæíî ïîäîáðàòü äâà ïîõîæèõ øàðèêà, ó êîòîð ûõ
ìàññû îáîëî÷åê îäèíàêîâû, çàïîëíèòü îäèí èç øàðèêîâ
÷èñòûì ãåëèåì, à çàòåì â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåí è
(ïîðÿäêà ñóòîê) ôèêñèðîâàòü ïîêàçàíèÿ âåñîâ, ê êîòî ðûì
ïðèêðåïëåí øàðèê. Èçìåðåíèÿ íóæíî ñîïðîâîæäàòü ôîòî -
ãðàôèðîâàíèåì øàðèêà íà ôîíå ëèíåéêè, ÷òîáû çíàòü ð àçìå-
ðû øàðèêà. Çàòåì íóæíî ïðîâåñòè âòîðîé ýêñïåðèìåíò
(áûñòðûé), â êîòîðîì âòîðîé òàêîé æå ïî ìàññå øàðèê  áóäåò

íàäóâàòüñÿ ÷èñòûì ãåëèåì äî òàêèõ æå ôîðì (òàêîãî æ å
îáúåìà), êàêèå èìåë ïåðâûé øàðèê â ïðîöåññå äëèòåëü íîãî
ýêñïåðèìåíòà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå ä àí-
íûå ïîçâîëÿò óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâ âîçäó õà è
ãåëèÿ, ïðîíèêøèõ ÷åðåç ñòåíêè â øàðèê, îò âðåìåíè.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïè ñû-
âàþùóþ ïðîöåññ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåçèíîâàÿ î áî-
ëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó è ÷òî òîëùèíà ñòåíîê
øàðèêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâà ïî âñåé ïîâ åðõ-
íîñòè îáîëî÷êè. Ïóñòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ëþáîãî
ñîðòà ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìàòåðèàëîì ñòåíîê è íå
çàâèñèò îò òîãî, äåôîðìèðîâàíà ñòåíêà èëè íåò. Ïîñê îëüêó
òåìïåðàòóðû ãàçîâ âíóòðè è ñíàðóæè îäèíàêîâû, äàâëå íèå
ïðîïîðöèîíàëüíî êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë ãàçîâ. Â ìîäåë è
ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî òîëùèíà ñòåíîê h øàðèêà çàâèñèò îò
îáúåìà V  ãàçîâ âíóòðè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ òîëùè-
íà íåäåôîðìèðîâàííûõ ðåçèíîâûõ ñòåíîê øàðèêà ðàâíà 0h ,
à 0V  – ýòî íà÷àëüíûé îáúåì øàðèêà, îãðàíè÷åííûé ñòåíêà-
ìè, êîòîðûå âîò-âîò íà÷íóò ðàñòÿãèâàòüñÿ. Òîãäà ïðè  îáúåìå
øàðèêà V  òîëùèíó ñòåíîê ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ

2 32 3
00V h V h= ,

â êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ðåçèíû îñòàåòñ ÿ
íåèçìåííîé ïðè åå äåôîðìàöèÿõ ðàñòÿæåíèÿ â îäíèõ íà ïðàâ-
ëåíèÿõ è ñæàòèÿ â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîòîê ìîëåêó ë ãàçà
÷åðåç ñòåíêó øàðèêà íàðóæó îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

( ) ( )âí
âí ñí

d Vn S
n n

dt h
= -d - ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðèêà, d – êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè, âín  è ñín  – êîíöåíòðàöèè ãàçà âíóòðè è ñíàðóæè
øàðèêà.

Äëÿ ãåëèÿ (ã), êîíöåíòðàöèÿ êîòîðîãî ñíàðóæè îáîëî÷ êè
î÷åíü ìàëà, ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

( )âí
âí

d Vn S
n

dt h
= -a ,

èëè

( ) ( )
( )

2 3 1 3
ã âí 4 3

ã âí 2 3
0 0

4 3d Vn
n V

dt V h

p ×
= -a ,

ãäå a  – êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ãåëèÿ.
Äëÿ âîçäóõà (â) àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò òà ê:

( ) ( ) ( )
( )

2 3 1 3
â âí 4 3

â ñí â âí 2 3
0 0

4 3d Vn
n n V

dt V h

p ×
= b - ,

ãäå b  – êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âîçäóõà ÷åðåç ðåçèíó.
Ñóììàðíîå äàâëåíèå ãàçîâ âíóòðè øàðèêà âåñüìà ìàëî

îòëè÷àåòñÿ îò äàâëåíèÿ âîçäóõà ñíàðóæè. Ýêñïåðèìåíò àëü-
íî èçìåðåííîå îòëè÷èå ìåíüøå, ÷åì íà 1%. Äîïîëíèòåë üíîå
äàâëåíèå ñîçäàþò ðàñòÿíóòûå ðåçèíîâûå ñòåíêè øàðèêà .
Çàâèñèìîñòü ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî äàâëåíèÿ âíóòðè î ò
îáúåìà øàðèêà òîæå ìîæíî óçíàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, í î,
ïîñêîëüêó îíî ìàëî â ñðàâíåíèè ñ àòìîñôåðíûì äàâëåí èåì,
äëÿ ñîâñåì óïðîùåííîé ìîäåëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàâ ëåíèÿ
ãàçîâ âíóòðè è ñíàðóæè ïðîñòî îäèíàêîâû è ðàâíû àòì îñ-
ôåðíîìó äàâëåíèþ. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè âûïîëíÿåòñÿ òà êîå
ñîîòíîøåíèå:

ã âí â âí â ñín n n+ = .                       (1)

Åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî äàâëåíèå âíóòðè øàðèêà íà 1% áî ëüøå
äàâëåíèÿ ñíàðóæè, òî óòî÷íåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîí öåí-
òðàöèé ãàçîâ áóäåò íåìíîãî èíûì:

ã âí â âí â ñí1,01n n n+ = .                   (2)
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Ðèñ. 1. Íà ýêðàíå âèäíî ÷åðåäîâàíèå áîëåå è ìåíåå ÿ ðêèõ ïîëîñîê

Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå ïàðû çåðêàë ïåðïåíäèêóëÿðíîé èì ïëî ñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñòî÷íèê, è ïó÷îê ñâåòîâûõ ëó÷åé, èñïûòàâøèõ
k = 5 îòðàæåíèé â ùåëè ìåæäó çåðêàëàìè

Ì åæäó çåðêàëàìè
À.ÀÍÄÐÅÅÂ, À.ÏÀÍÎÂ

Â ÑÒÀÒÜÅ  «ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÅ  ÇÅÐÊÀËÎ-ÒÐÓÁÊÀ»  (ÑÌ.
«Êâàíò» ¹1 çà 2014 ã.) ìû ðàññêàçàëè î òîì, ÷òî åñë è

òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà ïîìåñòèòü âíóòðü çåðêàëüíîé  òðóá-
êè, òî íà ýêðàíå ìîæíî óâèäåòü ñèñòåìó êîíöåíòðè÷åñ êèõ
ñâåòîâûõ êîëåö. À ñåé÷àñ ìû îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà
èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè çåðêàëàìè.

Âîçüìèòå äâà íåáîëüøèõ ïëîñêèõ çåðêàëà, ðàñïîëîæèòå
èõ ïàðàëëåëüíî ëèöîì äðóã ê äðóãó è ðàçäåëèòå êàêèì è-
íèáóäü ïðîêëàäêàìè òîëùèíîé â íåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ .
Ìåæäó çåðêàëàìè ïîìåñòèòå íåáîëüøîé èñòî÷íèê ñâåòà,
íàïðèìåð – ìàëåíüêèé ñâåòîäèîä. Îñâåòèòå ïðè ïîìîùè
ýòîãî óñòðîéñòâà ýêðàí, è âû óâèäèòå êàðòèíó, ïðåäñ òàâëåí-
íóþ íà ðèñóíêå 1.

Êàê è â ñëó÷àå ñ òðóáêîé, íà ýêðàíå íàáëþäàåòñÿ ÷åð åäî-
âàíèå áîëåå è ìåíåå ÿðêèõ îáëàñòåé, íà ýòîò ðàç – ï ðÿìîëè-
íåéíûõ ïîëîñîê. È âíîâü âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðè÷èíàõ  ýòîãî
ÿâëåíèÿ, ïðàâäà íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðàññóæä å-
íèé è âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî ãîâîðèëîñü  î
òðóáêå, íå òðåáóåòñÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîñìî òðèì íà
ðèñóíîê 2. Âèäíî, ÷òî ëó÷è, èñïûòàâøèå k îòðàæåíèé â ùåëè
ìåæäó çåðêàëàìè, ôîðìèðóþò íà ýêðàíå îòäåëüíóþ ïîëî ñó.
Ñîñåäíèå ïîëîñû ïåðåñåêàþòñÿ, è èìåííî èõ ïåðåñå÷åí èÿ
âèäíû êàê ÿðêèå ïîëîñêè íà ýêðàíå.

Íà ðèñóíêå 2 ðàññòîÿíèå ìåæäó çåðêàëàìè îáîçíà÷åíî
áóêâîé d, äëèíà çåðêàë – L  è ðàññòîÿíèå äî ýêðàíà – L¢.
×åðåç kh  è kH  îáîçíà÷åíû ðàññòîÿíèÿ îò êðàåâ ïîëîñû,
ñôîðìèðîâàííîé k-êðàòíî îòðàæåííûìè ëó÷àìè, äî öåíòðà
ýêðàíà. Ïðîñòàÿ ãåîìåòðèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþ ùèå

Ïîñêîëüêó â íàøèõ îïûòàõ îáúåì øàðèêà ÷åðåç ñóòêè
óìåíüøèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì îáúåìîì â äâà ð àçà,
à ãåëèÿ â øàðèêå îñòàëàñü âñåãî îäíà äâàäöàòàÿ ÷àñòü îò
íà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà, òî êîíöåíòðàöèÿ ãåëèÿ â øàðè êå
óìåíüøèëàñü â 10 ðàç. Èç ýòèõ ñâåäåíèé ìîæíî îöåíèò ü
îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ãàçîâ ( )b a  ÷åðåç
ðåçèíîâóþ ñòåíêó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âîñïîëüçóåìñ ÿ
÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì – âåäü ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè
ñèñòåìó èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îäíîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî ñîîòíî-
øåíèÿ ñ òðåìÿ íåèçâåñ-
òíûìè, ïîõîæå, ñîâñåì
íå ïðîñòî.

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâå-
äåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñè-
ìîñòè (â óñëîâíûõ åäè-
íèöàõ) êîëè÷åñòâ âå-
ùåñòâ (ãåëèÿ è âîçäó-
õà) â îáúåìå øàðèêà è
çàâèñèìîñòü ñàìîãî îáú-

åìà øàðèêà îò âðåìåíè. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçî âàíè-
åì ïðîãðàììû Excel ïðè ïîäîáðàííîì îòíîøåíèè b a  = 0,5
è äëÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ãàçîâ (1). Â èäíî,

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ôîðìóëû:

( )2 1 1
2k

L d
h k

L

¢æ ö= - -ç ÷
è ø

,

( )2 1 1
2k

L d
H k

L

¢æ ö= + +ç ÷
è ø

, k = 1, 2, 3 …

÷òî ñêîðîñòü äèôôóçèè ãåëèÿ ÷åðåç ðåçèíó ïðèìåðíî â  äâà
ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè äèôôóçèè âîçäóõà. Ïðè èñïîëüçî âà-
íèè ñîîòíîøåíèÿ (1) îáúåì øàðèêà â ìîäåëüíîì ðàñ÷åò å ñî
âðåìåíåì ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óòî÷íåííûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ êî í-
öåíòðàöèé ãàçîâ (2), òî ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ. Íà ðèñó íêå 2
ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè
ýòèõ æå âåëè÷èí, ðàñ-
ñ÷èòàííûå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (2),
ïðè èçìåíåíèè ìàñøòà-
áà ïî îñè âðåìåíè â 10
ðàç, ò.å. âðåìåíè ñ ìî-
ìåíòà ñòàðòà âî âòîðîì
÷èñëåííîì ýêñïåðèìåí-
òå ïðîøëî â 10 ðàç áîëü-
øå. Âèäíî, ÷òî ïîñëå
òîãî êàê êîëè÷åñòâî âîçäóõà, ïðîíèêøåãî âíóòðü øàðè êà,
äîñòèãëî ìàêñèìóìà, ýòî êîëè÷åñòâî î÷åíü ìåäëåííî ó áûâàåò
ñî âðåìåíåì (äî òåõ ïîð, ïîêà ñòåíêè øàðèêà íå ïåðå ñòàíóò
áûòü ðàñòÿíóòûìè).

Âîò òàêèå çàáàâíûå ìûñëè ïðèøëè ìíå â ãîëîâó ïîñëå
äî÷êèíîãî äíÿ ðîæäåíèÿ.
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Ïðè ýòîì íå èñïûòàâøèå íè îäíîãî îòðàæåíèÿ ëó÷è çàï îë-
íÿþò íà ýêðàíå öåëóþ ïîëîñó øèðèíîé ( )1L L d¢ + . Äëÿ
øèðèíû k-é ïîëîñû k kH hD = - è äëÿ øèðèíû ïåðåñå÷åíèÿ
ñîñåäíèõ ïîëîñ 1k kH h +d = -  ïîëó÷àåì

1 è
L

d d
L

¢æ öD = + d =ç ÷
è ø

.

Âèäèì, ÷òî øèðèíà ïîëîñû D  íå çàâèñèò îò k, à øèðèíà
ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ ïîëîñ d , îíà æå øèðèíà óçêèõ ÿðêèõ
ïîëîñîê íà ðèñóíêå 1, ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó çåðêàë àìè.

Òåïåðü, ïîæàëóé, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû ðàçîáðàëèñü ñ
èçîáðàæåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 1. Íóæíî òî ëüêî
äîáàâèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå íàøå óñòðîéñòâî íå òîëü êî ðåæåò
èçîáðàæåíèå íà ïîëîñêè, íî è òàñóåò èõ – øèíêóåò è
ïåðåìåøèâàåò.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ è ñ ýòèì, âíåñåì íåêîòîðûå èçìåíå íèÿ
â íàø ýêñïåðèìåíò – íàäåëèì ñâåòîâûå ëó÷è èíäèâèäóà ëüíî-
ñòüþ è çàñòàâèì èõ äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåñòèì èñõîäíîå èçîáðàæåíèå íà
ýêðàíå, à íà ìåñòå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ðàñïîëîæèì â õîäíîé
çðà÷îê ôîòîêàìåðû, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü áóäåì ñ÷è òàòü
òî÷å÷íûì îòâåðñòèåì. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà ñõåìà íîâî-
ãî ýêñïåðèìåíòà (ñðàâíèòå ñ ðèñóíêîì 1).

Ìû âèäèì, ÷òî èñõîäíîå èçîáðàæåíèå – ôðàãìåíò êàðòè íû
Ãóñòàâà Êëèìòà «Çîëîòàÿ Àäåëü» – ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
÷åðåç ùåëü ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè çåðêàëàìè íà ýêðàíå
ôîòîêàìåðû âûãëÿäèò ðàçðåçàííûì íà ïîëîñêè, êîòîðûå
ïåðåñòàâëÿþòñÿ, äà åùå è ñ îòðàæåíèåì. Êàðòèíêà îñë îæíÿ-
åòñÿ òàêæå è òåì, ÷òî ïðè ïðÿìîì õîäå ëó÷åé â íåêîò îðûå
òî÷êè íà ýêðàíå ïîïàäàþò ïî äâà ñâåòîâûõ ëó÷à (èìåí íî ýòè
òî÷êè ôîðìèðóþò íà ýêðàíå ñâåòëûå ïîëîñêè íà ðèñóíê å 1),
à ïðè îáðàòíîì õîäå êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà áóäåò èìåòü äâà
îáðàçà íà ýêðàíå ôîòîêàìåðû.

Ïðèâåäåì åùå îäèí, áîëåå ïðîñòîé, ïðèìåð – èçîáðàæå íèå
êàðàíäàøà, ïðîïóùåííîå ÷åðåç òó æå ùåëü ìåæäó çåðêà ëàìè
(ðèñ.4).

Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ïîäîáíûå èçîáðàæåíèÿ è ñ ïîìî-
ùüþ òðóáêè, íî â òîé ñòåêëÿííîé, ñ êîòîðîé ìû ðàáîò àëè,
ñëèøêîì âåëèêè ïîòåðè ïðè îòðàæåíèè è îíà íå äàåò
óäîâëåòâîðèòåëüíîé êàðòèíû. À ïîäõîäÿùåé çåðêàëüíîé
òðóáêè ó íàñ, ê ñîæàëåíèþ, ïîêà íåò.

Òåì íå ìåíåå, íàìè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû,
ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 5. Âèäíî, ÷òî çäåñü èçîáð àæåíèå
ðåæåòñÿ íà êîëüöà è ñîñåäíèå êîëüöà ïîâîðà÷èâàþòñÿ äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà íà 180° .

Ðèñ. 3. Ñõåìà íîâîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðîñòûå îïòè÷åñêèå ñõåìû, ñ êîòîðûìè ìû ýêñïåðèìåíò è-
ðîâàëè, èñïîëüçóþòñÿ è â ñåðüåçíîé îïòèêå. Âîò íåñê îëüêî
ïðèìåðîâ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ñïåêòðàëüíûõ ïðèáîðîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåðôåðîìåòð
Ôàáðè–Ïåðî, êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïë îñ-
êèõ çåðêàë ñ âûñîêîé îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ. Òà  æå
ñàìàÿ ñõåìà ñ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêèìè èëè ñîîñíûìè
ñôåðè÷åñêèìè çåðêàëàìè èñïîëüçóåòñÿ è â êà÷åñòâå ëà çåð-
íîãî ðåçîíàòîðà. Ïðàâäà, â îòëè÷èå îò íàøèõ ýêñïåðè ìåí-
òîâ â èíòåðôåðîìåòðå Ôàáðè–Ïåðî ñâåò äâèæåòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè, ïî÷òè ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê îáîèì çåðêà -
ëàì.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ê äâóì çåðêàë àì
äîáàâèòü òðåòüå. Âîçüìåì òðè äëèííûå çåðêàëüíûå ïîë îñ-
êè è ñîñòàâèì èç íèõ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó, ðàñïîëîæèâ  èõ
çåðêàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè äðóã ê äðóãó. Ýòî, êîíå÷í î
æå, îáû÷íûé êàëåéäîñêîï. Âîò â êàëåéäîñêîïå, êàê è â
íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ñàìàÿ âàæíàÿ ÷àñòü èçîáðàæåíèÿ
ñîçäàåòñÿ ëó÷àìè, êîòîðûå ïî÷òè ÷òî ïàðàëëåëüíû ñîñ òàâ-
ëÿþùèì åãî çåðêàëàì.

Ñóùåñòâóþò êàëåéäîñêîïû è ñ áîëüøèì, ÷åì òðè, ÷èñ-
ëîì çåðêàë. Åñëè ýòî ÷èñëî ñäåëàòü î÷åíü áîëüøèì, ò î
ïîëó÷èòñÿ çåðêàëî-òðóáêà. À âûñîêîêà÷åñòâåííûå çåðê à-
ëà-òðóáêè èñïîëüçóþòñÿ â ðåíòãåíîâñêèõ òåëåñêîïàõ. Â
ïðîåêòå HERO, îñóùåñòâëåííîì NASA, ðåíòãåíîâñêèé òå -
ëåñêîï, ñîáðàííûé èç íåñêîëüêèõ áàòàðåé âëîæåííûõ ä ðóã
â äðóãà çåðêàë-òðóáîê, ñ ïîìîùüþ ãèãàíòñêîãî âîçäóø íîãî
øàðà, íàïîëíåííîãî ãåëèåì, ïîäíèìàëñÿ íà âûñîòó 40  êè-
ëîìåòðîâ, ãäå è ïðîâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ ðåíòãåíîâñêè õ
èñòî÷íèêîâ.

Ðèñ. 4. Òàê âûãëÿäèò êàðàíäàø, ïðîïóùåííûé ÷åðåç ùå ëü ìåæäó
çåðêàëàìè

Ðèñ. 5. Ñëåâà – ðåàëüíûé ýêñïåðèìåíò, ñïðàâà – êîìï üþòåðíàÿ
ñèìóëÿöèÿ
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Çàäà÷è è òåîðåìû
î ïðåäñòàâèòåëÿõ

À.ÐÎÌÀÍÎÂ

ÑÀÌÎÉ ÈÇÂÅÑÒÍÎÉ  È  ÏÐÎÑÒÎÉ ÇÀÄÀ×ÅÉ Î ÏÐÅÄÑÒÀ-
âèòåëÿõ, ïîæàëóé, ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ.

Çàäà÷à 1. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ëàäåé ìîæíî ðàññòà-
âèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8 8´ , ÷òîáû ëàäüè íå áèëè äðóã
äðóãà, ò.å. ÷òîáû íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè è íà êàæäîé
âåðòèêàëè ñòîÿëî íå áîëåå îäíîé ëàäüè?

ßñíî, ÷òî íåëüçÿ ïîñòàâèòü áîëåå âîñüìè ëàäåé – ãîð èçîí-
òàëåé òîëüêî âîñåìü (êàê è âåðòèêàëåé). À âîñåìü ëà äåé
ðàññòàâèòü íåñëîæíî (ïðîâåðüòå ýòî, åñëè çàäà÷à íåç íàêî-
ìà). Òàê ðàññòàâëåííûå ëàäüè ìîæíî íàçâàòü ïðåäñòàâ èòåëÿ-
ìè âåðòèêàëåé (èëè ãîðèçîíòàëåé), íà êîòîðûõ îíè ñò îÿò.

Îïðåäåëåíèå.  Ïóñòü èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà
M N´ . Ïðåäñòàâèòåëÿìè âåðòèêàëåé íàçîâåì òàêîå ïîä-
ìíîæåñòâî P êëåòîê òàáëèöû, ÷òî íà êàæäîé âåðòèêàëè
èìååòñÿ ðîâíî îäíà êëåòêà èç P è íà êàæäîé ãîðèçîíò àëè
ðàñïîëîæåíî íå áîëåå îäíîé êëåòêè èç P.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà
ïðåäñòàâèòåëåé (åå ñâÿçü ñ ïðåäûäóùèì îïðåäåëåíèåì ïðî-
ÿñíÿåò ïåðâàÿ èç çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ,
ïðèâåäåííûõ â êîíöå ñòàòüè).

Çàäà÷à 2. Íà ÷àåïèòèå ñîáðàëèñü N øêîëüíèêîâ, êàæäûé
ïðèíåñ ïî äâà ïèðîæíûõ. Âñå ïèðîæíûå ðàçëîæèëè íà N
òàðåëîê ïî äâà íà òàðåëêó. Äîêàæèòå, ÷òî êàê áû íè áûëè
ðàçëîæåíû ïèðîæíûå, ìîæíî òàê ðàçäàòü òàðåëêè, ÷òî
êàæäîìó äîñòàíåòñÿ õîòÿ áû îäíî ïèðîæíîå, êîòîðîå î í ñàì
ïðèíåñ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è ñóùåñòâóþò
íàòóðàëüíîå N  è ñïîñîá ðàçëîæèòü íà N òàðåëîê ïî äâà
ïèðîæíûõ òàê, ÷òî íåâîçìîæíî ïðàâèëüíî ðàçäàòü èõ N
øêîëüíèêàì. Òîãäà ñðåäè òàêèõ «ïëîõèõ» íàòóðàëüíûõ N
ñóùåñòâóåò ñàìîå ìàëåíüêîå. Çàìåòèì, ÷òî N  > 1, òàê êàê ïðè
N = 1 îäíîìó øêîëüíèêó âñåãäà äîñòàíåòñÿ òàðåëêà, íà
êîòîðîé îáà ïèðîæíûõ ïðèíåñ îí. Ðàññìîòðèì «ïëîõîé»
ñïîñîá ðàçëîæèòü ïèðîæíûå äëÿ ýòîãî N . Âûáåðåì ëþáóþ
òàðåëêó è îòäàäèì åå øêîëüíèêó, ÷üå ïèðîæíîå åñòü í à
âûáðàííîé òàðåëêå. Åñëè âòîðîå ïèðîæíîå íà ýòîé òàð åëêå
ïðèíåñ äðóãîé øêîëüíèê, òî åñòü åùå îäíà òàðåëêà, í à
êîòîðîé ëåæèò äðóãîå ïèðîæíîå ýòîãî øêîëüíèêà. Îòäà äèì
åìó ýòó òàðåëêó. Äðóãîå ïèðîæíîå íà âòîðîé îòäàííîé
òàðåëêå ïðèíåñ êàêîé-òî øêîëüíèê. Åñëè ýòî íå ïåðâû é
øêîëüíèê, òî ïðîäîëæèì ðàçäàâàòü òàðåëêè. Ïðîöåññ î ñ-
òàíîâèòñÿ, êîãäà â îòäàííîé òàðåëêå îêàæåòñÿ âòîðîå  ïèðîæ-
íîå ïåðâîãî øêîëüíèêà (ìîæåò áûòü, ýòî ñëó÷èòñÿ è â  ñàìîì
íà÷àëå). Çàìåòèì, ÷òî â îñòàâøèõñÿ òàðåëêàõ íåò ïèð îæíûõ
øêîëüíèêîâ, óæå ïîëó÷èâøèõ òàðåëêè. Çíà÷èò, îñòàëîñ ü M
øêîëüíèêîâ è M  òàðåëîê, â êîòîðûõ òîëüêî èõ ïèðîæíûå.
Åñëè Ì = 0, òî âñå òàðåëêè ðîçäàíû øêîëüíèêàì ïðàâèëüíî,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ïóñòü M > 0. Íî N  áûëî
ñàìûì ìàëåíüêèì «ïëîõèì» ÷èñëîì, çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ  M
òàðåëîê ìîæíî ïðàâèëüíî ðàçäàòü øêîëüíèêàì, ñëåäîâà -
òåëüíî, íåâåðíî ïðåäïîëîæåíèå, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè
äîêàçàòåëüñòâî, ò.å. óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ãîðàçäî ñëîæíåå.
Çàäà÷à 3. À åñëè êàæäûé èç N øêîëüíèêîâ ïðèíåñ ïî M

ïèðîæíûõ è èõ ðàçëîæèëè íà N òàðåëîê ïî M øòóê íà
òàðåëêó?

Çàìåòèì, ÷òî ñîîáðàæåíèÿ âðîäå «âûãîäíî äàâàòü øêîë ü-
íèêó òàðåëêó, â êîòîðîé ìíîãî åãî ïèðîæíûõ», íå ðàá îòàþò.
Íàïðèìåð, åñëè ðàçäàòü M  øêîëüíèêàì ïî òàðåëêå, â êîòî-
ðîé M  – 1 ïèðîæíûõ ïðèíåñ ýòîò øêîëüíèê, òî âñå ïèðîæíûå
( M  + 1)-ãî øêîëüíèêà ìîãóò îêàçàòüñÿ ðîçäàííûìè.

Êàê è â çàäà÷å 2, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâå ðíî,
è íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ «ïëîõîãî» ñïîñîáà ðàçëîæèòü
ïèðîæíûå íà N òàðåëîê äëÿ ñàìîãî ìàëåíüêîãî «ïëîõîãî» N .
Äëÿ ýòîãî ñïîñîáà ìîæíî ðàçäàòü òàðåëêè øêîëüíèêàì òàê,
÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî òàðåëîê ðîçäàíî ïðàâèëüíî (ò.å . â íèõ
åñòü ïèðîæíûå, êîòîðûå ïðèíåñ øêîëüíèê, ïîëó÷èâøèé
òàðåëêó). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðåäñòàâèòåëè äëÿ øêîëüíè êîâ.
Äàäèì êàæäîìó øêîëüíèêó ìàëåíüêèé ôëàæîê ñ åãî èìåí åì.
Òå, êòî ïîëó÷èë «ïðàâèëüíóþ òàðåëêó», äîëæíû âîòêíó òü
ôëàæîê â ñâîå ïèðîæíîå íà ýòîé òàðåëêå, à îñòàëüíûå  – â ñâîå
ïèðîæíîå íà ëþáîé ÷óæîé òàðåëêå. Â ðåçóëüòàòå â íåê îòîðûõ
òàðåëêàõ áóäóò ïèðîæíûå ñ ôëàæêàìè, à â íåêîòîðûõ –  íåò.
Ïðè÷åì â íàøåì ñëó÷àå òàðåëîê ñ ôëàæêàìè ìàêñèìàëüí î
âîçìîæíîå ÷èñëî – âåäü åñëè â òàðåëêå åñòü ôëàæîê, åå ìîæíî
ïðàâèëüíî îòäàòü øêîëüíèêó. Ðàç åñòü òàðåëêè áåç ôë àæêîâ,
à ôëàæêîâ è òàðåëîê ïî N , òî åñòü òàðåëêà, â êîòîðîé íå ìåíåå
äâóõ ôëàæêîâ. Âûáåðåì îäíó èç òàêèõ òàðåëîê è íàçîâ åì åå
ïåðâîé (ðèñ.1, à).
Òåïåðü âûáåðåì âñå
òàðåëêè, íà êîòî-
ðûõ åñòü ïèðîæíûå
òåõ øêîëüíèêîâ,
÷üè ôëàæêè â ïåð-
âîé òàðåëêå. Ïî-
ñòàâèì ýòè òàðåë-
êè ðÿäîì ñ ïåðâîé
è íàçîâåì èõ âòî-
ðûìè (ðèñ.1, á).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ñðåäè âòîðûõ íàéäåòñÿ òàðåëêà áåç ôëàæêà, òî ìîæíî
ôëàæîê èç ïåðâîé òàðåëêè ïåðåñòàâèòü â ýòó âòîðóþ è  ÷èñëî
òàðåëîê ñ ôëàæêàìè óâåëè÷èòñÿ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò,
â êàæäîé èç âòîðûõ òàðåëîê åñòü ôëàæîê. Âûáåðåì òðå òüè
òàðåëêè èç åùå íå âûáðàííûõ òàê, ÷òîáû â êàæäîé òðå òüåé
áûëî ïèðîæíîå òåõ øêîëüíèêîâ, ÷üè ôëàæêè áûëè âî âò îðûõ
òàðåëêàõ (ðèñ.1,â). Àíàëîãè÷íî, â êàæäîé òðåòüåé òàðåëêå
äîëæåí áûòü ôëàæîê, èíà÷å ìîæíî â öåïî÷êå ïåðâàÿ-âò îðàÿ-
òðåòüÿ ïåðåñòàâèòü ôëàæêè è òàðåëîê ñ ôëàæêàìè ñòàí åò íà
îäíó áîëüøå. Òàê æå âûáåðåì ÷åòâåðòûå, ïÿòûå è ò.ä.  òàðåëêè,
ïîêà ýòî áóäåò âîçìîæíî (ðèñ.1, ã). Ðàññìîòðèì âñå âûáðàí-
íûå òàðåëêè. Ïóñòü èõ áóäåò K , òîãäà âñåãî íà íèõ MK
ïèðîæíûõ. Åñëè â êàêîé-òî âûáðàííîé òàðåëêå åñòü ôë àæîê,
òî âñå ïèðîæíûå øêîëüíèêà, ÷åé ýòî ôëàæîê, ëåæàò â
âûáðàííûõ òàðåëêàõ. Â ïåðâîé òàðåëêå íå ìåíåå äâóõ
ôëàæêîâ, à â îñòàëüíûõ íå ìåíåå îäíîãî, çíà÷èò, âñå ãî íå
ìåíåå K  + 1 ôëàæêîâ è íå ìåíåå M (K  + 1) ïèðîæíûõ. Ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è çàäà÷à ð åøåíà.

Âåðíî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
Çàäà÷à 4. Íà ÷àåïèòèå ñîáðàëèñü N øêîëüíèêîâ, êàæäûé

ïðèíåñ ïî ïèðîãó ìàññîé íå ìåíåå 1 êã. Âñå ïèðîãè ê àê-òî
ðàçðåçàëè è ðàçëîæèëè íà M òàðåëîê òàê, ÷òî â êàæäî é
òàðåëêå ëåæèò íå áîëåå 1 êã. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðà ç-
äàòü øêîëüíèêàì ïî òàðåëêå òàê, ÷òî êàæäîìó äîñòàíå ò-
ñÿ õîòÿ áû îäèí êóñî÷åê ïèðîãà, êîòîðûé îí ñàì ïðèí åñ.

Ïîíÿòíî, ÷òî M N³ . Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî â çàäà÷å 3 ñ íåáîëüøèìè äîïîë-
íåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ â çàäà ÷å 4.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó 4 ïî-äðóãîìó.
Çàäà÷à 4à. Ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà M N´  çàïîëíåíà

íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ÷èñëî

Ðèñ. 1
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C > 0 òàêîå, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáîì ñòîëáöå íå ìåí üøå
C, à ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå íå áîëüøå C. Òîãäà ìîæíî
èç êàæäîãî ñòîëáöà âûáðàòü êëåòêó ñ ïîëîæèòåëüíûì
÷èñëîì òàê, ÷òî âûáðàííûå êëåòêè áóäóò ñòîÿòü â ðàç -
ëè÷íûõ ñòðîêàõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûáðàòü ïðåäñò à-
âèòåëåé ñòîëáöîâ èç êëåòîê ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè .

Òî, ÷òî ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíûå, âàæíî: äëÿ ïðîèçâîëü íûõ
÷èñåë óòâåðæäåíèå çàäà÷è 4à íåâåðíî. Ïðîâåðüòå ýòî.

Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé î ïðåäñòàâèòåëÿõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î
ñâàäüáàõ.

Çàäà÷à 5.  Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
þíîøåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ñ íåñêîëüêèìè äåâó ø-
êàìè. Ñïðàøèâàåòñÿ,  ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî æåíèò ü
þíîøåé òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ æåíèëñÿ íà çíàêîìîé
åìó äåâóøêå?

Òåîðåìà  (Ôèëèï Õîëë, 1935). Ðåøåíèå çàäà÷è î ñâàäüáàõ
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå K þíîø åé
èç äàííîãî ìíîæåñòâà èç N þíîøåé çíàêîìû â ñîâîêóïí îñ-
òè ïî ìåíüøåé ìåðå ñ K äåâóøêàìè ( 1 K N£ £ ) .

Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Åñëè êàêèå-òî K  þíîøåé çíàêî-
ìû ñ ìåíåå ÷åì K  äåâóøêàìè, òî êîìó-òî èç íèõ íå íàéäåòñÿ
ïàðû. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü N –
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî òåîðåìà íåâåð-
íà. Î÷åâèäíî, ÷òî N > 1. Ìîæåò áûòü òàê, ÷òî êàæäûå K
þíîøåé ( 1 K N£ < ) çíàêîìû áîëåå ÷åì ñ K  äåâóøêàìè, à
ìîæåò áûòü, ÷òî åñòü ïîäìíîæåñòâî èç K  þíîøåé, çíàêîìûõ
ðîâíî ñ K  äåâóøêàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðâûé þíîøà ìîæåò
æåíèòüñÿ íà ëþáîé çíàêîìîé äåâóøêå, è òîãäà óñëîâèå
òåîðåìû ïî-ïðåæíåìó áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ îñòàâøèõñ ÿ
þíîøåé è äåâóøåê. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êàæäûå K  þíîøåé
çíàêîìû áîëåå ÷åì ñ K  äåâóøêàìè. Îäíà èç ýòèõ äåâóøåê,
âîçìîæíî, âûøëà çàìóæ çà ïåðâîãî þíîøó. Íî áåç íåå
þíîøàì çíàêîìû íå ìåíåå K  äåâóøåê. Çíà÷èò, ïîñëå æå-
íèòüáû ëþáîé ïàðû îñòàåòñÿ N – 1 þíîøà è M  – 1 äåâóøêà
(ãäå Ì  – íà÷àëüíîå ÷èñëî äåâóøåê), äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå
òåîðåìû ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿåòñÿ. Íî N  áûëî ñàìûì
ìàëåíüêèì, äëÿ êîòîðîãî òåîðåìà íåâåðíà, çíà÷èò, âñ åõ
þíîøåé ìîæíî æåíèòü.

Âî âòîðîì ñëó÷àå åñòü K þíîøåé, çíàêîìûõ ðîâíî ñ K
äåâóøêàìè. Òàê êàê K < N , ìû ìîæåì æåíèòü ýòèõ þíîøåé
íà ýòèõ äåâóøêàõ. Ïîêàæåì, ÷òî îñòàëüíûõ þíîøåé òîæ å
ìîæíî æåíèòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èç
îñòàâøèõñÿ N – K  þíîøåé. Ïóñòü â íåì L  þíîøåé. Òîãäà,
ïî óñëîâèþ òåîðåìû, K  æåíàòûõ þíîøåé ïëþñ ýòè L þíîøåé
çíàêîìû íå ìåíåå ÷åì ñ K + L  äåâóøêàìè. Òàê êàê K  æåíàòûõ
þíîøåé íå çíàêîìû ñ íåçàìóæíèìè äåâóøêàìè, îñòàëüíû å
L  þíîøåé äîëæíû áûòü çíàêîìû ñ íå ìåíåå ÷åì L  íåçàìóæ-
íèìè äåâóøêàìè. Çíà÷èò, äëÿ îñòàâøèõñÿ N – K þíîøåé
âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, è îíè ñìîãóò æåíèòüñÿ. Ò åîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà Õîëëà ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó 4 äðóãèì ñïîñ î-
áîì. Íàçîâåì øêîëüíèêîâ þíîøàìè, à òàðåëêè – äåâóøê àìè.
Çíàêîìûìè øêîëüíèêà áóäåì ñ÷èòàòü òàðåëêè, íà êîòîð ûõ
ëåæèò êóñî÷åê ïèðîãà, êîòîðûé ïðèíåñ øêîëüíèê. Óñëî âèå
òåîðåìû Õîëëà âûïîëíåíî, òàê êàê ëþáûå K  øêîëüíèêîâ
ïðèíåñëè íå ìåíåå K  êèëîãðàììîâ ïèðîãîâ è äëÿ íèõ
ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå K  òàðåëîê.

Òåîðåìà (Ä.Ê¸íèã, 1931). Ïóñòü çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ
òàáëèöà, â êëåòêàõ êîòîðîé ñòîÿò íóëè è åäèíèöû.
Ëèíèåé â òàáëèöå íàçîâåì êàê ñòðîêó, òàê è ñòîëáåö
ýòîé òàáëèöû. Òîãäà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé, ñîäåðæ à-
ùèõ âñå åäèíèöû, ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó åäèíèö,
êîòîðûå ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ íå
íàøëîñü äâóõ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé è òîé æå ëèíèè .

Ñóùåñòâóþò ïðÿìûå ñïîñîáû äîêàçàòü òåîðåìó Ê¸íèãà,
íî ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Õîëëà. Ïóñòü m –

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé, ñîäåðæàùèõ âñå åäèíèöû, à M
– ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åäèíèö, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ  íå
ëåæàò íà îäíîé ëèíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî m M³ . Äîêàæåì,
÷òî m M£ . Ïóñòü ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå m ëèíèÿìè ñî-
ñòîèò èç r ñòðîê è s ñòîëáöîâ, ãäå r + s = m. Òàê êàê
ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ íå âëèÿþò íà m è M ,
ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ñòðîêè è ñòîëáöû, ÷òîáû ëèíèè
ïîêðûòèÿ áûëè ïåðâûìè r ñòðîêàìè è s ñòîëáöàìè. Íàçî-
âåì þíîøàìè ïåðâûå r ñòðîê òàáëèöû, à äåâóøêàìè –
ñòîëáöû ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè s (ðèñ. 2). Þíîøó è äå-
âóøêó áóäåì ñ÷èòàòü çíàêîìûìè, åñëè íà ïåðåñå÷åíèè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñòðîêè è ñòîëáöà ñòîèò åäèíèöà. Óñëîâ èÿ
òåîðåìû Õîëëà âûïîëíåíû â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà
ëèíèé, èíà÷å ìîæíî çàìåíèòü êàêèå-òî K  ñòðîê ïîêðûòèÿ
íà K  – 1 ñòîëáöîâ è âñå åäèíèöû îñòàíóòñÿ âû÷åðêíóòûìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî æåíèòü þíîøåé, ò.å. âûáðàòü â êàæ-
äîé èç ïåðâûõ r ñòðîê ïî åäèíèöå òàê, ÷òî íèêàêèå äâå
åäèíèöû íå ëåæàò â îäíîì ñòîëáöå è íè îäíà íå ëåæèò  â
ïåðâûõ s ñòîëáöàõ. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì âûá-
ðàòü s åäèíèö â ïåðâûõ s ñòîëáöàõ, êîòîðûå ëåæàò â
ðàçíûõ ñòðîêàõ è íå ëåæàò â ïåðâûõ r ñòðîêàõ. Èòàê, ìû
äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå m åäèíèö, íèêàêèå äâå èç êîòî-

ðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, m M£ , è
äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç òåîðåìû Ê¸íèãà ñëåäóåò òåîðåìà
Õîëëà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òàáëèöà èç M  ñòðîê è N
ñòîëáöîâ ñîäåðæèò åäèíèöû â êëåòêàõ, åñëè þíîøà, èì åþ-
ùèé íîìåð ñòîëáöà, çíàêîì ñ äåâóøêîé, èìåþùåé íîìåð
ñòðîêè. ßñíî, ÷òî âñå åäèíèöû â òàêîé òàáëèöå íåëüç ÿ
âû÷åðêíóòü ìåíåå ÷åì N ëèíèÿìè, òàê êàê ïîñëå âû÷åðêè-
âàíèÿ K  ñòîëáöîâ â îñòàâøèõñÿ N – K  ñòîëáöîâ îñòàíóòñÿ
åäèíèöû íå ìåíåå ÷åì â N – K  ñòðîêàõ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íà øàõìàòíîé äîñêå 8 8´  ïîìåòèëè 16 êëåòîê òàê, ÷òî íà
êàæäîé âåðòèêàëè è êàæäîé ãîðèçîíòàëè îêàçàëîñü ïî äâå
ïîìå÷åííûå êëåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîìå÷åííûõ êëåò êàõ
ìîæíî ðàññòàâèòü 8 áåëûõ è 8 ÷åðíûõ ôèãóð òàê, ÷òîá û íà
êàæäîé âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè ñòîÿëî ïî îäíîé áåëî é è îäíîé
÷åðíîé ôèãóðå.

2. Øêîëüíèêè íà êðóæêå ðåøàëè çàäà÷è. Îêàçàëîñü, ÷òî
êàæäûé ðåøèë ïî 4 çàäà÷è è êàæäàÿ çàäà÷à ðåøåíà ÷åò ûðüìÿ
øêîëüíèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðàçáî ð çàäà÷
òàê, ÷òîáû êàæäûé øêîëüíèê ðàññêàçàë ðîâíî îäíó çàä à÷ó è âñå
çàäà÷è áûëè ðàçîáðàíû.

3. Ïóñòü êàæäûé þíîøà çíàêîì íå ìåíåå ÷åì ñ m äåâóøêàìè,
à êàæäàÿ äåâóøêà – íå áîëåå ÷åì ñ m þíîøàìè ( m – ïðîèçâîëü-

Ðèñ. 2

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 53)
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Çàäà÷è
ñ ýêñòðåìóìàìè

À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

ÊÎÃÄÀ Â ÇÀÄÀ×Å ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ ÒÐÅÁÓÅÒÑß ÍÀÉÒÈ ÝÊÑÒ-
ðåìóì – ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì – íåêîòîðîé ôèçè÷åñ-

êîé âåëè÷èíû, òî ó ìàòåìàòè÷åñêè ïðîäâèíóòîãî àáèòó ðèåí-
òà âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ ðåàêöèÿ: íàäî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ
ïðîèçâîäíóþ. Óìåíèå áåçîøèáî÷íî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäí ûå
ÿâëÿåòñÿ, íåñîìíåííî, ïîëåçíûì, íî âñòðå÷àåòñÿ îíî (è òî
äîâîëüíî ðåäêî) òîëüêî ó ó÷àùèõñÿ âûïóñêíîãî êëàññà , à ñ
ýêñòðåìóìàìè ñòàëêèâàþòñÿ (îñîáåííî íà îëèìïèàäàõ) è
øêîëüíèêè ïðåäûäóùèõ êëàññîâ. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå ÷ åðåç
ïðîèçâîäíóþ îòíþäü íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì  è
ñàìûì èçÿùíûì.

Â ýòîé ñòàòüå âû ïîçíàêîìèòåñü ñ íåñêîëüêèìè ñïîñîá à-
ìè íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà áåç ïðîèçâîäíûõ. Òàì, ãäå ðå-
øåíèå ñ ïðîèçâîäíîé íå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì, ìû áóäåì
ïðèâîäèòü è åãî, íàðÿäó ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè äðó ãè-
ìè ïîäõîäàìè.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà.
1. Èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ïðîèçâîäíûõ, èìåþùèõ ôèçè-

÷åñêèé ñìûñë. Òàê, ýêñòðåìóì êîîðäèíàòû äîñòèãàåòñÿ  ïðè
íóëåâîé ïðîåêöèè ñêîðîñòè, ýêñòðåìóì ñêîðîñòè – ïðè
íóëåâîì óñêîðåíèè, ýêñòðåìóì çàðÿäà – ïðè íóëåâîì ò îêå.
(Çàäà÷è 1, 10)

2. Èññëåäîâàíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Ìîæíî âûäåëÿ òü
ïîëíûé êâàäðàò, èñïîëüçîâàòü ãîòîâûå ôîðìóëû äëÿ âå ðøè-
íû ïàðàáîëû, íàõîäèòü êîðíè òðåõ÷ëåíà (âåðøèíà ëåæè ò
ïîñåðåäèíå ìåæäó êîðíÿìè). (Çàäà÷è 2, 3, 6, 8)

3. Èñïîëüçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è
ýêñòðåìóìîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, å ñëè
èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâåëàñü ê ñèíóñó ïåðåìåííîãî óã ëà, òî
ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ñèíóñà, ðàâíîì åä èíè-
öå. Èçâåñòíûé ïðèìåð: äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà, áðîøåí íîãî
ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèíóñ äâîéí îãî
óãëà. (Çàäà÷à 9)

4. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñê îì
è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñ åë à
è b:

2
a b

ab
+

³ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b. Ýòî íåðàâåíñòâî
î÷åâèäíî (ïðè ïåðåíîñå ïðàâîé ÷àñòè âëåâî âîçíèêàåò  ïîë-
íûé êâàäðàò). Åñëè ñóììà ôèêñèðîâàíà, òî ìîæíî íàéò è
ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè ïðîèçâåäåíèå ôèêñèðîâàí î,
òî ìîæíî íàéòè ìèíèìóì ñóììû. (Çàäà÷è 2, 4, 5, 7)

Îáîáùåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáùåå íåðàâåí -
ñòâî Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî:

1 2
1 2

n n
n

a a a
a a a

n
+ + +

³
K

K ,

íî ÿ íå âñòðå÷àëñÿ ñ åãî ïðèìåíåíèåì â øêîëüíîé ôèç èêå
(åñëè çíàåòå, íàïèøèòå â ðåäàêöèþ).

5. Ïåðåõîä ê äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ÑÎ). Â íîâîé ñ èñòåìå
îòñ÷åòà íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà ìîæåò ñóùåñòâåííî óïð îñ-
òèòüñÿ. (Çàäà÷è 3, 4, 11, 12)

6. Èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Íàõîæäåíèå ýê ñò-
ðåìóìà ìîæåò ñâåñòèñü ê ïðîñòîìó ïîñòðîåíèþ. ×àñòî ýòîò

ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíî ñ ïåðåõîäîì ê äðóãîé ñ èñòåìå
îòñ÷åòà. (Çàäà÷è 3, 11, 12)

7. Èñïîëüçîâàíèå èññëåäóåìîé âåëè÷èíû â êà÷åñòâå ïà ðà-
ìåòðà óðàâíåíèÿ. Åñëè âû èññëåäóåòå íà ìèíèìóì (èëè
ìàêñèìóì) çàâèñèìîñòü ( )y x  (ðèñ.1), òî ìèíèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ ó áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îäíî çíà÷åíèå õ,
çíà÷åíèÿì miny y>  – äâà
çíà÷åíèÿ õ, à ïðè miny y<
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ
íå èìååò ðåøåíèé. Ïðè
ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ ( )y x
ìîæåò èìåòü ñëîæíûé âèä.
(Çàäà÷è 3, 4, 5, 6, 7, 8, 13)

8. Ìåòîä ìàëûõ âàðèà-
öèé. Ïðè íåáîëüøîì èçìå-
íåíèè ïàðàìåòðà èçìåíåíèå èññëåäóåìîé âåëè÷èíû äîëæ íî
áûòü ðàâíî íóëþ (â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè). (Çàäà÷à  14).

À òåïåðü – êîíêðåòíûå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ïî çàêîíó

3 2x 2t 9t 12t= - +  (ì). Íàéäèòå ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé
çà ïåðâûå 3 ñ äâèæåíèÿ .

Ðåøåíèå.  Íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà 0x  òî÷êè ðàâíà íóëþ.
Êîîðäèíàòà x â ìîìåíò âðåìåíè êt  = 3 ñ ðàâíà êx  = 9 ì,
îäíàêî îíà äàåò íàì çíà÷åíèå íå ïóòè, à ïåðåìåùåíèÿ . Ïóòü
ñîâïàäàåò ñ ïåðåìåùåíèåì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà  íà
ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå âðåìåíè íåò òî÷åê ðàçâîðîòà . Òî÷-
êè ðàçâîðîòà – ýòî ýêñòðåìóìû ôóíêöèè ( )x t , â ýòèõ òî÷êàõ
ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàê êàê äâèæåíèå íå ðàâ íîóñ-
êîðåííîå, òî ãîòîâûìè ôîðìóëàìè âîñïîëüçîâàòüñÿ íå óäàñ-
òñÿ, ïðèäåòñÿ áðàòü ïðîèçâîäíóþ:

( ) 26 18 12xv x t t t¢= = - + .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xv  = 0 äàåò òî÷êè ðàçâîðîòà 1t  = 1 ñ è
2t  = 2 ñ, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà

âðåìåíè. Çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè ð àâíû
1x  = 5 ì è 2x  = 4 ì ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîéäåííûé ïóòü áóäåò

ðàâåí

1 0 2 1 ê 2L x x x x x x= - + - + - = 5 ì 1 ì 5 ì 11 ì+ + = .

Çàäà÷à 2. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä çàïîëíÿþò âîäîé äî
âûñîòû h. Íà êàêîé âûñîòå íàäî ïðîäåëàòü ìàëîå îòâå ð-
ñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ñîñóäà, ÷òîáû äàëüíîñòü ïàäåí èÿ
âîäÿíîé ñòðóè áûëà ìàêñèìàëüíîé?

Ðåøåíèå.  Åñëè îòâåðñòèå íàõîäèòñÿ íà âûñîòå x, òî
ðàññòîÿíèå äî óðîâíÿ âîäû ðàâíî h – x è èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü âûòåêàíèÿ âîäû ðà âíà

( )2v g h x= -  (ôîðìóëà Òîððè÷åëëè). Òîãäà äàëüíîñòü
ïîëåòà áóäåò ðàâíà

( ) ( )2
2 2

x
l vt g h x x h x

g
= = - = - .

Èíòåðåñíî, ÷òî äàëüíîñòü ïîëåòà íå çàâèñèò îò g. Ìàêñèìóì
ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè ëèáî ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäíîé, ëèáî ïî ãðàôèêó ïàðàáîëû (åñòü äâà êîð íÿ

1 0x =  è 2x h= , ìàêñèìóì ëåæèò ïîñåðåäèíå: ïðè 2x h= ),
ëèáî äàæå ÷åðåç íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêî ì è
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì (ñóììà ñîìíîæèòåëåé ôèêñèðîâ à-
íà, ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâåíñòâå  ñî-
ìíîæèòåëåé). Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

max 2
2 2
h h

l h hæ ö= - =ç ÷
è ø

.

Çàäà÷à 3. Àâòîìîáèëü ïðèáëèæàåòñÿ ê ïóíêòó À ñî
ñêîðîñòüþ 1v  = 80 êì/÷. Â òîò ìîìåíò, êîãäà åìó îñòà-
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âàëîñü ïðîåõàòü L = 10 êì, èç ïóíêòà À â ïåðïåíäèêó ëÿð-
íîì íàïðàâëåíèè âûåçæàåò ãðóçîâèê ñî ñêîðîñòüþ 2v  =
= 60 êì/÷. ×åìó ðàâíî íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
àâòîìîáèëåì è ãðóçîâèêîì?

Ðåøåíèå.  ßñíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëåì è
ãðóçîâèêîì èìååò ìèíèìóì – âíà÷àëå ýòî ðàññòîÿíèå ó ìåíü-
øàåòñÿ, à ïðè ïîäúåçäå àâòîìîáèëÿ ê ïóíêòó À îíî óæå
óâåëè÷èâàåòñÿ. Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ (òî÷íåå, êâàä ðàòà
ðàññòîÿíèÿ) ìåæäó àâòîìîáèëåì è ãðóçîâèêîì îò âðåìå íè
èìååò âèä

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2
1 2 1 2 12s L v t v t v v t Lv t L= - + = + - + .

Ïðîùå âñåãî èññëåäîâàòü ýòî âûðàæåíèå íà ìèíèìóì ñ
ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ,
ïîëó÷èì

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

, 6 êì.
Lv Lv

t s
v v v v

= = =
+ +

Ìîæíî âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò èíòåðåñóþùåãî íàñ
ðàññòîÿíèÿ:

( )
2 2 2

2 2 2 21 1
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

Lv L v
s v v t L

v v v v

æ ö
= + - - +ç ÷ç ÷+ +è ø

è ïîëó÷èòü òîò æå îòâåò.
Ìîæíî òàêæå ïðèáåãíóòü ê ñïîñîáó 7. Óðàâíåíèå

( )2 2 2 2 2
1 2 12 0v v t Lv t L s+ - + - =

ïðè ôèêñèðîâàííîì ìèíèìàëüíîì s äîëæíî èìåòü åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å. åãî äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü  ðàâåí
íóëþ. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ s ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò.

Îäíàêî ñàìîå êîðîòêîå è êðàñèâîå ðåøåíèå îñíîâàíî í à
ïåðåõîäå â ñèñòåìó îòñ÷åòà îäíîãî èç òåë, íàïðèìåð àâòîìî-

áèëÿ. Âòîðîå òåëî, ãðóçîâèê,
â ýòîé ÑÎ äâèæåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ

21 2 1v v v= -
r r r

,

ò.å. ïî ïðÿìîé, óêàçàííîé íà
ðèñóíêå 2 ïóíêòèðíîé ëèíè-
åé. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó íåïîäâèæíûì (â ýòîé

ÑÎ) àâòîìîáèëåì è ãðóçîâèêîì íàõîäèòñÿ ïîñòðîåíèåì:

2
2 2
1 2

sin
v

s L L
v v

= a =
+ .

Çàäà÷à 4. Êîãäà ïàññàæèðó îñòàëîñü äîéòè äî äâåðè
âàãîíà ðàññòîÿíèå L = 25 ì, ïîåçä òðîíóëñÿ ñ ìåñòà è ñòàë
ðàçãîíÿòüñÿ ñ óñêîðåíèåì 2a 0,5 ì ñ= . Ïàññàæèð ïîáåæàë
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì çíà ÷å-

íèè v îí äîãîíèò ñâîé âà-
ãîí?

Ðåøåíèå.  Ââåäåì êîîð-
äèíàòíóþ îñü õ â íàïðàâ-
ëåíèè îò ÷åëîâåêà ê äâåðè
âàãîíà ñ íà÷àëîì êîîðäè-
íàò â òî÷êå íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ ÷åëîâåêà (ðèñ.3). Â ìîìåíò âñòðå÷è êîîðäè íàòû
÷åëîâåêà è äâåðè ñîâïàäàþò (ðèñ.4):

2 2

1 2 1 2, , , 0
2 2

at at
x vt x L x x vt L= = + = - + = .

Ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ÷åëî-
âåê è äâåðü âñòðå÷àþòñÿ îäèí ðàç, ò.å. ÷åëîâåê äîãî íÿåò
äâåðü, íî íå îáãîíÿåò åå. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îç íà÷àåò
îáðàùåíèå â íîëü äèñêðèìèíàíòà:

2 2 0, 2 5 ì ñv aL v aL- = = = .

Ìîæíî ðåàëèçîâàòü òó æå èäåþ
èíà÷å. Åäèíñòâåííîñòü âñòðå÷è îç-
íà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò âñòðå÷è ñêîðî-
ñòè ÷åëîâåêà è äâåðè ðàâíû, ïîýòî-
ìó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå v = at . Âû-
ðàæàÿ îòñþäà t  è ïîäñòàâëÿÿ â óñëî-
âèå âñòðå÷è, íàõîäèì ñêîðîñòü.

À åùå ìîæíî âûðàçèòü èç óñëîâèÿ
âñòðå÷è ñêîðîñòü v â çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè t  äî âñòðå÷è:

2
L at

v
t

= +

è íàéòè ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ ïðîè ç-
âîäíîé, ëèáî ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìå òè-
÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåä åíèå
ñëàãàåìûõ ôèêñèðîâàíî, òî ìèíèìóì ñóììû äîñòèãàåòñÿ  ïðè
ðàâåíñòâå ñëàãàåìûõ:

2
, , 2

2
L at L

t v aL
t a

= = = .

Íàêîíåö, ìîæíî ïåðåéòè â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, íà ïðè-
ìåð â ÑÎ ÷åëîâåêà. ×åëîâåê ñòîèò íà ìåñòå, à äâåðü äâèæåòñÿ
ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v â ñòîðîíó ÷åëîâåêà è òîðìîçèòñÿ ñ
óñêîðåíèåì a. Äâåðü «äîåäåò» äî ÷åëîâåêà ïðè óñëîâèè

2

, 2
2
v

L v aL
a

³ ³ .

Çàäà÷à 5. Êîíüêîáåæåö ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå s = 450 ì ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à çàòåì òîðìîçèò äî îñòàíîâ êè
ñ óñêîðåíèåì 2a 0,5 ì ñ= . Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ñêîðî-
ñòè v îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ êîíüêîáåæöà áóäåò ìèíèìà ëü-
íî. ×åìó ðàâíî ýòî âðåìÿ?

Ðåøåíèå.  Îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ íà äâóõ ó÷àñòêàõ âûðà-
æàåòñÿ ôîðìóëîé

s v
t

v a
= + .

Èññëåäîâàòü ýòî âûðàæåíèå íà ìèíèìóì ìîæíî ñ ïîìîùü þ
ïðîèçâîäíîé, à ìîæíî, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñ ïî ìîùüþ
íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîì åòðè-
÷åñêîì. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ñëàãàåìûõ ïîñòîÿííî,  òî
ìèíèìóì ñóììû äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâåíñòâå ñëàãàåìûõ:

, , 2 60 ñ
s v s

v sa t
v a a

= = = = .

Ñïîñîá 7 òàêæå ðàáîòàåò. Ïðè çàäàííîì t  äëÿ v ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

( )2 0v at v as- + = .

Ìèíèìàëüíîìó t äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî îäíî çíà÷å-
íèå v. Èç ðàâåíñòâà íóëþ äèñêðèìèíàíòà: ( )2 4 0D at as= - =
ïîëó÷àåì îòâåò.

Çàäà÷à 6. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå äàâëåíèå n
ìîëåé èäåàëüíîãî ãàçà â ïðîöåññå, ïðîèñõîäÿùåì ïî ç àêîíó

( )0 0T T 1 V V= - , ãäå 0T , 0V  – èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå  ( 0V V> ).

Ðåøåíèå.  Âûðàæàÿ äàâëåíèå èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–
Êëàïåéðîíà: p RT V= n , ïîëó÷èì

0 01
RT V

p
V V

n æ ö= -ç ÷
è ø

.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èññëåäîâàòü íà ìàêñèìóì ëèáî ñ
ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé (åñëè óìååòå, ñäåëàéòå ñàìîñòîÿ òåëü-
íî), ëèáî êàê êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ îò 0x V V=  (ñì.
çàäà÷ó 2):

( )0

0

1
RT

p x x
V

n
= - .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè 1 2x =  (ïîñåðåäèíå ìåæäó êîð-
íÿìè 1 0x =  è 2 1x = ), ò.å. ïðè 02V V= . Ìàêñèìàëüíîå
äàâëåíèå áóäåò ðàâíî

0
max

04
RT

p
V

n
= .

Åñëè íå äîäóìàëèñü ïåðåéòè ê íîâîé ïåðåìåííîé, òî
ìîæíî, êàê îáû÷íî, ïðèáåãíóòü ê ìåòîäó 7. Ñ÷èòàÿ äà âëåíèå
çàäàííûì, íàéäåì åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èç óñëîâ èÿ,
÷òî óðàâíåíèå äëÿ V

( )2
0 0 0 0pV RT V RT V- n + n =

èìååò îäíî ðåøåíèå (äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ). Óáåäè òåñü,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò.

Çàäà÷à 7. Èñòî÷íèê òîêà ñ ÝÄÑ E  è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì r çàìûêàþò íà ðåîñòàò. Ïðè êàêîì ñîï ðî-
òèâëåíèè ðåîñòàòà íà íåì áóäåò âûäåëÿòüñÿ ìàêñèìàëü -
íàÿ ìîùíîñòü? ×åìó îíà ðàâíà?

Ðåøåíèå.  Ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà ðåîñòàòå, âûðàæà-
åòñÿ ôîðìóëîé

( )

2
2

2P I R R
R r

= =
+

E
.

Ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê ïðè 0R ® , òàê è ïðè
R ® ¥ . Çíà÷èò, îíî äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíî ïðè íåêîòî-
ðîì R. Êòî íàó÷èëñÿ õîðîøî äèôôåðåíöèðîâàòü, ìîæåò
ïîïðîáîâàòü íàéòè ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùü þ
ïðîèçâîäíîé. Ìû ïîñòóïèì èíà÷å. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåí èå
äëÿ ìîùíîñòè, ðàçäåëèâ íà R ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü:

2

22
P

R r r R
=

+ +

E
.

Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ã åîìåò-
ðè÷åñêîì ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèÿ 2R r R+ , à
çíà÷èò ìàêñèìóì ìîùíîñòè, äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâåíñòâå  ñëà-
ãàåìûõ, ò.å. ïðè

R = r.

Ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ïðè ýòîì áóäåò ðàâíà
2

max 4
P

r
=

E
.

Åñëè áû ìû íå äîäóìàëèñü äî óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàí èÿ,
òî ìîãëè áû ïîéòè äðóãèì çíàêîìûì ïóòåì. Áóäåì ñ÷èò àòü
èññëåäóåìîå âûðàæåíèå äëÿ ( )P R  óðàâíåíèåì äëÿ R ïðè
çàäàííîé P, òîãäà ïðè maxP P=  ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü
îäíî ðåøåíèå, ò.å. äèñêðèìèíàíò äîëæåí îáðàòèòüñÿ â  íîëü
(ñïîñîá 7). Ïðîäåëàéòå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî è óáåäè-
òåñü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò. Ìû æå îáîçíà ÷èì
åùå îäèí ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å.

Ìîùíîñòü âî âíåøíåé öåïè ìîæíî âûðàçèòü íå êàê ôóí-
êöèþ R, à êàê ôóíêöèþ ñèëû òîêà I :

2P I I r= -E

(ìîùíîñòü, ïåðåäàííàÿ âî âíåøíþþ öåïü, åñòü ïîëíàÿ
ìîùíîñòü èñòî÷íèêà ìèíóñ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü íà âíóòð åí-
íåì ñîïðîòèâëåíèè èñòî÷íèêà). Ýòà ôîðìóëà èìååò äàæ å
áîëåå îáùèé õàðàêòåð, ÷åì ôîðìóëà ( )P R , îíà ïðèìåíèìà
ïðè ëþáîé íàãðóçêå âíåøíåé öåïè. Çàâèñèìîñòü ( )P I  åñòü
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ êîðíÿìè 1 0I =  è 2I r= E , èìåþ-
ùàÿ ïðè ( )2I r= E  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ( )2

max 4P r= E .
Çàäà÷à 8. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìà-

ëåíüêèì ïðåäìåòîì è åãî äåéñòâèòåëüíûì èçîáðàæåíèåì  â
ñîáèðàþùåé ëèíçå ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F .

Ðåøåíèå.  Îïèðàÿñü íà ôîðìóëó ëèíçû

1 1 1
d f F

+ = ,

âûðàçèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî èçîáðàæåíè åì
÷åðåç d (ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå, òî d > F):

2d
L f d

d F
= + =

-
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòó ôîðìóëó êàê óðàâíåíèå îòíîñè òåëü-
íî d ïðè çàäàííîì L :

2 0d dL FL- + = ,

òî ìèíèìóì L  ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ:

2 4 0, 4 , 2
2
L

D L FL L F d F= - = = = = .

(Äî ýòîãî îòâåòà ìîæíî äîãàäàòüñÿ: åñëè d f¹ , òî òàêîå æå
L  ïîëó÷èòñÿ ïðè çàìåíå d íà f , à f  íà d.)

Âïðî÷åì, ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá. Ìîæíî ðåøèòü
÷åðåç ïðîèçâîäíóþ, à ìîæíî âìåñòî L  èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

2

1 1 F
L d d

= - ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò 1/ d.
Çàäà÷à 9. Ïî íàêëîííîé äîñêå ïóñêàþò ñíèçó ââåðõ

ìàëåíüêóþ øàéáó ñ ìèíèìàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ,
íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòèæåíèÿ âåðõíåãî êðàÿ äîñêè. Ïðè
íåêîòîðîì óãëå íàêëîíà äîñêè âðåìÿ äâèæåíèÿ øàéáû
áóäåò íàèìåíüøèì. ×åìó ðàâíî ýòî âðåìÿ? Êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ øàéáû ïî äîñêå m = 0,75, äëèíà äîñêè l = 4 ì .

Ðåøåíèå.  Èñêëþ÷àÿ 0v  èç ôîðìóë êèíåìàòèêè
2

0 00 ,
2

at
v at l v t= - = - ,

ïîëó÷èì
2l

t
a

= .

×òîáû íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå a, âûðàçèì åãî èç
óðàâíåíèé äèíàìèêè (ðèñ.5;
îñü x íàïðàâëåíà ïî óñêîðå-
íèþ, îñü y – ïî ñèëå íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè)

òð

òð

sin ,

cos 0,

.

mg F ma

N mg

F N

a + =

- a =

= m

Íàõîäèì

( )sin cosa g= a + m a .

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ, à ìîæíî ïðèáåãíóòü ê
ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ:

sin cosa + m a = 2

2 2

1
1 sin cos

1 1

æ ömç ÷+ m a + a =
ç ÷+ m + mè ø

= ( )21 sin ,+ m a + b

ãäå ( )2arccos 1 1b = + m . Ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâåí
21+ m , ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå ðàâíî

2
max 1a g= + m ,

à ìèíèìàëüíîå âðåìÿ –

min 2
max

2 2
0,8 c

1

l l
t

a g
= = =

+ m
.

Çàäà÷à 10. Ê íèæíåìó êîíöó íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæè-
íû æåñòêîñòüþ k = 400 Í/ì ïðèêðåïèëè ãðóç ìàññîé m =

Ðèñ. 5
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= 250 ã è áåç òîë÷êà îòïóñòèëè. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëü -
íóþ ñêîðîñòü ãðóçà .

Ðåøåíèå.  Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ òÿãîòåíèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæ åíèÿ)

2 2

0
2 2

kx mv
mgx= - + +

âûðàçèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ:
2 2

2 2
mv kx

mgx= - .

Íåñëîæíî íàéòè ìàêñèìóì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â ïðàâ îé
÷àñòè ðàâåíñòâà, îäíàêî ìû ëó÷øå íàéäåì òî÷êó ìàêñè ìóìà
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîêà ñêîðîñòü âîçðàñòàåò ,
óñêîðåíèå íàïðàâëåíî âíèç, êîãäà ñêîðîñòü óáûâàåò, óñêîðå-
íèå íàïðàâëåíî ââåðõ. Â òî÷êå ìàêñèìóìà óñêîðåíèå ð àâíî
íóëþ (ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà íå òîëüêî êàê ôóíêöèÿ x, íî è
êàê ôóíêöèÿ t ). Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ýòîò ìîìåíò èìååò
âèä 0mg kx- = , îòêóäà

mg
x

k
= .

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå x â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü:

max 0,25 ì ñ
m

v g
k

= = .

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è èëëþñòðèðóþò ãðàôè÷åñêèé ìåòîä
àíàëèçà âìåñòå ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîé ÑÎ.

Çàäà÷à 11. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1v  = 3 ì/ñ áîëüøàÿ ãðèôåëüíàÿ
äîñêà. Ïî äîñêå íà÷èíàåò ñêîëüçèòü êóñîê ìåëà, íà÷à ëüíàÿ
ñêîðîñòü êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè äîñêè è ðàâ-
íà 2v  = 4 ì/ñ. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè
ìåëà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.

Ðåøåíèå.  Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü î äâèæå-
íèè ìåëà, ýòî òî, ÷òî åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà 2v , à
êîíå÷íàÿ ðàâíà 1v  è íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íà÷àëü-
íîé. ×òîáû óçíàòü, êàê ìåíÿëàñü ñêîðîñòü â ïðîöåññå  äâèæå-
íèÿ, ïåðåéäåì â ÑÎ, ñâÿçàííóþ ñ äîñêîé. Â ýòîé ÑÎ ä îñêà
íåïîäâèæíà, à êóñîê ìåëà ñêîëüçèò ïî íåé ïî ïðÿìîé ëèíèè
ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0 2 1v v v= -

r r r
 (ðèñ.6) äî ïîëíîé îñòà-

íîâêè. Â ïðîöåññå òîðìîæåíèÿ åãî ñêîðîñòü  îòíîñèòå ëüíî

äîñêè îòív
r

 óìåíüøàåòñÿ îò 0v
r

 äî íóëÿ, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ
ïàðàëëåëüíîé 0v

r
. Ñêîðîñòü ìåëà â ïåðâîíà÷àëüíîé ÑÎ

ìîæíî íàéòè èç çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (ðèñ.7):

( ) 1 îòív t v v= +
r r r

.

Èç ðèñóíêà 7 âèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå v( t ) ðàâíî
âûñîòå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (óäâîåííàÿ ïëîùà äü
òðåóãîëüíèêà, äåëåííàÿ íà ãèïîòåíóçó):

1 2
min 2 2

1 2

2,4 ì ñ
v v

v
v v

= =
+

.

Çàäà÷à 12. Êàêèì ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëî-
íåíèÿ íàëåòàþùåãî øàðà ìàññîé 1m  ïðè àáñîëþòíî óïðó-

ãîì íåöåíòðàëüíîì óäàðå ñ ïîêîÿùèìñÿ øàðîì ìàññîé
2 1m m< ? Ïîâåðõíîñòè øàðîâ ãëàäêèå.
Ðåøåíèå.  Ðåøåíèå çàäà÷è «â ëîá» ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ãðîìîçä-

êèì. Îäíàêî åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü óäàð â ÑÎ öåíòðà ìàññ,
ãäå èìïóëüñ ñèñòåìû òåë ðàâåí íóëþ, à ïîòîì âåðíóòü ñÿ â
ïåðâîíà÷àëüíóþ (ëàáîðàòîðíóþ) ÑÎ, òî ðåøåíèå ñòàíîâ èò-
ñÿ ïðîñòûì è íàãëÿäíûì. Â ÑÎ öåíòðà ìàññ øàðû äâèæó òñÿ
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, øàð ìàññîé 2m  äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
öåíòðà ìàññ:

1 1
2 ö

1 2

m v
v v

m m
= =

+
% ,

à øàð ìàññîé 1m  äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

2 1
1 1 ö

1 2

m v
v v v

m m
= - =

+
%

(çíàê « : » íàä áóêâîé óêàçûâàåò íà ÑÎ öåíòðà ìàññ). Ïîñëå
óäàðà øàðû â ýòîé ÑÎ ðàçëåòàþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè 1u% è 2u% ,
íàïðàâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæ-
íî äðóã äðóãó (ðèñ.8) è ðàâíû-
ìè ïî ìîäóëþ 1v% è 2v% ñîîòâåò-
ñòâåííî (èìïóëüñ ñèñòåìû ðà-
âåí íóëþ, êàê äî óäàðà, è ýíåð-
ãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ). Ïðè ýòîì óãîë
ìåæäó ñêîðîñòüþ 1v% (ïàðàëëåëü-
íîé öv

r
) è 1u% ìîæåò áûòü ëþáûì

îò 0 (ëåãêîå êàñàíèå øàðîâ) äî
180°  (öåíòðàëüíûé óäàð). ×òî-
áû íàéòè êîíå÷íóþ ñêîðîñòü 1u  ïåðâîãî øàðà â ëàáîðàòîð-
íîé ÑÎ, âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (ð èñ.9):

1 ö 1u v u= +
rr r %.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 9, êîíåö
âåêòîðà 1u

r
 ïåðåìåùàåòñÿ ïî îê-

ðóæíîñòè ðàäèóñîì 1u% ñ öåíòðîì â
êîíöå âåêòîðà öv

r
. Ìàêñèìàëüíûé

óãîë maxa  ìåæäó âåêòîðàìè öv
r

 è
1u

r
 ñîîòâåòñòâóåò êàñàòåëüíîé ê îê-

ðóæíîñòè, ïðè ýòîì

1 1 2
max

ö ö 1

sin
u v m
v v m

a = = =
% %

.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à åùå ðàç èëëþñòðèðóåò íåòðèâèàëüíûå
âîçìîæíîñòè ìåòîäà 7.

Çàäà÷à 13. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü íàäî ïðèäàòü
âîëåéáîëüíîìó ìÿ÷ó â ïðûæêå îò ñàìîé ïîâåðõíîñòè çå ìëè,
÷òîáû îí ïåðåëåòåë ÷åðåç ñåòêó âûñîòîé h = 2,5 ì,
ðàñïîëîæåííóþ íà ðàññòîÿíèè s = 6 ì îò òî÷êè óäàðà?

Ðåøåíèå.  Ïî ïîâîäó ýòîé çàäà÷è ó ìåíÿ åñòü îñîáîå
âîñïîìèíàíèå.

Â 10 êëàññå ìû îáñóæäàëè ýòó çàäà÷ó ñ Áîðèñîì Áîðèñ î-
âè÷åì Áóõîâöåâûì. Áîðèñ Áîðèñîâè÷ ðàññêàçàë, ÷òî â ïåð-
âîì èçäàíèè èõ çíàìåíèòîãî çàäà÷íèêà îíè ðåøàëè åå
íåïðàâèëüíî. Èì êàçàëîñü î÷åâèäíûì èç ñîîáðàæåíèé ñ èì-
ìåòðèè, ÷òî âåðõíÿÿ òî÷êà èñêîìîé òðàåêòîðèè äîëæíà
ñîâïàäàòü ñ âåðõíåé òî÷êîé ñåòêè. Çàòåì îíè ïîëó÷èë è
ïèñüìî îò ÷èòàòåëÿ-øêîëüíèêà, êîòîðûé óáåäèòåëüíî ð àçúÿñ-
íÿë èõ îøèáêó. Áîðèñ Áîðèñîâè÷ ñ÷èòàë ýòî ïðåêðàñíû ì
ïðèìåðîì òîãî, êàê îñòîðîæíî íàäî îòíîñèòüñÿ ê «î÷å âèä-
íûì» óòâåðæäåíèÿì.

Çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ ìÿ÷à â ìîìåíò êàñàíèÿ âåðõíå é
òî÷êè ñåòêè â ïðîåêöèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêà ëüêóþ
îñè:

( ) ( )
2

0 0cos , sin .
2

gt
s v t h v t= a = a -

Íàéäÿ t  èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå,

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 6



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 5 / ¹ 150
ïîëó÷èì

( )
2 2

2
2 2 2
0 0

tg tg tg 1
2 cos 2

gs gs
h s s

v v
= a - = a - a +

a
.

Åñëè âûðàçèòü îòñþäà 2
0v  è ïðîàíàëèçèðîâàòü íà ìèíèìóì

êàê ôóíêöèþ tg a , òî ðàñ÷åò ïîëó÷èòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì.
Ïîýòîìó ïîñòóïèì ïðîâåðåííûì ñïîñîáîì: áóäåì ðàññìà òðè-
âàòü ôîðìóëó äëÿ 2

0v  êàê óðàâíåíèå äëÿ tg a  ïðè çàäàííîì
0v . Ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè 0 minv v=  ýòî

óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü îäíî ðåøåíèå:
2 2

2
2 2
min min

2
0

2

gs gs
D s h

v v

æ ö
= - + =ç ÷ç ÷

è ø
.

Äëÿ 2
minv  ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ðåøàÿ êîòîðîå

íàõîäèì

( )2 2 2
minv g h s h= + + , îòêóäà vmin 90 ì ñ 9,5 ì ñ= » .

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èëëþñòðèðóåò ìåòîä ìàëûõ âàðèàöèé.
Çàäà÷à 14. Òî÷êà ñòàðòà Ñ íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîëèíåéíîì

øîññå, à òî÷êà ôèíèøà Ô – â ðàñïàõàííîì ïîëå íà ðàñ ñòî-
ÿíèè d îò øîññå, íàïðîòèâ òî÷êè øîññå À, ðàñïîëîæåí íîé
íà ðàññòîÿíèè l îò òî÷êè ñòàðòà. Ñêîðîñòü áåãà ïî ø îññå

1v , à ïî ïîëþ 2 1v v< . Ïî êàêîé òðàåêòîðèè íàäî áåæàòü,
÷òîáû äîáåæàòü äî ôè-
íèøà çà ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ?

Ðåøåíèå.  Åñëè ñâåð-
íóòü ñ äîðîãè íà ðàññòî-
ÿíèè x  îò òî÷êè À
(ðèñ.10), òî âðåìÿ äâè-
æåíèÿ ñîñòàâèò

2 2

1 2

l x x d
t

v v
- +

= + .

Èññëåäîâàòü ýòó ôóíêöèþ íà ìèíèìóì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâ îä-
íîé äëÿ øêîëüíèêà ñîâñåì íå ïðîñòî. Íàéäåì ìèíèìàëü íîå
âðåìÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: åñëè íåìíîãî èçìåíè òü
òðàåêòîðèþ, ñìåñòèâ âïåðåä èëè íàçàä òî÷êó ïîâîðîòà , òî
èçìåíåíèå âðåìåíè äâèæåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóä åò
ðàâíî íóëþ. Ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷êè ïîâîðîòà íà ìàëîå  xD
âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî äîðîãå óìåíüøèòñÿ íà 1x vD , à âðåìÿ

Ðèñ. 10

äâèæåíèÿ ïî ïîëþ óâåëè÷èòñÿ íà 2cosx vD a . Ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

2 1

cos
0

x x
v v

D a D
- = ,

îòêóäà íàõîäèì óãîë a , ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîìó
âðåìåíè, è èñêîìîå ðàññòîÿíèå x:

2

1

cos
v
v

a = , 2
2 2 2

1 2

cos
ctg

1 cos

d dv
x d

v v

a
= a = =

- a -
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ïîëó÷èòñÿ áîëüøå l , òî áåæàòü íàäî
ñðàçó ïî ïîëþ îò òî÷êè ñòàðòà ê òî÷êå ôèíèøà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äâà òåëà íà÷èíàþò îäíîâðåìåííî äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé

íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè 01 10 ì ñv =  è

02 20 ì ñv =  è ñ ïîñòîÿííûìè óñêîðåíèÿìè 2
1 2 ì ña =  è

2
2 1 ì ña = , íàïðàâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíî ñîîòâåòñòâóþùèì

íà÷àëüíûì ñêîðîñòÿì. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì ìàêñèìàë üíîì
íà÷àëüíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó òåëàìè îíè âñòðåòÿòñÿ â ïðîöåññå
äâèæåíèÿ.

2. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ äîëþ ýíåðãèè íàëåòàþùåãî øàðà
ìîæåò ñîñòàâëÿòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðâîíà÷àëüíî  ïîêîèâ-
øåãîñÿ øàðà ïðè öåíòðàëüíîì àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäà ðå?

3. Äâà êàìíÿ ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ãîðèçîíòàëè íà ðàññ òî-
ÿíèè L  = 42 ì äðóã îò äðóãà. Îäèí êàìåíü áðîñàþò âåðòèêàë üíî
ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ 01 5 ì ñv = , à âòîðîé îäíîâðåìåííî áðîñàþò
ïîä óãëîì 30a = °  ê ãîðèçîíòó ïî íàïðàâëåíèþ ê ïåðâîìó êàìíþ
ñî ñêîðîñòüþ 02 8 ì ñv = . ×åìó ðàâíî íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó êàìíÿìè â ïðîöåññå äâèæåíèÿ?

4. Áðóñîê ìàññîé m = 2 êã ðàâíîìåðíî ïåðåìåùàþò ïî
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, ïðèêëàäûâàÿ ïîñòîÿííóþ ñèëó
ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó. Ïðè êàêîì ìèíèìàëü íîì
çíà÷åíèè ñèëû ýòî âîçìîæíî? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ áðóñ êà î
ïîâåðõíîñòü m = 0,75.

5. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè 5 ì ñv = , åå øèðèíà L  = 32 ì.
Ïåðåïðàâëÿÿñü ÷åðåç ðåêó íà ëîäêå, ñêîðîñòü êîòîðîé  îòíîñè-
òåëüíî âîäû u = 4 ì/ñ, ðóëåâîé îáåñïå÷èë íàèìåíüøèé âîçìîæ-
íûé ñíîñ ëîäêè òå÷åíèåì. ×åìó ðàâåí ýòîò ñíîñ?

6. Êàìåíü áðîñàþò ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòüþ 0v  èç
òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé íà âûñîòå h íàä çåìëåé. Êàêîâà ìàêñè-
ìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà êàìíÿ ïî ãîðèçîíòàëè?

Óøåë èç æèçíè Ñòàíèñëàâ Ìèðîíîâè÷ Êîçåë  –  èçâåñòí ûé
ïåäàãîã è ó÷åíûé, ìíîãî ñäåëàâøèé äëÿ ðàçâèòèÿ øêîë üíîãî
îáðàçîâàíèÿ è îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ, ïðîôåññîð Ìîñê îâñêî-
ãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, ïðîðàáîòàâøèé íà êàôåäðå
îáùåé ôèçèêè áîëåå 60 ëåò, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñ ÿòêîâ ëåò
÷ëåí æþðè âñåñîþçíûõ è âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä ïî ôè çèêå,
íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü íàöèîíàëüíîé ñáîðíîé êîìàíäû ø êîëü-
íèêîâ Ðîññèè, àâòîð çàìå÷àòåëüíûõ çàäà÷íèêîâ äëÿ øê îëüíèêîâ
è ñòóäåíòîâ, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ïðîåêòà «Ôèçèêîí» .

Ñòàíèñëàâ Ìèðîíîâè÷ âíåñ áîëüøîé âêëàä â ñòàíîâëåíè å
«Êâàíòà»  –  â òå÷åíèå 18 ëåò îí áûë ÷ëåíîì ðåäêîëë åãèè íàøåãî
æóðíàëà, áåññìåííî âîçãëàâëÿÿ ðóáðèêó «Ïðàêòèêóì àá èòóðèåí-
òà» ïî ôèçèêå.

Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»  ïðèíîñÿò èñ êðåííèå
ñîáîëåçíîâàíèÿ ðîäíûì, áëèçêèì è êîëëåãàì Ñòàíèñëàâ à Ìèðî-
íîâè÷à Êîçåëà.

Ñòàíèñëàâ Ìèðîíîâè÷ Êîçåë
 (1930 – 2015)
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XXXVI Òóðíèð ãîðîäîâ
ÇÀÄÀ×È ÎÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ (2014 ÃÎÄ)

Áàçîâûé âàðèàíò

8 – 9 êëàññû

1. (3) 1  Åñòü 99 ïàëî÷åê ñ äëèíàìè 1, 2, 3, ..., 99. Ìîæíî
ëè èç íèõ ñëîæèòü êîíòóð êàêîãî-íèáóäü ïðÿìîóãîëüíè êà?

Å.Áàêàåâ

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòó -
ðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøå  èõ
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ:

à) (2) ðîâíî â øåñòü ðàç;
á) (2) ðîâíî â ïÿòü ðàç?

È.Àêóëè÷

3. (5) Íà ñòîðîíå AB êâàäðàòà ABCD  îòìå÷åíà òî÷êà K , à
íà ñòîðîíå BC – òî÷êà L  òàê, ÷òî KB = LC . Îòðåçêè AL  è CK
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè DP  è KL
ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Å.Áàêàåâ

4. (5) Ñì. çàäà÷ó Ì2366 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà»

5. Äàíû N ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ó êàæäîãî
âûáðàëè ïî îäíîìó êàòåòó è íàøëè ñóììó èõ äëèí, çàò åì
íàøëè ñóììó äëèí îñòàâøèõñÿ êàòåòîâ è, íàêîíåö, íàø ëè
ñóììó äëèí âñåõ ãèïîòåíóç. Îêàçàëîñü, ÷òî òðè íàéäå ííûõ
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî ïðÿìîóãîëü íîãî
òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ó âñåõ èñõîäíûõ òðåóãîë üíè-
êîâ îäíî è òî æå îòíîøåíèå áîëüøåãî êàòåòà ê ìåíüøå ìó,
åñëè:

à) (2) N  = 2;
á) (3) N – ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1.

Å.Áàêàåâ

10 – 11 êëàññû

1. à) (1) Ñì. çàäà÷ó 2,à äëÿ 8–9 êëàññîâ.
á) (2) Ñì. çàäà÷ó 2,á äëÿ 8–9 êëàññîâ.

2. (4) Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà îáîçíà÷åíû áóêâàìè A, B, C
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òðåóãîëüíèê ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâ îðà÷è-
âàþò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå: ñíà÷àëà âîêðóã âåðøèíû A íà óãîë,
ðàâíûé AÐ , ïîòîì – âîêðóã âåðøèíû B íà óãîë, ðàâíûé

BÐ , è òàê äàëåå ïî öèêëó (êàæäûé ðàç ïîâîðîò äåëàþò
âîêðóã òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ î÷åðåäíîé âåðøèíû). Äîêàæ è-
òå, ÷òî ïîñëå øåñòè ïîâîðîòîâ òðåóãîëüíèê çàéìåò èñ õîäíîå
ïîëîæåíèå.

Â.Ðàñòîðãóåâ

3. (5) Äàíû 15 öåëûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàê î-
âûõ. Ïåòÿ çàïèñàë íà äîñêó âñå âîçìîæíûå ñóììû ïî 7  èç
ýòèõ ÷èñåë, à Âàñÿ – âñå âîçìîæíûå ñóììû ïî 8 èç ýò èõ ÷èñåë.
Ìîãëî ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îíè âûïèñàëè íà äîñêó îäíè è òå æå
íàáîðû ÷èñåë? (Åñëè êàêîå-òî ÷èñëî ïîâòîðÿåòñÿ íåñê îëüêî
ðàç â íàáîðå ó Ïåòè, òî è ó Âàñè îíî äîëæíî ïîâòîðÿ òüñÿ
ñòîëüêî æå ðàç.)

È.Áîãäàíîâ

4. (5) Ñì. çàäà÷ó 5,á äëÿ 8–9 êëàññîâ.

5. (5) Íà ñòîëå ëåæàëà êó÷êà ñåðåáðÿíûõ ìîíåò. Êàæäû ì
äåéñòâèåì ëèáî äîáàâëÿëè îäíó çîëîòóþ ìîíåòó è çàïè ñûâà-
ëè êîëè÷åñòâî ñåðåáðÿíûõ ìîíåò íà ïåðâûé ëèñòîê, ëè áî
óáèðàëè îäíó ñåðåáðÿíóþ ìîíåòó è çàïèñûâàëè êîëè÷åñ òâî
çîëîòûõ ìîíåò íà âòîðîé ëèñòîê. Â èòîãå íà ñòîëå îñ òàëèñü
òîëüêî çîëîòûå ìîíåòû. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ñóììà
âñåõ ÷èñåë íà ïåðâîì ëèñòêå ðàâíÿëàñü ñóììå âñåõ ÷è ñåë íà
âòîðîì.

Å.Áàêàåâ

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. (4) Äàíà êâàäðàòíàÿ òàáëèöà. Â êàæäîé åå êëåòêå
ñòîèò ëèáî ïëþñ, ëèáî ìèíóñ, ïðè÷åì âñåãî ïëþñîâ è
ìèíóñîâ ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî èëè â êàêèõ-òî äâóõ ñòðî-
êàõ, èëè â êàêèõ-òî äâóõ ñòîëáöàõ îäèíàêîâîå êîëè÷å ñòâî
ïëþñîâ.

Á.Ôðåíêèí

2. (5) Ñì. çàäà÷ó Ì2367 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

3. (6) Ñì. çàäà÷ó Ì2370,à «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. (7) Íà êîëüöåâîé äîðîãå ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè
ðàñïîëîæåíû 25 ïîñòîâ, íà êàæäîì ñòîèò ïîëèöåéñêèé.
Ïîëèöåéñêèå ïðîíóìåðîâàíû â êàêîì-òî ïîðÿäêå ÷èñëàì è îò
1 äî 25. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè ïåðåøëè ïî äîðîãå òàê , ÷òîáû
ñíîâà íà êàæäîì ïîñòó áûë ïîëèöåéñêèé, íî ïî ÷àñîâî é
ñòðåëêå çà íîìåðîì 1 ñòîÿë íîìåð 2, çà íîìåðîì 2 ñò îÿë
íîìåð 3, ..., çà íîìåðîì 25 ñòîÿë íîìåð 1. Äîêàæèòå , ÷òî åñëè
îðãàíèçîâàòü ïåðåõîä òàê, ÷òîáû ñóììàðíîå ïðîéäåííî å
ðàññòîÿíèå áûëî íàèìåíüøèì, òî êòî-òî èç ïîëèöåéñêè õ
îñòàíåòñÿ íà ñâîåì ïîñòó.

Å.Áàêàåâ

5. (8) Ñì. çàäà÷ó Ì2368 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

6. (8) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðîâíûì , åñëè â åãî
çàïèñè âñå öèôðû îäèíàêîâû (íàïðèìåð: 4, 111, 99999 9).
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå n-çíà÷íîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ñóììó íå áîëåå ÷åì n + 1 ðîâíûõ ÷èñåë.

À.Øàïîâàëîâ

7. Ïàóòèíà èìååò âèä êëåò÷àòîé ñåòêè 100 100´  óçëîâ
(äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ñåòêà 99 99´  êëåòîê). Â êàêîì-òî åå
óãëó ñèäèò ïàóê, à â íåêîòîðûõ 100 óçëàõ ê ïàóòèíå ïðèêëå-
èëèñü ìóõè. Çà õîä ïàóê ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ëþáîé
ñîñåäíèé ñ íèì óçåë. Ìîæåò ëè ïàóê ãàðàíòèðîâàííî ñ úåñòü
âñåõ ìóõ, çàòðàòèâ íå áîëåå:

à) (5) 2100 õîäîâ;
á) (5) 2000 õîäîâ?

È.Áîãäàíîâ

10–11 êëàññû

1. (4) Ñì. çàäà÷ó Ì2367 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

2. (5) Ñì. çàäà÷ó 4 äëÿ 8–9 êëàññîâ.

3. (6) Ñì. çàäà÷ó Ì2369 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. (7) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñà-
åòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ A¢, B¢, C¢ ñîîòâåòñòâåí-

1 Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàíî ìàêñèìàëüíîå  êîëè÷å-
ñòâî áàëëîâ, ïðèñóæäàâøèõñÿ çà ðåøåíèå. Èòîã ïîäâîä èëñÿ ïî òðåì
çàäà÷àì, â êîòîðûõ äîñòèãíóòû íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû.



52 Ê Â À Í T $ 2 0 1 5 / ¹ 1

íî. Ïðÿìûå AA¢, BB¢ è CC¢ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå G.
Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà GA B¢ ¢, âòî-
ðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ AC  è BC .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè BA , CA , CB , AB . Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êè BA , CA , CB , AB , AC , BC  ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

À.Çàñëàâñêèé

5. (7) Ïåòÿ ïîñ÷èòàë êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ m-
áóêâåííûõ ñëîâ, â çàïèñè êîòîðûõ ìîãóò èñïîëüçîâàòü ñÿ
òîëüêî ÷åòûðå áóêâû T, O, W è N, ïðè÷åì â êàæäîì ñë îâå
áóêâ T è O ïîðîâíó. Âàñÿ ïîñ÷èòàë êîëè÷åñòâî âñåõ â îçìîæ-
íûõ 2 m-áóêâåííûõ ñëîâ, â çàïèñè êîòîðûõ ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ òîëüêî äâå áóêâû T è O, è â êàæäîì ñëîâå ýòè õ áóêâ

ïîðîâíó. Ó êîãî ñëîâ ïîëó÷èëîñü áîëüøå? (Ñëîâî – ýò î
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ.)

Ã.Ïîãóäèí

6. (8) Íà ñòîëå ëåæàë ïðîâîëî÷íûé òðåóãîëüíèê ñ óãëà ìè
x° , y° , z° . Õóëèãàí Êîëÿ ñîãíóë êàæäóþ ñòîðîíó òðåóãîëü-
íèêà íà îäèí ãðàäóñ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëñÿ íå âûïóê-
ëûé øåñòèóãîëüíèê c âíóòðåííèìè óãëàìè ( )1x - ° , 181° ,
( )1y - ° , 181° , ( )1z - ° , 181° . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ñãèáà
äåëèëè ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà â îäíîì è òîì  æå
îòíîøåíèè.

È.Ìèòðîôàíîâ

7. (10) Ñì. çàäà÷ó Ì2373 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ñ.Äîðè÷åíêî, Ë.Ìåäíèêîâ

Èçáðàííûå çàäà÷è
LXXX Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé îëèìïèàäû

ïî ìàòåìàòèêå
1 (6 êëàññ) 1 . Äëÿ çàïèñè äðîáè, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü

è/èëè çíàìåíàòåëü ñàìè ÿâëÿþòñÿ äðîáÿìè, áóäåì èñïî ëü-
çîâàòü äðîáíûå ÷åðòî÷êè ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Ïðè ýòîì â û÷èñ-
ëåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîé ìàëåíüêîé äðîáíîé ÷åðòû è

çàêàí÷èâàåòñÿ ñàìîé áîëüøîé, íàïðèìåð 

3

4
5

1 15
4

= . Ïî âåðòè-

êàëè ñâåðõó âíèç âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 , 8, 9
(èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Ðàññòàâüòå ìåæäó íèìè 8 ã îðèçîí-
òàëüíûõ ÷åðòî÷åê (âñå ÷åðòî÷êè ðàçíîé äëèíû), ÷òîáû

ïîëó÷åííàÿ ñëîæíàÿ äðîáü áûëà ðàâíà 
7

10
.

Ê.Êîõàñü

2 (6 êëàññ). Â ïðèìåðå íà ñëîæåíèå öèôðû çàìåíèëè
áóêâàìè (ïðè÷åì ðàçíûå öèôðû – ðàçíûìè áóêâàìè). Îê à-
çàëîñü, ÷òî ÷èñëî

ÊÐßÊÂÀ + ÊÐß + ÊÐß

äåëèòñÿ íà 167. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ÷èñëî

ÊÂÀÊÐß + ÊÂÀ + ÊÂÀ

íå äåëèòñÿ íà 167.
À.Ñîëûíèí

3 (6 êëàññ). Øàõìàòíàÿ ôèãóðà
«áàäüÿ» çàíèìàåò êâàäðàòèê 2 2´
(ðèñ.1). Çà îäèí õîä áàäüÿ ìîæåò
ïðîäâèíóòüñÿ íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê
ïî ãîðèçîíòàëè èëè íà ëþáîå ÷èñëî
êëåòîê ïî âåðòèêàëè, åñëè òîëüêî âñå
êëåòêè, ïî êîòîðûì îíà ïðîõîäèò,
ñâîáîäíû. Îäíà áàäüÿ áüåò äðóãóþ,
åñëè ìîæåò çà îäèí õîä âñòàòü â òî÷íî-
ñòè íà åå ìåñòî. Äîêàæèòå, ÷òî â

ïðÿìîóãîëüíèêå 30 40´  íåëüçÿ ðàññòàâèòü áîëüøå 240 áàäåé
òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà.

Â.Ôðàíê

4 (7 êëàññ). Íåñêîëüêî ÷åëîâåê ðàçíîãî âîçðàñòà ñûãðà ëè
íåñêîëüêî ïàðòèé â íàñòîëüíûé òåííèñ. Êàæäûé èãðîê

ñûãðàë ïî îäíîé ïàðòèè ñ ÷åòûðüìÿ äðóãèìè èãðîêàìè,
íè÷üèõ â íàñòîëüíîì òåííèñå íå áûâàåò. Äîêàæèòå, ÷ò î ëèáî
íàéäåòñÿ èãðîê, âûèãðàâøèé õîòÿ áû ó äâóõ ñîïåðíèêî â
ñòàðøå åãî, ëèáî íàéäåòñÿ èãðîê, âûèãðàâøèé õîòÿ áû  ó äâóõ
ñîïåðíèêîâ ìëàäøå åãî.

Ì.Àíòèïîâ

5 (8 êëàññ). Íà ñòîðîíå AD
âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD  âûáðàíà òî÷êà E, äëÿ êî-
òîðîé BE > AB  (ðèñ.2). Èçâåñò-
íî, ÷òî AC > CD . Äîêàæèòå, ÷òî
ED < 2 BC.

À.Ñìèðíîâ, Ô.Ïåòðîâ

6 (8 êëàññ). Íà äîñêå íàïèñàíû
òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà x, y, z.
Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü îäíî èç íèõ, ñêàæåì z, è çàìåíèòü íà

1
zx zy+

. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè èç íàáîðà ÷èñåë 2,

3, 6 ïîëó÷èòü íàáîð ÷èñåë 2, 3, 4?
Ô.Ïåòðîâ

7 (9–10 êëàññû). Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ìåíÿåò ìåñòàìè
ïàðó ðàçëè÷íûõ ÷èñåë a è b (ò.å ( )f a b=  è ( )f b a= ).
Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ìåíÿåò ìåñòàìè íèêàêóþ äðóãóþ ï àðó
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

À.Õðàáðîâ

8 (9 êëàññ). Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïî÷òåííûì ,
åñëè ñóììà âñåõ åãî äåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ 1, íî íå âêë þ÷àÿ
ñàìî ÷èñëî, íà 1 ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà. Íàéäèòå âñå ïî ÷òåí-
íûå ÷èñëà, íåêîòîðàÿ òî÷íàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ òîæå ïî ÷-
òåííà.

À.Ãîëîâàíîâ

9 (9 êëàññ). Íà êëåò÷àòóþ ïëîñêîñòü ñî ñòîðîíîé êëåòê è,
ðàâíîé 1, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíà ñàëôåòêà 100 100´ .
Îíà íàêðûâàåò íåêîòîðûå óçëû (óçåë, ëåæàùèé íà ãðàí èöå
ñàëôåòêè, òîæå ñ÷èòàåòñÿ íàêðûòûì). Êàêèì íàèìåíüøè ì
÷èñëîì ïðÿìûõ (èäóùèõ íå îáÿçàòåëüíî ïî ëèíèÿì ñåòê è)
çàâåäîìî ìîæíî ïîêðûòü âñå ýòè óçëû?

À.Ãîëîâàíîâ
1 Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàí êëàññ, â êîòî ðîì îíà

ïðåäëàãàëàñü.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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10 (10 êëàññ). Íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îòìå÷åíî ïî

40 òî÷åê. Èõ ðàçáèâàþò íà 40 ïàð òàê, ÷òîáû îòðåçêè ,
ñîåäèíÿþùèå òî÷êè â îäíîé ïàðå, íå ïåðåñåêàëèñü äðó ã ñ
äðóãîì. (Â ÷àñòíîñòè, êîíåö îäíîãî èç îòðåçêîâ íå ì îæåò
ëåæàòü íà äðóãîì îòðåçêå.) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñïîñ îáîâ
ýòî ñäåëàòü ìåíüøå 393 .

Í.Ôèëîíîâ

11 (10 êëàññ). Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü w  òðåóãîëüíèêà
ABC êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå 1B (ðèñ.3). Íà îêðóæíîñòè
w  îòìå÷åíû òî÷êè E è F òàêèå, ÷òî 1 1 90AEB B FCÐ = Ð = °.

Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè w  â
òî÷êàõ E è F ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
D, ïðè÷åì òî÷êè B è D  ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AC. Òî÷-
êà M  – ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìûå AE, CF è DM
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

À.Ñìèðíîâ

12 (10–11 êëàññû). Äàíî áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë M . Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë a, b MÎ  â
ìíîæåñòâå M  òàêæå ñîäåðæèòñÿ õîòÿ
áû îäíî èç ÷èñåë 2ba -  è 2ba + .
Äîêàæèòå, ÷òî â M  ñîäåðæèòñÿ õîòÿ
áû îäíî ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Ñ.Áåðëîâ

Ðèñ. 3

13 (11 êëàññ). Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíå íû
äîðîãàìè, ïðè÷åì èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò íå áîëåå  100
äîðîã. Íàáîð äîðîã íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì , åñëè ýòè äîðîãè
íå èìåþò îáùèõ êîíöîâ, íî áîëü-
øå íè îäíîé äîðîãè ñ ñîõðàíåíè-
åì ýòîãî óñëîâèÿ äîáàâèòü ê ýòîìó
íàáîðó íåëüçÿ. (Íà ðèñóíêå 4
âûäåëåíû äâå äîðîãè, îáðàçóþ-
ùèå èäåàëüíûé íàáîð.) Ìèíè-
ñòåðñòâî òðàíñïîðòà êàæäûé äåíü
âûáèðàåò êàêîé-íèáóäü èäåàëü-
íûé íàáîð äîðîã è ïîëíîñòüþ
ðàçðóøàåò èõ. Íîâûõ äîðîã ìè-
íèñòåðñòâî íå ñòðîèò. Äîêàæèòå,
÷òî íå áîëåå ÷åì ÷åðåç 199 òàêèõ îïåðàöèé â ñòðàíå âîîáùå
íå îñòàíåòñÿ äîðîã.

Ñ.Áåðëîâ

14 (11 êëàññ). Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà n n´  ñòîèò
ðåáåíîê. Êàæäûé èç íèõ ñìîòðèò â ñòîðîíó îäíîé èç ñ î-
ñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòîê (íèêòî íå ñìîòðèò çà ïðåäå ëû
êâàäðàòà) è âèäèò ëèáî óõî, ëèáî çàòûëîê ðåáåíêà, ñ òî-
ÿùåãî â ýòîé êëåòêå. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äåòåé ì îæåò
âèäåòü óõî?

Ê.Êîõàñü, À.Õðàáðîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Ê.Êîõàñü

Ðèñ. 4

íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Òîãäà âñåõ þíîøåé ìîæíî ïîæ åíèòü íà
çíàêîìûõ äåâóøêàõ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à 4 ñòàòüè ñëåäóåò èç òåîðåìû Ê ¸íèãà.
5 (XX Òóðíèð ãîðîäîâ). Èìååòñÿ 20 áóñèíîê äåñÿòè öâåò îâ,

ïî äâå áóñèíêè êàæäîãî öâåòà. Èõ êàê-òî ðàçëîæèëè â  10
êîðîáîê. Èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïî áóñèíêå èç êàæäîé
êîðîáêè òàê, ÷òî âñå öâåòà áóäóò ïðåäñòàâëåíû. Äîêà æèòå, ÷òî
÷èñëî ñïîñîáîâ òàêîãî âûáîðà åñòü íåíóëåâàÿ ñòåïåíü  äâîéêè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ó÷åíèêà øêîëû 179 Âëàäèìèðà Àðíîëü -

äà, êîòîðûé â âîñüìîì êëàññå ðàçðàáîòàë ìåòîä äîêàç àòåëü-
ñòâà çàäà÷ 3 è 4, è êîëëåãó Ñ.Ã.Ñëîáîäíèêà, ïîçíàêî ìèâøåãî
àâòîðà ñ òåîðåìîé Ê¸íèãà è åå äîêàçàòåëüñòâîì áåç è ñïîëü-
çîâàíèÿ äðóãèõ òåîðåì.

Ëèòåðàòóðà

1. Ì .Õîëë . Êîìáèíàòîðèêà. – Ì.: Ìèð, 1970.
2. Ì.È.Áàøìàêîâ . Ïàðîñî÷åòàíèÿ è òðàíñïîðòíûå ñåòè. –

«Êâàíò», 1970, ¹4.
3. Ì.Ë .Êðàñíîâ è äð . Âñÿ âûñøàÿ ìàòåìàòèêà. – T.7. Èçä.

2-å. – Ì.: ÊîìÊíèãà, 2012.

ÐÅÊÎÐÄÑÌÅÍ ÏÎÄ ÍÎÂÛÉ ÃÎÄ
Ìåæäóíàðîäíîå àãåíòñòâî ðåãèñòðàöèè ðåêîðäîâ «Èíòåð -

ðåêîðä» (Interrecord) ïðåïîäíåñëî Åâãåíèþ Ãèêó, ìàò åìàòè-
êó, øàõìàòíîìó ìàñòåðó è íàøåìó ïîñòîÿííîìó àâòîðó,
íîâîãîäíèé ïîäàðîê: ïåðâûì èç ðîññèéñêèõ æóðíàëèñòî â
çàðåãèñòðèðîâàëî â ñâîåì àãåíòñòâå. Íàøè ïîçäðàâëåí èÿ!

Â âûäàííîì ñåðòèôèêàòå íàïèñàíî: «Ñàìîå ïðîäîëæè-
òåëüíîå âåäåíèå êîëîíêè â æóðíàëå. Â òå÷åíèå 35 ëåò , ñ
ÿíâàðÿ 1980-ãî ïî ÿíâàðü 2015-ãî, Åâãåíèé Ãèê ïóáëè êîâàë
ñâîè ñòàòüè â êàæäîì íîìåðå îäíîãî è òîãî æå íàó÷íî -
ïîïóëÿðíîãî æóðíàëà êàê àâòîð ïîñòîÿííîé ðóáðèêè «Ø àõ-
ìàòíàÿ ñòðàíè÷êà», ïîñâÿùåííîé øàõìàòàì, êîìïüþòåðà ì è
ìàòåìàòèêå. Âñåãî âûøëî 286 íîìåðîâ».

Ðå÷ü, ðàçóìååòñÿ, èäåò î æóðíàëå «Êâàíò». À «Èíòåðð å-
êîðä» – ìëàäøèé áðàò «Ãèííåññà», ìîæíî äàæå ñêàçàòü , åãî
âíóê. Íîâîå àãåíòñòâî ðåãèñòðàöèè ðåêîðäîâ ñóùåñòâó åò
òîëüêî ïÿòü ëåò, íî óæå âûøëî íà âòîðîå ìåñòî â ìèð å ïî
÷èñëó çàðåãèñòðèðîâàííûõ ðåêîðäîâ. Åãî ïðåäñòàâèòåë üñòâà
îòêðûòû â äåñÿòêàõ ñòðàí è ãîðîäîâ.

Àãåíñòâî ðåãèñòðèðóåò ðåêîðäû âî âñåõ îáëàñòÿõ ÷åëî âå-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé è ñîáûòèé. Ï ðè
ýòîì âûäåëÿþòñÿ òðè îñíîâíûå íîìèíàöèè: «ñàìîå-ñàìî å»,
«ïåðâîå» è «åäèíñòâåííîå». Î÷åâèäíî, äàííûé ðåêîðä îòíî-
ñèòñÿ ê ïåðâîìó âèäó.

Èíòåðåñíî, áóäåò ëè îí êîãäà-íèáóäü ïîáèò – ñìîæåò ëè
êòî-íèáóäü èç æóðíàëèñòîâ ïóáëèêîâàòü ñâîè ñòàòüè â  êà-
êîì-íèáóäü æóðíàëå áîëåå 35 ëåò ïîäðÿä? Âïðî÷åì, âï îëíå
âîçìîæíî, ÷òî «Øàõìàòíàÿ ñòðàíè÷êà» ê òîìó âðåìåíè
îòìåòèò ñâîå 40-ëåòèå, 50-ëåòèå...

Â Öåíòðàëüíîì Äîìå ó÷åíûõ ñåðòèôèêàò Åâãåíèþ Ãèêó â ðó÷àåò
îôèöèàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü Interrecord Íàòàëüÿ Êóðà÷ åâà

(Íà÷àëî ñì. íà ñ.44)
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(ñì. «Êâàíò» ¹4 çà 2014 ã.)

1. Òàê êàê îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò ñòîðîí ðàâíûå äóãè, òî áó-
äóò ðàâíû è õîðäû, ñòÿãèâàþùèå ýòè äóãè. Òîãäà ÷åòû ðå ðàâ-
íîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ âåðø èíà –
öåíòð O îêðóæíîñòè, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà – îäíà èç
äàííûõ õîðä, à áîêîâûå ñòîðîíû – ðàäèóñû, áóäóò ðàâ íû (ïî
òðåì ñòîðîíàì). Çíà÷èò, ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå è ç O
íà õîðäû-îñíîâàíèÿ, òîæå áóäóò ðàâíû è, ñëåäîâàòåëü íî, áó-
äóò ðàäèóñàìè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, âïèñàííîé â äàííûé
÷åòûðåõóãîëüíèê.
2. 11.
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Èç ïîëîñîê 1 10´  ñîñòàâèì 4 êâàäðàòà
10 10´ . Èç ýòèõ ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ ñîñòàâèì êâàäðàò

20 20´ , êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
êàæäûé ðÿä ïåðåñåêàåò ðîâíî
11 ïîëîñîê.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü
ñäåëàòü ðàçðåçàíèå íà ïîëîñêè
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé
ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëü-
íûé ðÿä ïåðåñåêàë íå áîëåå 10
ïîëîñîê. Ïîêðàñèì ãîðèçîí-
òàëüíûå ïîëîñêè êðàñíûì, à
âåðòèêàëüíûå – ñèíèì (ïîëîñ-
êè â âèäå êâàäðàòèêîâ 1 1´

ìîæíî ïîêðàñèòü ïðîèçâîëüíî êðàñíûì èëè ñèíèì).
Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíûé ðÿä êâàäðàòà 20 20´ . Îí ïåðåñå-
êàåò íå áîëåå 10 ïîëîñîê, è ñðåäè íèõ íå áîëåå 9 ãî ðèçîí-
òàëüíûõ (âñå ïîëîñêè íå ìîãóò áûòü ãîðèçîíòàëüíûìè,  òàê
êàê êàæäàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñêà çàíèìàåò òîëüêî î äíó
êëåòêó âåðòèêàëüíîãî ðÿäà). Çíà÷èò, â ýòîì âåðòèêàë üíîì
ðÿäó íå áîëåå 9 êðàñíûõ êëåòîê. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíè ÿ äëÿ
êàæäîãî âåðòèêàëüíîãî ðÿäà, ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ïîê ðàøåíî
êðàñíûì íå áîëåå 9 20×  êëåòîê – ýòî ìåíüøå ïîëîâèíû ïëî-
ùàäè êâàäðàòà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì (ðàññìàòðèâàÿ ãîðè-
çîíòàëüíûå ðÿäû), ÷òî è ñèíèì ïîêðàøåíî ìåíüøå ïîëî âèíû
ïëîùàäè êâàäðàòà. Çíà÷èò, îñòàþòñÿ íåïîêðàøåííûå êë åòêè
– ïðîòèâîðå÷èå.

3. Áóäåì äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî 
1
3ABKL DCKLS S>  äëÿ âû-

ïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD .1

Ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD  ðàâíà 360o . Ïóñòü ñóììà
óãëîâ A è D  íå ìåíüøå 180o

(èíà÷å ñóììà óãëîâ B è C íå
ìåíüøå 180o, è ýòîò ñëó÷àé ðàç-
áèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ïîñòðîèì òî÷êó Z, ñèììåòðè÷íóþ
òî÷êå B îòíîñèòåëüíî L  (ðèñ. 2).
Òîãäà òî÷êà D  ëåæèò âíóòðè óãëà
CBZ . À ïîñêîëüêó

LDC LDZ LDCÐ + Ð = Ð +

180BAL D A+ Ð = Ð + Ð ³ o ,

òî÷êà D  ëåæèò âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà BCZ  (íî âíå òðåóãîëüíèêà
KBL ).

Òîãäà DCKL ZCKLS S< . Íî KL  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà

CBZ , ïîýòîìó 
1
3KBL ZCKLS S= . Îòñþäà

1 1
3 3ABKL KBL ZCKL DCKLS S S S> = > .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â íåðàâåíñòâå 
1
3ABKL DCKLS S>  çàìåíèòü

÷èñëî 
1
3

 íà áîëüøåå, òî äëÿ íåêîòîðûõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêîâ íåðàâåíñòâî áóäåò íàðóøàòüñÿ.
4. Ïîäõîäÿò n = 9 è ëþáîå ïðîñòîå n âèäà 4m + 1.
Äîêàæåì ýòî. Çàìåòèì, ÷òî

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 ... 2 1 ... 1k k k n k n k n+ × + × × = - × - - × × -.

Ðàñêðûâ ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè, ñòîÿùåì ñïðàâà îò çí àêà ðà-
âåíñòâà, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå, â êîòîðîì âñå ñëàãàå ìûå äå-
ëÿòñÿ íà n, êðîìå îäíîãî: ( ) ( )( ) ( ) ( )1 ... 1 1 !kk k k- × - - × × - = - .
Çíà÷èò, èñõîäíîå ÷èñëî ( ) ( ) ( )! 1 2 ... 2k k k k+ + × + × ×  äåëèòñÿ íà

n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåëèòñÿ íà n ÷èñëî A = k ! +

+ ( )1 !k k- . Åñëè k íå÷åòíî, òî A = 0 è íà n äåëèòñÿ.
Ðàçáåðåì ñëó÷àé ÷åòíîãî k, òîãäà 2 !A k= × .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî n = 2k + 1 ïðîñòîå, òî A íå äåëèòñÿ
íà n , ïîñêîëüêó A – ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë 1, ..., k è 2, è âñå
îíè ìåíüøå n. Çíà÷èò, ïîäõîäèò ëþáîå ïðîñòîå n âèäà 4m + 1
(çäåñü k = 2 m).
Ïóñòü n = 2k + 1 – ñîñòàâíîå. Òîãäà n = ab  äëÿ íåêîòîðûõ íå-

åäèíè÷íûõ a è b. ßñíî, ÷òî a > 2, îòêóäà 2 1
2

k
b

+
< =

1
2

k= + , ñëåäîâàòåëüíî, b k£ . Àíàëîãè÷íî, a k£ , îòêóäà

îáà ÷èñëà a è b åñòü ñðåäè ìíîæèòåëåé A. Åñëè ýòî ðàçíûå
ìíîæèòåëè, òî A äåëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå, ðàâíîå n.

Åñëè a = b , òî 2n a= . Åñëè ïðè ýòîì 
2

2
2
a

a < , òî 2a k£ , è

ñðåäè ìíîæèòåëåé A åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a è 2a, ïðîèç-

âåäåíèå êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2a n= , è, çíà÷èò, ñíîâà A äåëèò-

ñÿ íà n. Îñòàëñÿ ñëó÷àé 
2

2
2
a

a ³ , ò. å. 4 a³ , îòêóäà 9n £ .

Òàê êàê ñëó÷àè ïðîñòîãî n óæå ðàçîáðàíû, ñðåäè âàðèàíòîâ
n = 3, 5, 7, 9, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé n = 9. Òîã-
äà k = 4 è 2 4! 2 24 48A = × = × = , ÷òî íå äåëèòñÿ íà 9.
5. Îñòàòîê, ïîëó÷èâøèéñÿ ïðè âòîðîì äåëåíèè , îáîçíà÷èì
÷åðåç D . Òîãäà ïðè ïåðâîì äåëåíèè îñòàòîê ðàâåí 50 D .
Ïóñòü ïðè ïåðâîì äåëåíèè äåëèòåëü ðàâåí d, à ÷àñòíîå ðàâíî
ñ. Ïðè âòîðîì äåëåíèè äåëèòåëü ðàâåí óæå c, à ÷àñòíîå ïóñòü
ðàâíî à. Ýòî äàåò íàì îñíîâàíèå çàïèñàòü äâà ðàâåíñòâà:

2014 50dc D= + ,                          (1)

2014 ca D= + .                            (2)

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî ñ < d. Äîïóñòèì îáðàòíîå – ÷òî
c d³ . Ïîñêîëüêó ïðè äåëåíèè 2014 íà d ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíîå

ñ è åùå êàêîé-òî îñòàòîê, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî äðîáü 
2014

d
áîëüøå ñ, íî ìåíüøå ñ + 1. Îòñþäà ( )2014 1dc d c< < + .
Åñëè c d³ , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

( ) ( )  2014 1 1cd dc d ñ dñ d dñ c c d= < < + = + £ + = + .

Èëè, êîðî÷å: ( )  2014 1cd c d< £ + , ò.å. äðîáü 
2014

c
 áîëüøå d,

íî ìåíüøå d + 1. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåëåíèè 2014 íà ñ
ïîëó÷èòñÿ ÷àñòíîå d, ò. å. à = d –  ñì. ðàâåíñòâî (2). Íî â òà-
êîì ñëó÷àå ïðè äåëåíèè 2014 íà ñ îñòàòîê íå ìîã áû èçìå-
íèòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äåëåíèåì íà d. Îí æå, êàê ìû çíàåì,
óìåíüøèëñÿ â 50 ðàç. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ïðåäïîëîæå íèå î
òîì, ÷òî ñ ³  d, áûëî íåâåðíî, è ïîòîìó ñ < d. Òîãäà îïÿòü æå

1 Â óñëîâèè çàäà÷è, îïóáëèêîâàííîì â «Êâàíòå» ¹4 çà 2014
ãîä, áûëî ïðîïóùåíî óñëîâèå âûïóêëîñòè ÷åòûðåõóãîëü íèêà
ABCD .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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1. 9673401.
Çàìåòèì, ÷òî íàïèñàííîå ÷èñëî íå ìîæåò ñîäåðæàòü òð è ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûå öèôðû. Ðàçîáüåì âñå öèôðû íà 4 ãðóïïû :
{0, 1, 2}, {3, 4, 5}, {6, 7, 8}, {9}. Ââèäó âûøåñêà çàííîãî, èç
êàæäîé òðîéêè â ÷èñëå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ìàêñèìóì  äâå
öèôðû, ïîýòîìó ÷èñëî íå áîëåå ÷åì ñåìèçíà÷íîå. Òàêè ì îáðà-
çîì, íàèáîëüøèì îíî áóäåò, åñëè íà÷èíàåòñÿ ñ 9 è ñî äåðæèò
èç êàæäîé òðîéêè ðîâíî ïî äâå öèôðû. Â ýòîì ñëó÷àå öèôðà
8 îòñóòñòâóåò, çíà÷èò, äîëæíû áûòü 6 è 7. Òîãäà â ÷ èñëå íå
ìîæåò áûòü öèôðû 5, ïîýòîìó â íåì ñîäåðæàòñÿ 3 è 4.  Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â ÷èñëå íåò  öèô-
ðû 2, íî åñòü 0 è 1. Íàèáîëüøåå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþ ùåå óñ-
ëîâèþ, êîòîðîå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïîëó÷åííûõ öèôð, ýòî
9673401.
2. Ìîæåò. Íàïðèìåð,

( ) { {
21005

1001 1002
53 10 19 28090 020140 0 361× + = K K .

3. 10, 11, 33, 54.
Ïóñòü 10 99x y z t£ < < < £  – èñêîìûå íîìåðà, òîãäà t = x +
+ y + z . Òàê êàê ìàòåìàòèê ñ íîìåðîì t  íå ñìîã óçíàòü ñâîé
íîìåð, òî

( ) 10 10 31z x y z x y- + ³ Þ ³ + + ³ .

Ïðè ýòîì z íå ìîæåò áûòü ðàâíî 31 èëè 32, ïîñêîëüêó ïðè òà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëî ( )z x y- +  ñîâïàäàåò ëèáî ñ x, ëèáî ñ y,
è ìàòåìàòèê ñ íîìåðîì t  óçíàë áû ñâîé íîìåð. Ñëåäîâàòåëü-
íî, 33z ³ .
Òàê êàê ìàòåìàòèê ñ íîìåðîì x òàêæå íå ñìîã óçíàòü ñâîé íî-
ìåð, òî

99 2 2 2 66 33 2y z t x y z x y x y³ + + = + + ³ + + Þ ³ + .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè x = 10 è y = 11.
Òîãäà 2 99 2 67z x y£ - - = , îòêóäà 33z £ . Òàêèì îáðàçîì,
z = 33 è t = x + y + z  = 54. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

èç ðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì
22014 50dc dc cD= + > > .

Ïîýòîìó   2014 44,8ñ < = ¼ , èëè 44c £ . Çàïîìíèì ïîêà ÷òî
ýòî îãðàíè÷åíèå. Òåïåðü èç óðàâíåíèé (1) è (2) âûðà çèì D  è
ïðèðàâíÿåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ:

2014
  2014

50
dc

ñàD
-

= = - .

Îòñþäà

2014  50 2014 50dñ ñà- = × - , ( )50   49 2014ñ à d- = × .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ
49 × 2014. Âñïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì 44c £  è, êðîìå òîãî, ñ íå
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2014 (èíà÷å ïðè äåëåíèè 20 14 íà ñ
íå ïîëó÷èëîñü áû îñòàòêà). Òàê êàê 49 = 7 × 7, à ðàçëîæåíèå
2014 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè òàêîâî: 2014 = 2 × 19 × 53, òî
áåç òðóäà âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ëèøü äâà âîçìîæíû õ çíà-
÷åíèÿ ñ: ýòî 7 è 14. Ïðîâåðèì êàæäîå èç íèõ.
1) ñ = 7. Îïèðàÿñü íà óðàâíåíèå (2), ïðè äåëåíèè 2014 í à 7
ïîëó÷àåì íåïîëíîå ÷àñòíîå à = 287 è îñòàòîê D  = 5. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì 50 D  = 250 è d = 252. Îäíî ðåøåíèå
íàéäåíî.
2) ñ = 14. Ïðè äåëåíèè 2014 íà 14 ïîëó÷àåì íåïîëíîå ÷àñ òíîå
à = 143 è îñòàòîê D  = 12. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì
50D  = 600 è ( )2014 600 : 14 101d = - = . ßâíîå ïðîòèâîðå÷èå
– äåëèòåëü ìåíüøå îñòàòêà! Òàê ÷òî çäåñü ðåøåíèÿ íå ò.
Èòàê, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: 2014 äåëèëè íà 252, ïîëó ÷èâ íå-
ïîëíîå ÷àñòíîå 7 è îñòàòîê 250. À åñëè áû 2014 ïîäå ëèëè íà
7, ïîëó÷èëè áû íåïîëíîå ÷àñòíîå 287 è îñòàòîê 5. Êà ê âèäíî,
îñòàòîê äåéñòâèòåëüíî ñíèçèëñÿ ðîâíî â 50 ðàç.

4. Êàðëñîíó – íà îäíî ïå÷åíüå áîëüøå.
È Êàðëñîí, è Ìàëûø âåðíóòñÿ ê íà÷àëüíîìó áëþäöó ÷åð åç p
õîäîâ, ïîáûâàâ ó êàæäîãî áëþäöà ïðè ýòîì ïî ðàçó. Ï ðîíó-
ìåðóåì áëþäöà ïî êðóãó ÷èñëàìè îò 0 äî p – 1, íà÷èíàÿ ñ
áëþäöà, ñ êîòîðîãî ñòàðòîâàëè Êàðëñîí è Ìàëûø. Ðàññ ìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíîå áëþäöå ñ íîìåðîì n > 0. Ïóñòü Êàðëñîí
îêàçàëñÿ ó íåãî ÷åðåç a õîäîâ, à Ìàëûø – ÷åðåç b õîäîâ.
Òîãäà ó áëþäöà ñ íîìåðîì p – n  îíè íàõîäèëèñü ÷åðåç p – a
è p – b  õîäîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ak – bm  äåëèòñÿ íà p,
à ÷èñëà k è m ðàçëè÷íû, òî a è b òàêæå ðàçëè÷íû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïå÷åíüå ñ îäíîãî èç äâóõ áëþäåö ñ íîìåðàìè n è
p – n  çàáåðåò Êàðëñîí, à ñ äðóãîãî – Ìàëûø. Òàêèì îáðàçî ì,
èç áëþäåö ñ íîìåðàìè îò 1 äî p – 1 îáà âîçüìóò îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî ïå÷åíüÿ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Êàðëñîí ïåðâûì
çàáåðåò ïå÷åíüå èç íà÷àëüíîãî áëþäöà.
5. Ìîæåò.
Ïóñòü êîìïüþòåð óáðàë â ïåðâîì ÷èñëå 0, à âî âñåõ î ñòàëü-
íûõ ñëàãàåìûõ óáèðàåò ïåðâóþ öèôðó. Òîãäà áóäåò ïîñ ëåäî-
âàòåëüíî âû÷èñëÿòüñÿ ñóììà 214 + 15 + 16 + 17 + … Â ûïè-
øåì îñòàòêè îò äåëåíèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ íà 3: 1, 0, 1 , 2, 0, 1,
2, … Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íà÷àëå ñòîèò åäèíè öà, à
äàëåå ïîâòîðÿåòñÿ ïåðèîä ( )0, 1, 2 . Íî â òå ìîìåíòû, êîãäà
áóäåò ïðîèñõîäèòü ñìåíà ïåðâîé öèôðû èñõîäíîãî ñëàã àåìîãî
(â òîì ÷èñëå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ðàçðÿäîâ), â ýòó  ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîñëå íóëÿ áóäåò «âêëèíèâàòüñÿ» åùå îäè í íîëü,
ïîñëå ÷åãî îñòàòêè ñíîâà áóäóò èäòè â òîì æå ïîðÿäê å.
Áåç ó÷åòà «ëèøíèõ» íóëåé âû÷èñëÿåìûå ñóììû îáðàçóþò  ïå-
ðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 1, 2, 1, 1, 2, … «Ëèø-
íèé» íîëü íà äåëèìîñòü íèêàê íå âëèÿåò, ïîýòîìó ñóì ìà íè-
êîãäà íå ñòàíåò êðàòíà 3.
6. 99 .
Ïóñòü N = 10a + b – èñõîäíîå ÷èñëî ( b – åãî ïîñëåäíÿÿ öèô-
ðà), òîãäà ( )10 moda b Nº - . Âîçâåäÿ ýòî ñðàâíåíèå â ñòåïåíü

b, ïîëó÷èì ( ) ( )10 modbb ba b Nº - . Ïî óñëîâèþ ba  êðàòíî N ,

ïîýòîìó ( )bb-  òàêæå äåëèòñÿ íà N . Íî b – ýòî öèôðà, ïîýòî-

ìó 99bb £ . Ñëåäîâàòåëüíî, è N  íå ïðåâîñõîäèò 99 . Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî 99  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: ïîñëåäíÿÿ öèôðà

99  ðàâíà 9, ïîýòîìó 99  = 10a + 9, ïðè ýòîì a êðàòíî 9, çíà-
÷èò, 9a  äåëèòñÿ íà 99 .
7.  Îòìåòèì íà ïðÿìîé AC òàêóþ òî÷êó E, ÷òî òðåóãîëüíèê
BOE  – ðàâíîñòîðîííèé. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè ABE è CBO
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà  ê îò-
ðåçêó AC, òî îíè ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, AO = AE + EO =
= CO + BO . Àíàëîãè÷íî, DO = BO + CO.  Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî AO = DO .
8. Ïóñòü óêàçàííûå ïåðïåíäèêóëÿðû AP è BQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå X (ðèñ.3). Òî÷êè B è P ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèà-
ìåòðîì AE, ïîýòîìó

APB AEBÐ = Ð =

90 EBQ ABX= ° - Ð = Ð .

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè
APB è ABX  ïîäîáíû, îòêóäà
AB AX
AP AB

= , ò.å. 
2AB

AX
AP

= .

Àíàëîãè÷íî, åñëè Y  – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðîâ AP è DR , òî AY  =

2AD
AP

= . Òàê êàê AB = AD ,

òî AX = AY , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè X è Y  ñîâïàäàþò.
9. Ïóñòü ABCD  – èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè, ïîñòðîåííûå íà ñòîðîíàõ AB è CD , èìåþò îá-
ùóþ âåðøèíó M , à N  – öåíòð ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ñòðîåííîãî íà ñòîðîíå BC. Òîãäà ïðè ïîâîðîòå íà 60°  âîêðóã

Ðèñ. 3
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òî÷êè M  òî÷êà A ïåðåéäåò â B, à C – â D . Ñëåäîâàòåëüíî,
äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD  ðàâíû è óãîë ìåæäó
íèìè ñîñòàâëÿåò 60° . Çíà÷èò, ïðè ïîâîðîòå íà 120°  âîêðóã
òî÷êè N òî÷êà B ïåðåéäåò â C, à ëó÷ BD  ñòàíåò ñîíàïðàâëåí-
íûì ëó÷ó CA. Èç ýòîãî è èç ðàâåíñòâà äèàãîíàëåé ñëåäóåò,
÷òî òî÷êà D  ïåðåéäåò â A, ïîýòîìó òî÷êà N ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà ñòîðîíå DA .
10. Ïóñòü I  – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, aH  è cH  – îð-
òîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ 1 1AC B  è 1 1CA B  ñîîòâåòñòâåííî
(ðèñ.4). Òàê êàê 1 1 aIB C HP  è 1 1 aIC B HP , òî 1 1aIB H C – ðîìá.

Àíàëîãè÷íî, 1 1cIB H A  –
òîæå ðîìá. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ïàðàëëåëü-
íîì ïåðåíîñå íà âåêòîð

1B I
uuur

 òî÷êè 1B , aH ,

cH  ïåðåõîäÿò â I , 1C ,

1A  ñîîòâåòñòâåííî, à
òî÷êà H – â òî÷êó K ,
ÿâëÿþùóþñÿ îñíîâàíè-
åì ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåííîãî èç I  íà
ïðÿìóþ BH . Èç òî÷åê

1C , 1A  è K  îòðåçîê BI
âèäåí ïîä ïðÿìûì óã-

ëîì, ïîýòîìó îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BI . Çíà-
÷èò, òî÷êè aH , cH , H  è 1B  òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíî-
ñòè.
11. Íå ìîãëè.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó X. Ïðîâåäåì ÷å-
ðåç íåå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ òîé èç òðåõ äàííûõ ïðÿ ìûõ,
êîòîðàÿ íàèáîëåå óäàëåíà îò ýòîé òî÷êè. Ïðè ýòîì îá ðàçóåòñÿ
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Êàê èçâåñòíî, ñóììà ðàñ ñòîÿ-
íèé îò òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ðàâíîñò îðîííå-
ãî òðåóãîëüíèêà, äî åãî ñòîðîí ðàâíà âûñîòå òðåóãîë üíèêà.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè X äî äâóõ
èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ ðàâíà ðàññòîÿíèþ äî òðåòüåé ï ðÿ-
ìîé.
Òàêèì îáðàçîì, íà äîñêå âûïèñàíî 2014 òðîåê ÷èñåë, â êîòî-
ðûõ îäíî ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ. Ïðåäïîëîæèì , ÷òî
âñå ÷èñëà îáðàçîâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

1 2 3 2014, , ,a a aK ×  ñ ðàçíîñòüþ d > 0. Ïîäåëèì âñå ÷ëåíû ýòîé
ïðîãðåññèè íà d, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðî-
ãðåññèÿ ñ ðàçíîñòüþ 1, êîòîðàÿ òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì
âûøå ñâîéñòâîì.
Ïóñòü , ,i j ka a a  – ðàññòîÿíèÿ îò íåêîòîðîé òî÷êè äî ïðÿìûõ,
ïðè÷åì i j ka a a+ = . Òîãäà ( )i i i ia a j i a k i a+ + - = + - Û =

k j= - . Çíà÷èò, âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-
ëàìè. Ñóììà òàêîé ïðîãðåññèè íå÷åòíà, òàê êàê â íåé  3 1007×
íå÷åòíûõ ÷ëåíîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ñêëàäûâàåòñÿ  èç
òðîåê ÷èñåë ñ ÷åòíîé ñóììîé, ïîýòîìó è âñÿ ñóììà ÷å òíà.
Ïðîòèâîðå÷èå.
12. Âñåãäà.
Ïóñòü a, b, c, d, e, f  – äëèíû ïàëî÷åê â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ,
p – ïîëóïåðèìåòð ñëîæåííûõ èç íèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîê à-
æåì, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ïàëî÷êè èç ðàçí ûõ
òðåóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû áûëà âîçìîæíîñòü ñíîâà ñëî æèòü
äâà òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó äëèíû âñåõ ïàëî÷åê ðàçë è÷íû,
òî ïîëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè áóäóò èìåòü ðàçíûå ïåðèì åòðû.
Åñëè ïàëî÷êè äëèíû e è f  íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ òðåóãîëüíèêàõ,
òî ìîæíî ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëèíà êàæäîé
èç ýòèõ ïàëî÷åê ìåíüøå p, à ñóììà äëèí ëþáûõ äâóõ ïàëî-
÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó òðåóãîëüíèêó, áîëüøå p.
Åñëè æå ïàëî÷êè äëèíû e è f  ïðèíàäëåæàò îäíîìó òðåóãîëü-
íèêó, òî òðåòüÿ ïàëî÷êà â ýòîì òðåóãîëüíèêå èìååò ä ëèíó a.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðàçáèåíèÿ ïàëî÷åê íà òðîéêè:
1) ( ), ,a b c  è ( ), ,d e f ;

2) ( ), ,a c d  è ( ), ,b e f ;
3) ( ), ,a d e  è ( ), ,b c f .
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì âàðèàíòå èç îòðåçêîâ âòîðîé ò ðîéêè
ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê, òàê êàê d + e  > b + e > b + c  >
> p  > f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñåõ òðåõ âàðèàíòàõ èç îòðåç-
êîâ ïåðâîé òðîéêè íåëüçÿ ñëîæèòü òðåóãîëüíèê, ò.å.
c b a- ³ , d c a- ³ , e d a- ³ . Òîãäà 2c e a£ - , 3b e a£ - .
Èç ðàâåíñòâà ïåðèìåòðîâ íà÷àëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîë ó÷àåì

2 3 2 3 6a e a e f b c d e a e a e a e a+ < + + = + + £ - + - + - = - ,
ò.å. 7a < e, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
13. 66 êã.
Îöåíêà.  Ðàçîáüåì ìåøêè íà 34 ãðóïïû – äâå êðàéíèå ãðóïïû
ïî äâà ìåøêà è 32 ãðóïïû ïî òðè ñîñåäíèõ ìåøêà. Êðà éíèå
ìåøêè â ðÿäó ìîãóò áûòü òîëüêî êèëîãðàììîâûìè, à ñî ñåäíèå
ñ íèìè äîëæíû áûòü «ñåðåáðÿíûìè», ïîýòîìó â êàæäîé èç
êðàéíèõ ãðóïï íå áîëåå 1 êã çîëîòà.
Ó êàæäîãî ìåøêà åñòü õîòÿ áû îäèí ñîñåäíèé «ñåðåáðÿ íûé»
ìåøîê. Çíà÷èò, â êàæäîé òðîéêå ëèáî íå áîëåå îäíîãî  «çîëî-
òîãî» ìåøêà, ëèáî äâà òàêèõ ìåøêà, êîòîðûå ìîãóò áû òü
òîëüêî ñîñåäíèìè è êèëîãðàììîâûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå â  ãðóï-
ïå èç òðåõ ìåøêîâ íå áîëåå 2 êã çîëîòà. Òàêèì îáðàç îì, ñóì-
ìàðíîå êîëè÷åñòâî çîëîòà íå ïðåâîñõîäèò 1 1 32 2 66+ + × = êã.
Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåí ïðèìåð . Íà êàæäîì ìåøêå íàïèñàíà
åãî ìàññà, áåëûì îáîçíà÷åíû ìåøêè ñ çîëîòîì, ñåðûì – ñ

ñåðåáðîì, à áëîê èç òðåõ ìåøêîâ, â êîòîðîì ñðåäíèé âåñèò
2 êã, ïîâòîðÿåòñÿ 32 ðàçà.
14. 2525, ò.å. ïîëîâèíó âñåõ çîëîòûõ.
Ðàçîáüåì êîøåëüêè íà ïàðû, ñîäåðæàùèå â ñóììå ïî 10 1 çî-
ëîòîìó. Áàçèëèî çàáåðåò ðîâíî ïîëîâèíó, åñëè áóäåò èç êàæ-
äîé íà÷àòîé Àëèñîé ïàðû îòäàâàòü âòîðîé êîøåëåê òîì ó æå,
êîìó äîñòàëñÿ è ïåðâûé. Òîãäà êàæäûé ïîëó÷èò ðîâíî ïî 25
ïàð. Çíà÷èò, äîëÿ Àëèñû ñîñòàâèò íå áîëüøå ïîëîâèíû .
Ïîêàæåì, êàê Àëèñà ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå íå ìåíüøå ïîëî-
âèíû. Åñëè íà÷àòûõ ïàð íåò, î÷åðåäíûì õîäîì îíà áåð åò ñåáå
êîøåëåê ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì çîëîòûõ, èíà÷å èç íà÷àò îé Áà-
çèëèî ïàðû îòäàåò êîøåëåê òîìó æå, êîìó äîñòàëñÿ è ïåð-
âûé. Òîãäà ïîñëå õîäà Àëèñû åñòü ðîâíî îäíà íà÷àòàÿ  ïàðà, è
ýòà ïàðà íà÷àòà åþ. Ó Áàçèëèî åñòü òðè âàðèàíòà:
1) íà÷àòü íîâóþ ïàðó;
2) èç íà÷àòîé Àëèñîé ïàðû âçÿòü âòîðîé êîøåëåê ñåáå ;
3) èç íà÷àòîé Àëèñîé ïàðû îòäàòü âòîðîé êîøåëåê Àëè ñå.
Â ðåçóëüòàòå âñå ïàðû ðàçäåëÿòñÿ íà öåëûå (îáà êîøåëüêà
ïàðû äîñòàëèñü îäíîìó èãðîêó) è ïîäåëåííûå  (êîøåëüêè
ïàðû ïîïàëè â ðàçíûå ðóêè). Çàìåòèì, ÷òî âñå ïîäåëå ííûå
ïàðû, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîé, íà÷àòû Àëèñîé. À èì åííî,
ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî Áàçèëèî íà÷íåò ïàðó, èãðà çàêî í÷èòñÿ,
è âòîðîé êîøåëåê ïàðû óéäåò íå â òå ðóêè, ÷òî ïåðâû é.
Â èòîãå êàæäûé ïîëó÷èë ïîðîâíó êîøåëüêîâ èç ïîäåëåí íûõ
ïàð, çíà÷èò, ïîðîâíó è èç öåëûõ, ò.å. èç öåëûõ ïàð èì äîñòà-
ëîñü îäèíàêîâîå ÷èñëî çîëîòûõ. Ïðè ýòîì èç öåëûõ ïà ð îíè
ïîëó÷èëè ïî ÷åòíîìó ÷èñëó êîøåëüêîâ, ïîýòîìó êîëè÷å ñòâî
ïîäåëåííûõ ïàð ÷åòíî. Â ïîäåëåííûõ ïàðàõ Áàçèëèî ìî ã ïî-
ëó÷èòü áîëüøå Àëèñû òîëüêî èç ïîñëåäíåé. Â ýòîì ñëó ÷àå
ðàññìîòðèì ïðåäïîñëåäíþþ ïîäåëåííóþ ïàðó. Èç íåå Àë èñà
âçÿëà áîëüøå çîëîòûõ, ÷åì Áàçèëèî ïîëó÷èë èç ïîñëåä íåé. À
òàê êàê ñóììû â ïàðàõ îäèíàêîâû, òî è èç ïîñëåäíåé ïàðû åé
äîñòàëîñü áîëüøå, ÷åì Áàçèëèî èç ïðåäïîñëåäíåé. Ñëå äîâà-
òåëüíî, â ñóììå Àëèñà ïîëó÷èëà íå ìåíüøå Áàçèëèî.
15. 19 õîðä.
Îöåíêà.  Ïîêàæåì, ÷òî Âàñÿ âñåãäà ìîæåò ïðîâåñòè íå ìåíåå
19 õîðä. Åñëè êàêèå-òî äâå òî÷êè îäíîãî öâåòà ÿâëÿþ òñÿ ñî-
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ñåäíèìè, òî Âàñÿ ñîåäèíÿåò èõ. Ïîëó÷åííóþ õîðäó íå ïåðåñå-
÷åò íèêàêàÿ äðóãàÿ, ïîýòîìó äàííóþ ïàðó òî÷åê è õîð äó ìîæ-
íî ñòåðåòü. Òàê Âàñÿ ïðîäîëæàåò äåëàòü, ïîêà ýòî âî çìîæíî.
Åñëè ïîñëå ýòîãî âñå òî÷êè îêàçàëèñü ñòåðòû, òî îí ïðîâåë 20
õîðä. Åñëè æå òî÷êè îñòàëèñü, òî èõ öâåòà ÷åðåäóþòñÿ. Òîãäà
Âàñÿ âûáèðàåò ëþáóþ òî÷êó A è ñîåäèíÿåò õîðäîé ïàðó òî-
÷åê, ñîñåäíèõ ñ íåé. Çàòåì îí ñîåäèíÿåò òî÷êè, ñîñå äíèå ñ
òåìè, êîòîðûå òîëüêî ÷òî áûëè ñîåäèíåíû, è ò.ä. Â è òîãå
êðîìå òî÷êè A ñâîáîäíîé îñòàíåòñÿ òîëüêî «ïðîòèâîïîëîæ-
íàÿ» åé òî÷êà, à âñåãî Âàñÿ ïðîâåäåò 19 õîðä.
Ïðèìåð.  Ïóñòü Ïåòÿ îòìåòèë òî÷êè òàê, ÷òî èõ öâåòà ÷åðåäó-
þòñÿ. Òîãäà ïåðâàÿ ïðîâåäåííàÿ Âàñåé õîðäà ðàçîáüåò  îêðóæ-
íîñòü íà äâå äóãè, ñîäåðæàùèå íå÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê.  Ïîñëå
ýòîãî ñîåäèíèòü âñå òî÷êè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè  íå-
âîçìîæíî, ïîýòîìó áîëüøå 19 õîðä Âàñÿ ïðîâåñòè íå ñ ìîæåò.
16. Ïðè n = 10.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè n = 10 Ïåòÿ ïîìåøàòü Âàñå íå ñìîæåò.
Äëÿ êàêîãî-òî öâåòà (ïóñòü áåëîãî) íàéäåòñÿ íå ìåíå å 500 êó-
áèêîâ ñ òðåìÿ ãðàíÿìè ýòîãî öâåòà. Íàçîâåì êóáèê óãëîâûì ,
åñëè ó íåãî åñòü òðè áåëûå ãðàíè ñ îáùåé âåðøèíîé, è ðåáåð-
íûì , åñëè ó íåãî åñòü äâå áåëûå ãðàíè ñ îáùèì ðåáðîì. Çàìå-
òèì, ÷òî êàæäûé êóáèê èç óïîìÿíóòûõ 500 – ðåáåðíûé.
Ïóñòü ñðåäè ýòèõ 500 êóáèêîâ åñòü 8 óãëîâûõ. Òîãäà Âàñÿ ìî-
æåò ñëîæèòü áåëûé ñíàðóæè êóá. Äëÿ ýòîãî åìó åùå ïî íàäî-
áèòñÿ 12 8 96× =  ðåáåðíûõ êóáèêîâ è 26 8 384× =  êóáèêîâ ñ
õîòÿ áû îäíîé áåëîé ãðàíüþ. Â ñóììå ýòî ìåíüøå 500.
Ïóñòü âîñüìè óãëîâûõ êóáèêîâ íåò. Òîãäà ñðåäè 500 ð åáåð-
íûõ êóáèêîâ åñòü íå ìåíåå 493 íåóãëîâûõ. Â êàæäîì è ç íèõ
åñòü òðè ãðàíè ñ îáùåé âåðøèíîé, èç êîòîðûõ äâå áåë ûå, à
îäíà, ñêàæåì, ÷åðíàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå Âàñÿ ìîæåò ñëîæ èòü
êóá, ãäå äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè áóäóò ÷åðíûìè, à  îñ-
òàëüíûå ÷åòûðå – áåëûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé èç 49 3 êó-
áèêîâ ìîæíî ïîìåñòèòü íóæíûì îáðàçîì â âåðøèíû, íà ðåá-
ðî èëè íà ãðàíü òàêîãî êóáà, à äëÿ ïîêðûòèÿ ïîâåðõí îñòè
òðåáóåòñÿ âñåãî 3 310 8 488- =  êóáèêîâ.

Ïðè n < 10 Ïåòÿ ìîæåò ðàñêðàñèòü 31
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òüþ â áåëûé öâåò, à îñòàëüíûå – ïîëíîñòüþ â ÷åðíûé.  Òàê
êàê íà ñòûêå ëþáûõ ãðàíåé îáà öâåòà îäèíàêîâû, òî è  âî
âñåì êóáå âñå ãðàíè îäíîãî öâåòà. Ïîýòîìó âñå êóáèê è äðóãî-
ãî öâåòà äîëæíû «ñïðÿòàòüñÿ» âíóòðü, ò.å. èõ äîëæíî  áûòü
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17. Çà n – 1 ïåðåëèâàíèé.
Àëãîðèòì.  Ïóñòü ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ âñåõ ðàñòâîðîâ ðàâíà
m% (ïîä ñðåäíåé êîíöåíòðàöèåé ðàñòâîðà ìû ïîíèìàåì ê îí-
öåíòðàöèþ åãî ñìåñè). Åñëè â êàêîé-òî ïðîáèðêå êîíö åíòðà-
öèÿ îòêëîíÿåòñÿ îò m% â îäíó ñòîðîíó, òî íàéäåòñÿ ïðîáèðêà
ñ îòêëîíåíèåì â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü â ïðîáèðêå A êîíöåí-
òðàöèÿ ðàñòâîðà áîëüøå m%, à â B – ìåíüøå m%, ïðè ýòîì
îáå ïðîáèðêè çàïîëíåíû íå áîëåå ÷åì íàïîëîâèíó. Ïîñ ìîò-
ðèì íà ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ â ýòèõ ïðîáèðêàõ. Åñëè îíà
ðàâíà m%, ïðîñòî ñîëüåì ðàñòâîð èç îáåèõ ïðîáèðîê â îäíó.
Åñëè áîëüøå m%, òî áóäåì ïåðåëèâàòü ðàñòâîð èç A â B, ïîêà
êîíöåíòðàöèÿ â B íå ñòàíåò  m%. Åñëè æå ìåíüøå m%, òî
ìîæíî ïîëó÷èòü â A êîíöåíòðàöèþ m%, ïåðåëèâàÿ èç B â A.
Ïîñëå ýòîãî ïðîáèðêó, â êîòîðîé ïîëó÷èëè m-ïðîöåíòíûé ðà-
ñòâîð, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Âî âòîðîé ï ðîáèð-
êå ðàñòâîðà ñòàëî ìåíüøå, ïîýòîìó âñå ïðîáèðêè, ãäå  êîíöåí-
òðàöèÿ ðàñòâîðà íå ðàâíà m%, çàïîëíåíû íå áîëåå ÷åì íàïî-
ëîâèíó è äàëüíåéøèå àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âñåãäà âîç ìîæ-
íû. Â èòîãå êàæäîå ïåðåëèâàíèå óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ïð îáèðîê
ñ êîíöåíòðàöèåé m% êàê ìèíèìóì íà îäíó. Ïîñêîëüêó ïðè
ïîñëåäíåì ïåðåëèâàíèè â îáåèõ ïðîáèðêàõ ïîëó÷èòñÿ m-ïðî-
öåíòíûé ðàñòâîð, òî âñåãî ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå n – 1 ïåðåëè-
âàíèé.

Ïðèìåð.  Ïóñòü îäíà ïðîáèðêà íàïîëîâèíó çàïîëíåíà ðàñòâî-
ðîì êîíöåíòðàöèè 60%, à â îñòàëüíûõ – ïî ïîëïðîáèðê è ðà-

ñòâîðà êîíöåíòðàöèè 
10

50 %
1n

æ ö-ç ÷è ø-
. Òîãäà ñðåäíÿÿ êîíöåíò-

ðàöèÿ âñåõ ðàñòâîðîâ ðàâíà 50%. Êàæäîå ïåðåëèâàíèå óìåíü-
øàåò ÷èñëî ïðîáèðîê ñ êîíöåíòðàöèåé ìåíåå 50% íå áî ëüøå
÷åì íà îäíó, ïîýòîìó ìåíåå ÷åì çà n – 1 ïåðåëèâàíèé íåëüçÿ
ïîëó÷èòü âî âñåõ ïðîáèðêàõ ðàñòâîð îäèíàêîâîé êîíöå íòðà-
öèè.
18. 1,5.
Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ìîíåòû äåëÿòñÿ íà òðè ãðóïïû : íà-
õîäÿùèåñÿ íà ëåâîé ÷àøå, íàõîäÿùèåñÿ íà ïðàâîé ÷àøå  è íå
ó÷àñòâóþùèå âî âçâåøèâàíèè. Åñëè ïðè ïåðâîì âçâåøèâ àíèè
â îäíîé èç ãðóïï îêàæåòñÿ íå ìåíüøå ÷åòûðåõ ìîíåò, òî ïðè
ïîïàäàíèè ôàëüøèâîé ìîíåòû â ýòó ãðóïïó íàâåðíÿêà â ûÿ-
âèòü åå âòîðûì âçâåøèâàíèåì íå óäàñòñÿ, òàê êàê ïî êðàéíåé
ìåðå äâå èç ýòèõ ìîíåò ñíîâà áóäóò â îäíîé ãðóïïå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âî âðåìÿ ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìîíåòû äîëæíû áûòü
ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû èç òðåõ ìîíåò è îäíó ãðóïïó è ç äâóõ
ìîíåò. Ñðàâíèâàòü ãðóïïû èç òðåõ ìîíåò íåò ñìûñëà, òàê êàê
åñëè ïåðåâåñèò ïðàâàÿ ÷àøà, òî ýòî íå äàñò íèêàêîé èíôîðìà-
öèè î ìåñòîíàõîæäåíèè ôàëüøèâîé ìîíåòû. Çíà÷èò, ïåð âûé
ðàç äîëæíû ñðàâíèâàòüñÿ ãðóïïû èç òðåõ ìîíåò íà ëåâ îé
÷àøå è äâóõ ìîíåò íà ïðàâîé. Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü â îç-
ìîæíû âñå òðè èñõîäà, èíà÷å âòîðîå âçâåøèâàíèå ìîæå ò íå
èìåòü ñìûñëà. Òàê êàê íåèçâåñòíî, íàñêîëüêî ôàëüøèâ àÿ ìî-
íåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé, ðàâíîâåñèå äîëæíî îçíà÷àòü, ÷ òî âñå
ïÿòü ìîíåò íà âåñàõ íàñòîÿùèå. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 1,5.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ïðè a = 1,5 Òîëÿ ìîæåò âûÿâèòü ôàëü-
øèâóþ ìîíåòó çà äâà âçâåøèâàíèÿ. Ïåðâûì âçâåøèâàíèå ì îí
îïðåäåëÿåò, â êàêîé èç òðåõ ãðóïï íàõîäèòñÿ ôàëüøèâ àÿ ìî-
íåòà. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè Òîëÿ êëàäåò íà ëåâóþ ÷ àøó
îäíó èç ìîíåò ýòîé ãðóïïû, à íà ïðàâóþ – äðóãóþ (åñ ëè â
ãðóïïå òðè ìîíåòû, òî òðåòüÿ âî âòîðîì âçâåøèâàíèè íå ó÷à-
ñòâóåò). Äîëîæèâ äâå çàâåäîìî íàñòîÿùèå ìîíåòû íà ë åâóþ
÷àøó è îäíó íà ïðàâóþ, Òîëÿ óçíàåò, â êàêîé ãðóïïå ôàëü-
øèâàÿ ìîíåòà, ÷òî ïîçâîëèò îïðåäåëèòü åå.
19. 2,5 î÷êà.
Âñåãî íà òóðíèðå áûëî ñûãðàíî 15 ìàò÷åé. Ïóñòü çà ï îáåäó
íà÷èñëÿëîñü x î÷êîâ, áûëî k ðåçóëüòàòèâíûõ âñòðå÷ è 15 – k
íè÷üèõ. Òîãäà ñóììàðíî êîìàíäû íàáðàëè ( )2 15kx k+ -  î÷-
êîâ. Ïî óñëîâèþ ýòà ñóììà ðàâíà 10 + 7 + 6 + 6 + 3 +  3 = 35,
îòêóäà ïîëó÷àåì ( )2 5k x - = . Ñëåäîâàòåëüíî, x > 2.
Êîìàíäà, íàáðàâøàÿ 6 î÷êîâ, âûèãðàëà õîòÿ áû îäèí ì àò÷,
èíà÷å íàáðàëà áû íå áîëüøå 5 î÷êîâ. Èç îãðàíè÷åíèÿ x > 2
ñëåäóåò, ÷òî îíà ìîãëà âûèãðàòü íå áîëåå äâóõ ìàò÷å é. Çíà-
÷èò, x – öåëîå èëè ïîëóöåëîå ÷èñëî, â òàêîì ñëó÷àå k – äåëè-
òåëü ÷èñëà 10. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 4k ³ , ïîñêîëüêó ó êàæäîé
èç ïåðâûõ ÷åòûðåõ êîìàíä åñòü õîòÿ áû îäèí âûèãðûø.  Ñëå-
äîâàòåëüíî, âîçìîæíû òîëüêî äâà âàðèàíòà.
1) k = 5, x = 3. Íî â ýòîì ñëó÷àå êîìàíäà, íàáðàâøàÿ 10 î÷-
êîâ, äîëæíà áûëà îäåðæàòü ðîâíî òðè ïîáåäû, ò.å. 6k ³ .
Ïðîòèâîðå÷èå.
2) k = 10, x = 2,5.
Ïðèìåð  òàêîãî òóðíèðà ïðèâåäåí â òàáëèöå 1.
20. 7 òóðîâ.
Îöåíêà.  Ïóñòü ïðîâåäåíî
íå áîëüøå øåñòè òóðîâ;
äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïðî-
âåñòè åùå õîòÿ áû îäèí.
Ðàçîáüåì øàõìàòèñòîâ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà
ïàðû. Äîïóñòèì, â êàêîé-
òî ïàðå øàõìàòèñòû A è
B óæå èãðàëè äî ýòîãî.
Ñðåäè îñòàëüíûõ øåñòè

Òàáëèöà 1
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ÄÂÀ ÃÐÀÔÀ

1. Ñâåò ïîïàäàåò â çðà÷îê è ïîãëîùàåòñÿ ñåò÷àòêîé. Îá ðàòíî,
èç ãëàçà, îí íå âûõîäèò. Îòñóòñòâèå ñâåòà ìû âîñïðè íèìàåì
êàê ÷åðíûé öâåò.
2. Âîçüìèòå ñåðûé êóñîê áóìàãè è ïîìåñòèòå íà ÷åðíûé ôîí.
Áóìàãà ïîêàæåòñÿ âàì … áåëîé. È, íàîáîðîò, íîâàÿ áå ëàÿ ðó-
áàøêà íà ôîíå ðóáàøêè, óæå ïîñòèðàííîé, êàæåòñÿ íàì  ñå-
ðîé. Òåðìèí «ñåðûé» ìû óïîòðåáëÿåì â òîì ñëó÷àå, êî ãäà
ñðàâíèâàåì äâà áåëûõ ïðåäìåòà, êîòîðûå â ðàçíîé ñòå ïåíè
îòðàæàþò ïàäàþùèé íà íèõ ñâåò.
3. Âåñü ïàäàþùèé (ñèíèé) ñâåò êðàñíàÿ êðàñêà ïîãëîòèò , è îò
ìÿ÷à íè÷åãî íå îòðàçèòñÿ. Ìû ñêàæåì: «Ìÿ÷ – ÷åðíûé» .
4. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â íàø ãëàç ïîïàäàåò ñâåò ðàç íûõ
öâåòîâ, ñêàçàòü ñõîäó, êàêèì áóäåò íàøå âîñïðèÿòèå,  íå ïðî-
ñòî. Íàäî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ öâåòîâîãî çðåíèÿ Ãåëü ìãîëüöà
èëè ïðèáåãíóòü ê îïûòó. Ñìåøàåì, íàïðèìåð, æåëòóþ è  ñè-
íþþ êðàñêè, ïîëó÷èòñÿ … çåëåíàÿ.

ïàð íàéäåòñÿ òàêàÿ, ñ èãðîêàìè êîòîðîé A è B â ñîâîêóïíîñòè
ïðîâåëè íå áîëåå îäíîé èãðû. Îáîçíà÷èì èãðîêîâ ýòîé  ïàðû
C è D . Òîãäà, ïåðåãðóïïèðîâàâ äàííûå ïàðû ëèáî â ( ),A C  è
( ),B D , ëèáî â ( ),A D  è ( ),B C , ìû ïîëó÷èì äâå íîâûå
ïàðû, â êîòîðûõ äî ýòîãî íå áûëî âñòðå÷. Ïîâòîðÿÿ ý òó ïðî-
öåäóðó, ïîêà íåïîäõîäÿùèõ ïàð íå îñòàíåòñÿ (êàæäûé ðàç èõ
ñòàíîâèòñÿ êàê ìèíèìóì íà îäíó ìåíüøå), ìû ïîëó÷èì ðàçáè-
åíèå, â êîòîðîì øàõìàòèñòû êàæäîé ïàðû åùå íå èãðàë è.
Ïðèìåð.  Ïðîíóìåðóåì øàõìàòèñòîâ ÷èñëàìè îò 1 äî 14 è
ïóñòü â ïåðâûõ ñåìè òóðàõ âñòðå÷àëèñü øàõìàòèñòû ñ íîìåðà-
ìè ðàçíîé ÷åòíîñòè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, ïîñà äèòü
øàõìàòèñòîâ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ïî êðóãó, à øàõìàò èñòû
ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ìîãóò ïîñëå êàæäîãî òóðà ïåðåõîä èòü ê
ñëåäóþùåìó «íå÷åòíîìó» èãðîêó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ò îãäà â
êàæäîé èãðå âîñüìîãî òóðà äîëæíû áóäóò âñòðåòèòüñÿ øàõìà-
òèñòû ñ íîìåðàìè îäíîé ÷åòíîñòè, íî ñåìü øàõìàòèñòî â
íåëüçÿ ðàçáèòü íà ïàðû.
21. Íåëüçÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìàÿ ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò. Îá ùåå
÷èñëî îòðåçêîâ ðàâíî 3 n + 1, ïîýòîìó îòðåçêîâ îäíîãî èç öâå-
òîâ áóäåò íå ìåíüøå n + 1. Ïðè âûêèäûâàíèè îòðåçêîâ ýòîãî
öâåòà îñòàíåòñÿ íå áîëåå 2n îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïî-
ëó÷èì ãðàô èç 2 n + 2 âåðøèí è íå áîëåå 2 n ðåáåð, êîòîðûé
íå ìîæåò áûòü ñâÿçíûì.
22. 199 êëåòîê.
Îöåíêà.  Äîñêà 100 100´  ñîäåðæèò 299  êâàäðàòîâ 2 2´ . Íà
êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ êâàäðàòîâ 2 2´  óâåëè-
÷èâàåòñÿ, êàê ìèíèìóì, íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîöå ññå çàê-
ðàøèâàíèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíî íå áîëåå ÷åì 299  øàãîâ. Òà-
êèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíî äîëæíî áûòü çàêðàøåíî íå ìå íåå

2 2100 99 199- =  êëåòîê.
Ïðèìåð.  Ïóñòü Àíäðåé çàêðàñèë âñå êëåòêè âåðõíåé ñòðîêè è
ëåâîãî ñòîëáöà. Ïðàâèëî, ñôîðìóëèðîâàííîå â óñëîâèè , ïî-
çâîëèò åìó çàêðàñèòü âòîðóþ ñòðîêó, äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî,
çàòåì àíàëîãè÷íî çàêðàñèòü òðåòüþ ñòðîêó è ò.ä., ïî êà íå áó-
äåò çàêðàøåí âåñü êâàäðàò.
23. 7 ÷èñåë.
Îöåíêà.  Êàê ñòîëáöû, òàê è ñòðîêè ìîãëè ïåðåñòàâëÿòüñÿ
öèêëè÷åñêè èëè ðàçáèâàòüñÿ íà öèêëè÷åñêèå ïàðó è òðîéêó.
Åñëè èñïîëüçîâàëàñü öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ñòîëáö îâ, òî
âñå ñòîëáöû ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ÷èñå ë, ò.å.
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå 5. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ïð è öèê-
ëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê.
Åñëè æå áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçáèåíèå êàê ñòîëáöîâ, ò àê è
ñòðîê íà ïàðó è òðîéêó, òî òàáëèöó ìîæíî óñëîâíî ðà çáèòü
íà êâàäðàòû 2 2´  è 3 3´ , à òàêæå ïðÿìîóãîëüíèêè 2 3´  è
3 2´ , â êàæäîì èç êîòîðûõ è ñòîëáöû è ñòðîêè ïåðåñòàâëÿ -
ëèñü öèêëè÷åñêè. Â êâàäðàòàõ ìîæåò áûòü íå áîëåå äâ óõ è
òðåõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, à â ïðÿìîóãîëü íèêàõ –
íå áîëåå îäíîãî (ïîñêîëüêó êàê â ñòîëáöàõ, òàê è â ñòðîêàõ
äîëæíû ñòîÿòü îäèíàêîâûå ÷èñëà).

Ïðèìåð  äëÿ 7 ÷èñåë ïðèâåäåí â
òàáëèöå 2.
24. Äâà âîïðîñà.
Îöåíêà.  Òàê êàê ëàäüÿ ìîæåò ïî-
áèòü îò 0 äî 199 âûáðàííûõ êëå-
òîê, òî äëÿ âûÿâëåíèÿ îäíîé èç
10000 êëåòîê îäíîãî âîïðîñà íåäî-
ñòàòî÷íî.
Ïðèìåð.  Ïðîíóìåðóåì ñòîëáöû íå-
ñòàíäàðòíî: ëåâûå – îò 0 äî 49,
ïðàâûå – îò 51 äî 100. Â êàæäîì

ñòîëáöå îòìåòèì ÷èñëî êëåòîê, ðàâíîå åãî íîìåðó: â ëåâûõ –
ñàìûå âåðõíèå, â ïðàâûõ – ñàìûå íèæíèå. Çàìåòèì, ÷ò î â
êàæäîé ïàðå ñòîëáöîâ, ãäå â ñóììå îòìå÷åíî ðîâíî 10 0 êëå-
òîê, íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè îòìå÷åíà ðîâíî îäíà êëåò êà. Çíà-

÷èò, âñåãî â êàæäîé ãî-
ðèçîíòàëè îòìå÷åíî ðîâ-
íî 50 êëåòîê.
Ïóñòü â îòâåò íà ïåðâûé
âîïðîñ, â êîòîðîì óêà-
çàí íàáîð âñåõ îòìå÷åí-
íûõ êëåòîê, ìû ïîëó÷è-
ëè ÷èñëî m + 50. Çíà-
÷èò, ëàäüÿ íàõîäèòñÿ
ëèáî íà îòìå÷åííûõ
êëåòêàõ ñòîëáöà m + 1
(åñëè 49m ¹ ), ëèáî íà
íåîòìå÷åííûõ êëåòêàõ
ñòîëáöà m (åñëè

50m ¹ ). Íà ðèñóíêå 6
ïðèâåäåí àíàëîãè÷íûé
ïðèìåð äëÿ äîñêè
10 10´ , è äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ëàäüè óêàçàíî
÷èñëî ïîáèòûõ îòìå÷åííûõ êëåòîê.
Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà îòâåòà «ïîäîçðèòåëüíûå» êëåòêè  îáðà-
çóþò ðàñïîëîæåííûé â äâóõ ñòîëáöàõ «çèãçàã» èëè ñòî ëáèê
èç 51 êëåòêè (äëÿ îòâåòîâ 99 è 100). Ïîêàæåì, êàê â òîðûì
âîïðîñîì íàéòè ëàäüþ â ñëó÷àå, åñëè îíà íàõîäèòñÿ í à «çèã-
çàãå». Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ñïîñîá ïîäîéäåò è äëÿ ñòîë áèêîâ.
Îáîçíà÷èì èç äâóõ ñòîëáöîâ «çèãçàãà» òîò, â êîòîðîì  áîëüøå
êëåòîê, ÷åðåç A, à âòîðîé – ÷åðåç B. Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè
÷èñëàìè îò 0 äî 99 ñíèçó ââåðõ. Âûáåðåì äëÿ âòîðîãî  âîïðî-
ñà êëåòêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå èõ ÷èñëî áûëî ðàâíî
íîìåðó ñòðîêè, â ñòîëáöå A âûáðàííûõ êëåòîê íå áûëî, à â B
áûëè âûáðàíû âñå êëåòêè, êðîìå êëåòêè â íóëåâîé ñòð îêå.
Òîãäà ñ «ïîäîçðèòåëüíûõ» êëåòîê ñòîëáöà A ëàäüÿ áüåò ðàç-
íûå êîëè÷åñòâà âûáðàííûõ êëåòîê, íå áîëüøèå 99, à ñ  «ïîäî-
çðèòåëüíûõ» êëåòîê B
– ðàçíûå êîëè÷åñòâà
âûáðàííûõ êëåòîê, íå
ìåíüøèå 149. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èâ îò-
âåò, ìû ìîæåì îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëèòü ïî-
ëîæåíèå ëàäüè.
Íà ðèñóíêå 7 ïîêàçàí
ïðèìåð íàáîðà êëåòîê
äëÿ âòîðîãî âîïðîñà â
ñëó÷àå, êîãäà íà äîñêå
10 10´  íà ïåðâûé
âîïðîñ áûë ïîëó÷åí
îòâåò «7».
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ÇÀÄÀ×È ÎÑÅÍÍÅÃÎ ÒÓÐÀ (2014 ÃÎÄ)

Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. Ìîæíî.
Íàïðèìåð, èç ïàëî÷åê äëèí 1, 2, 3 ñîñòàâèì äâå ñòîð îíû äëè-
íû 3, à îñòàëüíûå ïàëî÷êè ðàçîáüåì íà 48 ïàð ñ ñóìì îé äëèí

Ðèñ. 9

5. Âñå, êðîìå ãîëóáîãî.
6. Âîññòàíîâèòü çðåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ ïîìîùüþ íà-
øåé îáû÷íîé ìîðêîâêè èëè çàìîðñêîãî ìàíãî.
7. ßðêàÿ îêðàñêà êðûëüåâ áàáî÷åê âîçíèêàåò çà ñ÷åò èí òåðôå-
ðåíöèè ñâåòà ïðè îòðàæåíèè îò ìåëêèõ ÷åøóåê, ïîêðûâ àþ-
ùèõ êðûëüÿ. Ñàìè ÷åøóéêè – áåñöâåòíûå. Ýòî ïðèìåð â òîðî-
ãî ñïîñîáà îêðàñêè – ñòðóêòóðíîé îêðàñêè.
8. Âàðåíüå ïîêðàñíååò.
9. Âàðåíüå ïîñèíååò.
10. Ñèíèé ñîê âàñèëüêà â êèñëîé ñðåäå ïîêðàñíååò è ïðè äàñò
íàïèòêó ðîçîâûé öâåò (êðàñíûé ñ íåáîëüøîé ïðèìåñüþ ñèíå-
ãî).

ÎÒÐÅÇÊÈ, ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÈ È…
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ

Çàäà÷à 4. à) 1320.
Òàê êàê 35 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìí îæèòå-
ëåé 5 è 7, ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäè 35 ìîæåò èìåòü âèä  1 35´ ,
5 7´  èëè 7 5´  ( 35 1´  íå ïîìåùàåòñÿ â äàííûé ïðÿìîóãîëü-
íèê). Äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà k l´  èìååòñÿ ( ) ( )23 41k l- ´ -  ñïî-
ñîáîâ, èòîãî: 22 6 18 34 16 36 1320× + × + × = .
á) 3289.
Ïðÿìîóãîëüíèê ïåðèìåòðà 72 ìîæåò èìåòü âèä 1 35´ , 2 34´ ,...
…, 22 14´ , ïîýòîìó ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî

22 6 21 7 20 8 1 27× + × + × + + × =K

= ( ) ( ) ( )28 6 6 28 7 7 28 27 27- × + - × + + - × =K

= ( ) ( )2 2 228 6 7 27 6 7 27+ + + - + + + =K K

= ( )2 2 233 22
28 1 2 27

2
×

× - + + + +K ( )2 2 21 2 5 3289+ + + =K .

Çàäà÷à 5. 2556.
Öåíòðû êëåòîê – óçëû ðåøåòêè 21 24´ . Òðîéêà öåíòðîâ êëå-
òîê – òðè âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà 4 7´  èëè 7 4´ . Äëÿ
êàæäîãî òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà òðîéêó âåðøèí ìîæíî â ûäå-
ëèòü ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ñïîñ îáîâ
ðàâíî ( )( ) ( )( )4 22 4 25 7 4 22 7 25 4 2556- - + - - = .
Çàäà÷à 6. 3 2 32 88n n- + .
Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ñ öåëî÷èñëåííûìè âåðøèíàìè ïëî ùàäè

25 èìååò ñòîðîíó 5 è ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ
äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî åãî ñòîðîíû ïà-
ðàëëåëüíû îñÿì, ëèáî îí âïèñàí îäíèì
èç äâóõ ñïîñîáîâ â êâàäðàò 7 7´ , ó êîòî-
ðîãî ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû îñÿì (ðèñ. 8).
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ

( ) ( )2 2 24 2 6 3 32 88n n n n- + - = - + .
Ðèñ. 8

103: (4, 99), (5, 98), …, (51, 52) è ñîñòàâèì èç íè õ äâå ñòî-
ðîíû äëèíû 24 103 2472× = .
2. à) Ñóùåñòâóþò; á) íå ñóùåñòâóþò.
Ðåøèì ñíà÷àëà ïóíêò á). Äîïóñòèì, òàêèå ÷èñëà ñóùåñ òâóþò.
Ïóñòü èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí d. Òîãäà ýòè
÷èñëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 1a d , 2a d , …, 10a d , ãäå âñå ia
– ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüí î,
òðåáîâàíèå óñëîâèÿ âûãëÿäèò òàê:

( )1 2 10 10 5a d a d a d d+ + + =K , èëè 1 2 10 50a a a+ + + =K .

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ñóììà äåñÿòè ðà çëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå ñóì ìû äå-
ñÿòè íàèìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. 1 + 2 + … + 10 = 55 .
À ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 50, ÷òî ìåíüøå 55, ò î â äàí-
íîì ñëó÷àå îòâåò òàêîâ: íå ñóùåñòâóþò.
Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ ïóíêòîì à). Çäåñü, ðàññóæäàÿ àí àëîãè÷-
íî, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 1 2 10 60a a a+ + + =K , êîòîðîå óæå
âïîëíå âîçìîæíî (âîçüìåì, íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 è 15). Â êà÷åñòâå æå d ìîæíî âçÿòü ëþáîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî (õîòÿ áû åäèíèöó). Òàê ÷òî çäåñü îòâåò òà êîâ: ñó-
ùåñòâóþò.
3. Òðåóãîëüíèêè KAD  è LBA  ðàâíû (êàê ïðÿìîóãîëüíûå, ïî
äâóì êàòåòàì). Çíà÷èò, ñóììà óãëîâ LAB  è AKD  ðàâíà 90°
(ïîñêîëüêó AKD ALBÐ = Ð , à 90LAB ALBÐ + Ð = °  èç ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABL ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðåçêè AL
è KD  ïåðïåíäèêóëÿðíû. (Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç òîãî, ÷òî î ò-
ðåçîê DK  ïðè ïîâîðîòå íà 90°  âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà ïåðå-
õîäèò â îòðåçîê AL .) Àíàëîãè÷íî, DL  è CK  ïåðïåíäèêóëÿð-
íû. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå AL  è CK  ñîäåðæàò âûñîòû òðå-
óãîëüíèêà DKL . Íî â òðåóãîëüíèêå
âñå òðè âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, P – òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ âûñîò (îðòîöåíòð), îòêóäà
ïðÿìàÿ DP  ñîäåðæèò òðåòüþ âûñîòó
è, çíà÷èò, ïåðïåíäèêóëÿðíà KL .
5. Ðàññìîòðèì äëÿ íàãëÿäíîñòè ñëó-
÷àé N = 3 (ñëó÷àé ëþáîãî äðóãîãî N
ðàçáèðàåòñÿ òî÷íî òàê æå). Ïðèñòà-
âèì òðåóãîëüíèêè ABC, CDE  è EFG
äðóã ê äðóãó òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 9. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî AK  – ñóììà
«ïåðâûõ» êàòåòîâ, à KG  – ñóììà
«âòîðûõ». Ïî óñëîâèþ, AC + CE +
+ EG = AG . Íî ýòî âîçìîæíî, òîëüêî
åñëè òî÷êè C è E ëåæàò íà îòðåçêå AG (èíà÷å ëîìàíàÿ ACEG
äëèííåå îòðåçêà AG). Ñëåäîâàòåëüíî, CAB ECDÐ = Ð =

GEF= Ð , à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ó èñõîäíûõ òðåóãîëüíèêîâ
îäíî è òî æå îòíîøåíèå áîëüøåãî êàòåòà ê ìåíüøåìó.

10–11 êëàññû

2. Ïåðâîå ðåøåíèå . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî öåíòðû ïîâîðîòîâ
êàæäûé ðàç ëåæàò íà ïðÿìîé l , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñõîäíóþ
ñòîðîíó AC. Ïóñòü äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíû a, b, c.
Òîãäà íà ïðÿìîé l  ïîñëåäîâàòåëüíî îòêëàäûâàþòñÿ îòðåçêè c,
–a, b, – c, a, – b, ñóììà ýòèõ «ñäâèãîâ» ðàâíà 0. Ïîñëå ïåðâûõ
òðåõ ïîâîðîòîâ òðåóãîëüíèê ñíîâà áóäåò êàñàòüñÿ ïðÿ ìîé l
ñâîåé ñòîðîíîé AC, íî áóäåò ëåæàòü ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò l  è
ñäâèíåòñÿ âäîëü ïðÿìîé íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå. Çà òðè ñëå-
äóþùèõ ïîâîðîòà îí âåðíåòñÿ â èñõîäíóþ ïîëóïëîñêîñò ü è
ñäâèíåòñÿ íà òàêîå æå ðàññòîÿíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó , ò.å. â
èòîãå ñîâïàäåò ñ èñõîäíûì.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Êîìïîçèöèÿ ïåðâûõ òðåõ ïîâîðîòîâ äàñò
ïîâîðîò íà 180° , ò.å. öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé òî÷êè O. Ïðè ýòîì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC ïå-
ðåéäåò â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé åìó òðåóãîëüíèê A B C¢ ¢ ¢.
Êîìïîçèöèÿ ñëåäóþùèõ òðåõ ïîâîðîòîâ äàñò öåíòðàëüíó þ
ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷í îé



Ê Â À Í T $ 2 0 1 5 / ¹ 160
íèæíåìó êðàþ íèæíåé ïîëîñêè, ïîêà íå óâèäèò ìóõó, ï ðè-
êëååííóþ â ýòîé æå ïîëîñêå íàä íèì. Òîãäà îí ïåðåñå êàåò ïî-
ëîñêó ïî âåðòèêàëè, ñúåäàÿ ìóõó, è ïðîäîëæàåò äâèæå íèå íà-
ïðàâî ïî âåðõíåìó êðàþ ïîëîñêè, ïîêà íå óâèäèò ìóõó , ïðè-
êëååííóþ ïîä íèì. Çàòåì ñíîâà ïåðåõîäèò íà íèæíèé ê ðàé
ïîëîñêè è ò.ä. Äîñòèãíóâ ïðàâîãî êðàÿ ïîëîñêè, îí ï åðåõîäèò
ïî âåðòèêàëè íà íèæíèé êðàé ñëåäóþùåé ïîëîñêè. Âñåã î íà
ýòî îí çàòðàòèò íå áîëåå 99 + 9 k + 10 õîäîâ, ãäå k – êîëè÷åñòâî
ìóõ â ïåðâîé ïîëîñêå. Äàëåå îí ïîâòîðÿåò «ïðîöåäóðó », äâèãà-
ÿñü ñïðàâà íàëåâî âäîëü âòîðîé ïîëîñêè, è ò.ä. Âñå 100 ìóõ îí
ñúåñò íå áîëåå ÷åì çà 10 99 9 100 9 10 1980× + × + × =  õîäîâ.
Âòîðîå ðåøåíèå . (Ïàíêðàòîâ Âèêòîð, Äîëãîïðóäíûé, ÔÌË
5, 9 êëàññ). Çàíóìåðóåì ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè, ïðîõî äÿùèå
÷åðåç óçëû, ÷èñëàìè îò 1 äî 100. Ïîêðàñèì êðàñíûì ö âåòîì
ëèíèè ñ íîìåðàìè 5, 15, ... 95 (10 ëèíèé), à ñèíèì – ëèíèè ñ
íîìåðàìè 1, 10, 20, ... 100 (11 ëèíèé). Äîïîëíèì êð àñíûå
ëèíèè (ïðîâåäÿ 99 âåðòèêàëüíûõ åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ) äî
êðàñíîé çìåéêè, à ñèíèå ëèíèè – äî ñèíåé çìåéêè (çì åéêà
èäåò èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â îäèí èç íèæíèõ óãëîâ ). Äëèíà
êðàñíîé çìåéêè 99 11× , à ñèíåé 99 12× .
Îò ëþáîé ìóõè ìîæíî äîéòè êàê äî êðàñíîé çìåéêè, òà ê è äî
ñèíåé, íå áîëåå ÷åì çà 5 õîäîâ. Ìóõó, îò êîòîðîé äî  êðàñíîé
çìåéêè ìîæíî äîéòè çà 3 èëè ìåíåå õîäîâ, íàçîâåì êð àñíîé,
à èíà÷å – íàçîâåì ñèíåé. Îò ëþáîé ñèíåé ìóõè äî ñèí åé
çìåéêè ìîæíî äîéòè íå áîëåå ÷åì çà 1 õîä. 
Åñëè êðàñíûõ ìóõ íå ìåíüøå 59, òî àëãîðèòì òàêîé: è äåì ïî
êðàñíîé çìåéêå, êàê òîëüêî äîõîäèì äî òî÷êè, áëèæàé øåé ê
êàêîé-íèáóäü ìóõå, îòõîäèì ê ýòîé ìóõå, çàáèðàåì åå  è âîç-
âðàùàåìñÿ íà êðàñíóþ çìåéêó, èäåì ïî íåé äàëüøå. Äë èíà
ïóòè áóäåò íå áîëåå 99 11 59 6 41 10 1853× + × + × =  (çàáèðàÿ ñè-
íþþ ìóõó, ìû òðàòèì íå áîëåå 10 õîäîâ, çàáèðàÿ êðàñ íóþ
ìóõó – íå áîëåå 6).
Åñëè æå êðàñíûõ ìóõ íå áîëåå 58, òî ñèíèõ ìóõ íå ìå íåå 42,
è òîãäà àëãîðèòì òîò æå, òîëüêî èäåì ïî ñèíåé çìåéê å è ñîáè-
ðàåì ìóõ. Äëèíà ïóòè íå áîëåå 99 12 42 2 58 10 1852× + × + × =
(çàáèðàÿ êðàñíóþ ìóõó, ìû òðàòèì íå áîëåå 10 õîäîâ,  çàáè-
ðàÿ ñèíþþ ìóõó – íå áîëåå 2). 

10–11 êëàññû
4. Äîêàæåì, ÷òî óêàçàííûå øåñòü òî÷åê ðàâíîóäàëåíû îò  öåí-
òðà I  âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè.
Õîðäû AB C A C¢ ¢=  è BA C¢  îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà GA B¢ ¢ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C, ïîýòîìó AB C C C¢ × =

BA C C C¢= × . Òàê êàê B C A C¢ ¢= , òî è A BC C C C= . Çíà÷èò,

A BA C C B¢ ¢ – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ è ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê åå îñíîâàíèþ  A BC C  ñîäåðæèò áèññåêòðèñó óãëà C,
ò.å. ïðîõîäèò ÷åðåç I .
Äëÿ ñåêóùèõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè A ê òîé æå îêðóæíîñòè,
âåðíî ðàâåíñòâî AAB AC AG AA¢ ¢× = × . Àíàëîãè÷íî,

AAC AB AG AA¢ ¢× = × . Òàê êàê AB AC¢ ¢= , òî è A AAC AB= .
Çíà÷èò, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê åå îòðåçêó A AB C  ñî-
äåðæèò áèññåêòðèñó óãëà A, ò.å. ïðîõîäèò ÷åðåç I .
Èòàê, òî÷êà I  ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê AB , AC , BC . Àíàëîãè÷-
íî äîêàçûâàåòñÿ åå ðàâíîóäàëåííîñòü îò òî÷åê BA , AC , BC .
È òàê äàëåå.
5. Ñëîâ ïîëó÷èëîñü ïîðîâíó.
Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñë îâàìè
Ïåòè è Âàñè. Ðàçîáüåì Âàñèíî ñëîâî èç 2 m áóêâ íà áëîêè èç
äâóõ áóêâ. Çàìåíèì êàæäûé áëîê TT íà áóêâó T, áëîê OO –
íà áóêâó O, áëîê TO – íà áóêâó W, è áëîê OT – íà áó êâó N.
Ìû ïîëó÷èì ñëîâî èç m áóêâ, â êîòîðîì áóêâ T è O áóäåò
ïîðîâíó (èçíà÷àëüíî èõ áûëî ïîðîâíó, çàìåíà áëîêîâ TO è
OT óáèðàåò ðàâíîå ÷èñëî áóêâ T è O, à çíà÷èò, è áëî êîâ TT
áóäåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî áëîêîâ OO). Èòàê, êàæäîìó  ñëîâó
Âàñè ìû ñîïîñòàâèëè ñëîâî Ïåòè.
Íàîáîðîò, ïî êàæäîìó m-áóêâåííîìó ñëîâó Ïåòè ëåãêî âîñ-
ñòàíîâèòü, èç êàêîãî ñëîâà Âàñè îíî ïîëó÷èëîñü ïî î ïèñàííî-

òî÷êå O, ò.å. ñíîâà îòíîñèòåëüíî O. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê
A B C¢ ¢ ¢ ïåðåéäåò â òðåóãîëüíèê ABC.

3. Ìîãëî.
Ðàññìîòðèì íàáîð èç ñåìè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñå ë,
ñåìè ïðîòèâîïîëîæíûõ èì ÷èñåë è íóëÿ. Ïóñòü 1S a= +

2 7a a+ + +K  – ñóììà ïðîèçâîëüíûõ ñåìè ÷èñåë èç ýòîãî íàáî-
ðà. Òîãäà ñóììà îñòàâøèõñÿ âîñüìè ÷èñåë 8 9 15, , ,a a aK  ðàâíà
–S (òàê êàê ñóììà âñåõ 15 ÷èñåë ðàâíà íóëþ). Çíà÷èò, ñ óììà
8 ÷èñåë 8 9 15, , ,a a a- - -K  (êîòîðûå òàêæå âõîäÿò â íàø íàáîð)
ðàâíà S. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñåìåðêàìè { }1 2 7, , ,a a aK  è
âîñüìåðêàìè { }8 9 15, , ,a a a- - -K , î÷åâèäíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
5. Ïóñòü â íà÷àëå áûëî n ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, à â êîíöå – m
çîëîòûõ. Áóäåì èçîáðàæàòü ñèòóàöèþ â êàæäûé ìîìåíò òî÷-
êîé ( );k l ) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ( k – ÷èñëî çîëîòûõ
ìîíåò íà ñòîëå, l  – ÷èñëî ñåðåáðÿíûõ). Êàæäîå äåéñòâèå –
ñäâèã íà åäèíèöó âïðàâî èëè âíèç – áóäåì èçîáðàæàòü  ñîîò-

âåòñòâóþùèì îòðåçêîì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ ëîìà-
íàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ( )0; n  è
( ); 0m  (ðèñ.10). Ïðè ñäâèãå âïðà-
âî íà ïåðâîì ëèñòêå çàïèñûâàåòñÿ
÷èñëî, ðàâíîå ïëîùàäè ñòîëáöà,
ðàñïîëîæåííîãî ïîä ïðîâåäåííûì
îòðåçêîì, ïðè ñäâèãå âíèç íà âòî-

ðîì ëèñòêå çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïëîùàäè ïëàíê è, ðàñ-
ïîëîæåííîé ëåâåå ïðîâåäåííîãî îòðåçêà. Ïîýòîìó â êî íöå
ñóììà ÷èñåë íà êàæäîì ëèñòêå áóäåò ðàâíà ïëîùàäè, î ãðàíè-
÷åííîé ïðîâåäåííîé ëîìàíîé è îñÿìè êîîðäèíàò.

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òàáëèöå n n´  óäàëîñü ðàññòàâèòü çíà-
êè òàê, ÷òî êîëè÷åñòâà ïëþñîâ âî âñåõ ñòðîêàõ ðàçëè ÷íû.
Åñëè ïðè ýòîì íåò ñòðîêè, çàïîëíåííîé îäíèìè ïëþñàì è, òî â
ñòðîêàõ ðåàëèçóþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå êîëè÷åñòâà ï ëþñîâ
îò 0 äî n – 1. Íî òîãäà îáùåå ÷èñëî ïëþñîâ ðàâíî

( ) 21 2 2n n n- < . Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü åñòü ñòðîêà, çàïîëíåííàÿ ïëþñàìè. Òîãäà íåò ñ òîëáöà
áåç ïëþñîâ. Åñëè âî âñåõ ñòîëáöàõ êîëè÷åñòâà ïëþñîâ  ðàç-
ëè÷íû, òî ýòî âñå ÷èñëà îò 1 äî n, è îáùåå ÷èñëî ïëþñîâ ðàâ-
íî ( ) 21 2 2n n n+ < . Çíà÷èò, â êàêèõ-òî äâóõ ñòîëáöàõ ïëþ-
ñîâ ïîðîâíó.
4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà äîðîãè ðàâíà 25. Ïóñòü ïð è ïå-
ðåõîäå îò èñõîäíîé ðàññòàíîâêè A â íåêîòîðóþ ðàññòàíîâêó
B êàæäûé èç ïîëèöåéñêèõ ïåðåìåñòèëñÿ. Äîêàæåì, ÷òî ñ óì-
ìàðíîå ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå ìîæíî óìåíüøèòü. Íå ìå íåå
13 ïîëèöåéñêèõ øëè íà íîâîå ìåñòî â îäíîì íàïðàâëåí èè,
ïóñòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ðàññìîòðèì ðàññòàíîâêó C, ïîëó÷à-
þùóþñÿ èç B ñäâèãîì íà îäíî ìåñòî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Òåïåðü ïðè ïåðåõîäå èç A â C êàê ìèíèìóì ó 13 ïîëèöåéñêèõ
ïðîéäåííûå ðàññòîÿíèÿ óìåíüøèëèñü íà 1, à ó îñòàëüí ûõ,
åñëè è óâåëè÷èëèñü, òî íå áîëüøå ÷åì íà 1 (îíè ìîãë è è íå
óâåëè÷èòüñÿ, åñëè òåïåðü ïîëèöåéñêîìó áóäåò áëèæå è äòè ïî
äðóãîé ñòîðîíå êðóãà). Â ðåçóëüòàòå ñóììàðíîå ðàññò îÿíèå
óìåíüøèëîñü êàê ìèíèìóì íà 1.
6. Ïóñòü 1 1nA = K  ( n åäèíèö). Äîêàæåì ïî èíäóêöèè áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ëþáîå ÷èñëî na A£  ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñóììó íå áîëåå ÷åì n ðîâíûõ ÷èñåë.
Áàçà ( n = 1) î÷åâèäíà. Øàã èíäóêöèè.  ×èñëî 1nA +  ñàìî ðîâ-
íîå. Åñëè æå 1 1 10n na A A+£ - = , òî a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

nqA r+ , ãäå 0 9q£ £ , 0 nr A£ £ . ×èñëî nqA  – ðîâíîå, à r
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íå áîëåå ÷åì n ðîâíûõ ÷èñåë
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
7. à), á) Ìîæåò.
Ïåðâîå ðåøåíèå . Ðàçäåëèì ñåòêó íà 10 ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëî-
ñîê  9 99´  êëåòîê. Ïóñòü ïàóê äâèãàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî ïî

Ðèñ. 10
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ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
LXXX  ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

1. Âîçìîæíûé ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 11.
Ýòó çàäà÷ó óäîáíî ðåøàòü íå ïðîñòûì ïîäáîðîì, à ñíà ÷àëà
íåìíîãî ïîäóìàòü. Âïðî÷åì, ýòî ïðàâèëî îòíîñèòñÿ êî  ìíîãèì
çàäà÷àì. Äîïóñòèì, äðîáíûå ÷åðòî÷êè êàê-òî óæå ðàññ òàâëå-
íû. Òîãäà ïîëó÷åííóþ ñëîæíóþ äðîáü ìîæíî ïðåîáðàçîâ àòü,
íå äåëàÿ íèêàêèõ ñîêðàùåíèé, òàê ÷òî ïîëó÷èòñÿ îáû÷ íàÿ
äðîáü, â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èñõîä-
íûå ÷èñëà îò 1 äî 9. Òåïåðü, åñëè ìû ñîêðàòèì äðîáü , äîëæ-
íî ïîëó÷èòüñÿ 7/10. Ïîïðîáóåì ðàçáèòü èñõîäíûå ÷èñë à íà
äâå ãðóïïû, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ïåðâîé ãðóïï å ïðè
äåëåíèè íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âî âòîðîé äàâàëî ðåçó ëüòàò
7/10. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî 1 ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ äðî áè âñå-
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ìó âûøå ïðàâèëó: íàäî çàìåíèòü áóêâû ïî ïðàâèëó T TT® ,
O OO® , W TO® , N OT®  (ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì ìû ïîëó-
÷èì ñëîâî èç 2 m áóêâ, â êîòîðîì áóêâ T è O ïîðîâíó).
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî Âàñèíûõ ñëîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüê î Ïåòè-
íûõ.
6. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåâðàòèì ñòîðîíû ïîëó÷åííîãî øåñòè-
óãîëüíèêà â âåêòîðû a

r
, u

r , b
r

, v
r , c

r
, w

r , ïîñòàâèâ íà íèõ
ñòðåëêè â íàïðàâëåíèè îáõîäà (îáõîä íà÷èíàåòñÿ ñ âå ðøèíû
ñ óãëîì 181° ).
Çàìåòèì, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a

r
 è u-

r
 ðàâåí ( )1x - ° ,

à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè w
r

 è a
r

 ðàâåí 1°  (ïî óñëîâèþ), îò-
êóäà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè w

r
 è u-

r
 ðàâåí x° . Íàéäÿ òàêèì

îáðàçîì óãëû ìåæäó âåêòîðàìè w
r , u

r , v
r , âèäèì, ÷òî óãëû

ìåæäó íèìè òàêèå æå, êàê è ìåæäó âåêòîðàìè ñòîðîí è ñõîä-
íîãî òðåóãîëüíèêà.
Çàìåòèì, ÷òî 0w a u b v c+ + + + + =

r rrr r r r
. Ïîâåðíåì âåêòîð a

r
 íà

1°  òàê, ÷òîáû îí ñòàë ñîíàïðàâëåí âåêòîðó w
r

. Ïîëó÷åííûé
âåêòîð îáîçíà÷èì a¢

r
. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì âåêòîðû b¢

r
 è c¢r .

Èç âåêòîðîâ w a¢+
rr

, u b¢+
rr  è v c¢+

r r
 ñîñòàâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê,

ðàâíûé èñõîäíîìó òðåóãîëüíèêó ABC: ýòè âåêòîðû ïî ìîäó-
ëþ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC è
óãëû ìåæäó íèìè òàêèå, êàê â ABC. Ñëåäîâàòåëüíî, w a¢+ +

rr

0u b v c¢ ¢+ + + + =
r rr r r

. Ñðàâíèâàÿ ñ ïðåäûäóùèì ðàâåíñòâîì, ïî-

ëó÷àåì a b c a b c¢ ¢ ¢+ + = + +
r rr rr r

. Íî â ýòîì ðàâåíñòâå ïðàâàÿ
÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ÷àñòè ïîâîðîòîì íà 1° . Çíà÷èò,
îáå ñóììû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó èç âåêòîðîâ a¢

r
, b¢

r
, c¢r  ñî-

ñòàâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê. Ýòîò òðåóãîëüíèê ïîäîáåí òð åóãîëü-
íèêó ABC, òàê êàê èìååò ðàâíûå ñ íèì óãëû. Òàêèì îáðàçîì,
äëèíû âåêòîðîâ a¢

r
, b¢

r
, c¢r  ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíàì ñòîðîí

èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Íàáðîñîê âòîðîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü òî÷êà èçëîìà íà îäíîé èç
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà äåëèò åå â íåêîòîðîì îòíîøåíèè k. Åñëè
íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ âûáðàòü òî÷êè èçëîìà, äåëÿù èå ñòî-
ðîíû â òîì æå îòíîøåíèè k, òî èç ïîëó÷åííûõ «ïîãíóòûõ»
ñòîðîí ñëîæèòñÿ íóæíûé øåñòèóãîëüíèê (ïðîâåðüòå!).
Çàôèêñèðóåì íà ïåðâîé èç ñòîðîí òî÷êó èçëîìà. Òîãäà  äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè èçëîì à íà
âòîðîé è òðåòüåé ñòîðîíàõ âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà ÷íî.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Áóäåì ïðèñòðàèâàòü ê ïå ðâîé
ñòîðîíå âòîðóþ ñëîìàííóþ ñòîðîíó (ïîä òðåáóåìûì â ó ñëî-
âèè óãëîì), âàðüèðóÿ òî÷êó èçëîìà. Ñâîáîäíàÿ âåðøèí à âòî-
ðîé ñòîðîíû òîãäà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿì îé m.
Àíàëîãè÷íî, ïðèñòðàèâàÿ ê ïåðâîé ñòîðîíå òðåòüþ (ïî ä òðå-
áóåìûì â óñëîâèè óãëîì) è âàðüèðóÿ íà íåé òî÷êó èçë îìà,
ïîëó÷èì, ÷òî ñâîáîäíàÿ âåðøèíà òðåòüåé ñòîðîíû òàêæ å äâè-
æåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé n. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå
m è n íå ïàðàëëåëüíû. Íî òîãäà îíè ïåðåñåêàþòñÿ â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå, ò.å. îñòàâøèåñÿ âåðøèíû øåñòèóãîëüí èêà
âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî.

ãäà îñòàåòñÿ â ÷èñëèòåëå, à 2 – â çíàìåíàòåëå, ò.å. 1
äîëæíî áûòü â ïåðâîé ãðóïïå, à 2 – âî âòîðîé. Äà-
ëåå, ÿñíî, ÷òî ÷èñëî 7 äîëæíî áûòü â ïåðâîé ãðóïïå
(÷òîáû ÷èñëèòåëü äåëèëñÿ íà 7), à ÷èñëî 5 – âî
âòîðîé (èíà÷å çíàìåíàòåëü íå ñìîæåò äåëèòüñÿ íà
5). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó íè 7, íè 10 íå äåëÿòñÿ
íà 3, ÷èñëà 3, 6 è 9 (äåëÿùèåñÿ íà 3) äîëæíû áûòü
ðàñïðåäåëåíû ïî ãðóïïàì òàê, ÷òîáû âñå òðîéêè ñî-
êðàòèëèñü. Íåìíîãî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàâ, ìû ïðè-
õîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîäõîäèò òàêîå ðàçáèåíèå: 1,
7, 8, 9 – ïåðâàÿ ãðóïïà; 2, 3, 4, 5, 6 – âòîðàÿ. Îñ -
òàëîñü ëèøü ïðèäóìàòü, êàê îðãàíèçîâàòü äåëåíèå.
Òàê ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåííûé ïðèìåð. Äðóãîé ïðè-
ìåð ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü ðàçáèåíèå 1, 3, 4, 6, 7 –  ïåðâàÿ
ãðóïïà; 2, 5, 8, 9 – âòîðàÿ. Ñïîñîá ðàññòàâèòü äðîá íûå ÷åð-
òî÷êè äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ èçîáðåòèòå ñàìîñòîÿòåëüí î.
2. Çàìåòèì, ÷òî

ÊÐßÊÂÀ + ÊÐß + ÊÐß =

=  1000 ÊÐß + ÊÂÀ + 2 ÊÐß = 1002 ÊÐß + ÊÂÀ× × × .

Ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 167. Åùå çàìåòèì, ÷ òî ìíî-
æèòåëü 1002 äåëèòñÿ íà 167. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ÊÂ À äå-
ëèòñÿ íà 167. Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî ÊÂÀÊÐß + ÊÂÀ + ÊÂ À
òîæå äåëèòñÿ íà 167. Òîãäà, àíàëîãè÷íî, ÊÐß äåëèòñÿ  íà 167.
Íî ýòî íåâîçìîæíî: îáà ÷èñëà ÊÂÀ è ÊÐß íå ìîãóò äåë èòüñÿ
íà 167, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó íèìè ìåíüøå 100 è íà 167
íå äåëèòñÿ.
3. Ïîýêñïåðèìåíòèðîâàâ ñ áàäüÿìè, íåòðóäíî èçîáðåñòè òà-
êóþ âîò äîâîëüíî ïëîòíóþ ðàññòàíîâêó áàäåé (ðèñ.12) .
Çäåñü áàäüè çàíèìàþò 4/5 âñåé ïëî-
ùàäè: ïðèêëåèì ê êàæäîé áàäüå ïóñ-
òóþ êëåòî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ ïîä
íåé, ïëîñêîñòü îêàæåòñÿ ðàçáèòà íà
ïîëó÷åííûå ïÿòèêëåòî÷íûå ôèãóðû.
Òàêèì îáðàçîì, çäåñü íà êàæäûå 5
êëåòîê ïðèõîäèòñÿ îäíà áàäüÿ, è èí-
òóèòèâíî êàæåòñÿ ÿñíûì, ÷òî ýòî ñà-
ìîå ïëîòíîå ðàñïîëîæåíèå áàäåé.
Åñëè ýòî òàê, òî, ïîñêîëüêó ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíà 1200, êîëè÷å ñòâî
áàäåé â íåì íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1200/5 = 240.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îñòàëîñü âûäåëèòü «ðàöèîíàëüíîå çåð-
íî», êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ïîòîêå ñîçíàíèÿ.
Äîêàæåì, ÷òî êàæäîé áàäüå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïóñòóþ êëåò-
êó òàê, ÷òî ðàçíûì áàäüÿì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç íûå ïóñ-
òûå êëåòêè. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâ åðæäå-
íèÿ çàäà÷è, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî êëåòîê, çàíÿòûõ áà äüÿìè,
à òàêæå ñîïîñòàâëåííûõ áàäüÿì, â ñóììå íå áîëüøå ïë îùàäè
äîñêè, ò.å. 1200 êëåòîê. Êàê ìû óæå âè-
äåëè, êîëè÷åñòâî áàäåé â ýòîì ñëó÷àå íå
áîëüøå 240.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè áàäüÿ ñòîèò íå ó íèæ-
íåãî êðàÿ äîñêè, òî õîòÿ áû îäíà èç äâóõ
êëåòîê A, B, ðàñïîëîæåííûõ ïîä áàäüåé,
ñâîáîäíà (ðèñ.13). Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñ-
òèì, ÷òî ýòè êëåòêè çàíÿòû. Åñëè îíè
ïðèíàäëåæàò îäíîé áàäüå, òî ýòà áàäüÿ
íàõîäèòñÿ ïîä áîåì ó ïåðâîé. Åñëè æå îíè ïðèíàäëåæà ò ðàç-
íûì áàäüÿì, òî ýòè áàäüè ñàìè áüþò äðóã äðóãà. Òàêè ì îáðà-
çîì, ìû ìîæåì êàæäîé áàäüå, ñòîÿùåé íå ó íèæíåãî êð àÿ
äîñêè, ñîïîñòàâèòü ïóñòóþ êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ ïîä  ýòîé
áàäüåé. Î÷åâèäíî, ðàçíûì áàäüÿì áóäóò ñîîòâåòñòâîâà òü ðàç-
íûå êëåòêè.
Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü êëåòêè á àäüÿì,
ñòîÿùèì ó íèæíåãî êðàÿ äîñêè (êðîìå áàäüè, ñòîÿùåé â ïðà-
âîì íèæíåì óãëó, åñëè òàêàÿ åñòü). Áóäåì ïîñëåäîâàò åëüíî
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(íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî îòðåçîê KL  îòîáðàæàåòñÿ â ED  ïðè
ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì A è êîýôôèöèåíòîì 2). Òàê êàê AB <
< BE , òî÷êà B ëåæèò ëåâåå ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îò-
ðåçêó AE. À ïîñêîëüêó AC > CD , òî÷êà C ëåæèò ïðàâåå ñåðå-
äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AD . Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê BC
ïåðåñåêàåò îáà ïåðïåíäèêóëÿðà, çíà÷èò, åãî äëèíà íå  ìåíüøå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðàìè, ò.å. KL , ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü.
6. Íåëüçÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîé îïåðàöèè íå ì åíÿåò-

ñÿ âûðàæåíèå 
1 1 1

xy yz zx
x y z

+ + + + + . Äåéñòâèòåëüíî,

( )1 1 1 1 1 1
xy yz zx xy x y z

x y z x y z
+ + + + + = + + + + + =

( )

( )
( )

1 1 1 1
1

xy x y
x y z x y

z x y

= + + + + + =
+

+
1 1 1

xy yz z x
x y z

¢ ¢= + + + + +
¢
,

ãäå 
( )

1
z

z x y
¢=

+
. Íî äëÿ íàáîðà 2, 3, 6 óêàçàííîå âûðàæåíèå

ðàâíî 37, à äëÿ íàáîðà 2, 3, 4 îíî ðàâíî 
1

27
12

.

7. Ïóñòü ( ) 2f x px qx r= + +  è a < b . Òîãäà ïî óñëîâèþ

2pa qa r b+ + =  è 2pb qb r a+ + = .             ( * )

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå è ñîêðàòèì íà 0a b- ¹ ,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

( ) 1p a b q+ + = - .

Ïîýòîìó ñóììà ëþáûõ äâóõ ïåðåñòàâëÿåìûõ ìåñòàìè ÷èñ åë

ðàâíà 
1 q

p
+

- . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñëîæèòü ðàâåíñòâà

( * ), òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå

( ) ( )2 2 2p a b q a b r a b+ + + + = + .

Èç íåãî ìû íàéäåì, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ëþáûõ äâóõ ï åðå-

ñòàâëÿåìûõ ìåñòàìè ÷èñåë ðàâíà 
( )( )

2

1 1 2q q r
pp

- -
- - . Îñòà-

ëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïàðà ÷èñåë îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà , åñëè
çàäàíû èõ ñóììà è ñóììà êâàäðàòîâ.
8. Âñå ñòåïåíè äâîéêè.
Ïóñòü n – ïî÷òåííîå ÷èñëî. Òîãäà ñóììà 1 2 ld d d+ + +K  åãî
äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò n, ðàâíà n – 1. Ó ÷èñëà kn  çàâåäîìî
åñòü äåëèòåëè

1 1 1
1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , , ,k k k

l l ld d n d n d d n d n d d n d n- - -K K K .

Âñå îíè ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò kn , à èõ ñóììà ðàâíà

( )( )
12

1 21
k

ln n n d d d
-

+ + + + + + + =K K

= ( )( )2 11 1 1k kn n n n n-+ + + + - = -K .

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ÷èñëà kn  (êàê òîãî òðåáóåò óñëîâèå) íåò
äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò âûøåïåðå÷èñëåííûõ. Ýòî îçíà÷ àåò,
÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷ àå,
åñëè n äåëèòñÿ íà rp  (è íå äåëèòñÿ íà 1rp + ), òî â ïðèâåäåí-
íîì âûøå ñïèñêå äåëèòåëåé ÷èñëà kn  îòñóòñòâóåò äåëèòåëü

1rp + .
Èòàê, ïóñòü mn p= . Òîãäà ñóììà îòëè÷íûõ îò n äåëèòåëåé
÷èñëà n ðàâíà 2 11 mp p p -+ + + +K , ÷òî ïî óñëîâèþ ðàâíî

1mp - . Íî
2 1 1

1
1

m
m p

p p p
p

- -
+ + + + =

-
K ,

÷òî ìåíüøå 1mp -  ïðè 2p ¹  è ðàâíî 1mp -  ïðè p = 2. Òà-
êèì îáðàçîì, ÷èñëà 2mn =  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, à
îñòàëüíûå ÷èñëà íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

ðàññìàòðèâàòü áàäüè, ñòîÿùèå ó íèæíåãî
êðàÿ, ñëåâà íàïðàâî. Ðàññìîòðèì êëåòêè A
è B, ðàñïîëîæåííûå ñïðàâà îò î÷åðåäíîé
áàäüè (ðèñ.14).
Î÷åâèäíî, îíè îáå íå ìîãóò áûòü çàíÿòû,
òàê êàê òîãäà áàäüÿ, çàíèìàþùàÿ ýòè
êëåòêè, íàõîäèëàñü áû ïîä áîåì ó ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé áàäüè. Åñëè êëåòêà A ñâîáîäíà, òî êëåòêà B,
î÷åâèäíî, òîæå ñâîáîäíà. ßñíî, ÷òî äî ñèõ ïîð êëåòê à B åùå
íå áûëà ñîïîñòàâëåíà íè îäíîé áàäüå, è ìû ñîïîñòàâè ì åå íà-
øåé áàäüå.
Åñëè æå êëåòêà A çàíÿòà, òî êëåòêè B è C ñâîáîäíû, è ëèøü
îäíà èç íèõ ìîãëà áûòü ðàíåå ñîïîñòàâëåíà «âûøåñòîÿ ùåé»
áàäüå. Òîãäà ìû ñîïîñòàâèì íàøåé áàäüå âòîðóþ êëåòê ó.
Îñòàëîñü ñîïîñòàâèòü ÷òî-íèáóäü áàäüå, ñòîÿùåé â ïð àâîì
íèæíåì óãëó, åñëè òàêàÿ åñòü. Çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ï îð ðàñ-
ñìîòðåííûå áàäüè âìåñòå ñ ñîïîñòàâëåííûìè èì êëåòêà ìè â
ñóììå íàêðûâàþò êðàòíîå 5 êîëè÷åñòâî êëåòîê. Ïëîùàä ü âñåé
äîñêè òîæå äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó åñëè â óãëó ñòîèò áàäüÿ
(çàíèìàþùàÿ 4 êëåòêè), òî íà äîñêå íàéäåòñÿ õîòÿ áû  îäíà
ïóñòàÿ êëåòêà, åùå íå çàòðîíóòàÿ ñîïîñòàâëåíèÿì. Âî ò åå-òî è
ñîïîñòàâèì óãëîâîé áàäüå.
Çàìå÷àíèå.  Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â ïëîòíîé óïàêîâêå, ïðè-
âåäåííîé â íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è, 4/5 âñåé ïëîùàäè çàíÿòî

áàäüÿìè, íå ñëåäóåò ïîíèìàòü áóêâàëüíî. Ïðîíóìåðóåì  áà-
äüè, äâèãàÿñü ïî ñïèðàëè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1 5. Ïóñ-
òûå êëåòêè òîæå ïðîíóìåðóåì, äâèãàÿñü ïî ñïèðàëè, í î êàæ-
äûé íîìåð áóäåì èñïîëüçîâàòü 2 ðàçà (ðèñ.16). Òåïåð ü ìû
ìîæåì êàæäîé áàäüå ñîïîñòàâèòü äâå (!) ïóñòûõ êëåòê è ñ òåì
æå íîìåðîì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì âçãëÿäå íà âå ùè áà-
äüè çàíèìàþò 4/6 âñåé ïëîùàäè. ×èòàòåëü ëåãêî ïðèäó ìàåò
àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî «áàäüÿìè  çàíÿ-
òî ìåíåå 1% âñåé ïëîùàäè».
4. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü èãðîêîâ áûëî n. Åñëè
îäèí èç íèõ âûèãðàë ó òðîèõ ÷åëîâåê, òî ëèáî äâà èç  íèõ
ìëàäøå åãî, ëèáî äâà èç íèõ ñòàðøå åãî è, çíà÷èò, í óæíûé
èãðîê íàéäåí. Ïîýòîìó íàì îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé , êîãäà
êàæäûé òåííèñèñò ïðîèãðàë ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïàðòè è è,
çíà÷èò, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé âñåõ èãðîêîâ  íå
ìåíüøå 2 n. Çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíîå ïî âñåì èãðîêàì êîëè÷å-
ñòâî ïîáåä ïëþñ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé ðàâí î 4 n
(ïîñêîëüêó êàæäûé ñûãðàë 4 ïàðòèè). Åñëè êòî-òî ïðî èãðàë
õîòÿ áû òðè ïàðòèè, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé ñ òðîãî
áîëüøå 2 n, è òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ïîáåä ñòðîãî ìåíüøå 2 n,
÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïîáå ä ðàâ-

íî ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó ïîðà-
æåíèé. Ñòàëî áûòü, êàæäûé òåí-
íèñèñò âûèãðàë ðîâíî ó äâîèõ.
Òîãäà ñàìûé ñòàðøèé ó÷àñòíèê
îáûãðàë äâóõ ÷åëîâåê (ìëàäøå
åãî).
5. Ïóñòü K  – ñåðåäèíà îòðåçêà
AE, L  – ñåðåäèíà AD (ðèñ.17).

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, 
1
2

KL ED=

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 63
ëîñü ïðîâåñòè ( )140 2 1 141 2k k- - = -  ïðÿìûõ. Çíà÷èò, îíà
ïðîâåäåíà. Àíàëîãè÷íî, äîëæíà áûòü ïðîâåäåíà è ïðÿì àÿ y =
= –k .
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî çàâåäîìî ïðîâåäåíî 2 69 1 139× + =
ïðÿìûõ. Íî ïðè ýòîì òî÷êè (70; ±70) è (71; ±70)  âñå åùå îñ-
òàëèñü íåïîêðûòûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðÿìîóãî ëü-
íèêà è ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü ïîêðûòû îäíîé ïðÿìîé.
10. Íàçîâåì ðàçáèåíèå èç óñëîâèÿ çàäà÷è õîðîøèì . Áóäåì
äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: å ñëè íà
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îòìå÷åíî 2 n òî÷åê, òî êîëè÷åñòâî
õîðîøèõ ðàçáèåíèé ýòèõ òî÷åê íà ïàðû ìåíüøå 13n- .
Áàçà n = 2 î÷åâèäíà. Óñòàíîâèì ïåðåõîä îò âñåõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ n, ê n + 1. Îáîçíà÷èì òî÷êè íà âåðõíåé ïðÿ-
ìîé áóêâàìè 1 2, , , mA A AK  (ñëåâà íàïðàâî), à íà íèæíåé
ïðÿìîé – 1 2 2 2, , , n mB B B + -K
(ðèñ.20). Ðàññìîòðèì òî÷êó 1A .
Âîçìîæíû 3 ñëó÷àÿ.
1) Åñëè òî÷êà 1A  â ïàðå ñ êà-
êîé-òî òî÷êîé íà âåðõíåé ïðÿ-
ìîé, òî ýòî çàâåäîìî òî÷êà 2A ,
à îñòàëüíûå 2 n òî÷åê îáðàçóþò õîðîøåå ðàçáèåíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàçáèåíèé 2 n + 2 òî÷åê, ñîäåð-
æàùèõ ïàðó 1 2A A , ìåíüøå 13n- .
2) Åñëè òî÷êà 1A  â ïàðå ñ òî÷êîé 1B , òî îñòàëüíûå òî÷êè
îïÿòü îáðàçóþò õîðîøåå ðàçáèåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùå ì
ñëó÷àå, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî õîðîøèõ ðàçáèåíèé 2 n + 2 òî-
÷åê, ñîäåðæàùèõ ïàðó 1 1A B , ìåíüøå 13n- .
3) Åñëè òî÷êà 1A  â ïàðå ñ íåêîòîðîé òî÷êîé lB  íà íèæíåé
ïðÿìîé ( l  > 1), òî ñëåâà îò òî÷êè lB  ðàñïîëîæåíî ÷åòíîå êî-
ëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ òî÷åê, èíà÷å èõ áûëî áû íåëüçÿ ðàçáèòü
íà ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà 1A  ìîæåò áûòü
â ïàðå ëèøü ñ òî÷êàìè 3 5, ,B B K  Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè, ëåæà-
ùèå ïîä ïðÿìîé 1 2 1kA B + , ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ëèøü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, ïðè÷åì òî÷êè 1B  è 2B  îáÿçàòåëüíî îáðà-
çóþò ïàðó. Óäàëèâ ýòó ïàðó, ìû âèäèì, ÷òî êîëè÷åñòâ î õîðî-
øèõ ðàçáèåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñíîâà íå ïðå âîñõî-
äèò 13n- .
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàçáèåí èé

( )2 1n +  òî÷åê ìåíüøå ÷åì 1 1 13 3 3 3n n n n- - -+ + = .
Íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàâ ðàññóæäåíèÿ èíäóêöèîííîãî ïåð å-
õîäà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ïàð íå  ïðå-

âîñõîäèò na , ãäå ( )1
3 5

2
a = + – êâàäðàò çîëîòîãî ñå÷åíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ òå æå ñëó÷àè, ïîëó÷àåì,  ÷òî â
ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëî õîðîøèõ ïàð íå ïðåâîñõîäèò na . Îáúå-
äèíèâ âòîðîé è òðåòèé ñëó÷àé, ìû ïðèõîäèì ê ðàññìîò ðåíèþ
ñèòóàöèè, êîãäà òî÷êà 1A  íàõîäèòñÿ â ïàðå ñ òî÷êîé 1kB + ,
k = 0, 1, … Òî÷êè, ëåæàùèå ïîä ïðÿìîé 1 2 1kA B + , ðàçáèâàþò-
ñÿ íà ïàðû åäèíñòâåííûì îáðàçîì. À êîëè÷åñòâî îòìå÷ åííûõ
òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ïðÿìîé 1 2 1kA B + , ðàâíî ( )2 n k- .
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàçáèå íèé
ýòèõ òî÷åê ìåíüøå n ka - . Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî õîðîøèõ
ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ òî÷êà 1A  ñîñòîèò â ïàðå ñ êàêîé-íè-
áóäü òî÷êîé íà íèæíåé ïðÿìîé, ìåíüøå ÷åì

1
1 2 1

1
1 1

n
n n n na a

a a a a a
a a

+
- - -

+ + + + + = <
- -

K .

Èòîãî, êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàçáèåíèé ìåíüøå ÷åì

12 1
1 1

n n n na a
a a a a

a a
+-

+ = =
- -

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî a åñòü êî-

ðåíü óðàâíåíèÿ 
2 1

1
a

a
a

-
=

-
).

11. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñêîëüêó 1 1 90AEB CFBÐ = Ð = ° ,
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AE è CF ëåæèò íà îêðóæíîñòè w

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20

9. Ïîòðåáóåòñÿ 141 ïðÿìàÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî 141 ïðÿìîé ïîêðûòü óçëû ìîæíî. Ïðîåêöè ÿ
ñàëôåòêè íà îñü OX  – ýòî îòðåçîê, ïî äëèíå íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèé äèàãîíàëè ñàëôåòêè, ò.å.
100 2 . Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíûå
ëèíèè ñåòêè, ïåðåñåêàþùèå ïðî-
åêöèþ ñàëôåòêè (ðèñ.18). Òàêèõ
ïðÿìûõ íå áîëüøå ÷åì

100 2 1 142é ù+ =ë û . Åñëè èõ îêàçà-
ëîñü 141 èëè ìåíüøå, öåëü äîñòèã-
íóòà. Åñëè æå èõ ðîâíî 142, òî
ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ ïðàâàÿ èç
íèõ ñîäåðæàò ðîâíî ïî îäíîìó

óçëó, íàêðûòîìó ñàëôåòêîé, ýòîò ôàêò äîêàçàí â ëåìì å íèæå.
Çàìåíèì ýòè äâå ïðÿìûå íà îäíó ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷ åðåç
óïîìÿíóòûå óçëû. Â ðåçóëüòàòå âñå íóæíûå òî÷êè ïîêð ûòû
141 ïðÿìîé.
Ëåììà.  Åñëè ñàëôåòêó ïåðåñåêàþò 142 âåðòèêàëüíûå ëèíèè
ñåòêè, òî ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ ïðàâàÿ èç íèõ ñîäåðæà ò ðîâíî
ïî îäíîìó óçëó, íàêðûòîìó ñàëôåòêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðîåêöèè äâóõ ñìåæ-
íûõ ñòîðîí ñàëôåòêè íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ ðàâíû a è
b, a b³ . Äîïóñòèì, ÷òî íà îäíîé èç êðàéíèõ ïðÿìûõ îêàçà-
ëîñü äâà èëè áîëåå óçëà. Òîãäà ýòà ïðÿìàÿ îòñåêàåò îò ñàë-
ôåòêè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê 1D  ñ ãèïîòåíóçîé, íå
ìåíüøåé 1. Âûñîòà ýòîãî òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò

100 2 141- . Òðåóãîëüíèê 1D  ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó 2D , êî-
òîðûé îòñåêàåò îò ñàëôåòêè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç  îäíó
èç âåðøèí êâàäðàòà – âåðõíþþ èëè íèæíþþ â çàâèñèìîñ òè
îò òîãî, ó êàêîé èç íèõ ïðîåêöèÿ ïðàâåå. Ãèïîòåíóçà  ýòîãî
òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò äèàãîíàëè êâàäðàòà, ò.å .
100 2 , à âûñîòà ðàâíà a èëè b è, çíà÷èò, íå ìåíüøå b. Íàì
èçâåñòíî, ÷òî 141a b+ ³ . Òîãäà

( ) ( ) ( )2 22 2 22 20000 141 119a b a b a b- = - - + £ - = ,

ò.å. a – b < 11 è ( ) ( )( ) 2 65b a b a b= + - - > . Çàïèñûâàÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòü âûñîò è ãèïîòåíóç â ïîäîáíûõ òðåóãî ëüíè-

êàõ 1D  è 2D , ïîëó÷àåì 
65

100 2 141
100 2

< - . Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, 
65 65 5

0,45 100 2 141
143 11100 2

> = > > -  – ïðîòèâîðå÷èå.

(Â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 2 1,4145< .)
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî ïðîâåñòè 140  ïðÿ-
ìûõ òàê, ÷òîáû îíè ïðîõîäèëè ÷åðåç âñå óçëû. Ðàññìî òðèì
êâàäðàò, äèàãîíàëü êîòîðîãî – îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè

(0;0) è (141;0) (ðèñ.19). Åãî

ñòîðîíà ðàâíà 
141

100
2

< , ïî-

ýòîìó åãî ìîæíî íàêðûòü ñàë-

ôåòêîé ñî ñòîðîíîé 100. Ïðî-
âåðèì, ÷òî óçëû, ïðèíàäëåæà-
ùèå êâàäðàòó, íåëüçÿ ïîêðûòü
140 ïðÿìûìè. Íà äèàãîíàëè
êâàäðàòà ðàñïîëîæåíî 142
óçëà. Åñëè äèàãîíàëü íå ëåæèò

íè íà îäíîé èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ, òî ýòè óçëû äîëæ íû
ïîêðûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðÿìûìè, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñ êîëü-
êó ïðÿìûõ âñåãî 140. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ  y  = 0 çàâåäîìî ïðîâå-
äåíà. Òåïåðü äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðè 0 69k£ £  ïðîâå-
äåíû ïðÿìûå y k= ± . Áàçà k = 0 óæå ïðîâåðåíà. Óñòàíîâèì
ïåðåõîä îò k – 1 ê k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè óæå ïðî-
âåäåíû ïðÿìûå y = 0, ( )1, , 1y y k= ± = ± -K  (âñåãî 2k – 1
ïðÿìàÿ). Ðàññìîòðèì î÷åðåäíóþ ïðÿìóþ y = k , íà íåé ëåæèò
142 – 2k óçëîâ. Åñëè îíà íå ïðîâåäåíà, òî ýòè óçëû ïîêðûòû
ðàçëè÷íûìè ïðÿìûìè, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó íàì î ñòà-
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C.À.Äîðè÷åíêî, À.À.Åãîðîâ, Å.Ì.Åïèôàíîâ,
À.Þ.Êîòîâà, Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È
Â.Í.Âëàñîâ, Ä.Í.Ãðèøóêîâà, À.Å.Ïàöõâåðèÿ

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É  Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð
Å.Â.Ìîðîçîâà

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À
Ì.Í.Ãðèöóê, Å.À.Ìèò÷åíêî

ÊÂÀÍÒ

Èòàê, ìû ïðî êàæäóþ äîðîãó äîêàçàëè, ÷òî ïî èñòå÷åí èè 199
äíåé îíà áóäåò ðàçðóøåíà. Ïîýòîìó ÷åðåç 199 äíåé â ñòðàíå
íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé äîðîãè.
14. Íàèìåíüøåå ÷èñëî äåòåé, êîòîðûå ìîãóò âèäåòü óõî, ð àâ-
íî n + 2.

Äâà âîçìîæíûõ ïðèìåðà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 22.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîãî ðåáåíêà. Åñëè îí íå âèäèò óõà, òî
îí ñìîòðèò â ÷åé-òî çàòûëîê. Òîãäà ñòîÿùèé ïåðåä íè ì ëèáî
âèäèò ÷üå-òî óõî, ëèáî òàêæå ñìîòðèò â çàòûëîê. Òàê èì îáðà-
çîì, ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó èç ñòîÿùèõ â ðÿä äåòåé, â êîòîðîé
ñàìûé ïåðâûé ðåáåíîê âèäèò ÷üå-òî óõî. Çàìåòèì, ÷òî  â ýòîé
öåïî÷êå íå áîëåå n – 1 ðåáåíêà. Ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî
äåòåé ðàâíî 2n , òî öåïî÷åê íå ìåíüøå ÷åì

2 1
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1 1
n

n
n n

= + +
- -

.

Çíà÷èò, èõ õîòÿ áû n + 2. Ñòàëî áûòü, êàê ìèíèìóì n + 2 ðå-
áåíêà âèäÿò ÷üå-òî óõî.

1 Â ýòîì òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàñêðûâ ïî áèíîìó ñó ììó
( ) 1 2 11 1 1 1a a

a a aC C C -+ = + + + + +K  è çàìåòèâ, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî
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è äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà
òî÷êå 1B  (ðèñ.21), îáîçíà÷èì
ýòó òî÷êó ÷åðåç 2B . Î÷åâèäíî,
äèàìåòð 2 1B B  ïåðïåíäèêóëÿðåí
ïðÿìîé AC. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ ED  è FD  ñ ïðÿìîé AC
îáîçíà÷èì ÷åðåç K  è L .
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî 1KE KB=
êàê îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, è â
ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

1AEB  òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæ-
íî, ëèøü åñëè òî÷êà K  – ñåðåäè-

íà ãèïîòåíóçû 1AB . Àíàëîãè÷íî, òî÷êà L  – ñåðåäèíà 1B C .
Ïðîäîëæèì ïðÿìûå 2B E  è 1B F  äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå 1A ,
à ïðÿìûå 2B C  è 1B E  – äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå 1C . Â òðåó-
ãîëüíèêå 1 2 1A B C  îòðåçêè 1A F  è 1C E  ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè,
îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 1B . Çíà÷èò, 2 1B B  òîæå âûñîòà, è
ïîýòîìó 1 1A C ACP . Òîãäà ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû EK  òðå-
óãîëüíèêà 1AEB  ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà 1 1A C , ïðî-
äîëæåíèå ìåäèàíû FL  òðåóãîëüíèêà 1B FC  òîæå ïðîõîäèò ÷å-
ðåç ñåðåäèíó 1 1A C . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà D  åñòü ñåðåäèíà îò-
ðåçêà 1 1A C . Êñòàòè, ïðîäåëàííîå ðàññóæäåíèå îáîñíîâûâàåò
æåñòêîñòü ïîëó÷åííîé êàðòèíêè.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî 2B D  – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà 1 2 1A B C , ïî-
ýòîìó îíà ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC, ïàðàëëåëüíûé ñòîðîíå

1 1A C , â åãî ñåðåäèíå M , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.
12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî M  ñîñòîèò òîëüêî èç ïðî-
ñòûõ ÷èñåë. Òîãäà âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà M  íå÷åòíûå (òàê
êàê ëþáîå ÷èñëî âèäà 2 2b ±  ñîñòàâíîå ïðè 3b ³ ). Âîçüìåì â
ìíîæåñòâå M  äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà a, 3b ³ . Åñëè a äàåò
îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, òî ba  òàêæå äàåò îñòàòîê 1. Òîã-
äà 2ba +  äåëèòñÿ íà 3 è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ 2ba +
íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó M . Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâó M  ïðèíàäëåæèò ÷èñëî 2ba - . Àíàëîãè÷íî, åñëè a
äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3, òî ba  òàêæå äàåò îñòàòîê 2,

2ba -  ñîñòàâíîå, è òîãäà â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M  äîëæíî
ñîäåðæàòü ÷èñëî 2ba + .
Åñëè ìíîæåñòâî M  ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî a,
äàþùåå îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, òî â ìíîæåñòâå M , êàê
ìû óñòàíîâèëè, ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî âèäà 2ba - , äàþùåå îñòà-

òîê 2. Òîãäà ÷èñëî ( )2 2
aba - +  òîæå ïðèíàäëåæèò M . Çàìå-

òèì, ÷òî ýòî ÷èñëî äàåò ïðè äåëåíèè íà a òîò æå îñòàòîê, ÷òî
è ÷èñëî ( )2 2 2 2a a- + = - + . Íî ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà a, çíà-
÷èò, îíî ñîñòàâíîå. Äåëèìîñòü ñëåäóåò 1 , íàïðèìåð, èç ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðîñòîå ÷èñëî a MÎ  äàåò îñòàòîê 2 ïðè
äåëåíèè íà 3, òî â ìíîæåñòâå M  ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî

( )2 2
aba + - , êîòîðîå ïî òåì æå ïðè÷èíàì äåëèòñÿ íà a.

13. Ðàññìîòðèì äîðîãó ìåæäó ãîðîäàìè A è B. Äîêàæåì, ÷òî
íå áîëåå ÷åì çà 199 äíåé îíà áóäåò ðàçðóøåíà. Ïðåäï îëîæèì,
÷òî îíà íå áûëà ðàçðóøåíà çà 198 äíåé. Òîãäà êàæäûé  äåíü
ðàçðóøàëàñü õîòÿ áû îäíà äîðîãà, âûõîäÿùàÿ èç ãîðîä à A,
èëè õîòÿ áû îäíà äîðîãà, âûõîäÿùàÿ èç ãîðîäà B (â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ê ðàçðóøàåìîìó íàáîðó ìîæíî áûëî áû äîáà âèòü
äîðîãó AB è, çíà÷èò, îí áûë íå èäåàëüíûì). Òàêèì îáðàçîì,
çà 198 äíåé áóäóò ðàçðóøåíû âñå äîðîãè, âûõîäÿùèå è ç ãîðî-
äîâ A è B, êðîìå äîðîãè AB. Íî òîãäà äîðîãà AB çàâåäîìî
ïîïàäåò â ñëåäóþùèé èäåàëüíûé íàáîð è áóäåò ðàçðóøå íà íà
199-é äåíü.
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