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Ä ÎÐÎÃÈÅ ÊÎËËÅÃÈ, Î×ÅÍÜ ÏÐÈßÒÍÎ ÂÛÑÒÓ-
ïàòü ïåðåä ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè, ïåðåä åäè-
íîìûøëåííèêàìè. Îðãàíèçàòîðû ñúåçäà ïî-

ïðîñèëè ìåíÿ ðàññêàçàòü î ñâÿçè ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òèêè ñî øêîëîé è óíèâåðñèòåòîì. ß ïîäóìàë è ðåøèë,
÷òî íåìíîãî ïîãîâîðþ î ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå è
ñîâñåì-ñîâñåì íåìíîæêî î åå ïðåïîäàâàíèè, ïîòîìó ÷ò î
çäåñü ñëîæíî ñêàçàòü ÷òî-òî íîâîå çà îòâåäåííîå âðå ìÿ.

Ìíå ïîâåçëî: ìåíÿ î÷åíü õîðîøî ó÷èëè ìàòåìàòèêå
è â øêîëå, è â êðóæêàõ, è ïîòîì â óíèâåðñèòåòå. È,
ïîæàëóé, åäèíñòâåííîå, ÷òî â øêîëå ìíå íå îáúÿñíèëè ,
– ÷òî ìàòåìàòèêà – ýòî òàêàÿ æå æèâàÿ íàóêà, êàê,
ñêàæåì, ôèçèêà èëè áèîëîãèÿ, ÷òî îíà ïðîäîëæàåò
ðàçâèâàòüñÿ. Ïîòîìó ÷òî îò øêîëüíûõ óðîêîâ ÷àñòî
ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî Ïèôàãîð, Åâêëèä, Ýéëåð
âñå óæå äîêàçàëè, õîòÿ ýòî ñîâñåì íå òàê. Ìàòåìàòèê à
áóðíî ðàçâèâàåòñÿ è ñåãîäíÿ. Ðåøàþòñÿ î÷åíü ñòàðûå
çàäà÷è – ñîâñåì íåäàâíî áûëè äîêàçàíû âåëèêàÿ òåîðå -
ìà Ôåðìà è ãèïîòåçà Ïóàíêàðå. Ïðè ýòîì çàäà÷ íå
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå: ðåøåíèå ñòàðûõ âåäåò ê ïîñòàíîâê å
íîâûõ, ÷àñòî íå ìåíåå èíòåðåñíûõ. Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå
çàäà÷è íà âîëíå ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ôèçèêîé, êîòîðîå
èñòîðè÷åñêè âñåãäà áûëî î÷åíü òåñíûì, à òåïåðü áûñ-
òðî ðàñòåò ñîòðóäíè÷åñòâî è ñ äðóãèìè íàóêàìè –
íàâåðíîå, íàäî âûäåëèòü ýêîíîìèêó è áèîëîãèþ. È ó
ìàòåìàòèêè ïî-ïðåæíåìó î÷åíü ìíîãî ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèìåíåíèé. ×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòèêà – ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ íàóêà, ïîýòîìó åå íóæíî ïîääåðæèâàòü, íî
ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ïðèõîäÿò ÷åðåç äåñÿòêè, à ò î
è ñîòíè ëåò. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòåìàòèêà î÷åíü âàæíà
êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ íàóêà, îäíàêî è ïðàêòè÷åñêèå
ïðèìåíåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàçðàáîòîê ÷àñòî íå
çàñòàâëÿþò ñåáÿ æäàòü. Â îáûäåííûõ ïðåäìåòàõ ïðè-
ìåíÿþòñÿ ìíîãèå íîâåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèÿ, ïðîñòî ìû ðåäêî çàäóìûâàåìñÿ îá ýòîì.

Âîçüìåì õîòÿ áû ìîáèëüíûé òåëåôîí. Â ñîâðåìåí-
íûõ àïïàðàòàõ ÷àñòî âíóòðè äâå èëè òðè àíòåííû. Îíè
íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ñàíòèìåòðà äðóã îò äðóãà,
ïîýòîìó ïðèíèìàþò ñèãíàë ÷óòü ïî-ðàçíîìó. Ñðàâíè-
âàÿ ýòè ðàçëè÷èÿ, óäàåòñÿ óìåíüøàòü ïîìåõè è äåëàòü
òàê, ÷òîáû ìîáèëüíûé òåëåôîí ëó÷øå ïðèíèìàë, ÷åì

10 ëåò íàçàä. Ýòè ðàçðàáîòêè òðåáóþò ðåøåíèÿ ìàòåìà -
òè÷åñêèõ çàäà÷ ïðî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðûå èíòåðåñíû è ñàìè ïî ñåáå. Èëè äðóãàÿ, áîëåå
î÷åâèäíàÿ çàäà÷à: â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ñòàí-
äàðòîâ ðàçãîâîðû ïåðåäàþòñÿ íå â àíàëîãîâîì, à â
öèôðîâîì ðåæèìå, ãäå ñèãíàë êîäèðóåòñÿ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö. Îñíîâíàÿ öåëü – äàæå íå
÷òîáû íå ñìîãëè ïåðåõâàòèòü è ðàñêîäèðîâàòü (ýòî
òîæå âàæíî, íî ïîêà ñ ýòèì äåëî ó ìîáèëüíûõ òåëåôî-
íîâ îáñòîèò íå î÷åíü õîðîøî), à ÷òîáû äàæå ïðè
íàëè÷èè íåáîëüøèõ ïîìåõ íà ëèíèè ìîæíî áûëî
âîññòàíîâèòü èçíà÷àëüíûé ñèãíàë áåç îøèáîê. È îïÿòü
æå – ýòî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ
ñîâðåìåííûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè.

Òî åñòü ìàòåìàòèêà ïðîäîëæàåò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ,
è, áóäó÷è ñàìîé ôóíäàìåíòàëüíîé èç íàóê, âñå ðàâíî
(à ìîæåò, èìåííî ïîýòîìó) èìååò ìíîãî ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèìåíåíèé. Èíòåðåñíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà áóðíîå ðàç-
âèòèå â ïîñëåäíèå äâåñòè ëåò, çàäà÷è ìàòåìàòèêè íå
ñòàëè áîëåå çàóìíûìè. Íó… ñêàæåì òàê, – íå âñå ñòàë è
áîëåå çàóìíûìè. Êîíå÷íî, ìíîãîå ìåíÿåòñÿ, íîâûå
ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ íà áàçå ñòàðûõ, âñå ñòàëî ñëîæíåå,
÷åì â XIX âåêå. Íî ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó åñòü çàäà÷è ,
êîòîðûå ìîæíî îáúÿñíèòü íà ïàëüöàõ øêîëüíèêó, åñëè
óæ íå ðåøåíèÿ, òî ôîðìóëèðîâêó.

È ÿ ðåøèë, ÷òî íåìíîæå÷êî ïîãîâîðþ îá îäíîé
çàäà÷å, ñ êîòîðîé ÿ ñàì áûë ñâÿçàí, ãäå äåéñòâèòåëü íî
ôîðìóëèðîâêó äîâîëüíî-òàêè ïðîñòî îáúÿñíèòü õîðî-
øåìó ñòàðøåêëàññíèêó. Îïÿòü æå, ýòî õîðîøèé ïðè-
ìåð òîãî, êàê ðàáîòàþò ñîâðåìåííûå ìàòåìàòèêè è êàê
ïðîõîäèò âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè íàóêàìè.

Èñòîðèÿ íà÷àëàñü ñ íåñêîëüêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïî-
ñòàâèëè ïåðåä íàìè ôèçèêè-ýêñïåðèìåíòàòîðû, à èìåíí î
– ñ òîãî, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàëè â ïðèðîäå .
Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ýðî-
çèè, èçíà÷àëüíî æå ïîõîæèå ôîðìû íàáëþäàëè â
ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Âîò, ñêàæåì, ëåñíûå ïîæàðû, –
êîãäà ó âàñ âûãîðàåò êóñîê ëåñà, òî ãðàíèöà åãî
ñòàíîâèòñÿ ôðàêòàëîì 1 , ïðè÷åì ýêñïåðèìåíòàëüíî (íå
âîëíóéòåñü – ëåñ íèêòî ñïåöèàëüíî íå ïîäæèãàë!)
ó÷åíûå îáíàðóæèëè, ÷òî îáû÷íî ýòî ôðàêòàëû ðàçìåð-
íîñòè 4/3. Òî æå ñàìîå ñ ôðîíòàìè ýðîçèè èëè
ïðîñà÷èâàíèåì æèäêîñòè ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó. Äîë-Àâòîð ñòàòüè – ðîññèéñêèé è øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê,

ëàóðåàò ïðåìèè Ôèëäñà 2010 ãîäà. Ñåé÷àñ ðàáîòàåò â Æåíåâ-
ñêîì óíèâåðñèòåòå è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâå ííîì
óíèâåðñèòåòå.

Âèäåîçàïèñü ëåêöèè äîñòóïíà â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó
http://www.youtube.com/watch?v=T41khOsiJwU

1 Ïîäðîáíåå î ôðàêòàëàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüÿõ
È.Ì.Ñîêîëîâà «Ôðàêòàëû» («Êâàíò» ¹ 5 çà 1989 ãîä) è
Í.Ï.Äîëáèëèíà «Èãðà «Õàîñ» è ôðàêòàëû» («Êâàíò» ¹4 çà
1997 ãîä). (Ïðèì. ðåä.)



Ðèñ. 3

ãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü çàãàäêîé – ïî÷åìó èìåííî òàê,
ïî÷åìó ÷èñëî 4/3 ïîÿâëÿåòñÿ è â ïðèðîäå, è â ÷èñëåí -
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà êîìïüþòåðå. Ñîâñåì íåäàâíî
ðÿä íàøèõ ñ êîëëåãàìè ðàáîò ïðèâåë ê ñòðîãîìó
äîêàçàòåëüñòâó: ïîñëåäíÿÿ ñòàòüÿ íà ýòó òåìó áûëà
íàïèñàíà â ïðîøëîì ãîäó è âûøëà â ýòîì.

Íî ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìû, íàäî ïîïûòàòü-
ñÿ ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâäîïîäîáíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ è ïîíÿòü, áóäåò ëè îíà
äîñòàòî÷íî áëèçêà ê ïðèðîäíîé – ñêàæåì, ïðîâåäÿ
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Â ñëó÷àå ñ ýðîçèåé ôèçèêà-
ìè è ìàòåìàòèêàìè áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñâÿ-

çàííûõ ìåæäó ñîáîé ìîäåëåé. ß îïèøó, ïîæàëóé,
ñàìóþ ïðîñòóþ.

Íàì íóæíà ìîäåëü êàêîé-òî ñëó÷àéíîé ïîðèñòîé
ñðåäû, ÷òîáû îáñóæäàòü, êàê ÷åðåç íåå áóäåò ïðîñà÷è -
âàòüñÿ æèäêîñòü (èëè êàê ëåñ áóäåò ãîðåòü). Ñêàæåì,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ðèñóíêå 2 áåëûå øåñòèóãîëüíè-
êè – ýòî äûðêè â æåëòîì êàìíå. Äûðêè ðàñïðåäåëåíû
ñëó÷àéíî:  äëÿ êàæäîãî øåñòèóãîëüíèêà ìû ïîäêèäû-
âàåì ìîíåòêó; âûïàë îðåë – êðàñèì â æåëòûé öâåò,
âûïàëà ðåøêà – êðàñèì â áåëûé. Âîäà ìîæåò ïðîñà÷è-
âàòüñÿ ïî äûðêàì, ïåðåòåêàÿ èç áåëîãî øåñòèóãîëüíèê à
â ñîñåäíèå áåëûå øåñòèóãîëüíèêè, è ò.ä. Ýòó ìîäåëü
íàçûâàþò ïåðêîëÿöèåé , îíà áûëà ïðåäëîæåíà è ñ
óñïåõîì èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãèõ
ÿâëåíèé – îò ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû ÷åðåç ïîðèñòûé
êàìåíü äî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèé èëè èíôîðìà-
öèè. Ñàìûé ïðîñòîé âîïðîñ: ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âîä à
ñìîæåò ïðîòå÷ü, ò.å. êàêîâ ïðîöåíò êàðòèíîê ñ «ïðîá î-
åì» èç áåëûõ øåñòèóãîëüíèêîâ, èäóùèì ñâåðõó âíèç
÷åðåç ïðÿìîóãîëüíèê? Èëè êàê â ñðåäíåì âûãëÿäèò
ó÷àñòîê, â êîòîðûé ìîæåò ïðîòå÷ü âîäà? Êàê ìîæåò
âûãëÿäåòü ðåãèîí ëåñà, êîòîðûé ñãîðèò?

Äàæå ðàññìàòðèâàÿ îäíó êàðòèíêó, âèäèøü, ÷òî
çàäà÷à íå òàê ïðîñòà. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 2, à äîâîëü-
íî-òàêè ïðîñòî çàìåòèòü, ÷òî âîäà ñâåðõó âíèç ïðîòå -

Ðèñ. 1. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ýðîçèè, âûïîëíåí íîå
ôèçèêàìè Á.Ñàïîâàëîì, À.Áàëäàññàðè è À.Ãàáðèýëëå
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à)
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÷åò. À íà êàðòèíêå 2, á? Íåìíîæêî ïîñìîòðèòå, è ñòàíåò
ÿñíî, ÷òî ýòî ãîðàçäî ñëîæíåå, äàæå åñëè ó âàñ õîðî øèå
ãëàçà. Ïî÷åìó? Ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê 3 – çäåñü â
ñèíèé öâåò îêðàøåíû øåñòèóãîëüíèêè, êóäà âîäà ìî-
æåò äîòå÷ü ñâåðõó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèè âîäû
– òðîïèíêè èç áåëûõ øåñòèóãîëüíèêîâ, îêðàøåííûå
òåïåðü â ñèíèé, – ýòî î÷åíü ñëîæíûå ìíîæåñòâà,
ôðàêòàëû ðàçìåðíîñòè 4/3.

Ó ñëîâà ôðàêòàë  íåò ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ, îáû÷íî
èõ îïðåäåëÿþò êàê ìíîæåñòâà äðîáíîé ðàçìåðíîñòè ñ
äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ (ò.å. ìà-
ëåíüêèé êóñîê ïîõîæ íà ãîìîòåòè÷íóþ êîïèþ âñåãî
ìíîæåñòâà). ×òî òàêîå ôðàêòàëû ðàçìåðíîñòè 4/3 â
ýòîé äèñêðåòíîé ñèòóàöèè? Åñëè ìíîæåñòâî ðàçìåðíî-
ñòè 1 (ñêàæåì, ãëàäêàÿ êðèâàÿ) ïðîõîäèò ÷åðåç êâàä-
ðàò èëè êóá ñî ñòîðîíîé 1000, òî îíî ïåðåñåêàåò
ïðèìåðíî 1000 êâàäðàòèêîâ 1 1´ . Ìíîæåñòâî ðàçìåð-
íîñòè 2 (íàïðèìåð, ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü) – ïðèìåðíî
10002 êâàäðàòèêîâ. À ðàçìåðíîñòè 4/3 – ïðèìåðíî
10004/3 . Òî åñòü â íàøåì ñëó÷àå  êðèâàÿ, ïî êîòîðîé
âîäà ñìîæåò ïåðåñå÷ü êâàäðàò øèðèíîé 1000, áóäåò
ñîñòîÿòü â ñðåäíåì èç ïðèìåðíî 1000 4/3  = 10000
øåñòèóãîëüíèêîâ. Çíà÷èò, åñëè âîäà ìîæåò ïðîòå÷ü, ò î
åå òðàåêòîðèÿ áóäåò â 10 ðàç äëèííåå ñòîðîíû êâàäðà òà.
Òàêèì îáðàçîì, åå ïóòü áóäåò î÷åíü, î÷åíü èçâèëèñòû ì,
è ïîýòîìó åãî ñëîæíî îòñëåäèòü. Â ñòðîãîì îïðåäåëå-
íèè íàäî áðàòü êâàäðàò ñî ñòîðîíîé N , áðàòü âñå
âîçìîæíûå ðàñêðàñêè øåñòèóãîëüíèêîâ è ñìîòðåòü,
ñêîëüêî â ñðåäíåì øåñòèóãîëüíèêîâ â ñàìîì ëåâîì
ïðîáîå: îêàçûâàåòñÿ, ïðèìåðíî N 4/3 . Òî åñòü ïðîáîé
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðÿìîãî ïóòè â N 1/3  ðàç – ñ
óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà êâàäðàòà âñå áîëüøå è áîëüøå, è
óâèäåòü åãî áóäåò ñòàíîâèòüñÿ åùå ñëîæíåå è ñëîæíåå
(ðèñ. 4). È ýòî ñòðîãàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû äîêàçàë è
ñ êîëëåãîé èç Ôðàíöèè Âåíäåëåíîì Âåðíåðîì, ëàóðå-
àòîì ïðåìèè Ôèëäñà 2006 ãîäà. Ìû ðåøèëè çàäà÷ó,
ïîñòàâëåííóþ ôèçèêàìè, íî îêàçàëîñü, ÷òî ïåðâûìè åå
ïîñòàâèëè ìàòåìàòèêè, ïðîñòî ïðî ýòî óñïåëè çàáûòü!
Áîëåå òîãî, åå ïîñòàâèëè â æóðíàëå äëÿ øêîëüíèêîâ è
ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, àìåðèêàíñêîì ðîäñòâåííèêå
«Êâàíòà» – â æóðíàëå «American Mathematical
Monthly», â ïåðâûé ãîä åå èçäàíèÿ – 1894, áîëåå âåê à
íàçàä. Ýòîò æóðíàë è ñåé÷àñ ïîïóëÿðåí, åãî èçäàåò
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ àññîöèàöèÿ Àìåðèêè – îáúåäèíåíèå
ó÷èòåëåé è ïðîñòî ëþáèòåëåé ìàòåìàòèêè. Òàì åñòü
ïðèìåðíî òàêàÿ æå ñåðèÿ, êàê «Çàäà÷íèê «Êâàíòà»,
òîëüêî èíîãäà ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è, ãäå ðåøåíèå íåèç -
âåñòíî. Ïîðîé îíè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè è
âåäóò ê èíòåðåñíûì ìàòåìàòè÷åñêèì òåîðèÿì – òàê,
íàïðèìåð, ñëó÷èëîñü è ñ çàäà÷åé î ðîñòå ãðóïï, ïîñò àâ-
ëåííîé Äæîíîì Ìèëíîðîì â 1968 ãîäó è ðåøåííîé
Ð.È. Ãðèãîð÷óêîì â 1984 ãîäó.

Íà ðèñóíêå 5 âîñïðîèçâåäåíû äâå ñòðàíèöû «American
Mathematical Monthly» èç âûïóñêà 1894 ãîäà ñ çàäà÷å é
ïðî ïåðêîëÿöèþ è ïðåäëîæåííûì ðåøåíèåì. Íàâåðõó
ïåðâîé ñòðàíèöû – ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à ñî ñòðàøíûìè
ïîâòîðíûìè èíòåãðàëàìè, è íåìíîãî ñòðàííî åå âèäåòü
â æóðíàëå äëÿ ó÷èòåëåé, íî â XIX âåêå ìîäà áûëà
äðóãàÿ. À â ñåðåäèíå ñòðàíèöû íà÷èíàåòñÿ çàäà÷à: åñ ëè
â êîðîáêó ïîëîæèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì øàðû äâóõ

öâåòîâ… – çâó÷èò êàê îáû÷íàÿ çàäà÷à èç òåîðèè
âåðîÿòíîñòè ïðî äâóõ ìóäðåöîâ, êîòîðûå èõ îòòóäà
òàñêàþò. Íî ñïðàøèâàþò â íåé òî æå, ÷òî è ðàíüøå:
êàêîâà òîãäà âåðîÿòíîñòü, ÷òî åñòü öåïî÷êà øàðîâ îò
îäíîé ãðàíèöû äî äðóãîé? Èíòåðåñíî, ÷òî áûëî îïóá-
ëèêîâàíî ðåøåíèå, êîòîðîå ñ÷èòàëî âåðîÿòíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðÿìîé öåïî÷êè, – à ÿ óæå ñêàçàë, ÷òî åñë è
öåïî÷êà åñòü, òî îíà îáû÷íî èçâèëèñòàÿ, – è äàæå ýò î
áûëî ñäåëàíî íåïðàâèëüíî. Íî çàòî ðåäàêòîð íàïèñàë:
åñëè êòî-òî ïðåäëîæèò âåðíîå ðåøåíèå, òî äàæå åñëè
îíî äëèííîå, ìû åãî îïóáëèêóåì â ñëåäóþùåì íîìåðå.
Ê ñîæàëåíèþ, âåðíîå ðåøåíèå ïîêà åñòü òîëüêî äëÿ
äâóìåðíîé êîðîáêè, è òî íàì ïîíàäîáèëîñü ñòî ëåò,
÷òîáû åãî ïðèäóìàòü!
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 Ýòî – õîðîøèé ïðèìåð òîãî, êàê èç ÷èñòîãî ëþáî-
ïûòñòâà ìàòåìàòèêè çàäàëè âîïðîñ, êîòîðûé îêàçàëñÿ
î÷åíü èíòåðåñíûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêîâ-ýêñïåðè-
ìåíòàòîðîâ. Ïîòîì çàäà÷åé çàèíòåðåñîâàëèñü è ôèçè-
êè-òåîðåòèêè. È âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðîáëåìàòèêà ñâÿçà-
íà íå òîëüêî ñ èçó÷åíèåì ïîðèñòûõ ñðåä, íî è ñ,
êàçàëîñü áû, áîëåå äàëåêîé îáëàñòüþ – êâàíòîâîé
òåîðèåé ïîëÿ. Èíòóèöèÿ, ïðèøåäøàÿ îòòóäà, ïîäñêàçà-
ëà äâå âåùè.

Ïåðâàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî èçó÷àòü ýòó
ìîäåëü, êîãäà ðàçìåð øåñòèóãîëüíèêîâ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè, åñëè âû èçó÷àåòå, ñêàæåì ,
ëåñ, òî ðàçìåð äåðåâà ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ëå ñà.
Èëè âû èçó÷àåòå êàêîé-òî êàìåíü – òîãäà ðàçìåðû ïîð
ãîðàçäî ìåíüøå ðàçìåðà êàìíÿ. Ðàçíèöà íàñòîëüêî
âåëèêà, ÷òî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ôèçèêè ôîðìàëüíî
ïîëàãàþò ðàçìåð ìåíüøèõ îáúåêòîâ ðàâíûì íóëþ. À ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû èçó÷à -
åì çàäà÷ó íà ðåøåòêå, ãäå ðàçìåð øåñòèóãîëüíèêà
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ôèêñèðîâàòü
ðàçìåð øåñòèóãîëüíèêà è áðàòü âñå áîëüøèå è áîëüøèå
êàðòèíêè, êàê ìû ïèñàëè âíà÷àëå, íî ãîðàçäî óäîáíåå
ðåìàñøòàáèðîâàòü êàðòèíêó, ÷òîáû îíà èìåëà ôèêñè-

ðîâàííûé ðàçìåð, à øåñòèóãîëüíèêè, íàïðîòèâ, ñòàíî-
âèëèñü âñå ìåíüøå. Ýòî è ïðîèñõîäèò íà ðèñóíêå 4, è
ñ òàêèì ïîäõîäîì ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ïðåäåëüíîé
ìîäåëè, êîãäà øàã ðåøåòêè ðàâåí íóëþ – åå ìû è
ïîïûòàëèñü èçîáðàçèòü íà ïîñëåäíåé êàðòèíêå. Åñëè
áû ìû îñòàâèëè âñå øåñòèóãîëüíèêè, òî ïîëó÷èëàñü áû
õàîòè÷íàÿ ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè â äâà öâåòà (êîòîðóþ è
îïðåäåëèòü-òî òðóäíî), ïîýòîìó ìû îñòàâèëè òîëüêî
îäèí ñâÿçíûé ñèíèé ðåãèîí – êàê ãîâîðÿò, êëàñòåð, –
ïî êîòîðîìó ìîæåò ïðîòå÷ü âîäà. Òàê âîò, íàäî èçó÷à òü
ìíîæåñòâà âðîäå òàêèõ ïðåäåëüíûõ êëàñòåðîâ. Ýòî
òîæå ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, è ìû äîêàçàëè, ÷òî èõ
ðàçìåðíîñòü 91/48. È åñëè 4/3 ìîæåò êàê-òî ïðîñòî
ïîëó÷èòüñÿ, òî 91/48 óæå íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî
ïðîèñõîäèò ÷òî-òî ñëîæíîå.

Âòîðóþ èäåþ ôèçèêè íàçûâàþò óíèâåðñàëüíîñòüþ  –
êàêóþ áû ðåøåòêó ìû íè âçÿëè, âñå ðàâíî ïðåäåëüíûé
îáúåêò ïîëó÷èëñÿ áû òåì æå ñàìûì (õîòÿ äèñêðåòíûå
ìîäåëè áûëè áû ðàçíûìè), è îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîé
òåîðèåé ïîëÿ. Â ïðèðîäå ïðèíöèï óíèâåðñàëüíîñòè
ïðîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ ÿâëåíèÿõ. Ñêàæåì, âîäà çàìåð-
çàåò ïðè îäíîé òåìïåðàòóðå, êàêàÿ-òî äðóãàÿ æèäêîñò ü
– ïðè äðóãîé, íî ñàì ïðîöåññ çàìåðçàíèÿ î÷åíü ïîõîæ .
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Â ñåðåäèíå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà òðîå
ðîññèéñêèõ ôèçèêîâ èç Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôè-
çèêè èì. Ë.Ä.Ëàíäàó – À.À.Áåëàâèí, À.Ì.Ïîëÿêîâ è
À.Á.Çàìîëîä÷èêîâ – çàìåòèëè, ÷òî äëÿ äâóìåðíûõ,
ïëîñêèõ ìîäåëåé óíèâåðñàëüíîñòü èìååò äàëåêî èäó-
ùèå ïîñëåäñòâèÿ (òðåõìåðíûå ïîêà âî ìíîãîì îñòàþò-
ñÿ íåïîíÿòûìè ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè). Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ïðåäåë ïëîñêîé ìîäåëè, êîãäà øàã ðåøåòêè
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, äîëæåí èìåòü î÷åíü ìíîãî ñèììåò-
ðèé. Òî åñòü ñàìà øåñòèóãîëüíàÿ ðåøåòêà èìååò íåìíî -
ãî ñèììåòðèé: îíà ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå èëè ïîâîðîòå íà 60°, à çíà÷èò, è ìîäåëü
ïåðêîëÿöèè ïðè ýòîì òîæå ñîõðàíèòñÿ. Íî åñëè åå
ïîâåðíóòü, ñêàæåì, íà 10°, òî ìîäåëü ñòàíåò äðóãîé.
Ïîäîáíàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ïîâîðîòå íà 90°, íî íå íà 60°. Îäíàêî âûÿñíèëîñ ü,
÷òî â ïðåäåëå ìîäåëè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âñåõ ïîâîðîòàõ
è, áîëåå òîãî, ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Êîí-
ôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ – ýòî îáúåêò èç êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà: îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñ-
êèìè ôóíêöèÿìè, èëè, ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëå-
íèþ, ýòî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò óãëû ìåæäó
êðèâûìè. Â øêîëüíîì êóðñå ãåîãðàôèè, íàïðèìåð,
óïîìèíàåòñÿ îòîáðàæåíèå Ìåðêàòîðà – îíî ñîõðàíÿåò
óãëû, íî ìåíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Ïðèìåð êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ ðåøåòêè ïîêàçàí íà êàðòèíêå 6. Çàìå÷à-
òåëüíîå ñâîéñòâî ïëîñêîñòè (â îòëè÷èè îò òðåõìåðíîã î
ïðîñòðàíñòâà) â òîì, ÷òî òàêèõ îòîáðàæåíèé î÷åíü
ìíîãî – ñêàæåì, êâàäðàò ìîæíî êîíôîðìíî îòîáðàçèòü
íà êðóã. À åñëè ó êàêîãî-òî îáúåêòà (â äàííîì ñëó÷à å
ó ìîäåëè ïåðêîëÿöèè) î÷åíü ìíîãî ñèììåòðèé, òî ïðî
íåãî ìîæíî ìíîãîå ñêàçàòü.

Òàê âîò, èñïîëüçóÿ ýòè èäåè, Áåëàâèí, Ïîëÿêîâ è
Çàìîëîä÷èêîâ îïèñàëè âîçìîæíûå ïðåäåëû äèñêðåò-
íûõ ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ êàê «êâàíòîâûå òåîðèè ïîëÿ
ñ êîíôîðìíûìè ñèììåòðèÿìè», êîòîðûå âåäóò ê î÷åíü
èíòåðåñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå, ãäå è ïîÿâëÿþò -
ñÿ ÷èñëà âðîäå 91/48. Ïðåäïîëîæèòåëüíî èõ òåîðèÿ
äîëæíà áûòü ïðèìåíèìà äëÿ âñåõ êðèòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, òî åñòü ìîäåëåé â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Åñë è
âû, ñêàæåì, áåðåòå ôåððîìàãíèòíûå ìàòåðèàëû è
ñìîòðèòå íà òåìïåðàòóðó Êþðè, êîãäà ïðîïàäàåò ôåð-
ðîìàãíåòèçì. Èëè ìåíÿåòå ïëîòíîñòü äûðîê â ïåðêîëÿ-

öèè è æäåòå ìîìåíòà, êîãäà æèäêîñòü íà÷íåò ïðîñà÷è-
âàòüñÿ (íà øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêå òàêîé ìîìåíò íàñòó -
ïàåò, êîãäà æåëòûå è áåëûå øåñòèóãîëüíèêè ðàâíîâå-
ðîÿòíû).

Òåîðèÿ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ïîçâîëèëà ôè-
çèêàì îáúÿñíèòü íàáëþäàåìûå ÿâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
4/3 è 91/48 ïåðåñòàëè áûòü ÷èñòî ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè ÷èñëàìè è ïîëó÷èëè òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Ê
ñîæàëåíèþ, äî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî
äàëåêî, è äàæå äâå óïîìÿíóòûå èäåè íå áûëè äîêàçàíû .
Òàê ÷òî çàäà÷à ñíîâà âåðíóëàñü ê íàì, ê ìàòåìàòèêàì ,
ïðè÷åì ñî ñòàðîé ôîðìóëèðîâêîé ñòîëåòíåé äàâíîñòè,
êîòîðóþ ñôîðìóëèðîâàëè â æóðíàëå «American
Mathematical Monthly» åùå â 1894 ãîäó: êàê ïîñ÷èòàò ü
âåðîÿòíîñòü ïðîáîÿ. Çíàìåíèòûé ìàòåìàòèê Ðîáåðò
Ëýíãëåíäñ èç Ïðèíñòîíà âëîæèë ìíîãî óñèëèé, ïûòà-
ÿñü ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàòü èëè õîòÿ áû ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü ôèçè÷åñêóþ òåîðèþ. Ñ äâóìÿ êîëëåãàìè-
ôèçèêàìè îí ïðîâåë ìíîãî êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ è ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò
ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîáîÿ (òî åñòü ìû áåðåì
ïðÿìîóãîëüíèê, íàêëàäûâàåì øåñòèóãîëüíóþ ðåøåòêó
ñ êàêèì-òî øàãîì, ñ÷èòàåì ïðîöåíò ðàñêðàñîê, ïðè
êîòîðûõ åñòü ïðîáîé, à ïîòîì øàã óñòðåìëÿåì ê íóëþ) ,
îíà íå çàâèñèò îò ðåøåòêè è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîíôîð-
ìíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Óâèäåâ èõ ðàáîòó, ôèçèê Äæîí
Êàðäè èç Îêñôîðäà âûâåë òî÷íóþ ôîðìóëó, íî íå äàë
ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëó÷èë îí åå òàê: îí çàôè ê-
ñèðîâàë òðè âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà è ìåíÿë ïîçè-
öèþ ÷åòâåðòîé òî÷êè, ïåðåìåùàÿ åå ïî ïåðèìåòðó è
ïîëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèå
ïðîñòîå, íî åãî íåëüçÿ ðåøèòü â ïîëèíîìàõ èëè òðèãî -
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå èìååò
ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå – ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, îíî âûãëÿäèò äîâîëüíî ñëîæíî è ÿ åãî íå ïðèâîæ ó.
À ïîòîì çíàìåíèòûé øâåäñêèé ìàòåìàòèê Ëåííàðò
Êàðëåñîí çàìåòèë, ÷òî åñëè çà íàøó îáëàñòü âçÿòü
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, òî ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ
î÷åíü ïðîñòîé. Òî åñòü åñëè â ðàâíîñòîðîííåì òðåó-
ãîëüíèêå ñ äëèíîé ñòîðîíû 1 ìû îòëîæèì íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíå îòðåçîê äëèíû l , òî òîãäà âåðîÿò-
íîñòü ïðîáîÿ áóäåò ïðîñòî ñõîäèòüñÿ ê l (ðèñ. 7), è
êîãäà øàã ðåøåòêè î÷åíü ìàëåíüêèé, îíà áóäåò ïðèìåð -
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íî ðàâíà l . Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè òî÷êà z åçäèò ïî ñòîðîíå,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íàïèñàë Êàðäè, ïðîñòî
ëèíåéíîå.

Ýòà ïðîñòàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà èìåëà áîëüøîå ïñè-
õîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå è çàèíòåðåñîâàëà â çàäà÷å ìíî -
ãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ñíà÷àëà ìû ïûòàëèñü ñòðîãî îáîñíî-
âàòü ïîäõîä ôèçèêîâ. Íî, êàê ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ, îêàçà -
ëîñü ïðîùå ïðèäóìàòü íîâûé ïîäõîä, è ôèçèêàì îí
òîæå îêàçàëñÿ èíòåðåñåí. Ìû òîæå ôèêñèðîâàëè òðè
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è ìåíÿëè ïîëîæåíèå ÷åòâåðòîé
òî÷êè z, íî ðàçðåøèëè åé äâèãàòüñÿ è âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà. Òîãäà ìîæíî ñìîòðåòü, åñòü ëè ïðîáîé, êîòîðûé
îòäåëÿåò z îò áàçîâîé ñòîðîíû. È îïÿòü æå, â ïðåäåëå
– ðåçóëüòàò ëèíåéíûé (ðèñ. 8), ïðîñòî àáñöèññà y

òî÷êè z (òîëüêî íóæíî îòíîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû â
âåðõíåé âåðøèíå áûëà åäèíèöà, ò.å. óìíîæèòü íà

2 3 ). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íà ñàìîì äåëå î÷åíü
ïðîñòàÿ. ß âïîëíå ìîã áû ðàññêàçàòü òóò äîêàçàòåëü-
ñòâî è äàæå íå âñåõ áû óòîìèë, ýòî çàíÿëî áû åùå 10
ìèíóò, íî ÿ ëó÷øå íå áóäó. Åñòü ïðîñòîé êîìáèíàòîð-
íûé àðãóìåíò, êîòîðûé ãîâîðèò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îò z
(ïðèáëèçèòåëüíî) ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî åñòü â òî÷êå z îíà
(ïðèìåðíî) ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ
ñîñåäåé. Ó âåðøèíû øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêè ñîñåäåé
áóäåò òðè. È åñëè ìû çíàåì ÷òî-òî î ïîâåäåíèè ãàðìî -
íè÷åñêîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå, ìû ïîòîì åå ìîæåì
âîññòàíîâèòü è âíóòðè òðåóãîëüíèêà, è â íàøåì ñëó÷à å
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ. Äîêàçàòåëüñòâî
ðàáîòàåò è äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé, òîëüêî îòâåò ïîëó÷à -
åòñÿ áîëåå ñëîæíûé.

Ýòî ïðèìåð, êîãäà çàäà÷ó äîâîëüíî ïðîñòî ñôîðìó-
ëèðîâàòü. Êñòàòè, èíòåðåñíî, ÷òî ïðîñòàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü. ß âíà÷àëå óâèäåë ôîðìó-
ëèðîâêó Êàðäè, ïîäóìàë íàä íåé òðè äíÿ, è ñòàë
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çàíèìàòüñÿ ÷åì-òî äðóãèì. À ïîòîì Êàðëåñîí ðàññêà-
çàë ñâîþ ïåðåôîðìóëèðîâêó, è ïîñëå ýòîãî ÿ óæå äóìà ë
ïîëãîäà è ïîëó÷èëîñü.

Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ ÷åðòà ïåðêîëÿöèè â òîì, ÷òî îíà
ñâÿçàíà ñî ìíîãèìè äðóãèìè ÿâëåíèÿìè, äàæå èç
êëàññè÷åñêîé íàóêè, êîòîðóþ ïðîõîäÿò â øêîëå. Åñòü
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé óïîìèíàåòñÿ â êóðñàõ
áèîëîãèè è ôèçèêè, – áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (ðèñ. 9).
Ðîáåðò Áðàóí, øîòëàíäñêèé áîòàíèê, îòêðûâøèé ÿäðî
êëåòêè, â 1827 ãîäó óâèäåë â ìèêðîñêîï õàîòè÷åñêîå
äâèæåíèå ìàëåíüêèõ ÷àñòè÷åê âíóòðè çåðíûøåê ïûëü-
öû. È îí òîãäà î÷åíü ñåðüåçíî ê ýòîìó ïîäîøåë. Äî í åãî
ìíîãèå íàáëþäàëè ýòî äâèæåíèå, íàïðèìåð, øâåä ßí
Èíãåíõàóç, íî Áðàóí ñåðüåçíî ïîäîøåë ê èññëåäîâàíè-
ÿì è ïðàâèëüíî ïîñòàâèë âîïðîñ. Ñíà÷àëà îí î÷åíü
îáðàäîâàëñÿ, ðåøèâ, ÷òî îòêðûë èñòî÷íèê æèçíè â
ðàñòåíèÿõ. Íî ïîòîì îí ðåøèë ïðîâåðèòü, åñòü ëè òàê îå
äâèæåíèå â íåæèâîé ìàòåðèè, è âûÿñíèëîñü, ÷òî òîæå
åñòü, äàæå â êàìíÿõ, äàâíî íå ñîïðèêàñàâøèõñÿ ñ
æèâûì (Áðàóí äàæå ðàññìîòðåë ïîä ìèêðîñêîïîì
êóñîê Ñôèíêñà!). Äîëãîå âðåìÿ ýòî äâèæåíèå îñòàâà-
ëîñü íåîáúÿñíåííûì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà â
èòîãå ïîñòðîåíà Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì è Íîðáåðòîì
Âèíåðîì. Ïðè÷èíîé îêàçàëèñü áåñïîðÿäî÷íûå óäàðû
(íåâèäèìûõ â ìèêðîñêîï) ìîëåêóë â ÷àñòè÷êó, è ñòàòü ÿ
Ýéíøòåéíà áûëà îäíèì èç ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ïîäòâåðæäåíèé àòîìíîãî ñòðîåíèÿ ìàòåðèè. Â îïòè÷åñ-
êèé ìèêðîñêîï íåëüçÿ áûëî óâèäåòü ìîëåêóëó, íî
ìîæíî áûëî óâèäåòü ÷àñòè÷êó, êîòîðàÿ ãîðàçäî áîëüøå
è â êîòîðóþ ìîëåêóëà óäàðÿåòñÿ, è ýòî äâèæåíèå âåäå ò
ê ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ. Êàæäûé óäàð – ýòî êàêîé-
òî ñêà÷îê. Ýòî äèñêðåòíàÿ ìîäåëü, åå òîæå ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü íà ðåøåòêå. È â ïðåäåëå, åñëè ñìîòðåòü
èçäàëåêà è åñëè áðàòü î÷åíü ìàëåíüêèå ìîëåêóëû, ýòî
áóäåò íåïðåðûâíûé ïðîöåññ, êîòîðûé íàçûâàþò áðîó-
íîâñêèì äâèæåíèåì èëè ïðîöåññîì Âèíåðà. È îïÿòü
æå, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ ìû æèäêîñòü
âîçüìåì è íà êàêîé ðåøåòêå ñìîäåëèðóåì, òðàåêòîðèè
áóäóò îäíè è òå æå. È ÷òî ñàìîå èíòåðåñíîå – åñòü
óíèâåðñàëüíîñòü äàæå íà óðîâíå ñâÿçè ñ ïåðêîëÿöèåé:
ó òðàåêòîðèé áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöà òîæå
áóäåò ðàçìåðíîñòè 4/3, è ýòî áóäåò òà æå ñàìàÿ êðèâ àÿ,
÷òî äëÿ êëàñòåðà ïåðêîëÿöèè. Êëàñòåðû ðàçíûå, à
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ýëåêòðè÷åñêèìè öåïÿìè è ðàçáèåíèÿìè
êâàäðàòîâ. Êàê ãîâîðèòñÿ, îäíà êàðòèíêà
ñòîèò òûñÿ÷è ñëîâ, è èõ ñîîòâåòñòâèå òîæå
ïðîùå îáúÿñíèòü íà ïðèìåðå ðèñóíêà 10.
Ñëåâà – ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà
êâàäðàòû, à ñïðàâà – ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü.
Ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì. Âîò, ñêàæåì, êðàñíûé îòðåçîê
– ýòî êðàñíàÿ âåðøèíà, ñèíèé îòðåçîê –
ýòî ñèíÿÿ. À íà ðåáðå, ñîåäèíÿþùåì èõ,
ìû ïèøåì äëèíó ñòîðîíû ýòîãî êâàäðàòà,
ò.å. 28. È ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå íà
êâàäðàòû äàåò íàì â òî÷íîñòè äâà çàêîíà
Êèðõãîôà. Íàïðèìåð, â ñèíþþ âåðøèíó
ñâåðõó âòåêàþò òîêè 5 è 28, è ñèíåé ñòîðî-
íû ñâåðõó êàñàþòñÿ äâà êâàäðàòà ðàçìåðîì
5 è 28. À âûòåêàåò òîê 33 – ýòî íèæíèé
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 33. Âîò âàì ïåðâûé
çàêîí Êèðõãîôà. À âòîðîé äàåòñÿ âåðòè-
êàëüíûìè îòðåçêàìè: ñóììû ðàçìåðîâ êâàä-
ðàòîâ ñëåâà è ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîãî
îòðåçêà ðàâíû, ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî
íà ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìå ñóììàðíûé òîê

âîêðóã ãðàíè íóëåâîé.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íå êâàäðàò ðàçáèòü íà êâàäðàòû,

à íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ öåïü, óäîâëåòâîðÿþùóþ
çàêîíàì Êèðõãîôà. È îíè íàøëè ïðèìåð (ðèñ.11),
âîïðåêè îæèäàíèÿì Ëóçèíà! Îïÿòü æå èíòåðåñíî, ÷òî
ýòî çàäà÷à äëÿ øêîëüíèêîâ, íî åå ðåøåíèå çàíÿëî 20
ëåò ñåðüåçíîé ðàáîòû ìàòåìàòèêîâ è ïðèâåëî ê ãîðàçä î
áîëåå èíòåðåñíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì.

Ýòî îäèí òîëüêî ïðèìåð èç ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè-
êè, è ìíå îïÿòü õî÷åòñÿ ïîä÷åðêíóòü – ìàòåìàòèêà
ñåé÷àñ î÷åíü àêòèâíàÿ íàóêà, âñå åå îáëàñòè âçàèìî-
ñâÿçàíû. Ìàòåìàòèêà î÷åíü àêòèâíî ñîòðóäíè÷àåò ñ
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2 Ðèñóíêè 10 è 11 âçÿòû èç ñòàòüè Áðóêñà, Ñìèòà, Ñòî óíà
è Òóòòå «Ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà êâàäðàòû» (Du ke
Math. J. 7 (1940), p. 312–340).

ãðàíèöà îäíà è òà æå. Ýòó ãèïîòåçó ñôîðìó-
ëèðîâàë «îòåö ôðàêòàëîâ» Áåíóà Ìàíäåëüá-
ðîò, à äîêàçàëè ôðàíöóç Âåíäåëåí Âåðíåð,
àìåðèêàíåö Ãðåã Ëîóëåð è èçðàèëüòÿíèí
Îäåä Øðàìì – çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð
ìåæäóíàðîäíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà!

ß óæå ñêàçàë, ÷òî â ïåðêîëÿöèè îñíîâ-
íîé èíñòðóìåíò – ýòî ãàðìîíè÷åñêèå ôóí-
êöèè, è äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îíè

òîæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü. Íà ñàìîì äåëå îíè ïîÿâëÿ-
þòñÿ è â øêîëüíîì êóðñå – èõ èçó÷àþò â ýëåêòðîñòàòè -
êå â ñâÿçè ñ çàêîíàìè Êèðõãîôà.

Â 1847 ãîäó Êèðõãîô èçó÷àë äâèæåíèå òîêà ïî öåïÿì
è ïðåäëîæèë ìîäåëèðîâàòü èõ ãðàôàìè – âîò, ñêàæåì,
ñïðàâà íà ðèñóíêå 10 2  èçîáðàæåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü
è íàðèñîâàí òîê, êîòîðûé ïî íåé òå÷åò. ×òî ãîâîðÿò äâà
çàêîíà Êèðõãîôà? Ïåðâûé çàêîí Êèðõãîôà ãîâîðèò,
÷òî â âåðøèíó, åñëè òàì íåò èñòî÷íèêà òîêà, âòåêàåò
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âûòåêàåò. Íàïðèìåð, ïîñìîòðèì
íà âåðøèíó, îáâåäåííóþ ñèíèì, 5P , â íåå âòåêàþò òîêè
28 è 5, à âûòåêàåò òîê 33. À âòîðîé çàêîí Êèðõãîôà
ãîâîðèò, ÷òî åñëè âû âîçüìåòå êàêîé-òî öèêë è ïðîéä å-
òåñü âäîëü íåãî, òî ñóììàðíûé òîê áóäåò íóëåâûì (åñ ëè
âñå ñîïðîòèâëåíèÿ îäèíàêîâûå).

Òîãäà ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ ýòîãî òîêà áóäåò ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèåé. Îí áóäåò êàê ðàç îáëàäàòü ñâîé-
ñòâîì, ÷òî çíà÷åíèå â êàæäîé òî÷êå – ýòî ñðåäíåå
çíà÷åíèå ïî ñîñåäÿì. Î÷åíü èíòåðåñíî, ÷òî ïîñëå
Êèðõãîôà ìàòåìàòèêè ïðî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà
íåêîòîðîå âðåìÿ çàáûëè, à îäíîé èç ïðè÷èí âîçâðàùå-
íèÿ ñòàëà îïÿòü æå çàäà÷à äëÿ øêîëüíèêîâ. Îíà
ïîÿâèëàñü â íåñêîëüêèõ ñáîðíèêàõ íà÷àëà ÕÕ âåêà,
âîçìîæíî, ïåðâûì åå ñôîðìóëèðîâàë çíàìåíèòûé ðîñ-
ñèéñêèé ìàòåìàòèê Í.Í.Ëóçèí, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî êâàä-
ðàò íåëüçÿ ðàçáèòü íà êâàäðàòû ðàçíîãî ðàçìåðà. Íà
îäèíàêîâûå êâàäðàòû ðàçáèòü ïðîñòî, ñêàæåì, êâàäðàò
4´ 4 – íà ÷åòûðå êâàäðàòà 1´ 1. À ìîæíî ëè ðàçáèòü íà
êâàäðàòû ðàçíîãî ðàçìåðà? È ÷åòûðå ñòóäåíòà-ïåðâî-
êóðñíèêà Áðóêñ, Ñìèò, Ñòîóí è Òóòòå â Òðèíèòè-
êîëëåäæ â Êåìáðèäæå ïðèäóìàëè ðåøåíèå â 1940 ãîäó.
Îíè ñòàëè íå êâàäðàòû ðåçàòü íîæíèöàìè, à èñêàòü
ýëåêòðè÷åñêèå öåïè, ïðèäóìàâ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó



ôèçèêîé, ýêîíîìèêîé, áèîëîãèåé è äðóãèìè íàóêàìè.
Îíà î÷åíü àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â îáûäåííîé æèçíè,
õîòÿ ÷àñòî ìû ýòîãî íå çàìå÷àåì. Íó è ñàìè ïî ñåáå
÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è áûâàþò î÷åíü èíòåðåñ-
íûìè. Áîëåå òîãî, äî ñèõ ïîð åñòü çàìå÷àòåëüíûå
çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî îáúÿñíèòü øêîëüíèêàì. Â
îïèñàííîé çàäà÷å î÷åíü ïðîñòûå ïðàâèëà ïðèâîäÿò ê
ñëîæíûì è ãëóáîêèì ÿâëåíèÿì – òàê ÷àñòî ïðîèñõî-
äèò è â ïðèðîäå.

Âòîðîå, ÷òî ÿ õîòåë îáñóäèòü, – ýòî øêîëüíîå îáðà-
çîâàíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ó÷åíîãî-ìàòåìàòèêà. ß ó÷èë è
øêîëüíèêîâ, è ñòóäåíòîâ âî ìíîãèõ ñòðàíàõ: â Ðîñ-
ñèè, â ÑØÀ, â íåñêîëüêèõ åâðîïåéñêèõ ñòðàíàõ.
Ïîäóìàâ, ÿ ðåøèë, ÷òî îá ýòîì ÿ ñêàæó ñîâñåì íåìíî-
ãî. Ïîòîìó ÷òî óñëîâèÿ î÷åíü ðàçíûå â ðàçíûõ ñòðà-
íàõ, ïðîáëåìû êàæóòñÿ ðàçíûìè. Ó êîãî-òî åñòü ÅÃÝ,
ó êîãî-òî íåò, ñêàæåì, â Àìåðèêå ïîäîáíûé ýêçàìåí
òîæå åñòü, à â Øâåéöàðèè åãî íåò. Ó êîãî-òî õîðîøèå
øêîëüíûå òðàäèöèè, êàê, ñêàæåì, ó íàñ èëè â Øâåé-
öàðèè, ó êîãî-òî ïîõóæå, êàê, ñêàæåì, â Àìåðèêå. Íî
ãëàâíàÿ ïðîáëåìà, âèäèìî, îäíà è òà æå. Âî âñåõ
ñòðàíàõ õîòÿò ñîõðàíèòü èëè óëó÷øèòü ñâîé óðîâåíü
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. È âåçäå ó÷èòåëÿ è ó÷å-
íûå ïûòàþòñÿ îáúÿñíèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçî-
âàíèå ñåé÷àñ î÷åíü âàæíî äëÿ ëþäåé. Â Ðîññèè ó íàñ â
ðåøåíèè ýòèõ ïðîáëåì åñòü ïðåèìóùåñòâî. Âî âòîðîé
ïîëîâèíå XX âåêà ó íàñ áûëî ñîçäàíî, ïîæàëóé,
ëó÷øåå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå â ìèðå. È ýòî íå
òîëüêî ñ íàøèõ ñëîâ, õîòÿ çäåñü ïîõâàñòàòüñÿ íå
ñòûäíî. Ìîæíî ñïðîñèòü, ÷òî ïðî íàøå îáðàçîâàíèå
äóìàþò åâðîïåéöû èëè àìåðèêàíöû. ß ðàçãîâàðèâàë
è ñ ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè, è ñ ó÷åíûìè, êîòîðûå
âñòðå÷àëè íàøèõ âûïóñêíèêîâ â 60-å – 70-å ãîäû.
Ãîâîðÿò, ÷òî íà íèõ ýòî ïðîèçâîäèëî óäðó÷àþùåå
âïå÷àòëåíèå – ñêîëüêî íàø ñòóäåíò èëè øêîëüíèê
çíàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ àìåðèêàíñêèì èëè ôðàíöóçñêèì
øêîëüíèêîì. Ó íàñ áûëè – è ñåé÷àñ åñòü – ìíîãèå
ýëåìåíòû, êîòîðûõ â äðóãèõ ñòðàíàõ íå áûëî âîîáùå.
Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû, ïîòîì – ñîâåðøåííî
çàìå÷àòåëüíàÿ âíåøêîëüíàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ñåãîäíÿ
âàæíà êàê íèêîãäà, ïîòîìó ÷òî îíà ìîæåò áîëåå äèô-
ôåðåíöèðîâàííî ðàáîòàòü, ÷åì øêîëà, è ìîæåò îõâà-
òûâàòü ó÷àùèõñÿ ðàçíîãî óðîâíÿ ñ ðàçíûìè èíòåðåñà-
ìè. Çäåñü âñå áûëî, ìíîãîå îñòàåòñÿ: êðóæêè, çàî÷íû å
ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû, î÷åíü ìàññîâûå îëèìïèàäû –
õîðîøàÿ ñèñòåìà îòáîðà çàèíòåðåñîâàííûõ øêîëüíè-
êîâ. Íåñîìíåííî, âñå ýòî íóæíî ñîõðàíèòü è óëó÷-
øèòü.

Êîãäà ìû äóìàåì ïðî áóäóùåå ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ, òî ãëàâíûé âîïðîñ – çà÷åì è ïî÷åìó ìû
ïðåïîäàåì ìàòåìàòèêó, ÷òî â øêîëå, ÷òî â óíèâåðñèòå -
òå. Ìîæåò áûòü, ýòî íåìíîæêî êðàìîëüíàÿ ìûñëü è åå
îïàñíî, íå îáúÿñíèâ, ãîâîðèòü ó÷èòåëÿì äðóãèõ ïðåä-
ìåòîâ. Íî ìû, â îñíîâíîì, èçó÷àåì ãåîìåòðèþ Åâêëè-
äà íå çàòåì, ÷òîáû èçó÷àòü ãåîìåòðèþ Åâêëèäà. Êî-
íå÷íî, îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â øêîëüíîì êóðñå
ôèçèêè, íî áîëüøèíñòâî ëþäåé íå áóäóò ïðèìåíÿòü åå
â æèçíè. Îñíîâíàÿ æå öåëü – ýòî íàó÷èòü ÷åëîâåêà
äóìàòü, íàó÷èòü åãî ðàññóæäàòü ëîãè÷åñêè, îáúÿñíÿòü
ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ. Äðåâíèå ãðåêè âûäåëÿëè – è ýòî

ïîòîì ïðîøëî ÷åðåç âñå ñðåäíåâåêîâüå – ñåìü ñâîáîä-
íûõ èñêóññòâ, è äàæå ñåé÷àñ åùå íà ìíîãèõ çàïàäíûõ
ôàêóëüòåòàõ ïåðâàÿ ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ «áàêàëàâð
èñêóññòâ», à íå «áàêàëàâð íàóê». Â ïåðâûõ òðåõ
ñâîáîäíûõ èñêóññòâàõ, êðîìå ãðàììàòèêè, áûëè ëîãè-
êà è ðèòîðèêà, òî åñòü óìåíèÿ ëîãè÷åñêè ðàññóæäàòü è
îòñòàèâàòü ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ, à ñðåäè ñëåäóþùèõ
÷åòûðåõ, ïîìèìî ìóçûêè è àñòðîíîìèè, ïðèñóòñòâî-
âàëè àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ. Ïðè÷èíà ñòîëü çàìåò-
íîãî ïðèñóòñòâèÿ ìàòåìàòèêè è áëèçêèõ äèñöèïëèí
ïðîñòà: åùå äðåâíèå ãðåêè ïîíèìàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî
÷åëîâåêà âàæíî óìåòü äóìàòü è ðàññóæäàòü, è ìàòåìà-
òèêà – ýòî ëó÷øèé ñïîñîá ýòîìó íàó÷èòüñÿ.

Ýòî áûëî âàæíî â ëþáîå âðåìÿ, è ñåé÷àñ – âàæíî
êàê íèêîãäà. Òî, ÷òî èìåííî èçó÷àÿ ìàòåìàòèêó, ëþäè
ó÷àòñÿ äóìàòü, ïðèìåíèìî è ê øêîëüíîìó, è ê óíèâåð-
ñèòåòñêîìó îáðàçîâàíèþ. Ó ìåíÿ åñòü íåñêîëüêî áûâ-
øèõ ñòóäåíòîâ, îñîáåííî èç àìåðèêàíöåâ, êîòîðûå
ðàáîòàþò àíàëèòèêàìè â áàíêàõ â Íüþ-Éîðêå èëè â
Ëîíäîíå. È èíòåðåñíî – áàíêè ÷àñòî ïðåäïî÷èòàþò
àíàëèòèêàìè íàíèìàòü ëþäåé, çàùèòèâøèõ êàíäèäàò-
ñêóþ äèññåðòàöèþ ïî ìàòåìàòèêå èëè òåîðôèçèêå, à
íå ïî ôèíàíñîâûì íàóêàì. Êàê îíè ðàññóæäàþò? Ýòè
ëþäè óìåþò äóìàòü è ðàçáèðàòüñÿ â ñëîæíûõ âåùàõ,
à óæ êîíêðåòíûì ôèíàíñîâûì âîïðîñàì ìû çàïðîñòî
íàó÷èì èõ íà ìåñòå. Åñëè æå ÷åëîâåêà íå íàó÷èëè
äóìàòü â óíèâåðñèòåòå è â øêîëå, äåëî ïîïðàâèòü óæå
ñëîæíî. Êîãäà ÿ ñìîòðþ íà ñâîèõ îäíîêóðñíèêîâ èëè
òîâàðèùåé ïî 239-é ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå,
èëè ïðîñòî íà áûâøèõ ñòóäåíòîâ, ïîêðûâàåòñÿ î÷åíü
áîëüøîé ñïåêòð ïðîôåññèé: îò ôèçèêîâ äî áèîëîãîâ,
îò òåàòðîâåäîâ äî òåîëîãîâ, è ÿ íå ñëûøàë, ÷òîáû êò î-
òî æàëåë î òîì, ÷òî åãî ó÷èëè ìàòåìàòèêå – âñå
ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ïîìîãàåò íåçàâèñèìî îò òâîèõ áóäó-
øèõ çàíÿòèé. È äàæå äëÿ ñàìèõ áóäóùèõ ìàòåìàòè-
êîâ â øêîëå, âèäèìî, âàæíåå íàó÷èòüñÿ äóìàòü, à íå
âûó÷èòü êàêóþ-òî êîíêðåòíóþ îáëàñòü. Êîãäà êî ìíå
ïðèõîäèò ñòóäåíò, êîíå÷íî, õî÷åòñÿ êàêîãî-òî ìèíè-
ìàëüíîãî óðîâíÿ áàçîâûõ çíàíèé, íî óìåíèå äóìàòü è
ðàññóæäàòü, ïîíèìàíèå, ÷òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî –
ãîðàçäî âàæíåå.

È ïîýòîìó õî÷åòñÿ ñîõðàíèòü è ïîâûñèòü óðîâåíü
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ó íàñ â Ðîññèè, äà è
âîîáùå â ìèðå, ñäåëàòü îáðàçîâàíèå áîëåå èíòåðåñíûì
è îò ýòîãî áîëåå ýôôåêòèâíûì. Íå òàê âàæíî, êàêèì
îáëàñòÿì ìû íàó÷èì, âàæíî, ÷òîáû ó÷åíèêè íàó÷èëèñü
äóìàòü. Â Ðîññèè ó íàñ áûëî ìíîãî óíèêàëüíîãî, íóæí î
ñîõðàíèòü è óëó÷øèòü òî, ÷òî åñòü îñîáåííîãî è õîðî -
øåãî â íàøåé ñèñòåìå.

Áîëüøîå ñïàñèáî çà âíèìàíèå! Óñïåõîâ âñåì íàì, à
ãëàâíîå – õîðîøèõ ó÷åíèêîâ!


