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Í ÀÓ×ÍÎ-ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÅ  ÐÀÁÎÒÛ  ÏÎ
ñîçäàíèþ  ñðåäñòâ  äèñòàíöèîííîãî êîíòðîëÿ  çà
èñïûòàíèÿìè ÿäåðíîãî îðóæèÿ íà èíîñòðàííûõ

ïîëèãîíàõ íà÷àëèñü â Èíñòèòóòå àòîìíîé ýíåðãèè ïî
èíèöèàòèâå È.Â.Êóð÷àòîâà â êîíöå 1953 ãîäà. Ýòè
èññëåäîâàíèÿ âîçãëàâèëè È.Ê.Êèêîèí, îòâå÷àþùèé çà
ðàçðàáîòêó ðàäèàöèîííîãî (îïðåäåëåíèå äàò âçðûâîâ),
àêóñòè÷åñêîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ìåòîäîâ ðåãèñòðà-
öèè, è Á.Â.Êóð÷àòîâ, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî ïðî-
èçâîäèëñÿ ðàäèîõèìè÷åñêèé àíàëèç ïðîäóêòîâ âçðû-
âîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé êîíñòðóêöèé
àòîìíûõ è âîäîðîäíûõ áîìá.

Ðàáîòà ïî îáíàðóæåíèþ èíîñòðàííûõ ÿäåðíûõ âçðû-
âîâ â àòìîñôåðå, î êîòîðûõ íå âñåãäà ñîîáùàëîñü â
ïå÷àòè, ïðîâîäèëàñü îäíîâðåìåííî ñ ðàáîòàìè ïî ñî-
çäàíèþ ãàçîâîé öåíòðèôóãè äëÿ ðàçäåëåíèÿ èçîòîïîâ
óðàíà è ïîòðåáîâàëà ïðèâëå÷åíèÿ çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà
íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ 1  è èíæåíåðîâ Èíñòèòóòà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ïðîáëåìû È.Ê.Êèêîèí ðàñ-
ñìîòðåë âñå âîçìîæíûå âòîðè÷íûå ýôôåêòû ÿäåðíîãî
âçðûâà è îòîáðàë èç íèõ íàèáîëåå ïðèãîäíûå äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñðåäñòâ äàëüíåãî îáíà-
ðóæåíèÿ ÿäåðíûõ âçðûâîâ. Ðàññêàæåì î íèõ âêðàòöå.

1) Ê íà÷àëó ðàáîò áûëî èçâåñòíî, ÷òî àòîìû ðàäèî-
àêòèâíûõ îñêîëêîâ äåëåíèÿ ÿäåð óðàíà-235 è ïëóòî-
íèÿ-239, ïîïàäàþùèå ïîñëå âçðûâà â àòìîñôåðíûé
âîçäóõ, îñåäàþò íà ìåëü÷àéøèõ ÷àñòèöàõ-àýðîçîëÿõ,
âñåãäà ïðèñóòñòâóþùèõ â âîçäóõå, è ìîãóò íàõîäèòü-
ñÿ òàì â òå÷åíèå ìíîãèõ äíåé äî âûïàäåíèÿ íà ïîâåðõ -
íîñòü çåìëè. Íåäîñòàòî÷íàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñóùå-
ñòâîâàâøåé â òî âðåìÿ àïïàðàòóðû íå ïîçâîëÿëà íå-
ïîñðåäñòâåííî íàáëþäàòü ðàäèîàêòèâíîñòü îñêîëêîâ
äåëåíèÿ ïî ïîâûøåíèþ ðàäèîàêòèâíîãî ôîíà àòìîñ-
ôåðíîãî âîçäóõà. È.Ê.Êèêîèí ïðåäëîæèë ñîáèðàòü
ðàäèîàêòèâíûå àýðîçîëè ñ ïîìîùüþ ôèëüòðîâ Ïåò-
ðÿíîâà, çàìåíåííûõ ïîçæå íà õëîï÷àòîáóìàæíóþ
òêàíü (áÿçü), â ñïåöèàëüíûõ óñòðîéñòâàõ – ãîíäîëàõ
ÖÀÃÈ (Öåíòðàëüíûé àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèé èíñòè-
òóò èì. Í.Å.Æóêîâñêîãî), óñòàíîâëåííûõ íà ñàìîëå-
òàõ. Ñæèãàíèå ôèëüòðîâ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïîëåòà ñà-
ìîëåòà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íà íåñêîëüêî ïîðÿä-
êîâ óäåëüíîé àêòèâíîñòè â çîëå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

îíà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ôîíà è ïî õàðàêòåðó åå b -
ðàñïàäà ìîæíî îïðåäåëèòü äàòó âçðûâà.

Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ÿäåð-
íîãî âçðûâà ïî ðàäèîàêòèâíîñòè ïðîäóêòîâ âçðûâà,
àêóñòè÷åñêèì èëè ñåéñìè÷åñêèì ìåòîäîì â 1954 ãîäó í å
âîçíèêàë. Ðàáîòû ïî îáíàðóæåíèþ èíîñòðàííûõ ÿäåð-
íûõ âçðûâîâ áûëè îãðàíè÷åíû óñòàíîâëåíèåì ñàìîãî
ôàêòà âçðûâà è îïðåäåëåíèåì åãî äàòû. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ïî ðàäèîõèìè÷åñêîìó àíàëèçó ñîáðàííîé àê-
òèâíîñòè ìîæíî áûëî óñòàíîâèòü õàðàêòåð âçðûâà –
àòîìíûé èëè òåðìîÿäåðíûé.

Ïî äîãîâîðåííîñòè È.Â.Êóð÷àòîâà è È.Ê.Êèêîèíà ñ
Ìèíèñòåðñòâîì îáîðîíû ÑÑÑÐ äëÿ ñáîðà àýðîçîëåé
áûëè âûäåëåíû òðàíñïîðòíûå ñàìîëåòû. Àýðîçîëè
ñîáèðàëèñü âî âðåìÿ ïîëåòîâ ñàìîëåòîâ â àïðåëå-ìàå
1954 ãîäà âäîëü çàïàäíîé ãðàíèöû ÑÑÑÐ (òðàññà
Ëåíèíãðàä – Îäåññà). Îáùàÿ ïðîòÿæåííîñòü ïîëåòà ñ
îäíèìè è òåìè æå ôèëüòðàìè ñîñòàâëÿëà 30–50 òûñÿ÷
êèëîìåòðîâ (â òå÷åíèå 10 äíåé áåç ñìåíû ôèëüòðà).

Ïåðâûì áûë çàðåãèñòðèðîâàí ðàäèàöèîííûì ìåòî-
äîì òåðìîÿäåðíûé âçðûâ 28 ôåâðàëÿ 1954 ãîäà (ïî
ìåñòíîìó âðåìåíè – 1 ìàðòà) íà àòîëëå Áèêèíè (Ìàð-
øàëëîâû îñòðîâà, Òèõèé îêåàí). Äàòà ýòîãî âçðûâà
áûëà õîðîøî èçâåñòíà, ïîñêîëüêó îò íåãî ïîñòðàäàëè
ÿïîíñêèå ðûáàêè, íàõîäèâøèåñÿ íà êîðàáëå «Ôóêóðþ-
Ìàðó» â 165 êèëîìåòðàõ îò ýïèöåíòðà âçðûâà, è îá
ýòîì áûëî ìíîãî ïóáëèêàöèé.

Ïîñêîëüêó ñàìîëåòíûé ñáîð ðàäèîàêòèâíûõ àýðîçî-
ëåé áûë ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, È.Ê.Êèêîèí ïîðó÷èë
ñâîåìó ñîòðóäíèêó Þ.È.Ùåðáèíå ðàçðàáîòêó ïðèáîðà
äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ðàäèîàêòèâíîãî îáëàêà íåïîñðåä-
ñòâåííî ñ áîðòà ëåòÿùåãî ñàìîëåòà. Òàêîé ïðèáîð áûë
ñîçäàí è ïðîâåðåí â ðàáîòå âî âðåìÿ èñïûòàíèé ÿäåð-
íîãî îðóæèÿ ÑØÀ â 1956 ãîäó.

2) Â óñëîâèÿõ ÿäåðíîãî âçðûâà, êîãäà èìååò ìåñòî
âûäåëåíèå îãðîìíîé ýíåðãèè â îãðàíè÷åííîì îáúåìå
îêðóæàþùåé ñðåäû, òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàíî è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî îáðàçîâàíèå ñèëüíîé óäàð-
íîé âîëíû, çà ôðîíòîì êîòîðîé â íà÷àëüíûé ïåðèîä
âðåìåíè âîçíèêàþò âûñîêèå äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû.
Ñ óäàëåíèåì îò ýïèöåíòðà óäàðíàÿ âîëíà ïðåâðàùàåò-
ñÿ â àêóñòè÷åñêóþ, åå ðàñïðîñòðàíåíèå â àòìîñôåðå
ñîïðîâîæäàåòñÿ äèññèïàöèåé ïåðåíîñèìîé ýíåðãèè –
ïåðåõîäîì åå â ýíåðãèþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë
ãàçîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ âîçäóõà. Ïðè ýòîì êîðîòêèå

1 Ñðåäè íèõ áûë è àâòîð ñòàòüè Åâãåíèé Àëåêñàíäðîâè÷
Ëîáèêîâ. (Ïðèì. ðåä.)
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âîëíû çàòóõàþò áûñòðåå, ÷åì äëèííûå. Íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ýïèöåíòðà âçðûâà
ñîõðàíÿþòñÿ ëèøü äëèííîâîëíîâûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå êîëåáàíèé, à èìåííî èíôðàçâóêè ñ
ïåðèîäîì îò 5 ñåêóíä äî íåñêîëüêèõ ìèíóò
– â çàâèñèìîñòè îò òðîòèëîâîãî ýêâèâàëåíòà
âçðûâà è óñëîâèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Ðåãèñòðàöèÿ èíôðàçâóêîâûõ âîëí áûëà
ïðåäëîæåíà È.Ê.Êèêîèíûì â êà÷åñòâå åùå
îäíîãî ìåòîäà îáíàðóæåíèÿ ÿäåðíûõ âçðû-
âîâ. Áûëî èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî ïðè
âçðûâå Òóíãóññêîãî ìåòåîðèòà èíôðàêðàñ-
íàÿ âîëíà, ñîçäàííàÿ âçðûâîì, îáîøëà íå-
ñêîëüêî ðàç çåìíóþ ïîâåðõíîñòü. Êèêîèí
ïîðó÷èë ñâîèì ñîòðóäíèêàì ðàçðàáîòàòü
àïïàðàòóðó äëÿ çàïèñè èíôðàçâóêîâîé âîë-
íû, ñîïðîâîæäàþùåé ÿäåðíûé âçðûâ.

Êîëåáàíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ ìîãóò
áûòü îòìå÷åíû ëþáûì äîñòàòî÷íî ÷óâñòâè-
òåëüíûì ìàíîìåòðîì. Äëÿ èõ ðåãèñòðàöèè
â Èíñòèòóòå áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû è èç-
ãîòîâëåíû ñïåöèàëüíûå ïðèáîðû – ìèêðîáàðîãðàôû,
èìåþùèå âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü è îáëàäàþùèå
÷àñòîòíîé èçáèðàòåëüíîñòüþ. Îíè ïîçâîëÿþò ðåãèñò-
ðèðîâàòü èçìåíåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ îò äåñÿ-
òûõ äîëåé ïàñêàëÿ äî òûñÿ÷ ïàñêàëåé ( 310 10- -  ìì
ðò.ñò.).

Àêóñòè÷åñêèì ìåòîäîì â 1958 ãîäó, íàïðèìåð, áûëè
çàðåãèñòðèðîâàíû 23 àòîìíûõ è òåðìîÿäåðíûõ âçðûâà
ÑØÀ ñ ýíåðãèÿìè îò 5,9 äî 2000 êèëîòîíí òðîòèëà.

3) Â 1954 ãîäó È.Ê.Êèêîèí ïðåäëîæèë èçó÷èòü
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îáíàðóæåííîãî ïðè âçðû-
âå èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà â îáëàñòè
ñâåðõäëèííûõ ðàäèîâîëí (ñ äëèíîé âîëíû ïîðÿäêà
17 êì) – êàê ñðåäñòâà äàëüíåé ðåãèñòðàöèè ÿäåðíîãî
âçðûâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî èìïóëüñà áûëè íà÷àòû íà Ñåìèïàëàòèíñ-
êîì ïîëèãîíå â 1955 ãîäó. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
íà êîòîðîì ðåãèñòðèðîâàëñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûé èì-
ïóëüñ, ñîñòàâëÿëî 2700 êì (íàáëþäàòåëüíàÿ ñòàíöèÿ
íàõîäèëàñü â Ïîäìîñêîâüå). Áûëà îïðåäåëåíà õàðàê-
òåðíàÿ ôîðìà ñèãíàëà, ò.å. çàâèñèìîñòü åãî âåëè÷èíû
îò âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôîðìà ñèãíàëà íà ðàññò î-
ÿíèÿõ îò ýïèöåíòðà, ïðåâûøàþùèõ 2700 êì, ñóùå-
ñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ, áûëè èäåíòèôèöèðîâàíû ñèãíà-
ëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà àìåðèêàíñêèõ ÿäåð-
íûõ âçðûâîâ 1958 ãîäà íà Òèõîîêåàíñêîì ïîëèãîíå,
ïîëó÷åííûå íà ðàññòîÿíèè 5000 êì (íàáëþäàòåëüíàÿ
ñòàíöèÿ ðàñïîëàãàëàñü íà Êàì÷àòêå).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íà òî÷êó âçðûâà áûë
ðàçðàáîòàí øèðîêîïîëîñíûé èìïóëüñíûé ïåëåíãàòîð.
Ñèãíàëû îò äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ðàìîê
ïîñòóïàëè íà óñèëèòåëè. Ïî îòíîøåíèþ àìïëèòóä
çàïèñåé âû÷èñëÿëñÿ óãîë ïðèõîäà ñèãíàëà. Þñòèðîâêà
ïåëåíãàòîðà ïðîèçâîäèëàñü ïî ðàáîòå øèðîêîâåùà-
òåëüíûõ ñòàíöèé. Òàê, îòáîð ñèãíàëîâ, ïðèøåäøèõ ñ
Ìàðøàëëîâûõ îñòðîâîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåëåíãà-
òîðà ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ÷èñëî ãðîçîâûõ
ïîìåõ, êîòîðûå ïî ôîðìå ñèãíàëà íàïîìèíàëè ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå èìïóëüñû ÿäåðíûõ âçðûâîâ.

Ðåãèñòðàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ ÿäåðíûõ
âçðûâîâ ïîçâîëÿëà îïðåäåëÿòü âðåìåíà âçðûâîâ ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 1 ñ è áîëüøåé (òåîðåòè÷åñêè äî
0,001 ñ). Ïðåäâàðèòåëüíî âðåìÿ âçðûâà îöåíèâàëîñü ñ
ïîìîùüþ àêóñòè÷åñêîãî èëè ñåéñìè÷åñêîãî ìåòîäîâ ñ
òî÷íîñòüþ 1 ìèí ïðè èçâåñòíîì ìåñòå ïðîâåäåíèÿ
èñïûòàíèé.

Â 1958 ãîäó ñîòðóäíèêàìè Èíñòèòóòà áûëà âûïîëíå-
íà áîëüøàÿ ðàáîòà ïî îáíàðóæåíèþ âçðûâîâ àòîìíûõ
è âîäîðîäíûõ áîìá âî âðåìÿ èõ èñïûòàíèé íà Òèõî-
îêåàíñêîì ïîëèãîíå ÑØÀ. Áûëè íàäåæíî çàðåãèñòðè-
ðîâàíû 12 ÿäåðíûõ âçðûâîâ ïî ïåëåíãó è ñ ïîäòâåðæ-
äåíèåì àêóñòè÷åñêèì ìåòîäîì.

Èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñïîñîáîâ äàëüíåé ðåãèñòðà-
öèè ÿäåðíûõ âçðûâîâ íàèáîëåå íàäåæíûì ÿâëÿåòñÿ
ðàäèàöèîííûé, îñíîâàííûé íà ñáîðå ðàäèîàêòèâíûõ
ïðîäóêòîâ âçðûâà ñ ïîìîùüþ ôèëüòðîâ, óñòàíîâëåí-
íûõ íà ñàìîëåòàõ. Íàõîæäåíèå â âîçäóõå «ñâåæåãî»
ðàäèîàêòèâíîãî îáëàêà îò êîíêðåòíîãî ÿäåðíîãî âçðû-
âà ïðè ïîëåòå ñàìîëåòà ñî ñïåöèàëüíîé àïïàðàòóðîé,
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ýòîé öåëè, ïîçâîëÿåò ñîáèðàòü
äîñòàòî÷íî ÷èñòûé ïðîäóêò ïðè ìàëîé ïðèìåñè ôîíî-
âîé àêòèâíîñòè. Îïðåäåëåíèå äàòû âçðûâà ïî ñêîðîñòè
ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî ïðîäóêòà âîçìîæíî ñ òî÷íîñ-
òüþ ±  îäíè ñóòêè.

Ëþáîïûòåí òàêîé ôàêò. Èç øåñòè òåðìîÿäåðíûõ
âçðûâîâ, ïðîèçâåäåííûõ ÑØÀ â 1954 ãîäó, îäèí áûë
íåóäà÷íûì, êîãäà âçîðâàâøèéñÿ çàïàë íå ïîäæåã îñ-
íîâíîé òåðìîÿäåðíûé çàðÿä è âûäåëèâøàÿñÿ ìîù-
íîñòü îêàçàëàñü ñóùåñòâåííî ìåíüøå îæèäàåìîé. Ýòîò
âçðûâ íå áûë çàðåãèñòðèðîâàí àêóñòè÷åñêèì è ñåéñìè-
÷åñêèì ìåòîäàìè, íî áûë îáíàðóæåí ïî âûáðîøåííîé
èì ðàäèîàêòèâíîñòè è áûëà óñòàíîâëåíà åãî òî÷íàÿ
äàòà.

Â èþëå 1958 ãîäà â Æåíåâå íà Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ýêñïåðòîâ ïî îáíàðóæåíèþ ÿäåðíûõ âçðû-
âîâ ñïåöèàëèñòàìè ðàçíûõ ñòðàí áûëè ïðåäñòàâëåíû
ðàáîòû ïî èõ ðåãèñòðàöèè. Ýòè ðàáîòû ïîñëóæèëè
îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ íàöèîíàëüíûõ

È.Ê. Êèêîèí â ëàáîðàòîðèè Èíñòèòóòà àòîìíîé ýíåðãèè
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Òðèóìô ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè

Òî îòêðûòèå, êîòîðîå áûëî óäîñòîåíî Íîáåëåâñêîé ïðå ìèè ïî
ôèçèêå çà 2007 ãîä, â ðóáðèêå «Íîâîñòè íàóêè», ñòðî ãî ãîâîðÿ,
ìîãëî ïîÿâèòüñÿ óæå äâàäöàòü ëåò íàçàä. Â 1988 ãîäó  ôðàíöóç-
ñêèé ôèçèê Àëüáåð Ôåð è íåìåöêèé ôèçèê Ïåòåð Ãðþíáå ðã
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà îòêðûëè ýôôåêò, íàçâàííûé ãèãàíòñ-
êèì ìàãíåòîñîïðîòèâëåíèåì (íà ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íîì  ÿçûêå
– Giant Magnetoresistance, GMR).

Ðàáîòû ýòèõ ó÷åíûõ áûëè ïî ñâîåé ñóòè ýêñïåðèìåíòàë üíûìè
è  ïðîâîäèëèñü ãðóïïàìè èññëåäîâàòåëåé. Íî áóäóùèå Íîáåëåâ-
ñêèå ëàóðåàòû íå òîëüêî ðóêîâîäèëè ýòèìè ãðóïïàìè, íî è äàëè
òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ÿâëåíèþ.

Â ôèçèêå ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé åñòü íåñêîëüêî ýôôåêòîâ,
êîòîðûå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòèêè. Ýòî – âðàùåíèå
ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè ñâåòà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ìà ãíèòíûì
âåùåñòâîì, ãèãàíòñêàÿ  ìàãíèòîñòðèêöèÿ (ñóùåñòâåííî å èçìåíå-
íèå îáúåìà òåëà ïðè åãî íàìàãíè÷èâàíèè), ìàãíèòîêàë îðè÷åñ-
êèé ýôôåêò (èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïðè àäèàáàòè÷åñêî ì íà-
ìàãíè÷èâàíèè èëè ðàçìàãíè÷èâàíèè ìàòåðèàëà âî âíåøí åì
ìàãíèòíîì ïîëå) è, íàêîíåö, ÿâëåíèå ãèãàíòñêîãî ìàã íåòîñîïðî-
òèâëåíèÿ.

Ñëîâî «ãèãàíòñêîå» íå äîëæíî ââîäèòü â çàáëóæäåíèå.  Â
äàííîì ñëó÷àå îíî îçíà÷àåò ñóùåñòâåííîå – äî 20 ðàç  –
óâåëè÷åíèå èëè óìåíüøåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëå íèÿ âå-
ùåñòâà ïðè èçìåíåíèè â íåì íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ï îëÿ.
Ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ â òîíêèõ (ïîðÿäêà íàíîìåòðîâ) ñë îÿõ
âåùåñòâà, ãðàíè÷àùèõ ñî ñëîÿìè èç ôåððîìàãíåòèêà, ñ îçäàþùè-
ìè ìàãíèòíîå ïîëå.

Ñóòü ÿâëåíèÿ îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ íàëè÷èåì ó ýëåêò ðîíîâ
ñïèíà, ò.å. ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî  ìåõàíè-
÷åñêèì è ìàãíèòíûì ìîìåíòàìè. Åñëè âûáðàòü êàêîå-òî  íàïðàâ-
ëåíèå, òî ó ñïèíà ýëåêòðîíà èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè  îðèåíòà-
öèè – ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ è ïðîòèâ íåãî. Ñïèí ýëåì åíòàðíîé
÷àñòèöû – ÿâëåíèå êâàíòîâîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåä ñòàâèòü
êàêóþ-íèáóäü ãåîìåòðè÷åñêóþ íàãëÿäíóþ ìîäåëü âðàùàþ ùåãî-
ñÿ ýëåêòðîíà íåëüçÿ â ïðèíöèïå. È ëèøü î÷åíü ãðóáàÿ  àíàëîãèÿ
ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ìåæäó ñïèíîì è, íàïðèìåð, âèòê îì ñ
òîêîì. Îáùåå ó ñïèíà ñ âèòêîì òîëüêî òî, ÷òî îáà îí è ñòðåìÿòñÿ
îðèåíòèðîâàòüñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå òàê, ÷òîáû ýíåðãèÿ  ìàãíèò-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàëà ìèíèìàëüíîé. Òàêèå «îðèåí òèðîâàí-
íûå» ýëåêòðîíû  ëåã÷å ïðîõîäÿò ÷åðåç âåùåñòâî ïîä ä åéñòâèåì
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ – ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå â åùåñòâà
íåâåëèêî. Íî åñëè íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíåçà ïíî
èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, òî ñïèíû ýëåêòðîíîâ î êàæóòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê íåìó àíòèîðèåíòèðîâàííûìè è áóäóò èì åòü
òåíäåíöèþ ê ïåðåîðèåíòèðîâêå. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé  òåîðèè
ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, ïðè ýòîì áóäåò âîçðàñòàòü ñêîðî ñòü õàîòè-
÷åñêîãî (òåïëîâîãî) äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ, ÷òî è óâåë è÷èò
ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå âåùåñòâà. Íî â «ïðàâèëü íîé»,
êâàíòîâîé òåîðèè ñëåäóåò ãîâîðèòü îá èçìåíåíèè ñðåä íåé äëèíû
ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí èëè îá èçìåíåíèè âåðîÿòí îñòè

âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ àòîìàìè âåùåñòâà, ÷òî è  ïðèâîäèò
ê èçìåíåíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿ Ôåðà è Ãðþíáåðãà ñòàëè ïèîíåðñêèìè â â îï-
ðîñå âëèÿíèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà íà ýëåêòðîïðîâîäíîñòü âåùå-
ñòâà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè èññëåäîâàíèÿ ñòà ëè âîç-
ìîæíûìè òîëüêî ïîñëå ðàçðàáîòêè òåõíîëîãèè èçãîòîâë åíèÿ
òîí÷àéøèõ ñëîåâ ìåòàëëà – òîãî, ÷òî ñåãîäíÿ íàçûâàå òñÿ íàíî-
òåõíîëîãèÿìè.

Ïî÷åìó æå îòêðûòèå GMR-ýôôåêòà, îòíîñÿùååñÿ ê ôóíäà -
ìåíòàëüíîé íàóêå, ïîëó÷èëî ñòîëü áîëüøîå çíà÷åíèå è  èçâåñò-
íîñòü, ÷òî áûëî ïðèçíàíî Íîáåëåâñêèì êîìèòåòîì äîñò îéíûì
ýòîé âûñîêîé íàãðàäû?

Äåëî â òîì, ÷òî íà åãî îñíîâå ðîäèëîñü íîâîå íàó÷íî -
òåõíè÷åñêîå íàïðàâëåíèå,  èñïîëüçóþùåå â ýëåêòðîíèê å ñïèíî-
âûå ýôôåêòû, – ñïèíòðîíèêà.  Ðàçðàáîòàííûå çà èñòåê øèå ãîäû
ñïèíòðîííûå óñòðîéñòâà ïîçâîëèëè, íàïðèìåð, â ñîòíè  è äàæå
òûñÿ÷è ðàç óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíóþ ïëîòíîñòü çàïèñè è íôîðìà-
öèè íà ìàãíèòíûõ íîñèòåëÿõ, â ÷àñòíîñòè íà æåñòêèõ äèñêàõ.
Ïðîñòî óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè çàïèñè èíôîðìàöèè áûëî äîñòèã-
íóòî è áåç ñïèíòðîíèêè – íà îñíîâå ìèíèàòþðíûõ êàòó øåê
èíäóêòèâíîñòè. Íî ýôôåêòèâíàÿ ïëîòíîñòü çàïèñè, ò.å . âîçìîæ-
íîñòü ñ÷èòûâàíèÿ èíôîðìàöèè, ñ ïîìîùüþ ÿâëåíèÿ ýëåê òðîìàã-
íèòíîé èíäóêöèè ïðèíöèïèàëüíî íå äîïóñêàëà äàëüíåéø åé
ìèíèàòþðèçàöèè. À íà îñíîâå GMR-ýôôåêòà è ñîâðåìåíí ûõ
íàíîòåõíîëîãèé áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû ñòîëü ìèíèàòþðí ûå
ñ÷èòûâàþùèå óñòðîéñòâà, ÷òî åìêîñòü æåñòêèõ äèñêîâ âûðîñëà
äî òåðàáàéòíûõ âåëè÷èí (òûñÿ÷ ãèãàáàéò). Áåç ýòèõ ó ñòðîéñòâ
áûëè áû íåâîçìîæíûìè êàê ñîâðåìåííûå ñóïåðêîìïüþòåð û,
òàê è íîóòáóêè è êàðìàííûå êîìïüþòåðû.

Îòêðûòèå ýôôåêòà ãèãàíòñêîãî ìàãíåòîñîïðîòèâëåíèÿ ñ òàëî
ñèìâîëîì ãëàâíîé îñîáåííîñòè ñîâðåìåííîé íàóêè – åå  íåðàç-
ðûâíîé è áûñòðîé ñâÿçè ñ òåõíè÷åñêèìè âîïëîùåíèÿìè.  È ìû
ïðèñîåäèíÿåìñÿ ê ñëîâàì íàøèõ êîëëåã èç æóðíàëà «Íà óêà è
æèçíü»: Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå çà 2007 ãîä – ýòî ïðåæäå
âñåãî òðèóìô ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè!

  Ë. Áåëîïóõîâ

Í Î Â Î Ñ Ò È  Í À Ó Ê È

ñðåäñòâ êîíòðîëÿ çà ïðîâåäåíèåì èñïûòàíèé àòîìíîãî
îðóæèÿ èíîñòðàííûìè ãîñóäàðñòâàìè. Â èòîãå Æåíåâ-
ñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïîêàçàëà, ÷òî åñëè áóäåò äîñòèãíóò î
ñîãëàøåíèå î ïðåêðàùåíèè ÿäåðíûõ âçðûâîâ, òî åãî
íàðóøåíèå áóäåò îáÿçàòåëüíî îáíàðóæåíî òåõíè÷åñêè-
ìè ñðåäñòâàìè. Ýòî ñïîñîáñòâîâàëî çàêëþ÷åíèþ Ìîñ-
êîâñêîãî äîãîâîðà î çàïðåùåíèè ÿäåðíûõ èñïûòàíèé â
òðåõ ñðåäàõ: â àòìîñôåðå, ïîä âîäîé è â êîñìîñå.
Äîãîâîð ïîäïèñàëè â 1963 ãîäó ÑÑÑÐ, ÑØÀ è Âåëè-
êîáðèòàíèÿ.

Ïî çàâåðøåíèè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò,
ïðîâîäèìûõ â Èíñòèòóòå àòîìíîé ýíåðãèè ïî îáíàðó-
æåíèþ ÿäåðíûõ âçðûâîâ, âñå ìåòîäèêè, ðàçðàáîòàííàÿ
àïïàðàòóðà, íàó÷íàÿ è òåõíè÷åñêàÿ äîêóìåíòàöèÿ áûëè
ïåðåäàíû Ñëóæáå ñïåöèàëüíîãî êîíòðîëÿ Ìèíèñòåð-
ñòâà îáîðîíû ÑÑÑÐ. Ñàìà æå ðàáîòà «Ðàçðàáîòêà
ñèñòåìû îáíàðóæåíèÿ ÿäåðíûõ âçðûâîâ íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ» áûëà óäîñòîåíà â 1959 ãîäó Ëåíèíñêîé
ïðåìèè.

Àëüáåð Ôåð Ïåòåð Ãðþíáåðã
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ìíî ãî÷èñëåííûå èñêóññòâåííûå êîñìè÷åñêèå òå-
ëà – ñïóòíèêè ñâÿçè, ñïóòíèêè-«øïèîíû», ìå-

òåîðîëîãè÷åñêèå ñïóòíèêè, ñïóòíèêè ñ êîñìè÷åñêèìè
òóðèñòàìè … Ïîëåòû ýòèõ àïïàðàòîâ ïðîõîäÿò íà
òàêèõ âûñîòàõ, ãäå èç-çà ðàçðåæåííîñòè àòìîñôåðû
ñèëû òðåíèÿ ìàëî âëèÿþò íà èõ äâèæåíèå, è îíè
óñïåâàþò ñîâåðøèòü îãðîìíîå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã
Çåìëè, ïðåæäå ÷åì óïàäóò.

Ñïóòíèêè Çåìëè îáû÷íî îòíîñÿò ê òðåì ðàçíûì
ãðóïïàì, îòëè÷àþùèìñÿ âûñîòîé ïîëåòà. Âûñîêî ëåòà-
þùèå ñïóòíèêè (ïåðâàÿ ãðóïïà) – ýòî àïïàðàòû,
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ïîâåðõíîñòè Çåìëè
ïðåâûøàåò 3–5 ðàäèóñîâ Çåìëè ÇR . Ê ýòîé ãðóïïå, â
÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãåîñòàöèîíàðíûå
ñïóòíèêè. Ñïóòíèêè, ëåòàþùèå íà ñðåäíèõ âûñîòàõ
(âòîðàÿ ãðóïïà), íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ îò Çåìëè îò
1000 êì äî 3–5 ðàäèóñîâ Çåìëè. Ñàìàÿ ìíîãî÷èñëåííàÿ
ãðóïïà ñïóòíèêîâ (òðåòüÿ) – ýòî íèçêî ëåòàþùèå
ñïóòíèêè ñî ñðåäíåé âûñîòîé ïîëåòà ìåíüøå 1000 êì
íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. Ýòè ñïóòíèêè, åñëè èõ ïåðè-
îäè÷åñêè íå «ïðèïîäíèìàòü», ñî âðåìåíåì ñõîäÿò íà
âñå áîëåå áëèçêèå ê Çåìëå îðáèòû è, èñïûòûâàÿ íà
ïîñëåäíåì ýòàïå ñâîåãî äâèæåíèÿ äåéñòâèå áîëüøèõ
ñèë òîðìîæåíèÿ àòìîñôåðîé, ïàäàþò.

Ñâÿçü ñèë òðåíèÿ è ñêîðîñòè ñíèæåíèÿ ñïóòíèêà

Ðåøèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ñêîðîñòè ñíèæåíèÿ
ñïóòíèêà ìàññîé Ì , íà êîòîðûé â òå÷åíèè âðåìåíè tD
äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñèëà òðåíèÿ F Mg= , íàïðàâ-
ëåííàÿ ïðîòèâ ñêîðîñòè åãî äâèæåíèÿ v. Âûñîòà ïîëåòà
íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè ÇH R= . Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî óìåíüøåíèå âûñîòû hD  çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñàìîé
âûñîòû ïîëåòà H .

Ñêîðîñòü ïîëåòà ñïóòíèêà íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà):
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Ïðè óñëîâèè ÇH R=  ýòà ñêîðîñòü – ïåðâàÿ êîñìè÷åñ-
êàÿ – ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 8 êì/ñ. Ñóììàðíàÿ
ýíåðãèÿ ñïóòíèêà, äâèæóùåãîñÿ ïî ïî÷òè êðóãîâîé
îðáèòå ðàäèóñîì ÇR H+ , ñêëàäûâàþòñÿ èç ïîòåíöè-
àëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé è ñîñòàâëÿåò
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Ñèëà òðåíèÿ óìåíüøàåò ýòó ýíåðãèþ, ïðè ýòîì âûñîòà
ïîëåòà óìåíüøàåòñÿ:
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Êàê âèäíî, ñêîðîñòü ñíèæåíèÿ çàâèñèò è îò ñèëû
òðåíèÿ, è îò âûñîòû ïîëåòà ñïóòíèêà, è îò ìàññû
ñïóòíèêà. Ñàìà æå ñèëà òðåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
çàâèñèò îò âûñîòû ïîëåòà, îò ðàçìåðîâ ñïóòíèêà è îò
ñîñòàâà êîñìè÷åñêîé ñðåäû íà âûñîòå ïîëåòà ñïóòíèêà .
Îáñóäèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè – ÌÊÑ.

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ
è åå ïàðàìåòðû

Èçâåñòíî, ÷òî ÌÊÑ, ëåòàþùàÿ íûíå íà âûñîòàõ
300–400 êì, êàæäûå ñóòêè îïóñêàåòñÿ ïðèìåðíî íà
150–200 ì, à âî âðåìÿ ìàãíèòíûõ áóðü åæåñóòî÷íàÿ
ñêîðîñòü ñïóñêà äîñòèãàåò 300 ì. Ïîýòîìó ñòàíöèþ
ïåðèîäè÷åñêè «ïîäòàëêèâàþò» òðàíñïîðòíûìè êîðàá-
ëÿìè, ïðèñòûêîâûâàþùèìèñÿ ê íåé. Åñëè ïðè ýòîì
åé ñîîáùàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïîðÿäêà
2,5 ì/ñ, òî åå îðáèòà ïðèïîäíèìàåòñÿ â ñðåäíåì íà
4 êì, à ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
ñòàíöèè îòíîñèòåëüíî Çåìëè óìåíüøàåòñÿ. ×òîáû
óäåðæèâàòü ñòàíöèþ ïðèìåðíî íà îäíîé âûñîòå, òà-
êèå «òîë÷êè» íóæíî ïðîâîäèòü äàæå ÷àùå, ÷åì ðàç â
ìåñÿö.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàññà ÌÊÑ äîñòèãëà çíà÷åíèÿ
Ì  = 208 ò. Ñòàíöèÿ èìååò ñîëíå÷íûå áàòàðåè, êîòî-
ðûå îáåñïå÷èâàþò åå ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèåé. Ìîù-
íîñòü ýíåðãîñíàáæåíèÿ ñòàíöèè ñîñòàâëÿåò 120 êÂò.
Êàæäûé êâàäðàòíûé ìåòð ñîëíå÷íûõ áàòàðåé äàåò
ýëåêòðè÷åñêóþ ìîùíîñòü ïîðÿäêà 100 Âò. (Ýòî ñïðà-
âåäëèâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàíåëè ñîëíå÷-
íûõ áàòàðåé îðèåíòèðîâàíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ñîë-
íå÷íûì ëó÷àì.) Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü âñåõ áàòà-
ðåé ÌÊÑ, ñîñòàâëÿþùèõ á • ëüøóþ ÷àñòü ïëîùàäè
âñåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòàíöèè S, ìîæåò áûòü
îöåíåíà êàê 2

áàò 1200 ìS » . Íà ñíèìêå ÌÊÑ (ðèñ.1)
âèäíî, ÷òî ðàçìåðû ïàíåëåé áàòàðåé è äðóãèõ ÷àñòåé

Ïîëåò è ïàäåíèå ñïóòíèêà
Çåìëè

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ
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ñòàíöèè ñðàâíèìû ïî âåëè÷èíå, à òàêæå ìîæíî îòìå-
òèòü, ÷òî íå âñå ïàíåëè áàòàðåé îðèåíòèðîâàíû îäè-
íàêîâî. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòàí-
öèè ñîñòàâëåíî ïðèáëèçèòåëüíî íà 66% èç ïëîùàäè
áàòàðåé è íà 33% èç ïëîùàäè ñå÷åíèÿ äðóãèõ áëîêîâ
ñòàíöèè, òî ïîëó÷èì, ÷òî 22000 ìS » .

Ïî÷åìó âîçíèêàåò ñèëà òðåíèÿ?

Òîðìîæåíèå ñïóòíèêîâ, èç-çà êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
óìåíüøåíèå âûñîò èõ îðáèò, ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî
íåñêîëüêèìè ôàêòîðàìè. Âî-ïåðâûõ, ýòî âëèÿíèå íà
êîñìè÷åñêèé àïïàðàò îñòàòêîâ àòìîñôåðû, êîòîðûå
ñîñòîÿò èç òåõ æå ãàçîâ, ÷òî è âîçäóõ âáëèçè ïîâåðõ íî-
ñòè Çåìëè; âî-âòîðûõ, ýòî âçàèìîäåéñòâèå ñ èîíàìè
êèñëîðîäà; â-òðåòüèõ, ýòî äåéñòâèå íà ñïóòíèê ñèëû
Àìïåðà, âîçíèêàþùåé ïðè äâèæåíèè ïðîâîäÿùåãî àï-
ïàðàòà â ìàãíèòíîì ïîëå Çåìëè.

Òîðìîæåíèå àòìîñôåðíûìè ãàçàìè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåì-
ëè (ÈÑÇ) ïåðåä ïîñëåäíèì ýòàïîì åãî ïîëåòà, êîãäà
îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ñîïðîòèâëåíèå çåìíîé àòìîñôå-
ðû. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íàïîìèíàåò ñïè-
ðàëü ñ î÷åíü ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ðàññòîÿíèåì îò
ñïóòíèêà äî ïîâåðõíîñòè Çåìëè (â òå÷åíèå îäíîãî
îáîðîòà ýòî ðàññòîÿíèå èçìåíÿåòñÿ ñîâñåì ìàëî). Ó÷-
òåì èçâåñòíûé ôàêò: ñ ïîäúåìîì íà êàæäûå 0h  = 15 êì
íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè ïëîòíîñòü è äàâëåíèå àò-
ìîñôåðû óáûâàþò ïðèìåðíî â 10 ðàç. Òîãäà íà âûñîòàõ
Í , çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ çåìíîãî ðàäèóñà, ïëîòíîñòü

Hr  àòìîñôåðíîãî âîçäóõà (ñîñòàâëåííîãî èç íåçàðÿ-
æåííûõ ìîëåêóë àçîòà è êèñëîðîäà) ìîæíî íàõîäèòü
ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðîì

3
0 1,2 êã ìr =  – ïëîòíîñòü âîçäóõà íà ïîâåðõíîñòè

Çåìëè (íà óðîâíå îêåàíà):
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-
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Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà âî ìíî-
ãî ðàç áîëüøå ñðåäíèõ ñêîðîñòåé òåï-
ëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë àòìîñôåðû,
ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîëåêó-
ëû äî ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñïóòíèêîì ïî-
êîèëèñü. ×òîáû ãðóáî îöåíèòü ñèëó
ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñ-
ëå ñòîëêíîâåíèÿ ìîëåêóëû ïðèîáðå-
òàþò òàêóþ æå ñêîðîñòü, ÷òî è ñïóò-
íèê. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà ñîïðîòèâëå-
íèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà òàê:
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ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Åñëè ïîäñòà-
âèòü ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó äëÿ
ñêîðîñòè ñïóñêà ñïóòíèêà, òî ïîëó-
÷èòñÿ
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Ïðèíÿâ, íàïðèìåð, îòíîøåíèå 20,01 ì êãS M = , ò.å.
òàêèì, êàê ó ÌÊÑ, íàéäåì, ÷òî íà âûñîòå Í  =
= 150 êì ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ âûñîòû îðáèòû ðàâíà
13,4 ñì/ñ. Çà îäèí îáîðîò, ò.å. ïðèìåðíî çà 92 ìèí,
ñïóòíèê ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè îïóñòèòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèå ïðèìåðíî 740 ì 150 êì= . Íà ïîñëåäíåì ýòàïå åãî
ïîëåòà, êîãäà äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ñòå-
ïåííûì ìíîæèòåëåì è ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì
âåëè÷èíû, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì êîðíÿ, óðàâíåíèå ( * )
ïðèìåò âèä
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Ïîëó÷èâøååñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåãêî
èíòåãðèðóåòñÿ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ t , îñòàâøå-
åñÿ äî ïàäåíèÿ ñïóòíèêà, íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
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Ïîäñòàâèâ â ýòî ñîîòíîøåíèå 20,01 ì êãS M =  è
âûáðàâ âûñîòó H = 150 êì, ìû ïîëó÷èì âðåìÿ ïîëåòà:

50,5 10  c 14 ÷t » × » , ò.å. ìåíåå ñóòîê.
Êîíå÷íî, åñëè ñïóòíèê èìååò àâòîíîìíîå ýëåêòðîïè-

òàíèå, íàïðèìåð ÿäåðíûé èñòî÷íèê ýíåðãèè, òî åìó íå
íóæíû ñîëíå÷íûå áàòàðåè. Äëÿ òàêîãî ñïóòíèêà îòíî-
øåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ê åãî ìàññå ìîæåò
áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âåëè÷èíû 20,01 ì êã . Â
ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïóòíèêà ñ íà÷àëü-
íîé âûñîòîé ïîëåòà 150 êì ìîæåò áûòü â íåñêîëüêî ðà ç
áîëüøå.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå ( * ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé,
ïîäúåì íà êàæäûå 15 êì óìåíüøàåò ñêîðîñòü ñïóñêà â
10 ðàç. Òàêèì îáðàçîì, íà âûñîòå ïîðÿäêà 300 êì ýòà

Ðèñ. 1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ è åå ñîëí å÷íûå áàòàðåè
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ôîðìóëà ïðåäñêàçûâàåò ñêîðîñòü ñïóñêà ñïóòíèêà ñ
îòíîøåíèåì S/M  òàêèì æå, êàê ó ÌÊÑ, ðàâíîé âñåãî
74 íì/îáîðîò, èëè îêîëî 1,2 ìêì çà ñóòêè. Ýòà
âåëè÷èíà àáñîëþòíî íå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäàþùèìñÿ
íà ïðàêòèêå òåìïîì ñíèæåíèÿ ÌÊÑ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà òåõ âûñîòàõ H > 300 êì, ãäå ëåòàåò ÌÊÑ, ñòîëêíî-
âåíèÿ ñïóòíèêà ñ íåéòðàëüíûìè ìîëåêóëàìè ñèëüíî
ðàçðåæåííûõ àòìîñôåðíûõ ãàçîâ 2N  è 2O  íå ìîãóò
îáåñïå÷èòü íàáëþäàþùååñÿ íà ïðàêòèêå óìåíüøåíèå
âûñîòû îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Íà âûñîòå
300 êì íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè êîíöåíòðàöèÿ íåéò-
ðàëüíûõ àòîìîâ àçîòà äîëæíà ñîñòàâèòü âåëè÷èíó,
ïðèìåðíî ðàâíóþ
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Èç ïîëó÷åííîãî íåñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî ñïóòíèê íà âûñîòàõ ïîðÿäêà 300 êì è áîëåå
«öåïëÿåòñÿ» íå çà ìîëåêóëû, à çà ÷òî-òî äðóãîå.

Àòîìàðíûé êèñëîðîä

Ïî äàííûì ñïðàâî÷íèêà «Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû», íà
âûñîòàõ 300–400 êì òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò âåëè÷èíû
700 Ê íî÷üþ è 900 Ê äíåì (à íà âûñîòå îêîëî 200 êì
ýòî 400 Ê íî÷üþ è 600 Ê äíåì). Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèÿ
ýëåêòðîíîâ â äíåâíîå âðåìÿ íà âûñîòå 300 êì ñîñòàâë ÿ-
åò â ìàêñèìóìå n = 12 310  ì - . Ýòî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ
áîëüøå êîíöåíòðàöèè íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë íà ýòèõ
æå âûñîòàõ. Çíà÷èò, íå îíè ÿâëÿþòñÿ «ïîñòàâùèêàìè»
ýëåêòðîíîâ. Èçìåðåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà âûñîòàõ
áîëüøèå 200 êì îñíîâíûì êîìïîíåíòîì àòìîñôåðû
ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûé êèñëîðîä. Âîçíèêàåò ýòîò àòîìàð-
íûé êèñëîðîä èç ìîëåêóëÿðíîãî êèñëîðîäà ïîä âîçäåé-
ñòâèåì óëüòðàôèîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà.

Ïî÷åìó æå èìåííî êèñëîðîä, à íå àòîìàðíûé àçîò –
âåäü àçîòà â àòìîñôåðå ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè áîëüøå?
Ýòî ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ôàêòîðàìè. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü, ñ òåì, ÷òî ýíåðãèÿ äèññîöèàöèè ìîëåêóë
êèñëîðîäà, ðàâíàÿ 500 êÄæ/ìîëü ( 5 ýÂ» ), çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå ýíåðãèè äèññîöèàöèè ìîëåêóë àçîòà,
ðàâíîé 946 êÄæ/ìîëü ( 9,5 ýÂ» ). Ýòè ýíåðãèè ñîîò-
âåòñòâóþò äëèíàì âîëí ñîëíå÷íîãî ñâåòà 240 íì è
125 íì ñîîòâåòñòâåííî. Â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà
ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè âáëèçè 240 íì äåéñòâèòåëüí î
â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè
âáëèçè 120 íì, íî íå ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
ðåøàþùèì. Ãëàâíîå, ïî-âèäèìîìó, òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ðåêîìáèíàöèè âñòðåòèâøèõñÿ àòîìîâ àçîòà çíà÷èòåëü-
íî áîëüøå âåðîÿòíîñòè ðåêîìáèíàöèè àòîìîâ êèñëîðî-
äà, ò.å. âðåìÿ æèçíè àòîìàðíîãî êèñëîðîäà çíà÷èòåëü -
íî áîëüøå âðåìåíè æèçíè àòîìàðíîãî àçîòà.

Îáðàçîâàâøèéñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ìîëåêóëÿðíîé
àòìîñôåðû àòîìàðíûé êèñëîðîä «ïîäáðàñûâàåòñÿ»
ââåðõ òåïëîâûì äâèæåíèåì. Äëÿ àòîìàðíîãî êèñëîðî-
äà ìàññà êàæäîé ÷àñòèöû ïðèìåðíî âäâîå ìåíüøå ìàññ
ìîëåêóë àçîòà è êèñëîðîäà, ïîýòîìó ñêîðîñòè òåïëîâî -
ãî äâèæåíèÿ ýòèõ àòîìîâ áîëüøå ñêîðîñòåé òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ ìîëåêóë. Çàìåòèì, ÷òî â ðàñïðåäåëåíèè

àòîìîâ ïî ýíåðãèÿì (è ïî ñêîðîñòÿì òîæå) âñåãäà åñò ü
÷àñòèöû, èìåþùèå ýíåðãèè â íåñêîëüêî ðàç áîëüøèå,
÷åì ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ. Åñëè, ê
ïðèìåðó, ýíåðãèÿ àòîìà êèñëîðîäà áóäåò âñåãî â òðè
ðàçà áîëüøå ñðåäíåé ýíåðãèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ
(áîëåå 3% àòîìîâ èìåþò òàêóþ ýíåðãèþ), òî âûñîòà
«ïîäáðîñà» ìîæåò ñîñòàâèòü
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ì
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Êñòàòè, ïðè êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë ì13 310n -= , ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå ïðèìåðíî 185 êì, äëèíà ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà àòîìîâ ñîñòàâëÿåò îêîëî 300 êì, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ âûñîò áîëüøå 185 êì
àòîìû ñ óêàçàííîé ýíåðãèåé ëåòÿò â íàïðàâëåíèè
«ââåðõ» ïî÷òè ñâîáîäíî è âçëåòàþò äî âûñîòû 325 êì.
È åñëè èõ òàì íè÷òî íå çàäåðæèâàåò, òî îíè ïàäàþò
îáðàòíî «âíèç». Âðåìÿ ïîëåòà «ââåðõ» è «âíèç» ñî-
ñòàâëÿåò äëÿ òàêèõ «ýíåðãè÷íûõ» àòîìîâ êèñëîðîäà
îêîëî 5 ìèí, ÷òî ãîðàçäî ìåíüøå äëèòåëüíîñòè äíÿ èë è
íî÷è. Èç âñåãî óêàçàííîãî âðåìåíè ïîëåòà íà âûñîòàõ
áîëüøå 300 êì àòîì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîâî-
äèò áîëåå 1 ìèí, ò.å. âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü
âðåìåíè – îêîëî 20%. Åñëè â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
àòîì áóäåò èîíèçèðîâàí ñîëíå÷íûì èçëó÷åíèåì, òî
âîçâðàò åãî íà âûñîòû ïîðÿäêà 200 êì áóäåò çàäåðæàí .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ è ìîëåêóëû àçîòà è
êèñëîðîäà, òîëüêî âçëåòàþò îíè íà âäâîå ìåíüøóþ
âûñîòó, òàê êàê èõ ìàññà âäâîå áîëüøå ìàññû àòîìà
êèñëîðîäà.

Èîíèçàöèÿ ìîëåêóë è àòîìîâ è äâèæåíèå èîíîâ
â ìàãíèòíîì ïîëå

Ïî äàííûì ñïðàâî÷íèêà «Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû», íà
âûñîòàõ áîëåå 160 êì íà äíåâíîé ñòîðîíå àòìîñôåðû
çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìîëåêóë àçîòà è êèñëîðîäà, à òàê æå
àòîìîâ êèñëîðîäà èîíèçèðîâàíà. Îáðàçîâàâøèåñÿ íà
íåêîòîðîé âûñîòå èîíû è ýëåêòðîíû íå ìîãóò «óïàñòü»
îáðàòíî, òàê êàê èõ «íå ïóñêàåò» ìàãíèòíîå ïîëå Çåì ëè
Â. Íà äâèæóùèéñÿ ñ òåïëîâîé ñêîðîñòüþ èîí ñî
ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè äåéñòâóåò ñèëà, íà-
ïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè èîíà è íàïðàâ-
ëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ãðàâèòàöèîí-
íûì ïîëåì Çåìëè è ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå â
íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè îò âûáðàííîãî äëÿ íàáëþäå-
íèé ìåñòà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òî òðàåêòîðèè èîíîâ
áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñïèðàëè, êàê áû íàâèâàþùè-
åñÿ íà ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Îöåíèì õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñïèðàëåé, â ÷àñòíîñòè
ðàäèóñ öèëèíäðà, íà êîòîðûé îíà íàâèòà, äëÿ èîíîâ
êèñëîðîäà:
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Ïðè òàêîì ðàäèóñå íàâèâêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èîí
êèñëîðîäà ïðîñòî «ïðèâÿçàí» ê ëèíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Çåìëè, è ãðàâèòàöèåé äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Åñëè ó èîíà èìååòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè
âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî îí äâèæåòñÿ âäîëü ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Èîíû, ìîæíî ñêàçàòü, áåãàþò âäîëü ëè-
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Ê Â À Í T $ 2 0 0 8 / ¹ 48
íèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò îäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëþñà
Çåìëè ê äðóãîìó. Òàêèì õàðàêòåð äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ
âïëîòü äî ìîìåíòà, êîãäà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûé
èîí âñòðå÷àåòñÿ ñ ýëåêòðîíîì è â ðåçóëüòàòå ðåêîì-
áèíàöèè âíîâü îáðàçóåòñÿ íåéòðàëüíûé àòîì êèñëî-
ðîäà. Âñòðå÷è èîíîâ è ýëåêòðîíîâ âåñüìà ðåäêè, ïî-
ýòîìó âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ èîíà íà âûñîòå çíà÷èòåëüíî
âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ íà
òàêîé æå âûñîòå íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû (àòîìà èëè
ìîëåêóëû).

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ýôôåêòà íà âûñîòàõ 160–250 êì
è 250–400 êì â äíåâíîå âðåìÿ âîçíèêàþò ñëîè, ñî-
äåðæàùèå ýëåêòðîíû è èîíû ìîëåêóë â ïåðâîì ñëó-
÷àå è ýëåêòðîíû è èîíû àòîìîâ êèñëîðîäà âî âòîðîì.
Äíåì êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ è ýëåêòðîíîâ â ýòèõ ñëîÿõ
ðàñòåò, à íî÷üþ óáûâàåò, íî íå äî íóëÿ. Îáíàðóæåíû
áûëè ýòè ñëîè, çàïîëíåííûå ïëàçìîé, â ýêñïåðèìåí-
òàõ ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ðàäèîâîëí. Êîðîòêîâîëíî-
âîå èçëó÷åíèå â äèàïàçîíå äëèí âîëí 10–70 ì îòðà-
æàåòñÿ ýòèìè ñëîÿìè ïëàçìû, ïðè÷åì ãëàâíûìè «âè-
íîâíèêàìè» îòðàæåíèÿ ðàäèîâîëí ÿâëÿþòñÿ ýëåêò-
ðîíû. Îíè òîæå äâèæóòñÿ ïî ñïèðàëÿì ñ õàðàê-
òåðíûì ðàäèóñîì íàâèâêè îêîëî 0,1 ì è õàðàêòåðíû-
ìè ñêîðîñòÿìè 610  ì c  âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ìåäëåííî äâèæóùèõñÿ
èîíîâ, ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ â 100 ðàç áûñòðåå ñïóò-
íèêà.

Òîðìîæåíèå ñïóòíèêà èîíàìè
àòîìàðíîãî êèñëîðîäà

Â òå÷åíèå ñâåòëîãî âðåìåíè ñóòîê íà âûñîòå êîí-
öåíòðàöèÿ èîíîâ è ýëåêòðîíîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, à â
òå÷åíèå íî÷è óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê ðåêîìáèíàöèÿ
èîíîâ è ýëåêòðîíîâ äåëàåò èõ âíîâü íåéòðàëüíûìè
àòîìàìè, íà äâèæåíèå êîòîðûõ ìàãíèòíîå ïîëå Çåì-
ëè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ. Ïðè ìàêñèìàëüíîé êîíöåí-
òðàöèè èîíîâ àòîìàðíîãî êèñëîðîäà ì12 310n -=  ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ìåõàíè÷åñêèìè óäàðàìè
ýòèõ ÷àñòèö î ñïóòíèê, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû 2

H HF Svr= . Â ýòîé ôîðìóëå «çà-
ëîæåíî» ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïëîùàäü, ñ êîòîðîé ñïóò-
íèê «ñîáèðàåò» èîíû, ðàâíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîùàäè
åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ ñïóòíèêà ñ ïàðàìåòðà-
ìè ÌÊÑ ( 20,01 ì êãS M = ) îöåíêà ñêîðîñòè ñíè-
æåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ óæå çíàêî-
ìîé íàì ôîðìóëû:
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Åñëè áû òàêàÿ ñèëà ïîñòîÿííî äåéñòâîâàëà íà ñïóò-
íèê â òå÷åíèå ñóòîê, òî îí îïóñòèëñÿ áû íà 220
ìåòðîâ. Îäíàêî ñïóòíèê ïðîëåòàåò òî íàä îñâåùåí-
íîé ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè Çåìëè, òî íàä òîé ÷àñòüþ
ïîâåðõíîñòè, ãäå âî âðåìÿ åãî ïðîëåòà íî÷ü. Ïîýòîìó
íà íåãî, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíè-
åì î ïëîùàäè «ñáîðà», äîëæíà äåéñòâîâàòü â ñðåä-
íåì ìåíüøàÿ ñèëà è ñïóòíèê äîëæåí ñíèæàòüñÿ
ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Ïóñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå êîí-
öåíòðàöèè èîíîâ âäâîå ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ, òîãäà ñêîðîñòü ñíèæåíèÿ ÌÊÑ ñîñòàâèò îêîëî
110 ì/ñóòêè. Ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå íàáëþäàåìîé íà
ïðàêòèêå ñêîðîñòè ñíèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ïàðàìåòðàìè
ÌÊÑ ïîðÿäêà 150–200 ì/ñóòêè.

Ñèëà Àìïåðà

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìîæíîå âëèÿíèå íà äâèæåíèå
ñïóòíèêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè, âåëè÷èíà êîòîðîãî

âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâíà 55 10  ÒëB -= × . Â
êîíñòðóêöèÿõ ñïóòíèêà, äâèæóùåãîñÿ ñ áîëüøîé ñêî-
ðîñòüþ â ìàãíèòíîì ïîëå, âîçíèêàåò ÝÄÑ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé èíäóêöèè. Ïðè âíåøíèõ ðàçìåðàõ ñïóòíèêà
l S:  âîçíèêàåò ÝÄÑ ïîðÿäêà vBl vB S= . Äëÿ
ÌÊÑ, íàïðèìåð, âåëè÷èíà ÝÄÑ ìîæåò äîñòèãàòü 15 Â.
Ýòà ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà âûçûâàåò ïåðåðàñïðåäåëå-
íèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ â ïðîâîäÿùèõ òîê ýëåìåí-
òàõ êîíñòðóêöèè ñïóòíèêà. Âîêðóã ñïóòíèêà ïîÿâëÿåò-
ñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå âëèÿåò íà äâèæåíèå
ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â îêðóæàþùåì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ê òåì ÷àñòÿì ñïóòíèêà, êîòîðûå èìåþò
ïîëîæèòåëüíûé ïîòåíöèàë (ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåé
÷àñòè ñïóòíèêà), ïðèòÿãèâàþòñÿ ýëåêòðîíû, à ê òåì
÷àñòÿì ñïóòíèêà, êîòîðûå èìåþò îòðèöàòåëüíûé ïî-
òåíöèàë, ïðèòÿãèâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå
èîíû. Ýëåêòðîíû è èîíû, ïîïàâøèå íà ïîâåðõíîñòü
êîíñòðóêöèé ñïóòíèêà, îáúåäèíÿþòñÿ â íåéòðàëüíûå
àòîìû êèñëîðîäà, ïðè ýòîì ýëåêòðîíû «ïóòåøåñòâó-
þò» â ïðîâîäÿùèõ êîíñòðóêöèÿõ ñïóòíèêà, ñîçäàâàÿ
ýëåêòðè÷åñêèé òîê.

Ñïóòíèê, ïåðåìåùàÿñü â ïðîñòðàíñòâå, «ñîáèðàåò»
èç îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðîíû è èîíû.
Äëÿ ãðóáîé îöåíêè âåëè÷èíû òîêà, êîòîðûé ìîæåò
òå÷ü ïî ïðîâîäÿùèì êîíñòðóêöèÿì ñïóòíèêà, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñáîð ïðîèñõîäèò òîëüêî ñ ïëîùàäè, ðàâ-
íîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñïóòíèêà, è âñå
èîíû è ýëåêòðîíû ó÷àñòâóþò â ñîçäàíèè ýòîãî òîêà.
Çà êàæäóþ ñåêóíäó î ïîâåðõíîñòü ñïóòíèêà (ïðèìåð-
íî ðàâíóþ S) óäàðÿþòñÿ îêîëî N = Svn  èîíîâ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåëè÷èíà òîêà èìååò ïîðÿäîê I = Svne .
Äëÿ ñïóòíèêà ñ ðàçìåðàìè ÌÊÑ ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâ-
ëÿåò 2,5 À.

Ïðè ïðîòåêàíèè òîêà ïî ïðîâîäÿùèì äåòàëÿì ñïóò-
íèêà íà íèõ äåéñòâóåò «òîðìîçÿùàÿ» ñèëà Àìïåðà,
íàïðàâëåííàÿ, êàê ëåãêî ñîîáðàçèòü, â ñòîðîíó, ïðîò è-
âîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè ñïóòíèêà:
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Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ñíèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðîïîðöèî-

íàëüíà ïðèìåðíî êóáó åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ( )1,5S .
Äëÿ ÌÊÑ ãðóáàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñíèæåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïîñëåäíåé ôîðìóëû äàåò âåëè÷èíó 48 ìêì/ñ, èëè
4 ì/ñóòêè. Òàêàÿ îöåíêà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè
ñïóñêà, íàáëþäàþùåéñÿ íà ïðàêòèêå.



Ìîæåò ëè ïëîùàäü «ñáîðà» èîíîâ
áûòü áîëüøå ïëîùàäè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñïóòíèêà?

Ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, êîòî-
ðóþ èìåþò èîíû êèñëîðîäà, ðàâíà
ïðèìåðíî 0,1 ýÂ. Â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå,
ñîçäàííîì çàðÿäàìè, ïåðåðàñïðåäåëèâ-
øèìèñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà, èîíû
ìîãóò ïðèîáðåòàòü â íåñêîëüêî ðàç
áîëüøèå ýíåðãèè. Íàïðèìåð, äëÿ ñïóò-
íèêà ñ ïàðàìåòðàìè ÌÊÑ ýòî ýíåðãèè
ïîðÿäêà 7,5 ýÂ. Èîíû ñ òàêèìè ýíåðãè-
ÿìè â ìàãíèòíîì ïîëå Çåìëè äâèæóòñÿ
ïî ñïèðàëÿì, ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ
êîòîðûõ ïðèìåðíî ðàâåí
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ãäå å – ýòî çàðÿä èîíà êèñëîðîäà, à m
– åãî ìàññà. Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå ðàç-
ìåðû ÌÊÑ èìåþò òàêîé æå ïîðÿäîê
âåëè÷èíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ñáîðà èîíîâ

ýôôS  ìîæåò áûòü â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå ïëîùàäè
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòàíöèè S:
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Äëÿ ýëåêòðîíîâ æå ðàäèóñû ñïèðàëåé äîñòèãàþò âñåãî
ëèøü 0,2–0,3 ì, ÷òî íåñóùåñòâåííî â ñðàâíåíèè ñ
ðàçìåðàìè ñïóòíèêà.

Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè «ïðèòîêà» ïîëîæèòåëüíûõ çà-
ðÿäîâ íà ñïóòíèê çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîé
ïëîùàäè ñáîðà èîíîâ ñ ëèõâîé êîìïåíñèðóåòñÿ ïðèòî-
êîì ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè,
ïðèìåðíî â 100 ðàç áîëüøèìè ñêîðîñòè ñïóòíèêà.
Òàêèì îáðàçîì, ñïóòíèê íå ïðèîáðåòàåò íåêîìïåíñèðî-
âàííûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä.

Êîððåêòèðîâêà ðàñ÷åòîâ

Åñëè ó÷åñòü ýòî óâåëè÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïëîùàäè
ñáîðà ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ, òî ïîíÿòíî, ÷òî ñòîëê-
íîâåíèÿ ñ èîíàìè êèñëîðîäà ìîãóò îáåñïå÷èòü íàáëþ-
äàåìóþ ñêîðîñòü ñíèæåíèÿ ÌÊÑ ïîðÿäêà 150–
200 ì/ñóòêè ( 110 ì ñóòêè 4 440 ì ñóòêè× = ) äàæå ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñðåäíåñóòî÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ
ìåíüøå åå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñèëà Àìïåðà
òîæå â ïðèíöèïå ìîæåò âûðàñòè, íî åå âêëàä
( 4 ì ñóòêè 4 16 ì ñóòêè× = ) âñå ðàâíî ñîñòàâëÿåò
òîëüêî îêîëî 10% îò íàáëþäàåìîé íà ïðàêòèêå ñêî-
ðîñòè ñíèæåíèÿ ÌÊÑ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÌÊÑ, ïî-
âèäèìîìó, ñàìûì ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì, îáåñïå÷è-
âàþùèì óìåíüøåíèå âûñîòû ïîëåòà, ÿâëÿåòñÿ äåé-
ñòâèå íà ñòàíöèþ ñèëû, âîçíèêàþùåé ïðè ñòîëêíîâå-
íèÿõ ñòàíöèè ñ èîíàìè êèñëîðîäà.

Âî âðåìÿ ìàãíèòíûõ áóðü êîíöåíòðàöèÿ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå, îêðóæàþùåì Çåìëþ, ìîæåò âî
ìíîãî ðàç óâåëè÷èâàòüñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â ñïåê òðå
èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà óâåëè÷èâàåòñÿ äîëÿ óëüòðàôèîëåòà.

Â ðåçóëüòàòå áîëåå èíòåíñèâíî èäåò ïðîöåññ îáðàçîâà -
íèÿ â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû àòîìàðíîãî êèñëîðîäà
è âûðàñòàåò ñêîðîñòü åãî ïîñòóïëåíèÿ íà òå âûñîòû, ãäå
ëåòàþò ñïóòíèêè.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû  äëÿ îöåíêè âêëàäîâ ðàçëè÷-
íûõ ôàêòîðîâ â îáùóþ ñêîðîñòü ñíèæåíèÿ ñïóòíèêà íà
âûñîòàõ 300–400 êì ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñêîðîñòü ñíè-
æåíèÿ ñïóòíèêà ñ ëþáûìè ðàçìåðàìè è ìàññîé. Êñòà-
òè, óâèäåòü ÌÊÑ ìîæíî â êàæäóþ áåçîáëà÷íóþ íî÷ü.
Ïðèìåðîì ñëóæèò ôîòîãðàôèÿ ÌÊÑ íà ôîíå Ëóíû
(ðèñ.2). Àïïàðàò äâèãàëñÿ ñïðàâà íàëåâî è íàõîäèëñÿ
îò íàáëþäàòåëÿ íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî â 100 ðàç
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò Çåìëè äî Ëóíû.

À òåïåðü, â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ÷èòàòåëÿì ïðåäëà-
ãàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü äâà âàðèàíòà óñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ êîíñòðóêöèè ÌÊÑ.

1. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî íà ÌÊÑ óñòàíîâèëè òàêîé èñòî÷-
íèê ÝÄÑ (îêîëî 30 Â), êîòîðûé èçìåíèë çíàê òîêà,
òåêóùåãî ïî ïðîâîäÿùèì êîíñòðóêöèÿì ñòàíöèè. Òîã-
äà ïðè òîé æå âåëè÷èíå òîêà ñèëà Àìïåðà íå ïîìîãàåò
ñïóòíèêó ñíèæàòüñÿ, à, íàîáîðîò, óìåíüøàåò ñóììàð-
íóþ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ íà 20%. Ýòî æå çäîðîâî:
ïîòðåáóåòñÿ ðåæå ïîäòàëêèâàòü ñòàíöèþ, ÷òîáû «ïîä-
íèìàòü» åå îðáèòó.

2. Íà ñòàíöèè óñòàíîâèëè ýëåêòðîííóþ ïóøêó, êîòî-
ðàÿ â íåïðåðûâíîì ðåæèìå «âûáðàñûâàåò» â ïðîñòðàí-
ñòâî ýëåêòðîíû ñ òîêîì áîëüøå 250 À. Ïðè ýòîì òîê
ýëåêòðîíîâ èç îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà íå óñïåâàåò
êîìïåíñèðîâàòü âîçíèêøèé íà ñòàíöèè ïîëîæèòåëü-
íûé çàðÿä. Â ðåçóëüòàòå îòòàëêèâàíèÿ ïîëîæèòåëüíî
çàðÿæåííîé ñòàíöèè è ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ
ïåðåñòàþò ïðîèñõîäèòü ñòîëêíîâåíèÿ èîíîâ ñî ñòàíöè-
åé. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âÿçêîñòü ñðåäû óìåíü -
øèëàñü âî ìíîãî ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ñèëà ñîïðîòèâëå -
íèÿ óìåíüøèòñÿ âî ìíîãî ðàç, ÷òî òîæå ïîçâîëèò
ïîäòàëêèâàòü ñòàíöèþ çíà÷èòåëüíî ðåæå, ÷åì ýòî äåëà -
åòñÿ ñåé÷àñ.

Óñïåõîâ âàì!
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Ðèñ. 2. Äâèæóùàÿñÿ ÌÊÑ íà ôîíå Ëóíû
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Êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè:
îò Òåáî äî Ôåéåðáàõà

Â.ÏÐÎÒÀÑÎÂ

Äâå çàìå÷àòåëüíûå òåîðåìû
Â ÷åì ñîñòîèò êðàñîòà ìàòåìàòèêè? Äàæå ñòàâèòü

ïîäîáíûé âîïðîñ íàèâíî, îñîáåííî â íåáîëüøîé ñòàòüå .
Òåì íå ìåíåå, èíîãäà íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ óäàåòñÿ
ðàçãëÿäåòü òå êèðïè÷èêè, èç êîòîðûõ ýòà êðàñîòà
ñêëàäûâàåòñÿ. Îäíèì èç òàêèõ êèðïè÷èêîâ íåñîìíåííî
ÿâëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçü ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Ýòî ÷àñòî
âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ÷óäî, êîãäà äâà èçâåñòíûõ ìàòåìà -
òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòà, âçÿòûå èç ðàçíûõ îáëàñòåé è,
êàçàëîñü áû, íå èìåþùèå íè÷åãî îáùåãî, îêàçûâàþòñÿ
òåñíî ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì. Ñëîâíî äâà ÷åëîâåêà ,
çíàêîìûå ìíîãî ëåò, âäðóã îáíàðóæèâàþò, ÷òî îíè íà
ñàìîì äåëå – áëèçêèå ðîäñòâåííèêè.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì äâå èçâåñòíåéøèå
òåîðåìû î êàñàíèè îêðóæíîñòåé – òåîðåìó Ôåéåðáàõà
è òåîðåìó Òåáî. Îòêðûòû îíè áûëè ðàçíûìè ëþäüìè
â ðàçíîå âðåìÿ (ïåðâàÿ òåîðåìà ñòàðøå âòîðîé íà 116
ëåò). Äëÿ êàæäîé èç íèõ íàéäåíî ìíîæåñòâî äîêàçà-
òåëüñòâ, îñíîâàííûõ íà ðàçëè÷íûõ èäåÿõ. Òåì íå
ìåíåå, ìû óâèäèì, ÷òî òåîðåìû ýòè – ðîäíûå ñåñòðû.
Ó íèõ îáùèå ðîäèòåëè: îáå òåîðåìû ñëåäóþò èç äâóõ
ðàçíûõ ñëó÷àåâ îäíîãî è òîãî æå ôàêòà. Íî – âñå ïî
ïîðÿäêó.

Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâîê. Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå 9
òî÷åê – ñåðåäèíû ñòîðîí, îñíîâàíèÿ âûñîò è ñåðåäèíû
òðåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ òî÷êîé ïåðåñå-
÷åíèÿ âûñîò, – ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Îíà
íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê  òðåóãîëüíè-
êà. Ýòîò êðàñèâûé ôàêò áûë ÷àñòè÷íî óñòàíîâëåí â
1765 ãîäó Ëåîíàðäîì Ýéëåðîì (1707–1783), ïîýòîìó
îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê íàçûâàþò òàêæå îêðóæíîñ-
òüþ Ýéëåðà. Â 1822 ãîäó Ê.Ôåéåðáàõ äîêàçàë òåîðåìó
îá îäíîì ñâîéñòâå îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê. Ñâîéñòâî
ýòî ñòîëü çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîáóäèëî íåêîòîðûõ ìàòå -
ìàòèêîâ íàçûâàòü ýòó îêðóæíîñòü îêðóæíîñòüþ Ôåé-
åðáàõà.

Òåîðåìà Ôåéåðáàõà.  Îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê
êàñàåòñÿ âïèñàííîé è âñåõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñ-
òåé òðåóãîëüíèêà .

Íàïîìíèì, ÷òî âíåâïèñàííîé íàçûâàåòñÿ îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è
ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Òàê, âíåâïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåð-
øèíå A, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí
AB (çà òî÷êó B) è AC (çà òî÷êó C). Ó êàæäîãî
òðåóãîëüíèêà, òàêèì îáðàçîì, òðè âíåâïèñàííûõ îê-
ðóæíîñòè. Àâòîð òåîðåìû – Êàðë Âèëüãåëüì Ôåéåðáàõ

(1800–1834), íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ñòàðøèé áðàò çíà-
ìåíèòîãî ôèëîñîôà Ëþäâèãà Ôåéåðáàõà. Îí áûë ïðå-
ïîäàâàòåëåì ãèìíàçèè â íåáîëüøîì óíèâåðñèòåòñêîì
ãîðîäå Ýðëàíãåí íà þãå Ãåðìàíèè. Ýòîò ãîðîä áóäåò
ïðîñëàâëåí ëèøü ÷åðåç 50 ëåò ïîñëå îòêðûòèÿ Ôåéåð-
áàõà: â 1872 ãîäó Ô.Êëåéí ñôîðìóëèðóåò ñâîþ çíàìå-
íèòóþ ýðëàíãåíñêóþ ïðîãðàììó  î ñèñòåìàòèçàöèè ãåî-
ìåòðèè. À î ñàìîì àâòîðå çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû â
íûíåøíåì Ýðëàíãåíå, óâû, íè÷òî íå íàïîìèíàåò. Íåò
äàæå ìåìîðèàëüíîé äîñêè Ôåéåðáàõó.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàéäåíî ìíîæåñòâî äîêàçà-
òåëüñòâ òåîðåìû Ôåéåðáàõà. Áîëüøèíñòâî èç íèõ
èñïîëüçóþò äîñòàòî÷íî ñèëüíûå ñðåäñòâà, òàêèå êàê
èíâåðñèÿ èëè îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Åñòü è
ýëåìåíòàðíûå äîêàçàòåëüñòâà. Îäíî èç íèõ áûëî ïîëó-
÷åíî àâòîðîì ýòèõ ñòðîê («Êâàíò» ¹ 9 çà 1992 ã.), î íî
âûâîäèò òåîðåìó Ôåéåðáàõà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðå-
ìû î ñåãìåíòå.

Â îòëè÷èå îò Êàðëà Ôåéåðáàõà, àâòîðà îäíîé âåëè-
êîé òåîðåìû, ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Âèêòîð Òåáî
(1882–1960) çà ñâîþ íàó÷íóþ êàðüåðó ñîçäàë áîëåå
1000 òåîðåì è çàäà÷ (îäèí òîëüêî æóðíàë «American
mathematical monthly» îïóáëèêîâàë 582 èç íèõ!). Ïî
ýòîìó ïîêàçàòåëþ Òåáî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàííûì ëèäåðîì.
Ýòî òåì áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷òî îí íå áûë ïðîôåññèî-
íàëîì. Òîãäà (êàê, âïðî÷åì, è òåïåðü) çàíÿòèÿ ãåîìå ò-
ðèåé íå ïðèíîñèëè äîñòîéíîãî äîõîäà, ïîýòîìó Òåáî â
òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò
ðàáîòàë â ñòðàõîâîé
êîìïàíèè.

Èç îáøèðíîãî íàñëå-
äèÿ Òåáî ñàìîé èçâåñ-
òíîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
î òðåõ êîëëèíåàðíûõ
îêðóæíîñòÿõ. ×òîáû åå
ñôîðìóëèðîâàòü, ïîÿñ-
íèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå
òåðìèíû. Ëèíèåé öåí-
òðîâ äâóõ îêðóæíîñ-
òåé ìû áóäåì íàçûâàòü
ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ
èõ öåíòðû. Êðèâîëè-
íåéíûì òðåóãîëüíèêîì  áóäåì íàçûâàòü ôèãóðó, îãðà-
íè÷åííóþ äâóìÿ îòðåçêàìè è äóãîé îêðóæíîñòè. Òàê,
íà ðèñóíêå 1 êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê ÀÌÂ  îãðà-
íè÷åí îòðåçêàìè ÀÌ , ÌÂ  è äóãîé ÂÀ îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ; êðèâîëèíåéíûé òðå-
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óãîëüíèê ÀÌÑ  îãðàíè÷åí îòðåçêàìè ÑÌ , ÌÀ  è äóãîé
ÀÑ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà Òåáî.  Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC
âçÿòà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M. Â êðèâîëèíåéíûå òðå-
óãîëüíèêè AMB è  ÀÌÑ âïèñàíî ïî îêðóæíîñòè. Òîãäà
ëèíèÿ öåíòðîâ ýòèõ îêðóæíîñòåé ñîäåðæèò öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC .

Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëü-
íèêè AMB  è AMC , ìû òåïåðü áóäåì íàçûâàòü îêðóæ-
íîñòÿìè Òåáî. Äàííóþ òåîðåìó Â.Òåáî îïóáëèêîâàë â
âèäå çàäà÷è (áåç äîêàçàòåëüñòâà) â 1938 ãîäó. Ïåðâû å
äîêàçàòåëüñòâà (âû÷èñëèòåëüíûå) áûëè ïîëó÷åíû óæå
ïîñëå ñìåðòè àâòîðà òåîðåìû, â 1970-õ ãîäàõ, à ïåðâ îå
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî – è âîâñå â 198 6
ãîäó. Òåîðåìà Òåáî âûçûâàåò øèðîêèé èíòåðåñ ìíîãèõ
àâòîðîâ. Èç ïóáëèêàöèé íà ðóññêîì ÿçûêå âûäåëèì
íåäàâíþþ èíòåðåñíóþ ñòàòüþ Å.Ä.Êóëàíèíà («Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå», âûï. 11, 2007 ã.).

Ìû ñ âàìè óâèäèì, ÷òî è òåîðåìà Ôåéåðáàõà, è
òåîðåìà Òåáî íà ñàìîì äåëå âûòåêàþò èç ðàçíûõ
ñëó÷àåâ îäíîãî è òîãî æå îáùåãî ôàêòà. Êîíå÷íî,
óâèäèì ìû ýòî íå ñðàçó. Ïîòðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ
ðàáîòà. Âíà÷àëå ìû âñïîìíèì íåñêîëüêî ýëåìåíòàð-
íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ. Çàòåì äîêàæåì îñíîâíóþ
òåîðåìó, èç êîòîðîé âûâåäåì ñíà÷àëà òåîðåìó Òåáî, à
çàòåì è òåîðåìó Ôåéåðáàõà. Ïîýòîìó è ñòàòüÿ íàçâàíà
âîïðåêè õðîíîëîãèè – îò Òåáî äî Ôåéåðáàõà.

Ïîâòîðèì ãåîìåòðèþ

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâîé ìåðîé äóãè

AB îêðóæíîñòè (îáîçíà÷åíèå AB
È

) íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-
íà óãëà ìåæäó ðàäèóñàìè OA è OB. Ïðè ýòîì äóãîé AB
ñ÷èòàåòñÿ òà èç äâóõ ñìåæíûõ äóã, êîòîðàÿ ïðîõîäèòñ ÿ
îò A ê B â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè). Òàêèì îáðàçîì, äóãè AB è BA
ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ îêðóæíîñòü. Öåíòð âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé I
(îò àíãëèéñêîãî inscribed – âïèñàííûé).

Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.  ×òî ìû çíàåì îá ýòîé
òî÷êå? Îíà ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà è ðàâíî-
óäàëåíà îò åãî ñòîðîí, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè áèññåêò -
ðèñ òðåóãîëüíèêà. ×òî åùå? Îäíî ñâîéñòâî òî÷êè I
÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Îíî ãîâîðèò
î òîì, ãäå èìåííî íà áèññåêòðèñå ëåæèò öåíòð âïèñàí -
íîé îêðóæíîñòè.

Ïðîäîëæèì áèññåêòðè-
ñó óãëà A äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ â
òî÷êå L (ðèñ. 2). Òîãäà
LI = LB =  LC.

Äîêàæåì ýòî. Òàê êàê
LAB LACÐ = Ð , òî òî÷êà

L  ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè
BC, çíà÷èò, LB  = LC . Äà-
ëåå, ïóñòü M  – òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà
B ñ îïèñàííîé îêðóæíîñ-
òüþ. Óãîë  IBL  ðàâåí ïî-

ëîâèíå äóãè ML , ò.å. ïîëóñóììå äóã MC  è CL . Ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî ïîëóñóììå äóã AM  è LB  (ïîñêîëü-

êó AM MC
È È

=  è LB CL
È È

= ), êîòîðàÿ ðàâíà óãëó BIL .
Èòàê, óãëû IBL  è BIL  ðàâíû, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê IBL
ðàâíîáåäðåííûé, è IL = BL .

×èòàòåëü áåç òðóäà ñôîðìóëèðóåò è äîêàæåò àíàëî-
ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ öåíòðîâ âíåâïèñàííûõ îê-
ðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà.

Êàñàíèå îêðóæíîñòè è õîðäû.  Íà ïëîñêîñòè äàíû
îêðóæíîñòè a  è b  (ðèñ.3). Îêðóæíîñòü a  ëåæèò
âíóòðè îêðóæíîñòè b  è êàñàåòñÿ åå â òî÷êå T, à
òàêæå êàñàåòñÿ åå õîð-
äû BC â òî÷êå Q. Ëó÷
TQ ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü b  â òî÷êå L. Òîã-
äà L – ñåðåäèíà äóãè CB,
à  TL –  áèññåêòðèñà
óãëà BTC. Áîëåå òîãî,

2 2LQ LT LB LC× = = .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñ-

ñìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåí-
òðîì â òî÷êå T, ïåðåâîäÿ-
ùóþ îêðóæíîñòü a  â îê-
ðóæíîñòü b . Îíà ïåðå-
âîäèò òî÷êó Q â òî÷êó L , ïðÿìóþ BC, êàñàþùóþñÿ
îêðóæíîñòè a  â òî÷êå  Q, â ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ,
êàñàþùóþñÿ îêðóæíîñòè b  â òî÷êå  L . Òàê êàê ýòà
êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå BC, òî  L  – ñåðåäèíà
äóãè BC . Äàëåå, âïèñàííûå óãëû LCB  è LTC  ðàâíû,
ïîñêîëüêó îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè. Çíà÷èò, òðåó-
ãîëüíèêè LCQ  è LTC  ïîäîáíû, èç ÷åãî çàêëþ÷àåì, ÷òî

2LQ LT LC× = .
Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî àíàëî-

ãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ
âíåøíèì îáðàçîì. Ïðè ýòîì TL  áóäåò áèññåêòðèñîé
óãëà, ñìåæíîãî ñ óãëîì BTC.

Ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè. Ðàäè-
êàëüíàÿ îñü.  Ñòåïåíüþ òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòè  íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà 2 2d R- , ãäå R – ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, à d – ðàññòîÿíèå îò äàííîé òî÷êè äî
öåíòðà îêðóæíîñòè. Ñòåïåíü ëþáîé òî÷êè M , ëåæàùåé
âíå îêðóæíîñòè, ðàâíà êâàäðàòó êàñàòåëüíîé, ïðîâå-
äåííîé èç òî÷êè ê îêðóæíîñòè (ò.å. êâàäðàòó îòðåçêà  îò
M  äî òî÷êè êàñàíèÿ). Äëÿ ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M  è ïåðåñåêàþùåé îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A
è B, ïðîèçâåäåíèå MA MB×  ðàâíî ñòåïåíè òî÷êè M .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå MA MB×  (ïðîèçâåäåíèå ñåêóùåé íà åå âíåø-
íþþ ÷àñòü) îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó M . Äëÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
îêðóæíîñòè, ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ( ) ( )d R d R- + =

2 2d R= - . Çíà÷èò, è äëÿ âñåõ ïðÿìûõ îíî ðàâíî
ñòåïåíè òî÷êè M . Åñëè M  ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè,
òî d < R , à çíà÷èò, ñòåïåíü òî÷êè M  îòðèöàòåëüíà. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé õîðäû AB, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó  M , ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ MA  è MB  ðàâíî
ñòåïåíè òî÷êè  M , âçÿòîé ñî çíàêîì «ïëþñ».

Äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì
òî÷åê, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
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ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ èõ ëèíèè öåíòðîâ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ñòåïåíè òî÷êè M  îòíîñèòåëü-
íî îêðóæíîñòåé ðàâíû, òî 2 2 2

1 1 2O M R O M- = -
2
2R-  ( 1O , 2O  – öåíòðû îêðóæíîñòåé, à 1R , 2R  –

èõ ðàäèóñû). Òàêèì îáðàçîì, 2 2
1 2O M O M- =

2 2
1 2R R= - , ò.å. ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò

òî÷êè M  äî òî÷åê 1O  è 2O  ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó
(äîêàæèòå ýòî!) ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òàêèõ òî-
÷åê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ 1 2O O .
Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ  äâóõ
îêðóæíîñòåé. Ëþáàÿ ïàðà íåêîíöåíòðè÷åñêèõ îê-
ðóæíîñòåé èìååò ðàäèêàëüíóþ îñü. Åñëè îêðóæíî-
ñòè ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàäèêàëüíîé îñüþ ñëóæèò
ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ èõ îáùóþ õîðäó.

Öåíòðàëüíàÿ òåîðåìà

Ìû íà÷íåì ñ îñíîâíîé òåîðåìû, èç êîòîðîé
ñëåäóþò òåîðåìû Òåáî è Ôåéåðáàõà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà.  Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíè-
êà ABC âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M. Â
êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê AMB âïèñàíà îê-
ðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îòðåçêîâ MA è MB â
òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî è îêðóæíîñòè
ABC – â òî÷êå T. Òîãäà ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó I.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïåðâûé øàã – íåáîëüøîå äîïîë-
íèòåëüíîå ïîñòðîåíèå (ðèñ.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g

îêðóæíîñòü, âïèñàí-
íóþ â êðèâîëèíåé-
íûé òðåóãîëüíèê
AMB . Ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ QI  è îáîçíà÷èì
÷åðåç P¢ òî÷êó åå ïî-
âòîðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îêðóæíîñòüþ g
(ïåðâûé ðàç îíè ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
Q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L  òî÷êó, â êîòîðîé
ïðÿìàÿ AI  ïîâòîðíî
ïåðåñåêàåò îêðóæ-

íîñòü ABC. Òàê êàê AI  – áèññåêòðèñà óãëà A, òî L  –
ñåðåäèíà äóãè BC.

2) Óãëû BQT, QP T¢  è TAI ðàâíû.  Â ñàìîì äåëå, óãîë
BQT  ðàâåí ïîëóñóììå äóã CL  è BT, óãîë TAI  ðàâåí
ïîëîâèíå äóãè LT , ò.å. ïîëóñóììå äóã LB  è BT. Íî äóãè
CL  è LB  ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, BQT TAIÐ = Ð .
Íàêîíåö, óãîë BQT  ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé
ðàâåí óãëó QP T¢ , êîòîðûé ñòÿãèâàåò ýòà õîðäà.

3) ×åòûðåõóãîëüíèê TAIP ¢ – âïèñàííûé.  Ýòî
ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà óãëîâ QP TÐ =¢

TAI= Ð . Çíà÷èò, AIT AP TÐ = Ð ¢ . Äàëåå, LQ LT× =
2 2LB LI= = . Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè LQI  è

LIT  ïîäîáíû (ïî îáùåìó óãëó ILQ  è äâóì ïðîïîð-
öèîíàëüíûì ñòîðîíàì). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

LQI LITÐ = Ð . Òàêèì îáðàçîì, TQP AITÐ = Ð =¢
AP T= Ð ¢ .

4) Ðàâåíñòâî óãëîâ TQP AP TÐ = Ð¢ ¢  îçíà÷àåò,

÷òî ïðÿìàÿ AP¢ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè g . Ñëåäîâàòåëü-
íî, P P=¢ . W

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû çàîäíî óñòàíîâèëè åùå
îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ îñíîâîé òåîðåìû îêðóæ-
íîñòü ÀÒÐ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè I .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îñíîâíîé òåîðåìû, êîãäà òî÷êà Ì
ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé Ñ (òîãäà îêðóæíîñòü g  áóäåò
êàñàòüñÿ ñòîðîí ÑÀ è ÑÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è åãî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè), ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ îëèìïè-
àäíóþ çàäà÷ó. Ìû ïðèâîäèì åå â çàäà÷å 1. Ìíîãî
èíòåðåñíûõ âåùåé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ñëó÷àåì, ìîæíî
íàéòè â ñòàòüå À.Ãèðè÷à («Êâàíò» ¹11 çà 1990 ã.).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà è íà
äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòè g  ïî îòíî-
øåíèþ ê òðåóãîëüíèêó AÂC. Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíû
÷åòûðå âîçìîæíîñòè. Â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ âíóòðåííåå
êàñàíèå çàìåíÿåòñÿ âíåøíèì, à öåíòð âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè I  – öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ AI  è CI . Êðîìå
òîãî, òî÷êà M  ìîæåò ëåæàòü íå íà ñòîðîíå BC, à íà åå
ïðîäîëæåíèè. Äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ èçîáðàæåíû íà
ðèñóíêå 6. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îñíîâíàÿ òåîðåìà âåðíà è
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äîêàçûâàåòñÿ òàê æå. Èçîáðàçèòå îñòàëüíûå ñëó÷àè
è äîêàæèòå òåîðåìó äëÿ íèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òåáî

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæ-
äåíèå.

Ëåììà 1. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì ïðîâåëè îáùóþ
âíåøíþþ è îáùóþ âíóòðåííþþ êàñàòåëüíûå. Òîã-
äà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè êàñàíèÿ íà
ïåðâîé îêðóæíîñòè, è ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå
òî÷êè êàñàíèÿ íà âòîðîé îêðóæíîñòè, ïåðåñåêà-
þòñÿ íà ëèíèè öåíòðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü 1O  – öåíòð ïåðâîé îê-
ðóæíîñòè, à 1A  è 1B  – òî÷êè åå êàñàíèÿ ñ ïðîâå-
äåííûìè ïðÿìûìè; àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ – äëÿ
âòîðîé îêðóæíîñòè (òî÷êè 1A  è 2A  ëåæàò íà îä-
íîé êàñàòåëüíîé). Ïðîâåäåì îêðóæíîñòè d  è b  ñ

äèàìåòðàìè 1 2A A  è
1 2B B  ñîîòâåòñòâåí-

íî (ðèñ.7). Ïðÿìàÿ
1 1O A  êàñàåòñÿ d ,

à ïðÿìàÿ 1 1O B  êà-
ñàåòñÿ b . Çíà÷èò,
èç òî÷êè 1O  ê äàí-
íûì îêðóæíîñòÿì
îïóùåíû ðàâíûå
êàñàòåëüíûå ( 1 1O A =

1 1O B=  – ðàäèóñû
ïåðâîé îêðóæíîñòè).

Òî æå – ñ òî÷êîé 2O . Òàêèì îáðàçîì, 1 2O O  – ðàäè-
êàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé d  è b . Íàêîíåö, ïðÿìûå

1 1A B  è 2 2A B  ïàðàëëåëüíû áèññåêòðèñàì ñìåæíûõ
óãëîâ ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó èõ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ëåæèò íà îáåèõ îêðóæíîñòÿõ d  è b . Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, êîíå÷íî æå, ëåæèò íà
èõ ðàäèêàëüíîé îñè 1 2O O . W

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òåáî ïîëó÷àåòñÿ ìãíî-
âåííî. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ ïåðâîé
îêðóæíîñòè Òåáî ñî ñòîðîíàìè MA  è MB , è ïðÿìàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ âòîðîé îêðóæíîñòè ñî
ñòîðîíàìè MA  è MC , ïåðåñåêàþòñÿ íà ëèíèè öåíòðîâ
(ëåììà 1). W

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëó÷àÿìè îñíîâíîé òåîðåìû,
èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêàõ 5 è 6, òî ïîëó÷èì îáîá-
ùåíèÿ òåîðåìû Òåáî íà ðàçíûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè
Ì  è îêðóæíîñòåé Òåáî (íà ðèñóíêå 8 îíè íàçâàíû

1g , 2g ). Òàê, íà ðèñóíêå 8, á ïîêàçàí ñëó÷àé òî÷êè
Ì , ëåæàùåé íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû ÂÑ çà òî÷êó
Â. Îêðóæíîñòü 1g  òåïåðü êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ÀÂÑ
èçâíå. À íà ðèñóíêå 8, â òî÷êà Ì  ëåæèò íà ñòîðîíå
ÂÑ, è îáå îêðóæíîñòè 1g , 2g  êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè
ÀÂÑ èçâíå. Íà ýòîò ðàç âìåñòî öåíòðà âïèñàííîé
îêðóæíîñòè I  íóæíî âçÿòü öåíòð âíåâïèñàííîé, ñîîò-
âåòñòâóþùåé âåðøèíå À. Äîêàçàòåëüñòâà âî âñåõ ñëó-
÷àÿõ ñîâåðøåííî îäèíàêîâû. Íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëü-
íî åùå íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæè-
òå äëÿ íèõ àíàëîãè òåîðåìû Òåáî.

Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ

Êàê ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü â òðåóãîëüíèê? Ñòðàííûé âîïðîñ! Íåò íè÷åãî
ïðîùå: ïðîâîäèì äâå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà, â
òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò öåíòð âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè. À êàê âïèñàòü îêðóæíîñòü â êðèâîëèíåéíûé òðåó-
ãîëüíèê, êîòîðûé îãðàíè÷åí äâóìÿ îòðåçêàìè è äóãîé
îêðóæíîñòè? ×èòàòåëü ìîæåò óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî, ÷òî ñäåëàòü ýòî ñîâñåì íå ïðîñòî. Ñ ðåøåíèåì
äàííîé çàäà÷è ñâÿçàíî åùå îäíî ïðèìåíåíèå îñíîâíîé
òåîðåìû. Íà ñàìîì äåëå, ýòà çàäà÷à – ÷àñòíûé (òî÷íå å,
ïðåäåëüíûé) ñëó÷àé çàäà÷è Àïîëëîíèÿ î ïîñòðîåíèè
îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òðåõ äàííûõ îêðóæíîñòåé.
Åå èññëåäîâàë äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê è  àñòðîíîì ,
ó÷åíèê Åâêëèäà, ëó÷øèé ñïåöèàëèñò àíòè÷íîãî ìèðà
ïî îêðóæíîñòÿì è êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì Àïîëëîíèé
Ïåðãñêèé (îê. 260–170 äî í.ý.) â ñâîåì òðóäå «Î
êàñàíèè». Ðåøåíèå Àïîëëîíèÿ áûëî óòðà÷åíî. Ëèøü
18 âåêîâ ñïóñòÿ, â 1600 ãîäó, çíàìåíèòûé Ôðàíñóà
Âèåò (1540–1603) ñóìåë âîññòàíîâèòü åãî. Âèåò ñïðà-
âåäëèâî ãîðäèëñÿ ñâîèì äîñòèæåíèåì è äàæå íàçâàë
ñâîé òðóä «Apollonius Gallus» (Àïîëëîíèé ãàëëüñêèé,
ò.å. ôðàíöóçñêèé).

Ñåé÷àñ èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è Àïîëëî-
íèÿ, áîëüøèíñòâî èç íèõ èñïîëüçóåò èíâåðñèþ. Íàø
ñëó÷àé ãîðàçäî ïðîùå – äâå èç òðåõ îêðóæíîñòåé
âûðîæäàþòñÿ â ïðÿìûå ëèíèè. È ðåøåíèå, êîòîðîå
ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû, íà óäèâëåíèå ïðîñòîå.
Ïóñòü êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê AMB  îãðàíè÷åí
îòðåçêàìè ÌÀ , ÌÂ  è äóãîé ÂÀ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè.
Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü ñî-
äåðæèò òî÷êó Ì .

Ïîñòðîåíèå.  Ïðîäîëæèì ëó÷ ÂÌ  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îêðóæíîñòüþ â íåêîòîðîé òî÷êå Ñ. ×åðåç öåíòð âïèñàí-
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íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïðîâåäåì ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ áèññåêòðèñå óãëà ÀÌÑ . Íàéäåì åå òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíàìè óãëà ÀÌÂ . Òîãäà îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí óãëà ÀÌÂ  â ýòèõ òî÷êàõ, –
èñêîìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåéåðáàõà

Íàñòàë êëþ÷åâîé ìîìåíò: ïåðåõîä îò Òåáî ê Ôåéåð-
áàõó. Ñ ïîìîùüþ òîãî æå ïðèåìà, êîòîðûì ìû äîêàçà-
ëè òåîðåìó Òåáî, ìû äîêàæåì è òåîðåìó Ôåéåðáàõà.

Ïóñòü ÀÂÑ – äàííûé òðåóãîëüíèê, 1A , 1B , 1C  –
ñåðåäèíû åãî ñòîðîí, 2A , 2B , 2C  – îñíîâàíèÿ âûñîò.
Ïîñëåäíèå øåñòü òî÷åê, êàê ìû çíàåì, ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè – îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê. Íóæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî îíà êàñàåòñÿ âïèñàííîé è âñåõ âíå-
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Èäåÿ òà-
êîâà: âûäåëèì ïàðó îêðóæíîñòåé – âïèñàííóþ îê-
ðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è îäíó èç åãî âíåâïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé, ñêàæåì òó, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ
ñòîðîíû ÀÑ. Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ýòó ïàðó êàê
ïàðó îêðóæíîñòåé Òåáî äëÿ íåêîòîðîãî òðåóãîëüíè-
êà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê. Åñëè ýòî
óäàñòñÿ ñäåëàòü, òî òåîðåìà Ôåéåðáàõà áóäåò óñòà-
íîâëåíà. Â ñàìîì äåëå, îêðóæíîñòè Òåáî (ïî îïðåäå-
ëåíèþ!) êàñàþòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà, ò.å. íàøåé îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê. Çíà÷èò, îê-
ðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê êàñàåòñÿ âïèñàííîé è îäíîé
èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïðîäåëàâ òî æå ñ
äðóãèìè âíåâïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè, ïîëó÷èì òðå-
áóåìîå. Ãëàâíûé âîïðîñ – êàêîé èç òðåóãîëüíèêîâ,
âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê, íóæíî âçÿòü?
Íè «ñåðåäèííûé» òðåóãîëüíèê 1 1 1A B C  (ñ âåðøèíàìè
â ñåðåäèíàõ ñòîðîí), íè «îðòîòðåóãîëüíèê» 2 2 2A B C
(ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ âûñîò) äëÿ ýòîé öåëåé íå
ïîäîéäóò. Äàæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî øåñòüþ
òî÷êàìè 1 1 1 2 2 2, , , , , ,A B C A B C  òî ñóùåñòâóåò 20 òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ (ïî÷åìó èìåí-
íî ñòîëüêî?). Âñå îíè áóäóò âïèñàíû â îêðóæíîñòü
äåâÿòè òî÷åê. À ïîäîéäåò èç íèõ òîëüêî îäèí! Íå
áóäåì òîìèòü ÷èòàòåëÿ, ñêàæåì îòâåò ñðàçó: ýòî òðå-
óãîëüíèê 1 2 2B B A  (ðèñ.9). Åãî âåðøèíû ýòî îñíîâà-
íèÿ äâóõ âûñîò – 2A  è 2B  è ñåðåäèíà ñòîðîíû – 1B .

Â êà÷åñòâå òî÷êè Ì  íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà áåðåòñÿ
òî÷êà Ñ. Îíà ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû 2 1B B
òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A .

Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà ÀÂÑ, êàñàþùèåñÿ ñòîðîíû ÀÑ, ÿâëÿþòñÿ îêðóæ-
íîñòÿìè Òåáî äëÿ òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A  è äëÿ òî÷êè
Ñ íà ïðîäîëæåíèè åãî ñòîðîíû 1 2B B . Ïðè ýòîì
âîçíèêàåò ñëó÷àé òåîðåìû Òåáî, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 8,á (êîãäà òî÷êà Ì áåðåòñÿ íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà).

Èòàê, åñëè â òåîðåìå Òåáî âçÿòü òî÷êó Ì  íå íà
ñòîðîíå, à íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òî
ïîëó÷èì òåîðåìó Ôåéåðáàõà. Òàêèì îáðàçîì, îáå òåî-
ðåìû – äâå ãðàíè îäíîãî è òîãî æå óòâåðæäåíèÿ. È îá å
äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû.

Òåïåðü íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê:
âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ îê-
ðóæíîñòÿìè Òåáî äëÿ òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A  è òî÷êè
Ñ íà ïðîäîëæåíèè åãî ñòîðîíû 1 2B B . Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé. Åñëè ìû ïîêàæåì,
÷òî îòðåçîê MN  ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñî ñòîðîíàìè ÑÀ è
ÑÂ ñîîòâåòñòâåííî ñîäåðæèò öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè 1I  òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A , òî âñå áóäåò ñäåëàíî.
Â ñàìîì äåëå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè 1I  ïðîâåëè ïðÿìóþ MN , îáðàçóþùóþ
ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìûìè 2CA  è 2CB . Òîãäà èç òåîðå-
ìû (òî÷íåå, èç åå ñëó÷àÿ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóí-
êå 6,à) ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ýòèõ
ïðÿìûõ â òî÷êàõ Ì  è N  (ýòî – âïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ), âïèñàíà â êðèâîëèíåéíûé
òðåóãîëüíèê 2 2A CB , îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè 2CA ,

2CB  è äóãîé 2 2B A  îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê. Çíà÷èò,
îíà êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê. Êàê âèäèì,
ðàññóæäåíèÿ òå æå, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè â çàäà÷å
Àïîëëîíèÿ. Äëÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè äîêàçà-
òåëüñòâî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ MN
ñîäåðæèò öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè 1I  òðåóãîëüíè-
êà 1 2 2B B A . Íàì óäîáíåå áóäåò íà÷àòü ñ îäíîãî âñïîìî-
ãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå, âïðî÷åì, ÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíîé îëèìïèàäíîé çàäà÷êîé.

Ëåììà 2. Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà Â ñ ïðÿìîé, ñîäåðæà-
ùåé ñðåäíþþ ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå ÑÂ, ëå-
æèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè ÑÀ è ÑÂ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I  – öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, Ì  è N  – òî÷êè åå êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè ÑÀ è ÑÂ,
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K  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíåé ëèíèè 1 1B C  ñ áèññåêò-
ðèñîé óãëà Â (ðèñ.10). Èç ðàâåíñòâà íàêðåñò ëåæàùèõ
óãëîâ ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ÑÂ è 1 1C B  ïîëó÷àåì,
÷òî 1 1BKC KBC KBCÐ = Ð = Ð , à çíà÷èò, 1 1C B C K= .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåäèàíà 1C K  òðåóãîëüíèêà ABK  ðàâ-
íà ïîëîâèíå åãî ñòîðîíû ÀÂ, îòêóäà 90AKBÐ = ° .
Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê AMKI  – âïèñàííûé, è ñëåäî-

âàòåëüíî, 
1

90
2

KMC KIA C NMCÐ = Ð = ° - Ð = Ð .

Çíà÷èò, K  ëåæèò íà ïðÿìîé MN . W

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåéåðáàõà  ïðîâåäåì äëÿ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, äëÿ âíåâïèñàííîé âñå àíàëî-
ãè÷íî. Òàê êàê 2AA C  – ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
òî 1 2 1B A B C=  (ðèñ.11). Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ 1 1B C ,
ïàðàëëåëüíûé ñòîðîíå ÂÑ, ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà

2 1A B A . Çíà÷èò, îí ñîäåðæèò òî÷êó 1I . Äàëåå, òî÷êà 1C
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A ,
ñëåäîâàòåëüíî (ñâîéñòâî öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñ-
òè!), 1 1 1 2C I C A= . Íî ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê 2AA B
ïðÿìîóãîëüíûé, 1 2 1C A C B= . Òàêèì îáðàçîì, òðåó-
ãîëüíèê 1 1BC I  – ðàâíîáåäðåííûé. Òîãäà èç ðàâåíñòâ
íàêðåñò ëåæàùèõ óãëîâ 1 1 1I BC BI CÐ = Ð  ñëåäóåò, ÷òî

1BI  – áèññåêòðèñà óãëà Â. Ïðèìåíèâ ëåììó 2, ïîëó÷à-
åì, ÷òî òî÷êà 1I  ëåæèò íà ïðÿìîé MN . Òåïåðü âñòóïàåò
â ñèëó îñíîâíàÿ òåîðåìà: ïðÿìàÿ MN ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà 1 2 2B B A ,
ïîýòîìó îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí óãëà Ñ â
òî÷êàõ Ì  è N  (âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ) êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè 1 2 2B B A  (îêðóæíîñòè äåâÿ-
òè òî÷åê). W

Çàäà÷è

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëàãàåì íåñêîëüêî çàäà÷. Ðåøàòü èõ
ïîëåçíî, õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî (äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòàòü è ýòî íå
òðåáóåòñÿ). Âñå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå óòâåðæäåíèé,
ñëîâà «äîêàæèòå, ÷òî» äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü.

1. Â óãîë ñ âåðøèíîé Ñ âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ ñ âåðøèíàìè íà ñòîðîíàõ
óãëà, îïèñàííûå îêîëî äàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà îïèñ àí-
íûå îêðóæíîñòè òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ êàñàþòñÿ ôèêñèðî âàí-
íîé îêðóæíîñòè. ×òî ýòî çà îêðóæíîñòü?

2. Â ïðîèçâîëüíîé òðàïåöèè ABCD  îêðóæíîñòü, êàñàþùà-
ÿñÿ åå îñíîâàíèé AB è CD  è äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ òàêæå è âïèñàííîé îêðóæíîñòè
ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD .
à) ×åòûðå òî÷êè: öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåó-

ãîëüíèêîâ ABD  è ACD , öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå C, è öåíòð

âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD , ñîîòâåòñòâó-
þùåé âåðøèíå B, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ïðÿìóþ èç ïóíêòà à). Ðàññìîòðèì òðè
îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AC è BD  â òî÷êàõ èõ
ïåðåñå÷åíèÿ ñ l ; âòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AB è CD  â òî÷êàõ
èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ l ; òðåòüÿ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AD  è BC â òî÷êàõ
èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ l . Ýòè òðè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ èñõîäíîé
îêðóæíîñòè â îäíîé òî÷êå.

Â çàäà÷àõ 4–8 îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â òåîðåìå Ò åáî.
4. Ê îêðóæíîñòè Òåáî ïðîâîäèòñÿ îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñà-

òåëüíàÿ, îòëè÷íàÿ îò ÂÑ. Îíà ïåðåñåêàåò îòðåçîê ÀÌ  â òî÷êå
K . Òîãäà

a) ïðîåêöèÿ òî÷êè K  íà ëèíèþ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé Òåáî
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé I ;

á) ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ÂÑ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K ,
êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

5. Åñëè 1O , 2O  – öåíòðû îêðóæíîñòåé Òåáî, òî

21

2

1
tg

2
O I

AMB
O I

= Ð .

6. Åñëè Q1 è Q2 – òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé Òåáî ñî
ñòîðîíîé ÂÑ, òî â òðåóãîëüíèêå 1 2Q IQ  óãîë I  – ïðÿìîé, à

îñòðûå óãëû ðàâíû 
1
2

AMBÐ  è 
1

90
2

AMB° - Ð .

7. Åñëè ÀÌ  – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî îêðóæ-
íîñòè Òåáî êàñàþòñÿ, à òî÷êà èõ êàñàíèÿ – öåíòð âïè ñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

8. Îêðóæíîñòè Òåáî ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ì
– òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèê à
ÀÂÑ ñî ñòîðîíîé ÂÑ.

9. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ
ñòîðîíû AB â òî÷êå N. Ïðîâîäÿòñÿ äâå îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ
êàñàåòñÿ èçâíå îêðóæíîñòè ABC, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû BC
çà òî÷êó B è ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêà AN  çà òî÷êó N; âòîðàÿ
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ABC, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû BÑ çà
òî÷êó C è ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêà AN  çà òî÷êó N. Êàæäàÿ èç
íèõ ðàâíà âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå A.

10. Íà ïëîñêîñòè äàíû ïðÿìûå à è b, à òàêæå îêðóæíîñòü
j , êàñàþùàÿñÿ b. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ, îïèñàííûõ îêîëî îêðóæíîñòè j , ó
êîòîðûõ âåðøèíà À ëåæèò íà ïðÿìîé à, à âåðøèíû Â è Ñ –
íà b. Òîãäà îïèñàííûå îêðóæíîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
êàñàþòñÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé.

11. Íà ïëîñêîñòè äàíû îêðóæíîñòè 1g  è 2g . Ïðîèçâîëü-
íàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ è ñîäåðæàùàÿ èõ, ïåðåñåê àåò
èõ îáùóþ âíåøíþþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êàõ Â è Ñ, à îáùóþ
âíóòðåííþþ êàñàòåëüíóþ – â òî÷êå À, êîòîðàÿ ëåæèò â òîé
æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC, ÷òî è îêðóæíî-
ñòè 1g , 2g . Òîãäà òðåóãîëüíèê ÀÂÑ èìååò ôèêñèðîâàííóþ
âïèñàííóþ îêðóæíîñòü.

12. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êà K , îêðóæíîñòü è òî÷êà À íà
ýòîé îêðóæíîñòè. ×åðåç K  ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ Â è Ñ. Òîãäà
îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàñàåòñÿ äâóõ
ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé.
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì
çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóå òñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçä î÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ,  íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå  ïîçäíåå 1 íîÿáðÿ 2008 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ð åøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéò å â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹4–2008» è íîìå ðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì2096» èëè «Ô2010». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàì èëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àä ðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé). Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî
ïðèñûëàòü òàêæå ïî ýëåêòðîííûì àäðåñàì  math@kvant. info è phys@kvant.info ñîîòâåòñòâåííî.

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì
êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèå ì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê
«Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâ àíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ô2103.  Íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïî îäíîé ïðÿìîé ñ
îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè v = 1 ì/ñ äâèæóòñÿ øàðèêè
ñ ìàññàìè m = 10 ã è 3m = 30 ã. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ
ñêîðîñòü ìîæåò ïðèîáðåñòè ëåãêèé øàðèê ïîñëå ëîáî-
âîãî óäàðà øàðèêîâ?

À.Ïðîñòîâ

Ô2104.  Ëåãêàÿ íèòü íàìîòàíà ìíîæåñòâîì âèòêîâ íà
ãëàäêóþ íåïîäâèæíî çàêðåïëåííóþ êàòóøêó ðàäèóñîì
R (ðèñ.2). Íà ñâîáîäíîì
êîíöå íèòè çàêðåïëåí ìà-
ëåíüêèé øàðèê ìàññîé m,
äðóãîé êîíåö íèòè íà÷è-
íàþò âûòÿãèâàòü ÷åðåç îò-
âåðñòèå â êàòóøêå, ïîñòå-
ïåííî óâåëè÷èâàÿ ñêîðîñòü
âäîëü ïîâåðõíîñòè êàòóø-
êè äî âåëè÷èíû v. Â ðå-
çóëüòàòå ÷åðåç áîëüøîå
âðåìÿ äâèæåíèå øàðèêà
óñòàíàâëèâàåòñÿ. Íàéäè-

Çàäà÷è Ì2096–Ì2100, Ô2103–Ô2107

M2096.  Äåïóòàòû ïàðëàìåíòà îáðàçîâàëè 2008 êîìèñ-
ñèé, êàæäàÿ – íå áîëåå ÷åì èç 10 ÷åëîâåê. Èçâåñòíî,  ÷òî
ëþáûå 11 êîìèññèé èìåþò îáùåãî ÷ëåíà. Äîêàæèòå,
÷òî âñå êîìèññèè èìåþò îáùåãî ÷ëåíà.

Ô.Ïåòðîâ

M2097.  Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p âèäà
2 2 2a b c+ +  (ãäå a, b, c – íàòóðàëüíûå), ÷òî 4 4 4a b c+ +

äåëèòñÿ íà p.
Â.Ñåíäåðîâ

M2098.  Äâîå èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè:
ïåðâûé ðèñóåò íà ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèê, íå íàëåãà -
þùèé íà óæå íàðèñîâàííûå, à âòîðîé îòâåòíûì õîäîì
ðàñêðàøèâàåò åãî â îäèí èç 2008 öâåòîâ. Âòîðîé èãðî ê
õî÷åò, ÷òîáû ëþáûå äâà ìíîãîóãîëüíèêà, ãðàíè÷àùèå
ïî îòðåçêó ñòîðîíû, èìåëè ðàçíûå öâåòà. Ñìîæåò ëè
ïåðâûé èãðîê ïîìåøàòü åìó?

Ôîëüêëîð

M2099 . Ïóñòü 0 1 0sa a a> > > =K   – òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà 0a  è 1a
âçàèìíî ïðîñòû, à ïðè 1i ³  ÷èñëî 1ia +  ðàâíî îñòàòêó îò

äåëåíèÿ 1ia -  íà ia  ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè 1i
i

i

a
t

a
-é ù

= ê ú
ë û

.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 1, , , sb b bK  ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ 1 1i i i ib b t b+ -= + , ïîëîæèâ 0 0b =  è 1 1b = .
Äîêàæèòå, ÷òî 0sb a= .

Â.Áûêîâñêèé

M2100. Â óãîë ñ âåðøèíîé O âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè
1w  è 2w . Ëó÷ ñ íà÷àëîì O ïåðåñåêàåò 1w  â òî÷êàõ 1A

è 1B , à 2w  – â òî÷êàõ 2A  è 2B  òàê, ÷òî
1 1 2 2OA OB OA OB< < <  (ðèñ.1). Îêðóæíîñòü 1g  êàñàåò-

ñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñòè 1w  è êàñàòåëüíûõ

ê 2w , ïðîâåäåííûõ èç 1A . Îêðóæíîñòü 2g  êàñàåòñÿ
âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñòè 2w  è êàñàòåëüíûõ ê

1w , ïðîâåäåííûõ èç 2B . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè 1g
è 2g  ðàâíû.

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



òå ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ øàðèêà è ðàäè-
óñ òðàåêòîðèè åãî äâèæåíèÿ. Ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâó-
åò, ñèëà òðåíèÿ øàðèêà î âîçäóõ ïðîïîðöèîíàëüíà åãî
ñêîðîñòè: òðF ku= .

Ì.Ãûðäûìîâ

Ô2105.  Öèêë òåïëîâîé ìàøèíû ïðîâîäÿò ñ ïîðöèåé
ãåëèÿ. Îí ñîñòîèò èç äâóõ èçîáàð ñ îòíîøåíèåì äàâëå -
íèé 2:1 è äâóõ èçîõîð. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ÊÏÄ òàêîãî öèêëà.

À.Ñòàðîâ

Ô2106.  Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ = 100 ìêÔ ïîäêëþ-
÷åí ê áàòàðåéêå íàïðÿæåíèåì U = 6 Â ïîñëåäîâàòåëüíî
ñ ðåçèñòîðîì ñîïðîòèâëåíèåì r = 100 êÎì. Âîëüòìåòð,
èìåþùèé ñîïðîòèâëåíèå R = 200 êÎì, ïåðèîäè÷åñêè
ïîäêëþ÷àþò ïàðàëëåëüíî êîíäåíñàòîðó è îòêëþ÷àþò
îò íåãî. Âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò êàæäûé ðàç
t =  0,05 ñ, à âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âîëüòìåòð
îòêëþ÷åí, ñîñòàâëÿåò êàæäûé ðàç 2t . ×òî ïîêàçûâàåò
âîëüòìåòð?

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2107. Öèëèíäðè÷åñêèé ìàãíèò íåáîëüøîãî ðàçìåðà
ñîçäàåò íà ñâîåé îñè ìàãíèòíîå ïîëå 0B =  0,001 Òë â
òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè L  = 5 ì îò òîðöà
ìàãíèòà. Ïðîâîëî÷íûé âèòîê ñ òîêîì I  = 2 À ðàñïîëî-
æåí â óêàçàííîé òî÷êå íà îñè ìàãíèòà òàê, ÷òî ïëîñ-
êîñòü êîëüöà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ìàãíèòà, à îñü
ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð êîëüöà. Íàéäèòå ñèëó, äåéñòâó-
þùóþ â ìàãíèòíîì ïîëå íà êîëüöî. Êîëüöî ñäåëàíî èç
òîíêîé ïðîâîëîêè. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ íà îñè ìàãíè-
òà íà ðàññòîÿíèè 1L =  5,1 ì ñîñòàâëÿåò 1 00,94B B= .

À.Çèëüáåðìàí

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2071 1–Ì2080,
Ô2088–Ô2092

M2071. Óíèâåðñàëüíûì ÷èñëîì ( )U n  íàçîâåì ìèíè-
ìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èç êîòîðîãî âû÷åðêèâà-
íèåì öèôð ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
îò 1 äî n. Ñêîëüêî öèôð èìååò ÷èñëî ( )U 2008 ?

Îòâåò: 31.
Òàê êàê âû÷åðêèâàíèåì öèôð èç äåñÿòè÷íîé çàïèñè
÷èñëà U (2008) ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà 1000, 1111, 222,
333, 444, …, 999, òî çàïèñü ÷èñëà U (2008) ñîäåðæèò íå
ìåíåå òðåõ íóëåé, íå ìåíåå ÷åòûðåõ åäèíèö, íå ìåíåå
òðåõ äâîåê,..., íå ìåíåå òðåõ äåâÿòîê – èòîãî íå ìå íåå
4 9 3 31+ × =  öèôðû.
Ðàññìîòðèì 31-çíà÷íîå ÷èñëî

 12013456789012345678901234567891442443 1442443 1442443 .

Â êàæäîé ôèãóðíîé ñêîáêå âñòðå÷àþòñÿ âñå öèôðû îò
0 äî 9, ïîýòîìó, îñòàâëÿÿ èç êàæäîé ñêîáêè íóæíóþ
öèôðó, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âû÷åðêèâàíèåì âñå òðåõ-
çíà÷íûå ÷èñëà (à ïîýòîìó è äâóçíà÷íûå, è îäíîçíà÷-
íûå), à òàêæå âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà ñ ïåðâîé
öèôðîé 1. Íàêîíåö, ÷èñëà îò 2000 äî 2008 ëåãêî
ïîëó÷èòü, îñòàâëÿÿ èç ïåðâîé ñêîáêè 20, èç âòîðîé –  0,

à èç òðåòüåé – íóæíóþ öèôðó. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
U (2008) ñîäåðæèò íå áîëåå 31 öèôðû.
Çàìå÷àíèå . Â çàäà÷å íå òðåáîâàëîñü íàõîæäåíèå ñàìî-
ãî ÷èñëà U (2008). Îäíàêî íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
U (2008) ñîâïàäàåò ñ óêàçàííûì â ðåøåíèè 31-çíà÷íûì
÷èñëîì.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ, Ï. Êîæåâíèêîâ

M2072.  Íàéäèòå (n + 1)-þ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â

äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 
2n äåâÿòîê

999...9914243 .

Îòâåò: 4.
Ïóñòü

2

2  äåâÿòîê

999 99 10 1n

n

A = = -K14243 .

Îöåíèì ðàçíîñòü
2 210 1

10
10 10

n
n

n n n

A
r A

A A

-
= - = =

+ +
.

Òàê êàê

10nA < , òî 
1

2 10
n n

r >
×

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

 äåâÿòîê  äåâÿòîê

1
10 10 999 99, 999 995

2 10
n n

n n
n n

A r= - < - =
×

K K14243 14243 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
3

5 10
n n

r <
×

 (äåéñòâèòåëüíî,

1 3

10 5 10n nA
< Û

+ ×
2 22 10 3 4 10 9n nA A× < Û × < =

= ( )2 29 10 1 9 5 10n n- Û < × ,

÷òî âåðíî), îòêóäà

3
10 10

5 10
n n

n n
A r= - > - =

×  äåâÿòîê  äåâÿòîê

999 99, 999 99 4
n n

K K14243 14243 .

Èç äîêàçàííûõ îöåíîê

 äåâÿòîê  äåâÿòîê  äåâÿòîê  äåâÿòîê

999 99, 999 99 4 999 99, 999 99 5
n n n n

A< <K K K K14243 14243 14243 14243

âûòåêàåò, ÷òî â èñõîäíîì ÷èñëå ( )1n + -ÿ öèôðà ïîñëå
çàïÿòîé ðàâíà 4.

ß.Àëèåâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2073.  Äàíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êàõ P è Q. Ïóñòü C – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îäíîé
èç îêðóæíîñòåé, îòëè÷íàÿ îò P è Q; òî÷êè A è B –
âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CP è CQ ñ äðóãîé
îêðóæíîñòüþ. Íàé-
äèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî öåíòðîâ îïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêîâ ABC.

Ïóñòü 1O  è 2O  – öåí-
òðû äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé, D  – òî÷êà, äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíàÿ C, E – òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ D  îò-
íîñèòåëüíî 2O  (ñì.

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 17

1 Ðåøåíèå çàäà÷è Ì2070 ñì. â ñòàòüå «Âîêðóã øåñòèóãîë üíè-
êà».
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ðèñóíîê). Òîãäà, òàê êàê DP AC^ , à ïðîåêöèåé 2O
íà AC ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà PA, èìååì EA AC^ .
Àíàëîãè÷íî, EB BC^ . Çíà÷èò, öåíòð O îïèñàííîé
îêîëî DABC îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà
CE. Ïîñêîëüêó 1 2O O  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà
CDE , 1 2CO O O=

uuuur uuuuuur
. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûì ÃÌÒ áó-

äåò îêðóæíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç òîé, íà êîòîðîé ëåæèò
òî÷êà C, ïåðåíîñîì íà âåêòîð 1 2O O

uuuuuur
, áåç òî÷åê, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ P è Q.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî 1 2CO O O PQ^P  è

1 2CO OO AB^P , îòêóäà ñëåäóåò äðóãîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ðàâåíñòâà 1 2CO O O=

uuuur uuuuuur
.

À.Çàñëàâñêèé, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2074.  Ïîñåòèòåëü îáõîäèò çàëû ìóçåÿ ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó. Íàõîäÿñü â íåêîòîðîì çàëå, îí âûáè-
ðàåò ñðåäè âñåõ ñîñåäíèõ çàëîâ òîò, êîòîðûé äî
ýòîãî áûë ïîñåùåí èì ìåíüøåå ÷èñëî ðàç, è ïåðåõîäèò
â íåãî (åñëè òàêèõ ñîñåäíèõ çàëîâ íåñêîëüêî, òî îí
ïåðåõîäèò â ëþáîé èç íèõ). Âåðíî ëè, ÷òî ïîñåòèòåëü
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îáîéäåò âñå çàëû? (Èçâåñòíî,
÷òî èç ëþáîãî çàëà ìóçåÿ ìîæíî ïðîéòè â ëþáîé
äðóãîé çàë.)

Îòâåò:  âåðíî.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàëîâ, êîòîðûå îáõîäèò ïîñåòèòåëü. Ïóñòü A – ìíîæå-
ñòâî çàëîâ, â êîòîðûõ ïîñåòèòåëü ïîáûâàë áåñêîíå÷íî å
÷èñëî ðàç (òàê êàê ÷èñëî çàëîâ êîíå÷íî, òî A íåïóñòî),
à B – ìíîæåñòâî çàëîâ, â êîòîðûõ ïîñåòèòåëü ïîáûâàë
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç èëè íå ïîáûâàë âîâñå.
Äîêàæåì ÷òî ìíîæåñòâî B ïóñòî (îòñþäà áóäåò ñëåäî-
âàòü, ÷òî ïîñåòèòåëü ïîáûâàë âî âñåõ çàëàõ, ïðè÷åì
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç). Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãä à
ìîæåì çàôèêñèðîâàòü îäèí èç çàëîâ a AÎ , ó êîòîðîãî
åñòü õîòÿ áû îäèí ñîñåäíèé çàë èç ìíîæåñòâà B. Òàê êàê
B êîíå÷íî, òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà 1t  ïîñåòèòåëü óæå
íå çàéäåò íè ðàçó íè â îäèí èç çàëîâ B; ïóñòü ê ìîìåíòó

1t  â êàæäîì èç çàëîâ ìíîæåñòâà B ïîñåòèòåëü ïîáûâàë
íå áîëåå n ðàç. Ïîñëå ýòîãî â íåêîòîðûé ìîìåíò 2 1t t³
îêàæåòñÿ, ÷òî ïîñåòèòåëü ïîáûâàë â êàæäîì èç çàëîâ
ìíîæåñòâà A áîëåå n ðàç (òàê êàê A êîíå÷íî). Â
íåêîòîðûé ìîìåíò ïîñëå 2t  ïîñåòèòåëü îêàæåòñÿ â çàëå
a. Äàëåå îí äîëæåí âûáðàòü äëÿ ïîñåùåíèÿ ñîñåäíèé
çàë èç B (òàê êàê â çàëàõ èç B îí ê ýòîìó ìîìåíòó
ïîáûâàë íå áîëåå n ðàç, à â çàëàõ èç A – áîëåå n ðàç)
– ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñ ìîìåíòà 1t  ïîñåòèòåëü
íå çàõîäèò â çàëû ìíîæåñòâà B.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2075.  Êàæäîå ðåáðî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ïà-
ðàëëåëüíî ïåðåíåñëè íà âåêòîð òàê, ÷òî ðåáðà îáðà-
çîâàëè êàðêàñ íîâîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Îáÿ-
çàòåëüíî ëè îí ðàâåí èñõîäíîìó?

Îòâåò:  íåò, íå îáÿçàòåëüíî.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâèëüíûé èêîñàýäð. Ïÿòü
åãî ãðàíåé, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó, ÿâëÿþòñÿ áîêî-
âûìè ãðàíÿìè ïðàâèëüíîé ïÿòèóãîëüíîé ïèðàìèäû.
Öåíòðû ýòèõ ãðàíåé îáðàçóþò ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëü-
íèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì îñíîâà-
íèÿ ïèðàìèäû. Ïîýòîìó ðåáðà èêîñàýäðà ïàðàëëåëüíû

ðåáðàì äîäåêàýäðà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè åãî ãðà-
íåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñÿ ðåáðà èêî-
ñàýäðà, ìîæíî ïîëó÷èòü äîäåêàýäð.

À.Çàñëàâñêèé

Ì2076.  Íàéäèòå âñå ôóíêöèè :f ®R R , óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ïðè âñåõ x 0¹  è y ðàâåíñòâó

( ) ( ) y
xf y yf x f

x
æ ö- = ç ÷è ø.

Îòâåò:  ( )
1

, 0, ,

0, 0.

c x x c
f x x

x

ì æ ö- ¹ Îï ç ÷è ø= í
ï =î

R

Ðàññìîòðèì èñõîäíîå óðàâíåíèå

( ) ( ) y
xf y yf x f

x
æ ö- = ç ÷è ø

.                (1)

Ïîëîæèì â (1) õ = 2, ó = 0, ïîëó÷èì ( )0 0f = .
Ïîëîæèì â (1) õ = ó = 1, ïîëó÷èì ( )1 0f = .
Ïîëîæèì â (1) ó = 1, ïîëó÷èì

( )1
f f x

x
æ ö= -ç ÷è ø .                      (2)

Ïîëîæèì â (1) 
1

y
x

= . Òîãäà, ñ ó÷åòîì (2), ïîëó÷èì

( ) 2

1 1 1
xf f x f

x x x
æ ö æ ö- =ç ÷ ç ÷è ø è ø,

( ) ( ) ( )21
xf x f x f x

x
- - = - ,

( ) ( )2 1
f x x f x

x
æ ö= +ç ÷è ø .                 (3)

Çàìåíèì â (1) õ íà 2x  è ó íà 2y :

( ) ( )
2

2 2 2 2 y
x f y y f x f

x

æ öæ ö- = ç ÷ç ÷è øè ø
,

èëè, ñ ó÷åòîì (3):

( ) ( )2 21 1 y x y
x y f y y x f x f

y x x y x

æ ö æ öæ ö æ ö+ - + = +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è øè ø è ø . (4)

Âû÷òåì èç (4) óðàâíåíèå (1), óìíîæåííîå íà 
y x
x y

æ ö
+ç ÷è ø,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ õ è ó, îòëè÷íûõ îò íóëÿ:

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 0y x f y x y f x- - - = .         (5)

Ïîëîæèì â (5) õ = 2, ó = –1, ïîëó÷èì ( )1 0f - = .
Äëÿ õ, ó, îòëè÷íûõ îò 0, 1 è –1, â (5) «ðàçäåëèì
ïåðåìåííûå»:

( ) ( )
1 1

f x f y

x y
x y

=
- -

.

Ëåâàÿ ñòîðîíà íå çàâèñèò îò ó, à ïðàâàÿ – îò õ, ïîýòîìó
( )

1
f x

c
x

x

=
-

,  ãäå  c Î R ,  ò.å.  ( ) 1
f x c x

x
æ ö= -ç ÷è ø

  äëÿ  õ,

îòëè÷íûõ îò 0, 1 è –1. Âèäíî, ÷òî ýòà æå ôîðìóëà âå ðíà
è äëÿ õ = 1 è õ = –1.



Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî íàéäåííûå ôóíêöèè óäîâ-
ëåòâîðÿþò íàøåìó óðàâíåíèþ.

Ý.Òóðêåâè÷

M2077.  Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k,
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â ëþáîé òàáëèöå
n n´ , çàïîëíåííîé äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ìîæ-
íî óâåëè÷èòü íå áîëåå k ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû
÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñòàëè ðàâíûìè.

Îòâåò:  2n – 2.
Ïîêàæåì, êàê â òàáëèöå ìîæíî óðàâíÿòü ñóììû ÷èñåë
âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, ñäåëàâ íå áîëåå ÷åì 2 n – 2
îïåðàöèé óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà â îäíîé èç êëåòîê. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ñòðîêè â òàáëèöå
èäóò ñâåðõó âíèç â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñóìì:

1 2 nr r r³ ³ ³K ; à ñòîëáöû èäóò ñëåâà íàïðàâî â ïîðÿä-
êå óáûâàíèÿ ñóìì: 1 2 nc c c³ ³ ³K . Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 1 1A c r= ³ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå
k îïåðàöèé ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ íå âîçðàñòàþò
ñâåðõó âíèç, à ñóììû ÷èñåë â ñòîëáöàõ íå âîçðàñòàþò
ñëåâà íàïðàâî, ïðè÷åì â s ïåðâûõ ñòðîêàõ è t  ïåðâûõ
ñòîëáöàõ ñóììû ðàâíû A, ãäå 1s t k+ ³ + , à â îñòàëü-
íûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñóììû ñòðîãî ìåíüøå A, ò.å.

1 2 1s s nA r r r r r+= = = = > ³ ³K K  è 1 2A c c= = =K
1t t nc c c+= > ³ ³K K . (Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 ýòî

óñëîâèå  âûïîëíåíî.)  Ðàâåíñòâî  s = n  ìîæåò
ïîÿâèòüñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî ñ ðàâåíñòâîì t = n
(èíà÷å 1 1n nc c r r+ + ¹ + +K K ), è â òàêîì ñëó÷àå

1 1n nc c r r A= = = = = =K K , ò.å. ïðîöåññ çàêîí÷åí.
Èíà÷å 2 2s t n+ £ -  (à çíà÷èò, 2 3k n£ - ), è íà
( k + 1)-é îïåðàöèè óâåëè÷èì ÷èñëî â êëåòêå íà ïåðåñå-
÷åíèè ( s + 1)-é ñòðîêè è ( t  + 1)-ãî ñòîëáöà íà ìåíüøåå
èç ÷èñåë 1sA r +- , 1tA c +- . Â ðåçóëüòàòå õîòÿ áû îäíà
èç ñóìì 1sr + , 1tc +  ñòàíåò ðàâíîé A, è ïîñëå ( k + 1)
îïåðàöèé âñå íóæíûå ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû.
Ïðîäîëæèâ ïðîöåññ, ïîëó÷èì, ÷òî íå áîëåå ÷åì ÷åðåç
2n – 2 îïåðàöèè âñå ñóììû áóäóò ðàâíû A.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ òàáëèöû, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîé
ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ÷èñëà – íóëè, â êàæäîé è ç
ñòðîê, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé, ìû äîëæíû óâåëè÷èòü
íå ìåíåå äâóõ ÷èñåë (èòîãî íóæíî ñäåëàòü íå ìåíåå
2n – 2 îïåðàöèé). Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé âñå
ñóììû ñòàëè ðàâíû A; òîãäà A n³ , òàê êàê n –
íà÷àëüíàÿ ñóììà â ïåðâîé ñòðîêå. Â i -é ñòðîêå ( 2i ³ )
õîòÿ áû îäíî ÷èñëî óâåëè÷èëîñü, èíà÷å 0ir A= <  –
ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå â i -é ñòðîêå ( 2i ³ ) óâåëè÷è-
ëîñü ðîâíî îäíî ÷èñëî èç j -ãî ñòîëáöà, òî ñóììà ir
îñòàíåòñÿ ìåíüøå 1j jc r³ +  – ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìå÷àíèå . Îòìåòèì ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ çàäà-
÷è íà ÿçûêå ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ «ïî÷òè ëþáîé» òàáëèöû ïîòðåáó-
åòñÿ íå ìåíåå 2 n – 2 îïåðàöèé óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà.
Êàæäîé òàáëèöå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ñòðî-
êó l  äëèíû 2 n, â êîòîðîé çàïèøåì ïî ïîðÿäêó ñóììû
÷èñåë â ñòðîêàõ è â ñòîëáöàõ: ( )1 2 1 2, , , , , , ,n nl r r r c c c= K K .
Ñòðîêà l  ëåæèò â (2n – 1)-ìåðíîì ëèíåéíîì ïîäïðîñ-
òðàíñòâå U  ïðîñòðàíñòâà âñåõ ñòðîê, çàäàííîì ðàâåí-

ñòâîì 
1 1

n n

i j
i j

r c
= =

=å å . (Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþ-

áîé ñòðîêè èç U  íàéäåòñÿ òàáëèöà, êîòîðîé ýòà ñòðîêà

ñîîòâåòñòâóåò.) Ïðèáàâëåíèå ÷èñëà ijl  ê ÷èñëó òàáëè-
öû, íàõîäÿùåìóñÿ â i -é ñòðîêå è j -ì ñòîëáöå, ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèáàâëåíèþ ê ñòðîêå l  ñòðîêè ijv UÎ , óìíî-
æåííîé íà ijl , ãäå ijv  – ýòî ñòðîêà, â êîòîðîé i -é è
( n + j )-é ýëåìåíòû ðàâíû 1, à îñòàëüíûå ðàâíû 0.
Òàêèìè ïðèáàâëåíèåì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñòðîêó

v Ul Î , ãäå ( )1,1, ,1v = K . Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòðîêà l
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ij ijl v vl l= - å . ßñíî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-
ñòâà áóäåò çàâåäîìî íå ìåíåå (2 n – 1) ñëàãàåìûõ
(ò.å. îïåðàöèé ïðèáàâëåíèÿ íå ìåíåå 2 n – 2), åñëè
ñòðîêà l  íå ëåæèò íè â îäíîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ,
ïîðîæäåííûõ 2 n – 2 âåêòîðàìè-ñòðîêàìè èç ìíîæåñòâà
{ }11 12, , , , nnv v v vK . Íî òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ êîíå÷íîå
÷èñëî, è êàæäîå èç íèõ – ðàçìåðíîñòè íå âûøå 2 n – 2.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M2078.  Òî÷êè , ,A B C¢ ¢ ¢ – îñíîâàíèÿ âûñîò îñòðî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
B è ðàäèóñîì BB ¢ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ A C¢ ¢ â òî÷êàõ
K è L (K è A íàõî-
äÿòñÿ ïî îäíó ñòîðî-
íó îò ïðÿìîé BB ¢).
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ AK è CL ëåæèò
íà ïðÿìîé BO, ãäå O
– öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC.

Â ðåøåíèè èñïîëüçó-
þòñÿ ñëåäóþùèå èç-
âåñòíûå ñâîéñòâà, ñâÿ-
çàííûå ñ îðòîöåíòðîì
(ñì. ðèñóíîê): òðåóãîëüíèêè ABC, AB C¢ ¢, A BC¢ ¢ è
A B C¢ ¢  ïîäîáíû; îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà A B C¢ ¢ ¢.
Ïîñêîëüêó B C C A C CÐ = Ð¢ ¢ ¢ ¢, òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ
B¢ îòíîñèòåëüíî AB, ëåæèò íà ïðÿìîé A C¢ ¢, ò.å.
ñîâïàäàåò ñ K . Àíàëîãè÷íî B¢ è L  ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî BC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AKCÐ =¢

AB C CB A CLA= Ð = Ð = Ð¢ ¢ ¢ ¢ ¢, ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
AK  è CL  ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó KL . Òàê êàê   BK BB BL= =¢ , ýòîò ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ñîâïàäàåò  ñ  áèññåêòðèñîé  óãëà
KBL ,  êîòîðàÿ â  ñèëó ðàâåíñòâà OBA B BCÐ = Ð =¢

90 C= ° - Ð  ïðîõîäèò ÷åðåç O.
Â.Ïðîòàñîâ

M2079.  Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ òðîéêà ïîïàðíî âçàèì-
íî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, z, áîëüøèõ 1010 ,
÷òî 8 8 8x y z+ +  äåëèòñÿ íà 4 4 4x y z+ + ?

Îòâåò:  ñóùåñòâóåò.
Ïîäáåðåì òàêèå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå 2a x= ,

2b y= , 2c z= , ÷òî 4 4 4a b c+ +  äåëèòñÿ íà 2 2 2a b c+ + .
Èç ðàâåíñòâà

( )( ) ( )( )4 4 4 2 2 2 2 2 2a b c a b c a b c+ + = + + - + +

+ ( )4 4 2 22 b c b c+ +
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ñëåäóåò, ÷òî 4 4 4a b c+ +  äåëèòñÿ íà 2 2 2a b c+ +  â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ( )4 4 2 22 b c b c+ +  äåëèòñÿ íà

2 2 2a b c+ + . Çàìåòèì, ÷òî ( )4 4 2 22 b c b c+ +  äåëèòñÿ íà

( )2 22 b c bc+ +  (ïîñêîëüêó (4 4 2 2 2 2b c b c b c b+ + = + +

)( )2 2bc b c bc+ + - ). Ïîýòîìó óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè
2 2 2 2a b c bc= + + , ò.å. äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü a = b + c .

Ñîîòâåòñòâåííî, â êà÷åñòâå èñêîìîé òðîéêè x, y, z
ìîæíî âçÿòü ïèôàãîðîâó òðîéêó ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ áîëüøå 1010 .
Çàìå÷àíèå . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îòâåò â çàäà÷å íå
èçìåíèòñÿ, åñëè äåëèìîñòü 8 8 8 4 4 4x y z x y z+ + + +M

çàìåíèòü íà 32 32 32 8 8 8x y z x y z+ + + +M . Àâòîðó íåèç-
âåñòíî, èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè äåëèìîñòü

8 8 8 4 4 4x y z x y z+ + + +M  çàìåíèòü íà 16 16x y+ +
16 8 8 8z x y z+ + +M .

Â.Ñåíäåðîâ

M2080 *. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ { }ne
r

 íà ïëîñ-
êîñòè çàäàíà óñëîâèÿìè: ( )1 ;e 0 1=

r
, ( )2 ;e 1 0=

r
,

2 1n n ne e e+ += +
r r r

 ïðè n 1³ . Îòëîæèì îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò âñå âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììàìè íåñêîëüêèõ
ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }ne

r
.

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîíöîâ îòëîæåííûõ âåê-
òîðîâ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè, ëåæàùèõ âíóòðè íåêîòîðîé
ïîëîñû ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè (êðîìå òî÷êè
(0; 0)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V  ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ âåêòî-
ðîâ íà ïëîñêîñòè ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè. Ïóñòü M  – ìíîæåñòâî îòëîæåííûõ âåêòîðîâ.
Äîñòàòî÷íî óêàçàòü âåêòîð v

r
 è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

a b<  òàêèå, ÷òî M  ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ âåêòîðîâ
x VÎ
r

, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ( ),x va b< <
r r

 (çäåñü
è äàëåå ( ),x y

r r
 îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ x
r

 è y
r

).

Ïóñòü 
1 5

2
j

-
= , 

1 5
2

y
+

= . Ïîëîæèì 1 2v e ej= +
r r r

,

1 2u e ey= +
r r r

. Îòìåòèì, ÷òî ýòè âåêòîðû ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû: ( ), 1 0v u yj= + =
r r

.
Çàìåòèì, ÷òî

( ) ( )2 2 1 1
1 2

1 1

5 5
n n n n

ne e ey j y j- - - -= - + - =
r r r

= 2 21 1
5 5

n nu vy j- --
r r

.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé èí-
äóêöèåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( ) 2 1,
,

5
n n

n
v v

e v j j- -= - =
r r

r r
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x MÎ
r

, 
1 ki ix e e= + +

r r r
K ,

ïîëó÷àåì ( ) 1 11, kiix v j j --= + +
r r

K . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0j <

è 2 1j j= + , ïîëó÷àåì, ÷òî

( )1 3 5
21 ,

1
x v

j
j j j

j
- = = + + + < <

-

r r
K

< 
0 2 4

2

1
1

1
j j j j

j
+ + + = = -

-
K .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x MÎ
r

 âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ

( )1 , 1x v j- < < -
r r

, x VÎ
r

.               (1)
Îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: èç (1) ñëåä ó-
åò x MÎ

r
.

Ëåììà.  Ïóñòü âåêòîð  ( );x a b V= Î
r

, 1 1a bj j- < + < - .
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå 1 20 ki i i£ < < <K , ÷òî

1 kiia bj j j+ = + +K .
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.  Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Äëÿ
êàæäîãî k Î N  îáîçíà÷èì ÷åðåç kC  ìíîæåñòâî òàêèõ
óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë ( 1, , ki iK ) (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), ÷òî

1 kiia bj j j+ = + +K . Çàìåòèì, ÷òî a bC +  íåïóñòî:

{(0, ,0, 1, ,1) a b
ba

C +ÎK K123 . Ïóñòü k – íàèìåíüøåå ÷èñëî òà-

êîå, ÷òî kC  íåïóñòî.

Ïîëîæèì ( ){ }1 1 2 1min | , , : , ,k k kj i i i i i C= $ ÎK K ; äëÿ
t  = 2, …, k ïîëîæèì

 ( ){ }1 1 1 1min | , , : , , , , , ,t t t k t t t k kj i i i j j i i i C+ - += $ ÎK K K .

Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ( )1, , k kj j CÎK . ßñíî, ÷òî

1 2 kj j j£ £ £K . Åñëè 1 2 kj j j< < <K , òî òðåáóåìîå

ïðåäñòàâëåíèå åñòü 1 kjja bj j j+ = + +K . Çíà÷èò,

1t tj j +=  ïðè íåêîòîðîì t .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2tj ³ . Çàìåòèì, ÷òî 2 32 1j j= + ;
ïîýòîìó, ïîìåíÿâ â íàáîðå ( nj ) ÷èñëà tj  è 1tj +  íà

2tj -  è 1tj + , ìû ïîëó÷èì íàáîð ( 1 1, , , 2,t tj j j j- -K

)11, , ,t t k kj j j C++ ÎK , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó tj .
Ïîýòîìó 0kj =  èëè 1tj = .
Ïóñòü 0tj = , òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü t  = 1. Åñëè 1sj =
ïðè íåêîòîðîì s, òî ïîìåíÿåì â íàáîðå ( nj ) ÷èñëà

1 0j =  è 1sj =  íà îäíî ÷èñëî 2; ìû ïîëó÷èì íàáîð,
ïðèíàäëåæàùèé 1kC - , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó k.
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî s íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó â
ñóììå

1 2 kjj ja bj j j j+ = + + +K              (2)

ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå
1 2 2j jj j+ = , à ñóììà îòðèöàòåëüíûõ áîëüøå, ÷åì

3
3 5 7 2
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j
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-
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22 1j j> - = - , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.
Çíà÷èò, 1tj = . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî 0sj ¹  (èíà÷å ìîæíî ïîìåíÿòü 0 è 1 íà 2)
è 2sj ¹  (èíà÷å ìîæíî ïîìåíÿòü 1 è 2 íà 3) ïðè âñåõ
s; â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t  = 1. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì, ÷òî â ñóììå (2) ñóììà îòðèöàòåëüíûõ ñëàãà -
åìûõ íå áîëüøå 1 2 2j jj j j+ = , à ñóììà ïîëîæèòåëü-

íûõ ñëàãàåìûõ ìåíüøå, ÷åì 4 6 3j j j+ + = -K . Îòñþ-



Ô2088.  Àâòîìîáèëü «Æèãóëè» ñàìîé ïåðâîé ìîäåëè
åäåò ïî îãðîìíîé ãîðèçîíòàëüíîé àñôàëüòîâîé ïëî-
ùàäè, îïèñûâàÿ êðóã ðàäèóñîì 200 ì. Åãî ñêîðîñòü
ñîñòàâëÿåò ïðè ýòîì 20 ì/ñ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ìåæäó àñôàëüòîì è øèíàìè
àâòîìîáèëÿ òàêîå äâèæåíèå âîçìîæíî? Ïðåäñòà-
âèì ñåáå, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðîâíî âäâîå
áîëüøå ýòîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Çà êàêîå âðå-
ìÿ àâòîìîáèëü ñìîæåò óâåëè÷èòü ñâîþ ñêîðîñòü äî
20,5 ì/ñ, íå ïðåêðàùàÿ äâèæåíèÿ ïî êðóãó? Öåíòð
òÿæåñòè àâòîìîáèëÿ íàõîäèòñÿ íà åãî îñè ñèììåò-
ðèè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïåðåäíåé è çàäíåé
îñåé.

Óïîìÿíóòûé àâòîìîáèëü èìååò ñèëîâîé ïðèâîä íà
çàäíèå êîëåñà, ïåðåäíèå æå êîëåñà – «îïîðíûå» è
«ïîâîðîòíûå», ò.å. ïðè ïîâîðîòå ïåðåäíèõ êîëåñ âîç-
íèêàåò ñèëà òðåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî
äâèæåíèþ. Ïðè âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ m
«ðàçãîíÿþùàÿ» ñèëà òðåíèÿ íå ïðåâûøàåò 0,5 mMg ,
òàêîé æå áóäåò ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà «ïîâîðà÷èâàþ-
ùåé» ñèëû òðåíèÿ – â ñëó÷àå óïîìÿíóòîãî â çàäà÷å
ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè àâòîìîáèëÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
ýòî íå ñîâñåì âåðíîå óòâåðæäåíèå – ïðî 0,5 Mg , íî åñëè
öåíòð òÿæåñòè ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííûì ñîâñåì íèçêî,
òî ïîïðàâêà íåâåëèêà. Ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì 200 ì ñî ñêîðîñòüþ 20 ì/ñ íîðìàëüíîå
(öåíòðîñòðåìèòåëüíîå) óñêîðåíèå àâòîìîáèëÿ ðàâíî

( )2 2 220 200 ì ñ 2 ì ñ= , ÷òî âîçìîæíî ïðè ìèíèìàëü-
íîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ (â ïåðåäíèõ êîëå-
ñàõ) ìèí 0,4m = .
Åñëè òåïåðü óâåëè÷èòü âäâîå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, òî
«ðàçãîíÿþùàÿ» ñèëà òðåíèÿ (çàäíèå êîëåñà) ìîæåò
ñîñòàâèòü 0,4Mg , à «êàñàòåëüíàÿ» (òàíãåíöèàëüíàÿ)
ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ ìîæåò äîõîäèòü äî

20,4 4 ì ñg = . Òîãäà óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè íà 0,5 ì/ñ
ìîæåò ïðîèçîéòè çà âðåìÿ (0,5/4) ñ = 0,125 ñ.

À.Ïîâòîðîâ

Ô2089.  Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå íàõîäèò-
ñÿ áðóñîê êóáè÷åñêîé ôîðìû ìàññîé 2 êã. Íà åãî
âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ëåæèò âòîðîé áðóñîê, åãî ìàñ-
ñà 1 êã. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿ-
ìè áðóñêîâ ñîñòàâëÿåò 0,7. Áîëüøîé áðóñîê òÿíóò
âëåâî ãîðèçîíòàëüíîé ñèëîé 6 Í, ìàëûé – âïðàâî
ãîðèçîíòàëüíîé ñèëîé 3 Í (ýòè äâå ñèëû íàïðàâëå-

íû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû!). Íàéäèòå óñêîðå-
íèÿ áðóñêîâ.

Åñëè òðåíèå äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû íå äîïóñòèòü
ïðîñêàëüçûâàíèÿ òåë îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, òî èõ
óñêîðåíèÿ áóäóò îäèíàêîâû è ñîñòàâÿò

2
0

6 H 3 H
1 ì ñ

2 êã + 1 êã
F f

a
M m

--
= = =

+
.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèì ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ m, îïðåäåëÿåìûé èç ñîîòíîøåíèÿ

0F mg Mam- = ,

îòêóäà
0 0,4

F Ma
mg

m
-

= = .

Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ åùå áîëüøå,
ñëåäîâàòåëüíî, îáà òåëà äåéñòâèòåëüíî åäóò âìåñòå è
èìåþò óñêîðåíèÿ 21 ì ñ , íàïðàâëåííûå âëåâî.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2090.  Ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ òåï-
ëîïðîâîäÿùèìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííûé àðãîíîì ïëîò-
íîñòüþ 3 1,7 êã ìr = , çàêðûò ïîäâèæíûì ïîðøíåì è
íàõîäèòñÿ â êîìíàòå (ñì. ðèñóíîê). Ïëîùàäü ïîðøíÿ

2S 400 ñì= , ðàññòîÿíèå
îò êðàÿ öèëèíäðà äî
ïîðøíÿ h = 50 ñì. Â ñîñó-
äå êî äíó íà íèòè ïðè-
êðåïëåí øàð îáúåìîì

3
øV = 1000 ñì , ñäåëàí-

íûé èç òîíêîãî íåðàñòÿ-
æèìîãî è òåïëîïðîâîäÿ-
ùåãî ìàòåðèàëà è çàïîë-
íåííûé ãåëèåì. Ìàññà øàðà ñ ãåëèåì m = 1,2 ã. Ïîñëå
òîãî êàê ïðîòîïèëè ïå÷ü è âîçäóõ â êîìíàòå ïðîãðåë-
ñÿ, ïîðøåíü ïåðåìåñòèëñÿ íà ðàññòîÿíèå h 3 ñìD = .
Íàéäèòå èçìåíåíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè, óäåðæè-
âàþùåé øàð.

Ïðè ïåðåäâèæåíèè ïîðøíÿ îáúåì àðãîíà èçìåíèëñÿ îò
çíà÷åíèÿ øV Sh V= -  äî çíà÷åíèÿ V S hD+ , óâåëè-

÷èâøèñü â 
V S h

V
D+

 ðàç. Âî ñòîëüêî æå ðàç óìåíüøè-

ëàñü ïëîòíîñòü àðãîíà è â êîíöå ïðîöåññà ñòàëà ðàâí îé
V

V S h
r

D+
. Ñëåäîâàòåëüíî, âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, äåé-

ñòâóþùàÿ íà øàð, óìåíüøèëàñü íà âåëè÷èíó

ø
V

F gV
V S h

D r r
D

æ ö= - =ç ÷è ø+

= ( )ø ø
ø

S h S h
gV gV

V S h S h h V
D D

r r
D D

=
+ + -

.

Íà òàêóþ æå âåëè÷èíó óìåíüøèëàñü è ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè, óäåðæèâàþùåé øàð. Ïîýòîìó èçìåíåíèå ýòîé
ñèëû áóäåò ðàâíî

( )
3

ø
ø

1,0 10  Í
S h

N gV
S h h V

D
D r

D
-= - » - ×

+ -
,

äà 32 1a bj j j+ < - = - , ÷òî îïÿòü æå ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèÿì.
Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì ðåøåíèå çàäà÷è. Åñëè âåêòîð x

r  ñ êîîðäèíà-
òàìè ( a;  b) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1), òî îí óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Òîãäà, ïîëîæèâ

1 1 1ki iy e e M+ += + + Î
r r r

K ,  ï îëó÷àåì ( ) 1, iy v j= +
r r

K

( ),ki x vj+ =
r r

K , îòêóäà ( ), 0x y v- =
r r r

. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, íåíóëåâîé âåêòîð ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè íå ìîæåò
áûòü ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó v

r
, îòíîøåíèå êîîðäè-

íàò êîòîðîãî èððàöèîíàëüíî. Ïîýòîìó x y M= Î
r r

, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

È.Áîãäàíîâ, È.Ïóøêàðåâ
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Ê Â À Í T $ 2 0 0 8 / ¹ 422
åñëè òîëüêî îíî íå ïðåâûñèò ïî âåëè÷èíå íà÷àëüíóþ
ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè, ò.å. åñëè øàð â êîíöå íàãðåâàí èÿ
íå ëÿæåò íà äíî öèëèíäðà. Ïðîâåðèì ýòî. Âíà÷àëå ñèë à
íàòÿæåíèÿ íèòè áûëà ðàâíà ðàçíîñòè ñèëû Àðõèìåäà
è âåñà øàðà ñ ãåëèåì:

( ) 3
ø 5 10  HN V m g Nr D-= - = × > .

Çíà÷èò, íèòü â êîíöå îñòàíåòñÿ íàòÿíóòîé, è íàø îòâ åò
ñïðàâåäëèâ.

Å.Ïðîñòîìîëîòîâà

Ô2091.  Òðè îäèíàêîâûå áàòàðåéêè íàïðÿæåíèåì
1,5 Â êàæäàÿ âíà÷àëå íå ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì.
Çàòåì ìåæäó êàæäûì âûâîäîì áàòàðåéêè è êàæäûì
èç ïÿòè îñòàâøèõñÿ âûâîäîâ ïîäêëþ÷àþò ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì 1000 Îì. Ñêîëüêî âñåãî ïîëó÷èòñÿ
ðåçèñòîðîâ? Êàêîé òîê ïðè ýòîì áóäåò òå÷ü ÷åðåç
êàæäóþ èç áàòàðååê?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âñå-òàêè íàðèñîâàëè ýòó ñëîæ-
íóþ ñõåìó. Ïóñòü ïîòåíöèàë îòðèöàòåëüíîãî âûâîäà
ïåðâîé áàòàðåéêè ðàâåí íóëþ. Òîãäà, â ñèëó ïîëíîé
ñèììåòðèè ñõåìû, ïîòåíöèàëû îòðèöàòåëüíûõ âûâî-
äîâ îñòàëüíûõ äâóõ áàòàðååê òîæå íóëåâûå (âìåñòî
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ôèêñèðîâàí-
íîå ÷èñëî, ðàññóæäåíèÿ îò ýòîãî ñîâåðøåííî íå èçìå-
íÿòñÿ), à âñå ïîëîæèòåëüíûå âûâîäû áàòàðååê áóäóò
èìåòü ïîòåíöèàëû +1,5 Â. Âñå ðåçèñòîðû âêëþ÷åíû â
ñõåìó, íî òîêè òåêóò òîëüêî ÷åðåç òå, ïîòåíöèàëû
êîíöîâ êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Òàêèõ
ðåçèñòîðîâ â ñõåìå ðîâíî 9 øòóê, è ÷åðåç êàæäûé
òå÷åò òîê 1,5 Â/1000 Îì = 0,0015 À = 1,5 ìÀ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ áàòàðåéêó ïðè ýòîì
òå÷åò òîê 4,5 ìÀ.
Êñòàòè, ðåçèñòîðîâ â ñõåìå âñåãî 27 øòóê.

À.Ïðîñòîâ

Ô2092.  Øêîëüíèê èññëåäóåò ðåçîíàíñ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå, èñïîëüçóÿ ãåíåðà-
òîð çâóêîâîé ÷àñòîòû è âûñîêîîìíûé âîëüòìåòð
ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Êîíäåíñàòîð èìååò åì-
êîñòü 0,5 ìêÔ, èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè ðàâíà
0,1 Ãí. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà, êîòîðûì íàìîòàíà
êàòóøêà, ñîñòàâëÿåò 50 Îì. Âîëüòìåòð ïîäêëþ÷à-
þò ïàðàëëåëüíî êîíäåíñàòîðó è èçìåíÿþò ÷àñòîòó
ãåíåðàòîðà. Íà êàêîé ÷àñòîòå ïîêàçàíèÿ âîëüòìåò-
ðà áóäóò ìàêñèìàëüíûìè? Íà êàêîé ÷àñòîòå âîëüò-
ìåòð ïîêàæåò ìàêñèìóì, åñëè ïîäêëþ÷èòü åãî ê
âûâîäàì êàòóøêè?

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåñòàâëåíèåì òîêîâ è íàïðÿæåíèé â
öåïè ïåðåìåííîãî òîêà â âèäå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â
ýòîì ñëó÷àå åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå êîíäåíñàòîðà íà

÷àñòîòå w  ñîñòàâëÿåò 
1

CX
i Cw

= , èíäóêòèâíîå ñîïðî-

òèâëåíèå èäåàëüíîé êàòóøêè ðàâíî LX i Lw=  è ïîëíîå
ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà ñ ó÷åòîì àêòèâíîãî ñîïðîòèâëå -
íèÿ êàòóøêè R ñîñòàâëÿåò C LZ X X R= + + . Òîê â
öåïè ðàâåí I = U/Z , à âîëüòìåòð, ïîäêëþ÷åííûé
ïàðàëëåëüíî êîíäåíñàòîðó, ïîêàçûâàåò

1 1C
L C C

U
U IX

X X R X
= = =

+ + 21

U

LC Ri Cw w- +
.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ìîäóëþ ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû ïîêà-
çàíèÿ âîëüòìåòðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) ( )
1 2 221

U
U

LC R Cw w
=

- +
.

Ïðîùå èññëåäîâàòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ íà ìèíèìóì,
ïîïóòíî èçáàâèâøèñü îò êîðíÿ êâàäðàòíîãî è ïîñòîÿí-
íîãî ìíîæèòåëÿ. Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå ÷àñòîòû, ïð è

êîòîðîì ôóíêöèÿ ( ) ( )
2 221 LC R Cw w- +  èìååò ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì ÷àñòîòà ýòà äîëæíà áûòü
íåìíîãî íèæå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû èäåàëüíîãî êîíòó-
ðà

1
0

1
4472 c

LC
w -= » .

Ïî÷åìó íèæå? Òîê â öåïè ìàêñèìàëåí íà «èäåàëüíîé»
÷àñòîòå, íà êîòîðîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîíòóðà
åìêîñòíîå è èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ òî÷íî êîìïåí-
ñèðóþò äðóã äðóãà, à íàïðÿæåíèå âîëüòìåòðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòîãî òîêà íà åìêîñòíîå ñîïðî-
òèâëåíèå êîíäåíñàòîðà, óáûâàþùåå ñ ðîñòîì ÷àñòîòû.
Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ íàøåé ôóíêöèè ïî ÷àñòîòå,
ïðèðàâíÿåì åå íóëþ è ïîëó÷èì çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòû 1w :

( )22 2 2 2
1 1

1

1
0

d LC R C

d

w w

w

æ ö- +è ø
= ,

îòêóäà

0
1 2

1
2

R C
L

w
w =

+

.

Ýòà ÷àñòîòà ïðèìåðíî â 1,006 ðàç ìåíüøå ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòû êîíòóðà áåç ïîòåðü.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò äëÿ âîëüò-
ìåòðà, ïîäêëþ÷åííîãî ïàðàëëåëüíî ê êàòóøêå (òî÷íåå
– ê êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè, ñîåäèíåííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñ ðåçèñòîðîì ñîïðîòèâëåíèåì R; ñîãëàñíî óñëî-
âèþ çàäà÷è, ýòîò ðåçèñòîð íàõîäèòñÿ «âíóòðè» êàòóø-
êè»). Â ýòîì ñëó÷àå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ÷óòü áîëüøå
÷àñòîòû 0w  – ïðàêòè÷åñêè â òå æå 1,006 ðàç.
Èíòåðåñíî óïîìÿíóòü, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè îáû÷íîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíòóðà ñ ïîòåðÿìè
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðåçîíàíñ áóäåò èìåííî íà ïîíèæåííîé
÷àñòîòå. Ýòî íåäîðàçóìåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî òàêîå
óðàâíåíèå ïèøåòñÿ äëÿ âåëè÷èíû q – çàðÿäà êîíäåíñà-
òîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó èç ðàññìîòðåííûõ
íàìè ñëó÷àåâ (âîëüòìåòð ïðè ýòîì ïîêàçûâàåò íàïðÿ-
æåíèå U = q/C ).

À.Çèëüáåðìàí
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Âîêðóã øåñòèóãîëüíèêà

Â ýòîé íåáîëüøîé çàìåòêå ìû ðåøèì çàäà÷ó Ì2070
(óñëîâèå åå íàïîìíèì ÷óòü ïîçæå) è çàîäíî ïîçíàêî-
ìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè çàìå÷àòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
òåîðåìàìè.

Ñíà÷àëà çàïàñåìñÿ äâóìÿ ïî÷òè î÷åâèäíûìè, íî
î÷åíü ïîëåçíûìè óòâåðæäåíèÿìè (äîêàæèòå èõ), êîòî-
ðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

1) Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD  ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå Î . Òîãäà îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíè-
êîâ ABC è ADC  ðàâíî îòíîøåíèþ îòðåçêîâ ÂÎ  è DO .

2) Åñëè ó òðåóãîëüíèêîâ ABC è A B C¢ ¢ ¢ óãëû À è A¢
ðàâíû èëè â ñóììå äàþò 180 °, òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé

ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî 
AB AC

A B A C
×
×¢ ¢ ¢ ¢

.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå èçâåñòíàÿ
Òåîðåìà Ïàïïà.  Íà êàæäîé èç äâóõ ïðÿìûõ l è l ¢

âîçüìåì ïî òðè òî÷êè: À, Â
è Ñ íà l è A¢, B¢ è C¢ íà l ¢
(ðèñ.1). Òîãäà òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB¢ è A B¢ ,
CA¢ è C A¢ , BC ¢ è B C¢
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Íàïîìíèì òåïåðü óñëîâèå
çàäà÷è Ì2070 (íàçîâåì åå
òåîðåìîé î øåñòèóãîëüíè-
êå).

Òåîðåìà î øåñòèóãîëüíè-
êå. Ãëàâíûå äèàãîíàëè øåñ-

òèóãîëüíèêà, ëåæàùåãî â ïåðåñå÷åíèè òðåóãîëüíèêîâ
1 3 5P P P  è 2 4 6P P P  (ðèñ.2), ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1 3 5 2 4 6

135 246

S S S S S S

S S

× × × ×
= ,

ãäå iS  – ïëîùàäü ìà-
ëåíüêîãî òðåóãîëüíè-
êà ñ âåðøèíîé iP ,
ïðèìûêàþùåãî ê
øåñòèóãîëüíèêó, à

135S  è 246S  – ïëîùà-
äè òðåóãîëüíèêîâ

1 3 5P P P  è 2 4 6P P P  ñî-
îòâåòñòâåííî .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü À, Â, Ñ, D , Å è
F – âåðøèíû øåñòè-
óãîëüíèêà (ðèñ.3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CF, AD
è BE îáðàçóþò òðåóãîëüíèê 1 2OO O , ïðè÷åì òî÷êà Î
ëåæèò âûøå AD .

Ïî òåîðåìå Ïàïïà, ïðèìåíåííîé ê òðîéêàì òî÷åê
{ }1, ,P B C  è { }6, ,P F E , ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà U  ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêîâ 1P E  è 6P C  ëåæèò íà îòðåçêå ÀÎ , ò.å.
òîæå âûøå AD . Àíàëîãè÷íî, òî÷êà V  ïåðåñå÷åíèÿ
îòðåçêîâ 4P B  è 3P F  ëåæèò íà îòðåçêå OD , à çíà÷èò,
âûøå AD . Ïîýòîìó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ 6P C ,

1P E , 3P F , 4P B  ñ äèàãîíàëüþ AD , êîòîðûå ìû îáîçíà-
÷èì ÷åðåç 1U , 2U , 1V , 2V  ñîîòâåòñòâåííî, áóäóò

ðàñïîëàãàòüñÿ íà AD  òàê, ÷òî 1U  îêàæåòñÿ áëèæå ê À,
÷åì 2U , a 1V  îêàæåòñÿ áëèæå ê À, ÷åì 2V . Íî òîãäà
ïðîèçâåäåíèå

1 2 1 2

1 2 1 2

AU U D AV V D
d

U D AU V D AV

æ ö æ ö
= × × ×ç ÷ ç ÷è ø è ø

áóäåò ìåíüøå 1 (ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â
ñêîáêàõ, ìåíüøå 1). Íî 1

6 6 6 2

6 6 2 6

61 2

1 2 6

P AC P AC P P C

P DC P P C P DC

S S S P AAU P C
U D S S S P P CD

= = × = ×

è, àíàëîãè÷íî,

1 52

2 1 5

P PU D ED
AU P A P E

= × ,   
3 51

1 3 5

P PAV AF
V D P D P F

= × ,

 
2 4 2

2 2 4

V D P D P B
AV P P AB

= × ,

îòêóäà, ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ãðóïïè-
ðóÿ ÷ëåíû, íàõîäèì, ÷òî

6 1 5 3 54 2 2

1 3 5 5 2 6 2 4

1
P A AF P P P PED P D P C P B

d
P A AB CD P D P E P F P P P P

× ×× ×
= × × × <

× × × ×
,

ò.å.

6 1354 2

1 3 5 246

1
S SS S

d
S S S S

= × × × <.

Åñëè òî÷êà O ëåæèò íèæå AD , ïîëó÷èì d > 1. Åñëè
æå òî÷êè Î , 1O , 2O  ñîâïàäàþò, òî ñîâïàäàþò òî÷êè 1U
è 2U , à òàêæå òî÷êè 1V  è 2V , îòêóäà ïîëó÷åííîå
íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ò.å. d = 1. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.

Òåîðåìó î øåñòèóãîëüíèêå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è
äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ 1 3 5P P P

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

1 Íà ñàìîì äåëå, ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ äîêàçûâàå ò
òåîðåìó Ìåíåëàÿ: åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC
òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ X è Y, à ïðîäîëæåíèå ñòîð îíû CA –

â òî÷êå Z, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 
AX BY CZ

1
XB YC ZA

× × = . Â íàøåì

ñëó÷àå âçÿò òðåóãîëüíèê ADP 2 è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè
U 1, C è P 6. Êñòàòè, îäíî èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû Ïàïïà ìîæíî
ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ìåíåëàÿ ... 5 ðàç (ñì. ê íèãó Ã.Êîê-
ñåòåðà è Ñ.Ãðåéòöåðà «Íîâûå âñòðå÷è ñ ãåîìåòðèåé»).
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è 2 4 6P P P , åñëè ïðîñòî îïðåäåëèòü âåðøèíó À øåñòè-
óãîëüíèêà êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 1 5P P  è 2 6P P ,
âåðøèíó Â øåñòèóãîëüíèêà – êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ 2 6P P  è 3 1P P , è ò.ä. Îäíàêî ïðèâåäåííîå
äîêàçàòåëüñòâî íàïðÿìóþ íå ïðîõîäèò äëÿ âñåõ ñëó÷à-
åâ ðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó áûëî áû
èíòåðåñíî ïîëó÷èòü äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðå -
ìû, îõâàòûâàþùèå ñðàçó âñå ñëó÷àè.

Â êà÷åñòâå íåïëîõîé êîìïåíñàöèè çà çàòðà÷åííûå
óñèëèÿ ñåé÷àñ â íåñêîëüêî ñòðîê áóäåò äîêàçàíà çíàì å-
íèòàÿ

Òåîðåìà Áðèàíøîíà.  Äâà òðåóãîëüíèêà, îïèñàííûå
âîêðóã îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþòñÿ ïî
øåñòèóãîëüíèêó. Òîãäà ãëàâíûå äèàãîíàëè ýòîãî øå-
ñòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. 2

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü òðåóãîëüíè-
êè 1 3 5P P P  è 2 4 6P P P
ïåðåñåêàþòñÿ ïî
øåñòèóãîëüíèêó
ABCDEF , r – ðàäè-
óñ âïèñàííîé â øå-
ñòèóãîëüíèê îêðóæ-
íîñòè  (ðèñ. 4). Äëè-
íû êàñàòåëüíûõ,
ïðîâåäåííûõ ê ýòîé
îêðóæíîñòè èç òî-
÷åê À, Â, ..., F, îáî-
çíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî 1 2 6, , ,a a aK , a èç òî÷åê 1 2 6, , ,P P PK  – ñîîòâåò-
ñòâåííî 1 2 6, , ,b b bK .

Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1AP B  âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç åãî ñòîðîíû è ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè

( )1 1 1 2S r P A P B AB= × + - = ( )1 1 2r b a a× - - ; ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòó ïëîùàäü ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå Ãåðî-

íà: ( )1 1 1 2 1 1 2S b a a b a a= × × × - - . Èç ýòèõ äâóõ ðà-

âåíñòâ ïîëó÷àåì: 1S 1 2 1a a b
r

× ×
= . Òî÷íî òàê æå íàõî-

äèì 2 6, ,S SK .
Àíàëîãè÷íî,

 ( )135 1 3 3 5 5 1 2S r P P P P P P= × + + = ( )1 3 5r b b b× + + ,

à ïî ôîðìóëå Ãåðîíà ( )135 1 3 5 1 3 5S b b b b b b= + + × × × ,

îòêóäà 135S 1 3 5b b b

r

× ×
= . Òî÷íî òàê æå íàõîäèì 246S .

Îòñþäà

1 3 5 1 2 3 4 5 6
2

135

S S S a a a a a a

S r

× × × × × × ×
= = 2 4 6

246

S S S

S

× ×
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìåíèì â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Áðèàíøîíà ñëîâà

«îïèñàííûå âîêðóã îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè» íà
ñëîâà «âïèñàííûå â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü». Îêàçû-
âàåòñÿ, ñíîâà ïîëó÷èòñÿ âåðíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ òàê æå
áûëà èçâåñòíà Áðèàíøîíó.

Çàäà÷à 1. Äâà òðåóãîëüíèêà, âïèñàííûå â îäíó è òó

æå îêðóæíîñòü, ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïî øåñòè-
óãîëüíèêó. Òîãäà ãëàâ-
íûå äèàãîíàëè ýòîãî
øåñòèóãîëüíèêà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå.

Ðåøåíèå.  Ñîõðàíèì
îáîçíà÷åíèÿ èç äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû î
øåñòèóãîëüíèêå: ïóñòü

1 3 5P P P  è 2 4 6P P P  – äàí-
íûå òðåóãîëüíèêè,
âïèñàííûå â îêðóæ-
íîñòü, ABCDEF  – øå-
ñòèóãîëüíèê, ëåæàùèé â èõ ïåðåñå÷åíèè (ðèñ.5).

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè À, Î  è D  ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Ïóñòü W  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ

1 4P P  è 6 3P P . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà.  Òî÷êè À, Î è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè A, W è D ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ìû óæå çíàåì, ÷òî òðîéêè òî÷åê { A,
U , Î } è { D , V , Î } îáðàçóþò ïðÿìûå. Òî÷íî òàê æå (ïî
òåîðåìå Ïàïïà) òðîéêè òî÷åê { U , W , D} è { A, W , V }
îáðàçóþò ïðÿìûå (ïðîâåðüòå!).

Óáåðåì òåïåðü èç ðèñóíêà âñå ëèøíåå: îñòàâèì ëèøü
÷åòûðåõóãîëüíèê UOVW , à òàêæå ïðÿìûå UO  è WV ,
ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå À, è ïðÿìûå VO  è WU ,
ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå D (ðèñ.6). Èç
ðèñóíêà î÷åâèäíî, ÷òî
åñëè À, Î , D  áóäóò
ëåæàòü íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, òî è A, W , D
òîæå, è íàîáîðîò (â ýòèõ ñèòóàöèÿõ âñå øåñòü òî÷åê
îêàæóòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé). Ëåììà äîêàçàíà.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî À, W  è D  ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Íî ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü øåñòèóãîëüíèêà

1 5 3 6 2 4P P P P P P . À çíà÷èò, îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ïî
òåîðåìå Ïàñêàëÿ. Åå äîêàçàòåëüñòâî (à òàêæå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû Ïàïïà è äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû Áðèàíøîíà) ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â êíè-
ãå Ð.Êóðàíòà è Ã.Ðîááèíñà «×òî òàêîå ìàòåìàòèêà?».

Íàøå ðåøåíèå çàäà÷è 1 íà ýòîì çàêîí÷åíî, íî èñòî-
ðèÿ ýòîé çàäà÷è íå êîí÷àåòñÿ.

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó:
Çàäà÷à 2. Ãëàâíûå äèàãîíàëè äàííîãî øåñòèóãîëü-

íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè øåñòèóãîëü-
íèê, îáðàçîâàííûé òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íåãëàâíûõ
äèàãîíàëåé äàííîãî, âïèñàí â îêðóæíîñòü.

Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷è 1 è 2 – ñëåäñòâèÿ èíòåðåñíîã î
ôàêòà èç ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûé ìû íàçîâåì
òåîðåìîé î ñîîòâåòñòâèè. Íî ñíà÷àëà íåáîëüøîå îïðå-
äåëåíèå: äîãîâîðèìñÿ äâà øåñòèóãîëüíèêà íàçûâàòü
ñîïðÿæåííûìè , åñëè îäèí èç íèõ îáðàçîâàí òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ íåãëàâíûõ äèàãîíàëåé äðóãîãî (ðèñ.7). Ó
êàæäîãî øåñòèóãîëüíèêà åñòü äâà ñîïðÿæåííûõ ñ íèì.
Øåñòèóãîëüíèêè íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü âûïóê-

2 Ýòî îäèí èç âàðèàíòîâ îáû÷íîé ôîðìóëèðîâêè: «ãëàâíû å
äèàãîíàëè øåñòèóãîëüíèêà, îïèñàííîãî âîêðóã îêðóæíî ñòè, ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå».

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6



ëûìè – îò âñåõ ïîÿâëÿ-
þùèõñÿ â äàëüíåéøåì
øåñòèóãîëüíèêîâ áóäåì
òðåáîâàòü ëèøü âûïîë-
íåíèÿ îäíîãî óñëîâèÿ –
íèêàêèå òðè âåðøèíû
øåñòèóãîëüíèêà íå ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà î ñîîòâåò-
ñòâèè. Ãëàâíûå äèàãî-

íàëè äàííîãî øåñòèóãîëüíèêà a  ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ñîïðÿæåííîãî
ñ íèì øåñòèóãîëüíèêà b  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü a  è b  – ñîïðÿæåííûå øåñòèóãîëüíèêè. Òåî-
ðåìà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ:

1) b  îáðàçîâàí òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íåãëàâíûõ
äèàãîíàëåé a ;

2) a  îáðàçîâàí òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íåãëàâíûõ
äèàãîíàëåé b .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì çíàìåíèòóþ òåîðåìó
Äåçàðãà (è îáðàòíóþ ê íåé).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññóæäàåì òàê: åñëè îáîçíà÷èòü
øåñòèóãîëüíèê b  ÷åðåç 1 2 3 4 5 6P P P P P P , òî ïî ëåììå èç
çàäà÷è 1 ãëàâíûå äèàãîíàëè øåñòèóãîëüíèêà a  ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî ÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíè-
êà 1 5 3 6 2 4P P P P P P  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äëÿ çàâåðøå-
íèÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì
Ïàñêàëÿ, êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåðøèí û
ëåæàò íà êîíèêå – êðèâîé, çàäàþùåéñÿ íà ïëîñêîñòè
ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè (ïðèìåðû êîíèê: îêðóæ-
íîñòü 2 2 1 0x y+ - = , ïàðàáîëà 2 0y x- = , ãèïåðáîëà
xy  – 1 = 0). Âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê, â êîòîðîì áåðóòñÿ
âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà, íå èìååò çíà÷åíèÿ. Êñòàòè
òåîðåìà Ïàïïà – âûðîæäåííûé ñëó÷àé êðèòåðèÿ Ïàñ-
êàëÿ, êîãäà âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ.1)
AC BA CB¢ ¢ ¢ ëåæàò ïîïåðåìåííî íà ïðÿìûõ l  è l ¢; âåäü
îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìûõ – òîæå êîíèêà, åå ìîæíî
çàäàòü óðàâíåíèåì ( ) ( ), , 0l x y l x y× =¢ , ãäå ( ), 0l x y =  –
óðàâíåíèå ïðÿìîé l , à ( ), 0l x y =¢  – óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ðèñ. 7

l ¢. Ïðàâäà, ìû äîãîâîðèëèñü òàêèå øåñòèóãîëüíèêè (à
çíà÷èò, è òàêèå êîíèêè) íå ðàññìàòðèâàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Ïàñêàëÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü
â ñòàòüå Í.Á.Âàñèëüåâà «Ãåêñàãðàììû Ïàñêàëÿ è êóáè-
÷åñêèå êðèâûå» â «Êâàíòå» ¹8 çà 1987 ã. Òàì èçëîæåí
ñîâñåì äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷àì òàêîãî ðîäà. Î÷åíü
ñîâåòóåì èçó÷èòü ýòó ñòàòüþ!

Òåîðåìà Áðèàíøîíà òàêæå âåðíà, åñëè òðåóãîëüíèêè
îïèñàíû âîêðóã ýëëèïñà, ãèïåðáîëû èëè ïàðàáîëû.
Îêàçûâàåòñÿ, òåîðåìû Ïàñêàëÿ è Áðèàíøîíà ñëåäóþò
äðóã èç äðóãà – ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â óæå óïîìèíàâ -
øåéñÿ êíèãå Êóðàíòà è Ðîááèíñà, òàì æå ìîæíî íàéòè
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåçàðãà è ìíîãî èíòåðåñíîãî
ìàòåðèàëà î êîíèêàõ. Íà ÿçûêå êîíèê òåîðåìà î
ñîîòâåòñòâèè ñëåäóåò èç òàêîãî çàìå÷àòåëüíîãî ôàêòà :
åñëè äâà òðåóãîëüíèêà îïèñàíû âîêðóã îäíîé è òîé æå
êîíèêè, òî îíè è âïèñàíû â îäíó è òó æå êîíèêó (è
íàîáîðîò).  Íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, êàê è
ïîäðîáíàÿ áåñåäà î êîíèêàõ, – òåìà îòäåëüíîé ñòàòüè .
Óïîìÿíåì ëèøü, ÷òî îí òåñíî ñâÿçàí ñ îäíèì ñëó÷àåì
çíàìåíèòîé òåîðåìû Ïîíñåëå. Ïóñòü ó íàñ åñòü òðåó-
ãîëüíèê ABC, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà êîíèêå Ã1,
à ñòîðîíû êàñàþòñÿ êîíèêè Ã2 (íàïðèìåð, Ã1 è Ã2 ìîãóò
áûòü ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòÿìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà, à âîîáùå ãîâîðÿ, êàæäàÿ è ç
Ã1 è Ã2 ìîæåò áûòü ýëëèïñîì, ïàðàáîëîé èëè ãèïåðáî-
ëîé). Òåîðåìà Ïîíñåëå â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäàåò, ÷òî
åñëè âçÿòü ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó A¢ íà êîíèêå Ã1  è
ïðîâåñòè èç íåå äâå êàñàòåëüíûå ê êîíèêå Ã2, âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþùèå êîíèêó Ã1 â òî÷êàõ B¢ è C¢, òî ïðÿìàÿ
B C¢ ¢ òîæå áóäåò êàñàòåëüíîé ê êîíèêå Ã2. Î òåîðåìå
Ïîíñåëå ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå À.Àêîïÿíà è À.Çàñ-
ëàâñêîãî «Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà».

Çàâåðøèì ýòó çàìåòêó èíòåðåñíîé ñëîæíîé çàäà÷åé,
âçÿòîé èç ðóññêîãî èçäàíèÿ êíèãè «Èçáðàííûå çàäà÷è
èç æóðíàëà «American mathematical monthly».

Çàäà÷à 3. Òî÷êè 1 2 6, , ,P P PK  ëåæàò íà îäíîé êîíèêå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

612 234 456 135 123 345 561 246S S S S S S S S=

(ãäå ijkS  îáîçíà÷àåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà i j kP P P ).
Ñ.Äîðè÷åíêî
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Ãîëîâîëîìêè â áóòûëêàõ

(Íà÷àëî ñì. íà 4-é ñ. îáëîæêè)

Ãîëëàíäñêèé èçîáðåòàòåëü Óèëë Ñòðàéáîñ íåèñòîùèì íà
ïðèäóìûâàíèå âñå íîâûõ è íîâûõ ãîëîâîëîìîê. Îí íåîä íîêðàò-
íî ïîáåæäàë íà ñîðåâíîâàíèÿõ èçîáðåòàòåëåé, à âñåãî  íà åãî
ñ÷åòó íåñêîëüêî ñîòåí îðèãèíàëüíûõ èãðóøåê. Êîëëåêö èÿ ãîëî-
âîëîìîê, ñîáðàííàÿ Ñòàéáîñîì, åäâà óìåùàåòñÿ íà òðå õ ýòàæàõ
äîìà â ãîðîäå Âåíëî íà þãå Íèäåðëàíäîâ, ãäå îí æèâå ò. Ñðåäè
åãî èçîáðåòåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ãîëîâîëîìêè â  áóòûë-
êàõ. Òóò åìó íåò ðàâíûõ â ìèðå.

Ìíîãèì, íàâåðíîå, çíàêîìû áóòûëêè ñ êðàñèâûìè ïàðóñ íèêà-
ìè âíóòðè. Ýòî ñòàðèííîå èñêóññòâî ñóùåñòâóåò íåñêî ëüêî
âåêîâ. Äåòàëüíî ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ïðèåìû ñáîð êè ìî-

äåëåé, åñòü çíàìåíèòûå íà âåñü ìèð ìàñòåðà-êîðàáëåñ òðîèòåëè
ìîäåëåé â áóòûëêàõ. Íî ýòî íå ãîëîâîëîìêè, ïîòîìó ÷ òî
ïîìåùåííûå âíóòðü ïàðóñíèêè íåëüçÿ âûíóòü, à çàòåì íåâðåäè-
ìûìè âåðíóòü îáðàòíî.

Ãîëîâîëîìêè Óèëëà Ñòðàéáîñà âûãëÿäÿò íå ìåíåå çàãàä î÷íî,
÷åì êîðàáëè. Íå ìîæåò íå âûçâàòü óäèâëåíèå, êàê âíó òðü
áóòûëîê ïîïàëè ïðåäìåòû, ðàçìåðû êîòîðûõ áîëüøå äèà ìåòðà
ãîðëûøêà. Ïðè ýòîì èçîáðåòàòåëü ãîëîâîëîìîê óòâåðæä àåò, ÷òî
ìîæíî îòêðûòü çàìîê êëþ÷îì, êîãäà îáà îíè ñïðÿòàíû âíóòðè
áóòûëêè è íå ïðîõîäÿò ÷åðåç ãîðëûøêî, ÷òî çàöåïëåíí ûå äðóã
çà äðóãà èãîëêó, íèòêó è áóëàâêó óäàñòñÿ âûíóòü èç áóòûëêè
âìåñòå ñ íàïåðñòêîì, à çàòåì âåðíóòü íà ïðåæíåå ìåñ òî. Ïðè
ýòîì, êàê è ïðè ðåøåíèè ëþáûõ ãîëîâîëîìîê çàïðåùåíî  ïîëüçî-
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(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 35)
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.
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1. Ðàññòàâüòå âñå öèôðû îò 1 äî 9 ïî êðóæî÷êàì
ëåâîãî òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåí-
ñòâî

= +2 2 2c a b ,
ãäå ñ – ñóììà öèôð, ðàñïîëîæåííûõ íà ãèïîòåíóçå,
a, b – ñóììû öèôð, ðàñïîëîæåííûõ íà êàòåòàõ.

Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü äëÿ êðóæî÷êîâ ïðàâîãî òðå-
óãîëüíèêà?

Ì.Àõìåäæàíîâà

2. Ñðåäè 999999 àâòîáóñíûõ áèëåòîâ ñ øåñòèçíà÷-
íûìè íîìåðàìè ñ÷àñòëèâûìè  ñ÷èòàþòñÿ òå, ó êîòîðûõ
ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð ñîâïàäàåò ñ ñóììîé òðåõ
ïîñëåäíèõ. Íåñ÷àñòíûìè  áóäåì íàçûâàòü áèëåòû, â
íîìåðàõ êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ðîâíî òðè ïîäðÿä èäó-

ùèå øåñòåðêè. Ñêîëüêî áèëåòîâ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è ñ÷àñòëèâûìè, è íåñ÷àñòíûìè?

À.Ðÿõîâñêèé

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b, c – íå÷åòíûå ÷èñëà, òî õîòÿ
áû îäíî èç ÷èñåë ab – 1, bc – 1, ca – 1 äåëèòñÿ íà 4.

Â.Ñåíäåðîâ

4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà äèàãîíàëè êâàäðàòà
ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç åãî âåðøèí è ïåðåñåêàåò åãî
ñòîðîíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. ×åìó ðàâåí óã îë,
îòìå÷åííûé êðàñíîé äóãîé?

Â.Ïðîèçâîëîâ

5. Êàê âû äóìàåòå, ÷åì áû îòëè÷àëèñü ÷àñû îò íûíå
ñóùåñòâóþùèõ, åñëè áû äðåâíèé èçîáðåòàòåëü ÷àñîâ
æèë íå â ñåâåðíîì, à â þæíîì ïîëóøàðèè Çåìëè?

Å.Ñîêîëîâ



1. Èìåþòñÿ 40 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò, ñðåäè
êîòîðûõ 3 ôàëüøèâûå. Ôàëüøèâûå ìîíåòû  ëåã÷å, ÷åì
íàñòîÿùèå, è èìåþò îäèíàêîâûå ìàññû (ìàññû íàñòî-
ÿùèõ ìîíåò òîæå îäèíàêîâû). Êàê ñ ïîìîùüþ òðåõ
âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îòîáðàòü 18
íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Â.Ïåòðàøåâ

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà (n > 0) êîëè÷åñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ðàâ-
íî êîëè÷åñòâó åãî ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû âñå ïîä-
ìíîæåñòâà 3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà øàõìàòíûõ ôè-
ãóð:

Â.Ñåíäåðîâ

Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó ÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòê îé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»).  Íå çàáóäüòå
óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñè ì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêòíûé
òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êî íêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé î÷íûé
òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

3. Íà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû êëåò÷àòîé ïîëîñêå
ñòîÿò òðè ôèøêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ðàçðå -
øàåòñÿ äîáàâèòü â ëþáûå òðè êëåòêè ïî ôèøêå, åñëè
îäíà èç ýòèõ êëåòîê íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå
ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Òàêæå ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ïî

îäíîé ôèøêå èç òðåõ êëåòîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì æå
òðåáîâàíèÿì. Ìîæíî ëè ïðè ïîìîùè äàííûõ äåéñòâèé
óáðàòü âñå ôèøêè ñ ïîëîñêè?

À.Ãðèáàëêî

4. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ³  2 ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå m, ÷òî

 m äåëèòñÿ íà n,
 m + 1 äåëèòñÿ íà n – 1,
 m + 2 äåëèòñÿ íà n – 2,
 …
 m +  n – 1 äåëèòñÿ íà 1?

È.Àêóëè÷

5. Íåêîòîðóþ òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè ïàðàëëåëî-
ãðàììà, îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî åãî ñòî-
ðîí. ×åòûðå íîâûå òî÷êè îêàçàëèñü âåðøèíàìè êâàä-
ðàòà. Âåðíî ëè, ÷òî èñõîäíûé ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòîì?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

Ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ â êîíêóðñå äîáèëèñü
ñëåäóþùèå øêîëüíèêè:

Òîììåð Àðãàìàí  – Áåýð-Øåâà (Èçðàèëü), øêîëà
«Ýøåëü-Õàíàñè», 8 êë.,

Ñîïåíêî Íèêèòà  – Òàìáîâ, ÔÌË 14, 6 êë.,
Öûáûøåâ Àëåêñåé  – Ñàìàðà, ãèìíàçèÿ 1, 8 êë.

è êðóæêè:
Ìàòåìàòè÷åñêîãî êëóáà ïðè óíèâåðñèòåòå èì. Ä.Áåí-

Ãóðèîíà â Íåãåâå (Èçðàèëü), ðóêîâîäèòåëè Ï.Ñà-
ìîâîë, É.Õåéôåö ,

Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6– 8» 2007/08 ó÷åáíîãî ãîäà

ëèöåÿ 130, Íîâîñèáèðñê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Í.×óñîâè-
òèíà ,

ãèìíàçèè 59, Óëàí-Óäý, ðóêîâîäèòåëü Å.Â.Áàòóåâà ,
Öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ,

Êóðãàí, ðóêîâîäèòåëè Î.È.Þæàêîâ, Å.Ã.Ïóøêà-
ðåâà,

«Ñèãíóì» ïðè ãèìíàçèè 5, ×åáîêñàðû, ðóêîâîäèòåëü
Ñ.À.Èâàíîâ ,

«Ýðóäèò» ïðè ÔÌØ 32, Àñòðàõàíü, ðóêîâîäèòåëü
Ò.Ì.Ñåðãååâà ,

ãèìíàçèè 1, Ñàìàðà, ðóêîâîäèòåëü À.À.Ãóñåâ.
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ÄÂÀ ÐÀÇÁÎÉÍÈÊÀ ÄÅËßÒ ÄÎÁÛ×Ó. ÃÐÀÁÈÒÜ ÁÛËÎ ÒÀÊ
ñëàâíî è ëåãêî, äåëèòü îêàçàëîñü íàìíîãî ñëîæ-
íåå!

Êàæäûé èç ðàçáîéíèêîâ óâåðåí, ÷òî èìåííî îí
ìîæåò ðàçäåëèòü âñå ïîðîâíó, íî ñîâåðøåííî íå âåðèò

â ñïîñîáíîñòè êîëëåãè. Íàêîíåö, ñòàðøèé èç íèõ ãîâî -
ðèò:

– Õîðîøî. Ó ìåíÿ åñòü èäåÿ. Äàâàé ÿ ïîïðîáóþ
ðàçäåëèòü äîáû÷ó ïîðîâíó.

– Äà òû âåäü íå óìååøü! – çàêðè÷àë ìëàäøèé.

Ïðîáëåìû äåëåæêè
Â . Ó Ô Í À Ð Î Â Ñ Ê È É

Æþðè êîíêóðñà îòìå÷àåò òàêæå õîðîøèå
ðàáîòû øêîëüíèöû

Ãàëÿìîâîé Îêñàíû , Áåëîðåöê, ãèìíàçèÿ 14, 8 êë.

è ñëåäóþùèõ êðóæêîâ:
Öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, Íèæíåêàìñê,

ðóêîâîäèòåëü Ô.Ã.Êàëèìóëëèíà ,

ëèöåÿ 64, Îìñê, ðóêîâîäèòåëü Þ.Å.Ðÿçàíîâà .

Âñå ïîáåäèòåëè êîíêóðñà íàãðàæäàþòñÿ DVD-
äèñêàìè – ýëåêòðîííûì àðõèâîì æóðíàëà «Êâàíò»
ñ 1970 ïî 2006 ãîä.
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– Ïîäîæäè íåìíîãî, – îòâåòèë ñòàðøèé è ðàçäåëèë
âñå íàäâîå. – Ìíå êàæåòñÿ, ÿ ïîäåëèë êàê íàäî. Òû
ñîãëàñåí?

– Íåò, êîíå÷íî. Ýòî ñîâåðøåííî íå ðàâíûå ÷àñòè!
– Ïóñòü òàê. È êàêàÿ æå èç ÷àñòåé, ïî-òâîåìó, áîëüø å?
– Âîò ýòà! – íå ñîìíåâàÿñü óêàçàë áîëåå þíûé

ãðàáèòåëü.
– Ïðåêðàñíî! Áåðè åå. Òû äîâîëåí?
– Êîíå÷íî æå! À òû?
– Âíå âñÿêèõ ñîìíåíèé. ß óâåðåí, ÷òî îáå ÷àñòè

îäèíàêîâûå: âåäü ýòî ÿ äåëèë èõ.
Ðàçáîéíèêè ðàçîøëèñü, äîâîëüíûå äåëåæêîé.
Â ñëåäóþùèé ðàç èõ áûëî òðîå. È îïÿòü íàäî áûëî

ïîäåëèòü äîáû÷ó ïîðîâíó, íî óæå íà òðîèõ. Êàê æå ýò î
ñäåëàòü?

Âíà÷àëå ñòàðøèé ãðàáèòåëü ïîïûòàëñÿ èñïîëüçîâàòü
òó æå èäåþ. Îí ïîäåëèë âñå íà òðè (êàê åìó êàçàëîñü )
ðàâíûå ÷àñòè è ïðåäëîæèë îñòàëüíûì ðàçáîéíèêàì
âûáðàòü ñåáå äîëþ. Ñòàðøèé íàäåÿëñÿ, ÷òî îíè âûáå-
ðóò ðàçíûå ÷àñòè – òîãäà îí çàáåðåò îñòàâøóþñÿ, è â ñå
áóäóò äîâîëüíû. Íî îáà åãî êîëëåãè çàõîòåëè îäíó è òó
æå ÷àñòü.

– Ëàäíî, – ñêàçàë îí. – Ðàç âû îáà ñ÷èòàåòå, ÷òî ýò î
ñàìàÿ áîëüøàÿ ÷àñòü, âûáåðèòå ñàìóþ ìàëåíüêóþ. ß åå
âîçüìó ñåáå, à âû ìåæäó ñîáîé êàê-íèáóäü ðàçáåðå-
òåñü.

Ýòî áûëà õîðîøàÿ èäåÿ, íî, êàê íà áåäó, òåïåðü îíè
âûáðàëè ðàçíûå ÷àñòè. È áîëüøå óæå íèêòî íå çíàë,
÷òî äåëàòü. Ïîøëè ñïîðû, ïîòîì âûñòðåëû... Ïîëèöèÿ
ïîÿâèëàñü óäèâèòåëüíî áûñòðî, è ðàçáîéíèêè áûëè
ðàäû, ÷òî óñïåëè óíåñòè íîãè. Íî âñå òðîå ïðîäîëæàë è
ðàçìûøëÿòü: êàê æå âñå-òàêè ìîæíî áûëî ïîäåëèòü
äîáû÷ó ïî ñïðàâåäëèâîñòè, ÷òîáû êàæäûé áûë óâåðåí,
÷òî ïîëó÷èë íå ìåíüøå òðåòè (äàæå åñëè ó âñåõ ðàçíû å
òî÷êè çðåíèÿ íà òî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òðåòüþ äîáû÷è, à ÷ òî
– íåò)?

Íà ñëåäóþùèé ðàç ãðàáèòåëåé áûëî äåñÿòü. Íî òåïåðü
èì ïðåäñòîÿëî ðàçäåëèòü äîáû÷ó íà 10 ÷àñòåé! Ñòàð-
øèé ðàññêàçàë îñòàâøèìñÿ, êàê ñëîæíî áûëî äåëèòü
äàæå íà òðè ÷àñòè, è ïðåäëîæèë:

– ß äóìàþ, íàäî ïîçâàòü ìàòåìàòèêà, èíà÷å ìû íå
ñïðàâèìñÿ. Ó ìåíÿ åñòü îäèí õîðîøèé çíàêîìûé.

– Íàäî áóäåò åìó ïëàòèòü? – ñêðèâèëèñü ïðî÷èå.
– Íåò-íåò, îí ýòî ñäåëàåò áåñïëàòíî. Îí î÷åíü ëþáèò

ðåøàòü ñëîæíûå çàäà÷è. È áóäåò äîâîëåí, åñëè ñóìååò
íàïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòüþ îá ýòîì.

– Áåç íàøèõ èìåí?
– Áåç.
– Íó òîãäà ïóñòü ïîïðîáóåò, – íåõîòÿ ñîãëàñèëèñü

ðàçáîéíèêè.
Ìàòåìàòèê è âïðÿìü çàèíòåðåñîâàëñÿ ïðîáëåìîé.

Ïîðàçìûñëèâ, îí ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå ðåøåíèå.
– Ðàçáîéíèêè, – íà÷àë îí, – êàæäûé èç âàñ óâåðåí,

÷òî îí (è òîëüêî îí) çíàåò, ñêîëüêî ñîñòàâëÿåò 1/10
÷àñòü îò ýòîãî õëàìà?

– Êîíå÷íî, – íåñêîëüêî îáèæåííî ïîäòâåðäèëè îíè.
– Ïðåêðàñíî! Òîãäà òû, – óêàçàë îí íà îäíîãî èç

ãðàáèòåëåé, – îòäåëè 1/10 ýòîãî. – Òîò ïîâèíîâàëñÿ.
– Òåïåðü òû, – óêàçàë îí íà äðóãîãî. – Ñ÷èòàåøü ëè

òû, ÷òî çäåñü áîëüøå 1/10?

– Íåò, – îòâåòèë ðàçáîéíèê.
– Çàìå÷àòåëüíî! Òîãäà òû, – óêàçàë îí íà ñëåäóþùå-

ãî. – Ñ÷èòàåøü ëè òû, ÷òî çäåñü áîëüøå 1/10?
– Äà, çäåñü ñëèøêîì ìíîãî, – ïðîâîð÷àë òîò.
– Òîãäà óìåíüøè äîëþ, ñäåëàé â òî÷íîñòè 1/10! –

ïîïðîñèë ìàòåìàòèê. Ðàçáîéíèê íåñêîëüêî óìåíüøèë
êó÷êó.

– Âîò òåïåðü çäåñü äåéñòâèòåëüíî 1/10, – ïðîêîì-
ìåíòèðîâàë îí.

– À âû, – îáðàòèëñÿ ìàòåìàòèê ê äâóì ïåðâûì
ðàçáîéíèêàì, – òåïåðü ìîæåòå áûòü óâåðåíû, ÷òî â
êó÷êå äàæå ìåíüøå 1/10.

– Êîíå÷íî, èç íåå âåäü óáðàëè íåìíîãî, – ïîäòâåð-
äèëè îíè.

– Íó è îòëè÷íî! Òîãäà ÿ ñïðîøó ñëåäóþùåãî, – è îí
âûáðàë íîâîãî ðàçáîéíèêà, – ñ÷èòàåøü ëè òû, ÷òî
çäåñü áîëüøå 1/10?

È òàêèì îáðàçîì ìàòåìàòèê îïðîñèë êàæäîãî, ïðåä-
ëàãàÿ óìåíüøèòü äîëþ òåì, êòî ñ÷èòàë, ÷òî îíà ñëèø-
êîì âåëèêà. Êîãäà ïîñëåäíèé ãðàáèòåëü áûë îïðîøåí,
ìàòåìàòèê îïÿòü îáðàòèëñÿ êî âñåì.

– Èòàê, ñðåäè âàñ íå ìîãëî îñòàòüñÿ íèêîãî,
êòî ñ÷èòàåò, ÷òî â ýòîé êó÷êå ñåé÷àñ áîëüøå 1/10
äîáû÷è.

– Åñòåñòâåííî, – îòâåòèëè ðàçáîéíèêè. Êàæäûé, êòî
äóìàë, ÷òî ÷àñòü âåëèêà, óæå óìåíüøèë åå.

– ×óäåñíî! È êòî æå ïîñëåäíèì óìåíüøèë ýòó äîëþ?
– ß, – îòîçâàëñÿ þíûé ðàçáîéíèê.
– Çíà÷èò, êîãäà òû äåëèë, òû áûë óâåðåí ÷òî ýòî è å ñòü

1/10.
– ß è ñåé÷àñ â ýòîì óâåðåí. Âåäü íèêòî íå óìåíüøèë

åå ïîñëå ìåíÿ.
– Âîò è áåðè åå ñåáå! Òû ñ÷èòàåøü, ÷òî ýòî 1/10

äîáû÷è, îñòàëüíûå æå óâåðåíû, ÷òî ýòî íå áîëüøå.
– Äà! – ðàäîñòíî ñîãëàñèëèñü ðàçáîéíèêè. Îíè

íà÷àëè ïîíèìàòü.
– Íó è õîðîøî! Òåïåðü ó íàñ áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à:

ðàçäåëèòü îñòàòîê íà 9 ÷àñòåé. Íà÷íåì òàê æå. Òû, –
óêàçàë ìàòåìàòèê íà îäíîãî èç ãðàáèòåëåé, – îòäåëè
1/9 ýòîãî...

È òåì æå ñïîñîáîì ìàòåìàòèê âûäàë äîëþ åùå
îäíîìó ãðàáèòåëþ, çàòåì – åùå îäíîìó, è âñêîðå óæå
êàæäûé ðàçáîéíèê äîâîëüíî óëûáàëñÿ, îêàçàâøèñü ñî
ñâîåé ÷àñòüþ äîáû÷è.

 Íà ðàäîñòÿõ ðàçáîéíèêè äîñòàëè áîëüøóþ áóòûëü
ñòàðîãî õîðîøåãî âèíà è óñòðîèëè ïðàçäíåñòâî. Âíå-
çàïíî ìàòåìàòèê ïðåäëîæèë:

– À õîòèòå, ÿ è âèíî ðàçäåëþ ïîðîâíó?
– Íåò, ýòî ñëèøêîì äîëãî.
– Íå âîëíóéòåñü, ÿ ñïðàâëþñü áûñòðî.
– Êàê ýòî? – íå óäåðæàëèñü îíè îò ëþáîïûòñòâà.
– Î÷åíü ïðîñòî. ß ñàì íå ïüþ, ïîýòîìó äåëèòü íàäî

îïÿòü íà äåñÿòåðûõ. Óâåðåí ëè êàæäûé èç âàñ, ÷òî îí
ñìîæåò îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ñîñòàâëÿåò 1/10 ÷àñòü
ñîäåðæèìîãî ýòîé áóòûëè?

– Íèêàêèõ ïðîáëåì!
– Òîãäà ÿ ïîòèõîíå÷êó íà÷íó íàëèâàòü âèíî èç

áóòûëè â ýòîò êóáîê. Êàê òîëüêî êòî-íèáóäü ðåøèò, ÷ òî
ýòî êàê ðàç 1/10, îí äîëæåí íåìåäëåííî êðèêíóòü è
îñòàíîâèòü ìåíÿ. Äîãîâîðèëèñü?
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– Ïîïðîáóåì, – îòâåòèëè ðàçáîéíèêè íåñêîëüêî

îçàäà÷åííî. Îíè íèêîãäà åùå íå ïèëè òàê ñòðàííî.
Ìàòåìàòèê íà÷àë íàïîëíÿòü êóáîê. Îí ñòàíîâèëñÿ

âñå áîëåå è áîëåå ïîëíûì. Íàêîíåö, îäèí èç ðàçáîé-
íèêîâ íå âûäåðæàë è çàêðè÷àë:

– Ñòîï! Èíà÷å áóäåò ñëèøêîì ìíîãî. Ñåé÷àñ êàê ðàç
1/10 ÷àñòü áóòûëè!

– Íî äðóãèå òàê íå äóìàþò? – ñïðîñèë ìàòåìàòèê.
– Êîíå÷íî, íåò, – ïîäòâåðäèë ðàçáîéíèê, – îíè âåäü

ìîë÷àëè, à çíà÷èò, ñ÷èòàþò, ÷òî òàì ìåíüøå 1/10.
– Íó è ïóñòü! Òîãäà ýòî òâîÿ äîëÿ! À ìû ïðîäîëæèì,

– ñêàçàë ìàòåìàòèê è íà÷àë íàïîëíÿòü ñëåäóþùèé
êóáîê.

– À åñëè íåñêîëüêî ÷åëîâåê êðèêíóò âìåñòå? –
çàâîëíîâàëñÿ âäðóã îäèí èç îñòàâøèõñÿ.

– Îòäàäèì äîëþ ëþáîìó èç íèõ è ïðîäîëæèì
äåëèòü. Âñå ðàâíî â èòîãå êàæäîìó äîñòàíåòñÿ íå
ìåíüøå 1/10 ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ, – óñïîêîèë âñåõ
ìàòåìàòèê. Ðàçáîéíèêè çàäóìàëèñü íà íåêîòîðîå
âðåìÿ.

– Ãåíèàëüíî! È òàê ïðîñòî, – ñêàçàë, íàêîíåö, ñàìûé
ñîîáðàçèòåëüíûé èç íèõ. – À ïî÷åìó ìû íå ìîãëè òàê
äåëèòü äîáû÷ó? – ñïðîñèë îí.

À ÷òî òû äóìàåøü, ÷èòàòåëü?

Êîììåíòàðèè
Ñêàçêà ëîæü, äà â íåé íàìåê. Íàäååìñÿ, ÷èòàòåëü

ïîíÿë çàäà÷ó è êðàñèâîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â
ýòîé ñêàçêå.

Àëãîðèòì äåëåæêè, êîòîðûé îïèñàí â íåé, êîíå÷íî
æå íå åäèíñòâåííûé. Âîçìîæíî, ÷èòàòåëþ óäàëîñü
ïðèäóìàòü ñâîé. Íî åñëè íåò, ïóñòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
ïîìîãóò åìó óâèäåòü äðóãèå ñïîñîáû äåëåíèÿ.

Çàäà÷à 1. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â äåëåíèè íà òðîèõ
áûëà âîò â ÷åì: êîãäà îäèí èç ðàçáîéíèêîâ ðàçäåëèë
äîáû÷ó íà òðè ÷àñòè, ñàìóþ áîëüøóþ ÷àñòü äâîå
îñòàâøèõñÿ óêàçàëè îäèíàêîâî, à ñàìóþ ìàëåíüêóþ –
ïî-ðàçíîìó. Âûéòè èç ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî òàê: äâà
îñòàâøèõñÿ ðàçáîéíèêà äåëÿò ñàìóþ áîëüøóþ ÷àñòü
ìåæäó ñîáîé, è åùå êàæäûé èç íèõ äåëèò ñðåäíþþ (ñî
ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ) ÷àñòü ïîïîëàì ñ ïåðâûì ðàçáîé-
íèêîì. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè òàêîì äåëåíèè êàæäûé
äîëæåí áûòü äîâîëåí.

Çàäà÷à 2.  Óáåäèòåñü, ÷òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì òîæå
ðåøàåò ïðîáëåìó äëÿ òðîèõ. Äâîå äåëÿò âñþ äîáû÷ó
ìåæäó ñîáîé. Çàòåì òðåòèé äåëèò äîëþ êàæäîãî èç
ïåðâûõ äâóõ ðàçáîéíèêîâ íà òðè ÷àñòè. Äâîå ïåðâûõ
âûáèðàþò ïî ìåíüøåé ÷àñòè èç ñâîèõ òðåõ ÷àñòåé è
îòäàþò òðåòüåìó.

Çàäà÷à 3.  Ðàáîòàåò ëè òàêîé àëãîðèòì äëÿ ÷åòâåðûõ:
ñíà÷àëà òðîå äåëÿò âñå ìåæäó ñîáîé, çàòåì êàæäûé èç
íèõ äåëèò ñâîþ ïîðöèþ íà ÷åòûðå ÷àñòè, ïîñëå ÷åãî
ïîñëåäíèé ðàçáîéíèê çàáèðàåò ïî ëó÷øåìó êóñêó ó
êàæäîãî? Çàìåòüòå, ÷òî àëãîðèòì ïîäîáåí ïðåäûäóùå-
ìó, íî âñå æå ñëåãêà îòëè÷àåòñÿ.

Çàäà÷à 4.  Ñôîðìóëèðóéòå è ïðîâåðüòå àëãîðèòì
äëÿ N ðàçáîéíèêîâ íà îñíîâå èäåé èç ïðåäûäóùèõ
çàäà÷.

Çàäà÷à 5 *. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â øàéêå åñòü àòàìàí,
âûñòàâèâøèé äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå – îí äîëæåí

ïîëó÷èòü íå ìåíüøå ëþáîãî äðóãîãî ðàçáîéíèêà (ñî
ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ). Ïðåäëîæèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
ñïîñîá äåëåæêè: à) äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ ðàçáîéíèêîâ;  á)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èõ ÷èñëà.

Çàäà÷à 6 ** . Óäàñòñÿ ëè òðåì çàâèñòíèêàì ïîäåëèòü
äîáû÷ó òàê, ÷òîáû êàæäûé áûë óâåðåí, ÷òî íèêòî íå
ïîëó÷èë áîëüøå, ÷åì îí ñàì? Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü
ñïîñîá äåëåæêè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà çàâèñòíèêîâ?

Çàìåòüòå, ÷òî ýòà çàäà÷à áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì èñõîä-
íàÿ çàäà÷à î òðåõ ðàçáîéíèêàõ èëè çàäà÷à îá àòàìàíå .
Äëÿ òåõ, êòî õîòåë áû óãëóáèòüñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèå
òîíêîñòè, ìû ðåêîìåíäóåì çàãëÿíóòü â Èíòåðíåò íà
ñòðàíèöó

http://www.turgor.ru/lktg/1999/razbr.php
(ãäå ïðèâåäåí öåëûé èññëåäîâàòåëüñêèé öèêë çàäà÷ î
ðàçáîéíèêàõ, ïðåäëàãàâøèéñÿ â 1999 ãîäó ó÷àñòíèêàì
XI Ëåòíåé êîíôåðåíöèè Òóðíèðà ãîðîäîâ).

Åñòü åùå íåñêîëüêî äåëèêàòíûõ âîïðîñîâ. À ÷òî åñëè
ðàçáîéíèêè íà÷íóò æóëüíè÷àòü, íàïðèìåð, êîîïåðè-
ðîâàòüñÿ ìåæäó ñîáîé è äåëèòü íå ïîðîâíó? Ìîæåò ëè
ýòî áûòü âûãîäíî? Íî ýòî òåìà äëÿ îòäåëüíîãî ðàçãî-
âîðà.

Â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
äîáû÷à áåçãðàíè÷íî äåëèìà  (ò.å. êàæäûé íàáîð ñîêðî-
âèù ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà ëþáîå ÷èñëî ÷àñòåé,
ðàâíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîãî ðàçáîéíèêà).

À ÷òî äåëàòü, åñëè äîáû÷à íå î÷åíü-òî äåëèìà?
Ñêàæåì, êàê äåëèòü òåëåâèçîð èëè àëìàç? Åñëè ó
ðàçáîéíèêîâ èìåþòñÿ äåíüãè, ìîæíî ïðåäëîæèòü òà-
êîé ýëåãàíòíûé àëãîðèòì. Êàæäûé ðàçáîéíèê îöåíè-
âàåò êàæäûé ïðåäìåò â ñóììó äåíåã, êîòîðóþ, ïî åãî
ìíåíèþ, ïðåäìåò ñòîèò. Òîò, êòî äàåò íàèáîëüøóþ
ñóììó, åå è ïëàòèò è çàáèðàåò âåùü ñåáå. Ïîñëå ýòîã î
âñå âûïëà÷åííûå äåíüãè äåëÿòñÿ ïîðîâíó.

Âîò äðóãàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîé èäåè, êîòîðóþ àâòîð ñ
óñïåõîì èñïîëüçîâàë íà ïðàêòèêå. Åñòü ïîêóïàòåëü è
åñòü ïðîäàâåö. Ïðîäàâåö õî÷åò ïðîäàòü ïîäîðîæå, íî
íå îáÿçàí ïðîäàâàòü. Ïîêóïàòåëü õî÷åò êóïèòü ïîäå-
øåâëå, íî íå îáÿçàí ïîêóïàòü. Âìåñòî òîãî ÷òîáû
òîðãîâàòüñÿ, ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîé ìåòîä. Ïðîäà-
âåö ïèøåò íà áóìàæêå ìèíèìàëüíóþ ñóììó À, çà
êîòîðóþ îí ãîòîâ îòäàòü òîâàð, à ïîêóïàòåëü – ìàêñè -
ìàëüíóþ ñóììó B, êîòîðóþ îí ãîòîâ çàïëàòèòü. Çàòåì
îíè ñìîòðÿò íà áóìàæêè. Åñëè À>Â, òî ñäåëêà íå
ñîñòîèòñÿ. Èíà÷å öåíîé áóäåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñ-
êîå, è îáà áóäóò äîâîëüíû. Ðàçóìååòñÿ, è â ýòîì, è â
ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå âîïðîñ î æóëüíè÷åñòâå îñîáî
èíòåðåñåí.

È ïîñëåäíåå. À êàê íà ïðàêòèêå ðàçäåëèòü äåéñòâè-
òåëüíî ïîðîâíó ïîëíûé ñòàêàí âîäû (ñ÷èòàÿ ñòàêàí
öèëèíäðîì)? Î÷åíü ïðîñòî: ìåäëåííî (÷òîáû ïîâåðõ-
íîñòü áûëà ïëîñêîé) îòëèâàòü âîäó, ïîêà íå óâèäèøü
íà÷àëî äíà. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè â ñòàêàíå êàê
ðàç è îñòàíåòñÿ ïîëîâèíà.
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Ôèçèêà â «Ðàññêàçàõ î æèâîòíûõ»
Íåäàâíî âûøëî î÷åðåäíîå èçäàíèå êíèãè èçâåñòíîãî ïè ñà-

òåëÿ è çíàòîêà ïðèðîäû Êàíàäû è Ñåâåðíîé Àìåðèêè Ý.Ñå-
òîíà-Òîìïñîíà «Ðàññêàçû î æèâîòíûõ». Â êíèãå êàê æèâîé
ïðåäñòàåò ïåðåä ÷èòàòåëåì ìèð ýòîé äàëåêîé îò íàñ ÷ àñòè
ñâåòà. Ãåðîÿìè åãî ðàññêàçîâ – òî òðîãàòåëüíûõ, òî òðàãè÷åñ-
êèõ – ÿâëÿþòñÿ çâåðè, ïîâàäêè êîòîðûõ ïðåêðàñíî èçâ åñòíû.

Íî ïîñìîòðèì íà êíèãó ÷åðåç ïðèçìó ôèçèêè – âåäü
êàæäîå ÿâëåíèå ïðèðîäû, â òîì ÷èñëå è æèâîé, èìååò è
ôèçè÷åñêóþ ñòîðîíó, íå ñâîäÿñü, åñòåñòâåííî, ê íåé ïîëíî-
ñòüþ.

Òå, êòî ÷èòàë ýòó êíèãó (÷òî ÿ âñåì èñêðåííåå ñîâåò óþ
ñäåëàòü), êîíå÷íî, ïîìíÿò ðàññêàç «Äæåê – Áîåâîé Êî íåê.
Èñòîðèÿ êðîëèêà». Â íåì çàáàâíî îïèñûâàåòñÿ «ñîðåâí îâà-
íèå â áåãå» êðîëèêà è ñîáàê. Êîãäà ñîáàêè íà÷èíàþò íàñòè-
ãàòü êðîëèêà â áåãå ïî ïðÿìîé, îí ïðèñòóïàåò ê ëàâèðîâàíèþ,
ðåçêî ìåíÿåò íàïðàâëåíèå áåãà, óâåðòûâàÿñü îò íèõ. Íà åãî
ñòîðîíó âñòàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî òåë – èíåðòíîñòü. Ñîáàêà
ìàññèâíåå êðîëèêà, ïîýòîìó åé òðóäíåå áûñòðî èçìåíÿ òü
âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ñâîåãî òåëà, ÷òîáû ïðåñëå-
äîâàòü êðîëèêà, ÷åì îí èíñòèíêòèâíî è ïîëüçóåòñÿ. È ç
äðóãèõ áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ êðîëèêó ïðè òàêîé òàêòèêå
ôàêòîðîâ ñëåäóåò íàçâàòü ïðûæêè, êàê îáû÷íûé ñïîñîá
ïåðåäâèæåíèÿ, è òðóäíîñòü ïðåäóãàäûâàíèÿ î÷åðåäíîãî  åãî
ìàíåâðà.

Â ðàññêàçå î ïî÷òîâîì ãîëóáå Àðíî ãåðîé ñòàíîâèòñÿ
æåðòâîé ñîêîëîâ-ãîëóáÿòíèêîâ. Ýòîò õèùíèê ïèêèðóåò íà
ñâîþ äîáû÷ó è, ðàçîãíàâøèñü, óäàðÿåò åå ëàïàìè ñâåðõó â
ñïèíó. Ïðè÷åì óáèâàþò ïòèöó íå êîãòè, êîòîðûì ïðîòè âî-
ñòîèò óïðóãîå è ïðî÷íîå îïåðåíèå, à ïåðåëîìû øåéíûõ
ïîçâîíêîâ, ïðè÷èíà êîòîðûõ – èíåðòíîñòü åå ãîëîâû. Ò îë÷îê
ëàï ñîêîëà ñîîáùàåò òåëó ïòèöû íàñòîëüêî áîëüøîå óñêîðå-
íèå, ÷òî åå øåÿ íå ìîæåò ïåðåäàòü åãî ãîëîâå, òàê ê àê äëÿ
ýòîãî ê øåå äîëæíà áûòü ïðèëîæåíà ñèëà, ïðåâûøàþùàÿ  åå
ïðî÷íîñòü â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Îïèñûâàÿ ïðîèñõîäÿùåå, ÷àñòî ãîâîðÿò: «Â òî âðåìÿ ê àê
òóëîâèùå ïòèöû ïîëó÷èëî òîë÷îê (óñêîðåíèå), ãîëîâà ïðî-
äîëæàåò äâèãàòüñÿ ïî èíåðöèè». Ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ
ñàìîãî ïåðâîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîñëå óäàðà, êîãäà äåéñòâó-
þùàÿ íà ãîëîâó ïòèöû ñî ñòîðîíû òóëîâèùà ñèëà ìàëà è íå
óñïåëà ñîîáùèòü åé çàìåòíîå óñêîðåíèå.

Â ïîäîáíîé ñèòóàöèè ìîæåò îêàçàòüñÿ è ÷åëîâåê, íî
óãðîæàþò åìó óæå íå õèùíèêè, à èçîáðåòåííûå èì ñàìèì
ñðåäñòâà ïåðåäâèæåíèÿ. Ýòî ÷àñòî ïðîèñõîäèò ñ ïàññà æèðà-
ìè, ñèäÿùèìè â àâòîìîáèëå, ïðè íàåçäå íà íåãî ñçàäè
äðóãîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà (òàê íàçûâàåìûé «óäà ð
õëûñòîì»). Ñïàñòè øåéíûå ïîçâîíêè îò ïîâðåæäåíèÿ â ý òîì
ñëó÷àå ïðèçâàíû ïîäãîëîâíèêè, óñòàíàâëèâàåìûå íà ñï èí-
êàõ ñèäåíèé.

Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ïðåñëåäóåìîé ñîáàêàìè ëèñû
Ñåòîí-Òîìïñîí ïðîøåë ìèìî îäíîãî íåáåçûíòåðåñíîãî ä ëÿ
íàñ ôàêòà – à ê òàêîìó ïðèåìó ïðèáåãàþò êàê ëèñû, ò àê è
íåêîòîðûå äðóãèå æèâîòíûå. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷ò î
ëèñà, óõîäÿ îò ïîãîíè è ðåçêî ìåíÿÿ äëÿ ýòîãî íàïðàâëå íèå
äâèæåíèÿ, óìåëî èñïîëüçóåò ñâîé õâîñò. Ïîâîðà÷èâàÿ â îäíó
ñòîðîíó, îíà ñ ñèëîé îòâîäèò õâîñò â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè. Îäíàêî âñÿêîìó äåéñòâèþ âñåãäà åñòü ïðîòè-
âîäåéñòâèå, ïîýòîìó õâîñò â ñâîþ î÷åðåäü äåéñòâóåò íà
çàäíþþ ÷àñòü òóëîâèùà æèâîòíîãî ñ ñèëîé, òàêîé æå ï î
âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ. Áëàãîä àðÿ
ýòîìó, æèâîòíîìó óäàåòñÿ ñîâåðøèòü ïîâîðîò, íå äîïó ñêàÿ
«çàíîñà» çàäíåé ÷àñòè òåëà.

Âû ñêàæåòå, ÷òî ïðèâåäåííûé â äâèæåíèå õâîñò íå áðî ñàþò
íà ïðîèçâîë ñóäüáû. Åãî íóæíî îñòàíîâèòü è çàòåì çà ñòàâèòü
äâèãàòüñÿ ñî âñåì òåëîì â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, äëÿ

÷åãî íóæíî ñíîâà ïðèëîæèòü ê íåìó ñèëó. Ýòî òàê. Íî  äåëî
â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðèåì ïîçâîëÿåò, îñóùåñò âèâ
áûñòðî ïîâîðîò, ðàñòÿíóòü âî âðåìåíè çàòðàòó íà íåã î ñèë,
íå ïåðåãðóæàÿ ìûøöû è íå ïðåâûøàÿ ïðåäåë ñèëû ñöåïë å-
íèÿ ëàï ñ ãðóíòîì. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ó õâîñòà «çàíè ìàþò»
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ, à íåìíîãî ïîãîäÿ «âî çâðà-
ùàþò» åìó åãî.

Êðîìå òîãî, åñëè ïðåñëåäîâàòåëü ñîñðåäîòî÷èë âíèìàí èå
íà ñàìîé áëèçêîé ê íåìó ÷àñòè äîãîíÿåìîé æåðòâû – í à åå
õâîñòå, òî äâèæåíèå õâîñòà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæí óþ
ïîâîðîòó, ñáèâàåò ïðåñëåäîâàòåëÿ ñ òîëêó. Íåñëó÷àéí î êîí-
÷èê õâîñòà èìååò âûäåëÿþùóþñÿ áåëóþ îêðàñêó. Ýòèì
ïðèåìîì, îáëåã÷àþùèì ïîâîðîòû, ïîëüçóþòñÿ ìíîãèå æè -
âîòíûå ñ îòíîñèòåëüíî ìàññèâíûì (ïî îòíîøåíèþ ê ìàñ ñå
âñåãî òåëà) õâîñòîì, â òîì ÷èñëå è õèùíèêè, íàïðèìå ð
ëó÷øèé áåãóí – ãåïàðä. È ÷åì çíà÷èòåëüíåå äîëÿ ìàññû
õâîñòà ïî îòíîøåíèþ êî âñåé ìàññå òåëà, òåì ëó÷øèå
ðåçóëüòàòû äàåò ýòîò ïðèåì.

Íàòóðàëèñòû îòìå÷àþò, ÷òî, ïîëüçóÿñü ñâîèì îòíîñèòå ëü-
íî ìàññèâíûì õâîñòîì êàê ðóëåì, èëè, òî÷íåå, ïðîòèâ îâå-
ñîì, òóøêàí÷èê ìîæåò èçìåíÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
ñàìûì íåîæèäàííûì îáðàçîì, ïðûãàÿ ïî ñûïó÷åìó ïåñêó .

Â îäíîì èç ðàññêàçîâ Ñåòîí-Òîìïñîí îïèñûâàåò, êàê å ãî
ñïóòíèê – îïûòíûé îõîòíèê – îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå
âåòðà, êîòîðîå íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òîáû íåçàìå÷åííûì ïî-
äîéòè ê çâåðþ. Äëÿ ýòîãî îí ñìà÷èâàåò îäíó ñòîðîíó óêàçà-
òåëüíîãî ïàëüöà è, äåðæà åãî âåðòèêàëüíî, ìåäëåííî ïîâîðà-
÷èâàåò âëàæíîé ïîâåðõíîñòüþ âî âñå ñòîðîíû. À çàòåì äåëàåò
âûâîä – âåòåð äóåò ñ òîé ñòîðîíû, â íàïðàâëåíèè íà êîòîðóþ
ïàëåö ÷óâñòâóåò íàèáîëüøèé õîëîä. Äàëåå àâòîð çàêëþ ÷àåò,
÷òî æèâîòíûå, âèäèìî, ïîñòóïàþò òàê æå, òîëüêî äëÿ ýòîé
öåëè èì ñëóæèò âñåãäà âëàæíûé íîñ.

Îáñóäèì ýòî ÿâëåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè. Ñ âëàæíîé
ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò èñïàðåíèå æèäêîñòè, è ïðè ýò îì
îíà îõëàæäàåòñÿ. Îáäóâàþùèé âîçäóõ óíîñèò èñïàðèâøè åñÿ
ìîëåêóëû îò ïîâåðõíîñòè è ïðåïÿòñòâóåò âîçâðàùåíèþ èõ è
óíåñåííîé èìè ýíåðãèè. Ýòî óñèëèâàåò èñïàðåíèå è ñî ïðî-
âîæäàþùåå åãî îõëàæäåíèå. Íàèáîëåå èíòåíñèâíî ýòîò ïð î-
öåññ ïðîèñõîäèò ñ íàâåòðåííîé ñòîðîíû, ò.å. îáðàùåí íîé
òóäà, îòêóäà äóåò âåòåð.

Ïðî÷èòàéòå è âû ýòó çàìå÷àòåëüíóþ êíèãó. Áåçóñëîâíî ,
îíà äîñòàâèò âàì èñòèííîå íàñëàæäåíèå. À, ìîæåò áûò ü, âû
ïîäìåòèòå è äðóãèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîìåðíîñòåé. Õîðîøåå çíàíèå ôèçèêè ñïîñîáíî îòê ðûòü
ïåðåä âàìè «ñåêðåòû» íå òîëüêî íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ, íî è
õóäîæåñòâåííûõ ïðîèçâåäåíèé.

Â.Êîòîâ

Ðèñóíîê  Ý.Ñåòîíà-Òîìïñîíà

Í À Ì  Ï È Ø Ó Ò
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Ïèôàãîðîâû òðåóãîëüíèêè
Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, äëèíû âñåõ ñòîðîí

êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ïîëó-
÷èëè íàçâàíèå ïèôàãîðîâûõ – ïî èìåíè âåëèêîãî
ìàòåìàòèêà äðåâíîñòè Ïèôàãîðà. Ñîãëàñíî êîììåí-
òàòîðó çíàìåíèòûõ Åâêëèäîâûõ «Íà÷àë» Ïðîêëó
Äèàäîõó (îê. 410–485 ), Ïèôàãîð óêàçàë áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ. À èìåííî: ïî-

ñêîëüêó òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà m, 
2 1
2

m -
, 

2 1
2

m +
,

ãäå m – êàêîå-ëèáî áîëüøåå 1 íå÷åòíîå ÷èñëî, ñâÿçà-
íû ðàâåíñòâîì

2 22 2
2 1 1

2 2
m m

m
æ ö æ ö- +

+ =ç ÷ ç ÷è ø è ø
,            (1)

òî òðåóãîëüíèê ñ äëèíàìè ñòîðîí, ðàâíûìè ýòèì òðåì
÷èñëàì, – ïðÿìîóãîëüíûé (ñîâðåìåííûé øêîëüíèê
ñêàæåò: ïî òåîðåìå, îáðàòíîé ê òåîðåìå Ïèôàãîðà).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå m = 3 ïîëó÷àåòñÿ òðåóãîëüíèê ñ
äëèíàìè ñòîðîí 3, 4, 5, èçâåñòíûé åùå â Äðåâíåì
Åãèïòå.

Òîæäåñòâî (1) Ïèôàãîðîì èëè åãî ó÷åíèêàìè âû-
âîäèëîñü, ñêîðåå âñåãî, òàê. Åñëè 2n  êàìåøêîâ

ðàñïîëîæèòü â âèäå êâàäðàòà (íà
ðèñóíêå 1 ïîêàçàí ñëó÷àé n = 3),
òî, äîáàâèâ ê íåìó «êàåìêó» (äðåâ-
íèå ãîâîðèëè – «ãíîìîí») èç 2 n +
1 êàìåøêîâ, ìû ïîëó÷èì ðàñøè-
ðåííûé êâàäðàò èç ( )21n +  êàìåø-
êîâ. Çíà÷èò, åñëè èç 2 n + 1 êàìåø-
êîâ òàêæå ìîæíî âûëîæèòü êâàä-
ðàò, òî ñóììà ñòàðîãî è äîáàâëåí-
íîãî êâàäðàòîâ äàåò òðåòèé êâàä-
ðàò – êàê ðàç òî, ÷òî íóæíî. Ïîëà-

ãàÿ 22 1n m+ =  ( m – íå÷åòíîå), ïîñëå î÷åâèäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1).

Ñîãëàñíî Ïðîêëó, åùå îäèí êëàññ ïèôàãîðîâûõ
òðåóãîëüíèêîâ îïèñàë çíàìåíèòûé ôèëîñîô Ïëàòîí,
ïîëó÷èâ ôîðìóëó

( ) ( ) ( )2 22 2 22 1 1m m m+ - = + ,           (2)

ãäå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m
ìîæåò áûòü ëþáûì – êàê
÷åòíûì, òàê è íå÷åòíûì.
Ýòó ôîðìóëó òîæå ìîæíî
âûâåñòè, ðàññóæäàÿ «íà êà-
ìåøêàõ». À èìåííî: íàðàñ-
òèì êâàäðàò èç ( )21n -  êà-
ìåøêîâ íå îäíèì, à äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ãíîìî-
íàìè, ñîäåðæàùèìè â ñî-
âîêóïíîñòè 2( n – 1) + 1 +
+ 2n + 1 = 4 n êàìåøêîâ
(ðèñ. 2). Çíà÷èò, ( )21n - +

( )24 1n n+ = + , è, ïîëàãàÿ ÷èñëî n ðàâíûì êâàäðàòó,
2n m= , ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Áîëåå îáùóþ ôîðìóëó äîêàçûâàåò Åâêëèä â äåñÿ-
òîé êíèãå «Íà÷àë» (ëåììà ê Ïðåäëîæåíèþ 28):

22 2
2 2 2 2

2
m np npq

m n p q
æ ö-

+ =ç ÷è ø

22 2

2
m np npqæ ö+

ç ÷è ø
, (3)

ãäå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è q îäíîé ÷åòíîñòè, n, p –
ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ôîðìóëû Ïèôà-
ãîðà è Ïëàòîíà ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû Åâêëèäà ïðè
n = q = 1 è ð = 1 (ôîðìóëà (1)), èëè ð = 2 (ôîðìóëà
(2)).

Åñëè ÷èñëà n è ð ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

÷èñëî 
2

np
 îêàçàëîñü òî÷íûì êâàäðàòîì, òîãäà ìîæíî

ñäåëàòü çàìåíó 
2

2

2
m np

a= , 
2

2

2
npq

b= , ãäå a, b –

íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âñëåäñòâèå ÷åãî ðà-
âåíñòâî (3) çàïèøåòñÿ òàê:

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 22ab a b a b+ - = + .        (4)

Â îäíîé èç ìåñîïîòàìñêèõ ãëèíÿíûõ òàáëè÷åê
(ðèñ.3), äàòèðóåìîé ïðèáëèçèòåëüíî 18 âåêîì äî
íàøåé ýðû, ñîäåðæèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò, êîòî-
ðûé èñòîðèêè íàóêè íàçûâàþò «Plimpton-322» – ïî

èìåíè Ïëèìïòîíîâñêîé áèáëèîòåêè Êîëóìáèéñêîãî
óíèâåðñèòåòà â Íüþ-Éîðêå, ãäå îí õðàíèòñÿ. Â ýòîé
òàáëè÷êå ïðèâîäèòñÿ ðÿä èç 15 òðîåê ÷èñåë âèäà 2ab,

2 2 2 2,a b a b- + , ñâèäåòåëüñòâóþùèé î òîì, ÷òî ïèôà-
ãîðîâû ÷èñëà çàíèìàëè ëþáèòåëåé òî÷íîãî çíàíèÿ
åùå â ãëóáîêîé äðåâíîñòè. Ïîçæå ýòè ÷èñëà áûëè
ïðåäìåòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ äðåâíåãðå÷åñêîãî
ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà (III â.) è åãî ôðàíöóçñêîãî
êîëëåãè Ïüåðà Ôåðìà (1601–1665).

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü òðåóãîëüíèê Ïèôàãîðà ñî
ñòîðîíàìè x, y, z  ñèìâîëîì ( x, y, z ), ñ÷èòàÿ, ÷òî íà
ïîñëåäíåì ìåñòå â ñêîáêàõ ñòîèò ÷èñëî, âûðàæàþùåå
äëèíó ãèïîòåíóçû.

Çíàåòå ëè âû, ÷òî…

·  Èç äàííîãî ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà ( x, y, z )
ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ
åìó òðåóãîëüíèêîâ ( kx, ky, kz ), ãäå k – ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
· Ñðåäè ïîäîáíûõ ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ ñó-
ùåñòâóåò íàèìåíüøèé – òðåóãîëüíèê, êàòåòû êîòîðî-
ãî âûðàæàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Òàêîé
ïèôàãîðîâ òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì .
· Â îñíîâíîì ïèôàãîðîâîì òðåóãîëüíèêå ( x, y, z )
îäíî èç ÷èñåë õ è ó ÷åòíîå, à äðóãîå íå÷åòíîå. Åñëè
ó ÷åòíîå, òî ñóùåñòâóþò òàêèå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà
n è m > n ðàçíîé ÷åòíîñòè, ÷òî

2 2x m n= - , y = 2mn, 2 2z m n= + .

· ×èòàòåëü «Êâàíòà» Ñ.Ø. Êîæåãåëüäèíîâ èç Ñåìè-
ïàëàòèíñêà çàìåòèë, ÷òî ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ìîæ-
íî íåìíîãî èçìåíèòü òàê, ÷òîáû îíà îïèñûâàëà óæå
âñå îñíîâíûå ïèôàãîðîâû òðåóãîëüíèêè. À èìåííî,
äëÿ ëþáîãî îñíîâíîãî ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà
( x, y, z ) íàéäóòñÿ òàêèå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà n è
m > n , ÷òî

( )

2 2

2,
m n

x
m n

-
=

-
, 

( )
2

2,
mn

y
m n

=
-

, ( )

2 2

2,
m n

z
m n

+
=

-

(çäåñü â çíàìåíàòåëÿõ ôîðìóë êðóãëûìè ñêîáêàìè
îáîçíà÷åí íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë, ïåðå-
÷èñëÿåìûõ ÷åðåç çàïÿòóþ). Åñëè ÷èñëà m è n ðàçíîé
÷åòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ òðåóãîëüíèê ñ ÷åòíûì y,  à åñëè
m è n – îäíîé ÷åòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ òðåóãîëüíèê ñ
÷åòíûì  õ.
· Âñåãî ñóùåñòâóåò 50 ðàçëè÷íûõ ïèôàãîðîâûõ òðå-
óãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ ìåíüøå 100.
· Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïèôàãîðîâ òðåóãîëüíèê,
ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, – ýòî (3, 4, 5). Âñå ïèôàãî-
ðîâû òðåóãîëüíèêè, ñòîðîíû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, èìåþò âèä (3 k, 4k,
5k), ãäå k – íàòóðàëüíîå.
· Òîæäåñòâî Ìåññíåðà

( ) ( )( )2210 5 50 1 12n n n- + - + = ( )( )250 1 13n n - +

(çäåñü n – ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî) çàäàåò
ìíîæåñòâî ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ
îäèí èç êàòåòîâ íà 1 ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Åñòü
è äðóãèå ïèôàãîðîâû òðåóãîëüíèêè, îáëàäàþùèå
òàêèì ñâîéñòâîì, íàïðèìåð (2 1,2 ( 1), 2n n n+ +

)2 ( 1) 1n n + + . Ñóùåñòâóåò òàêæå áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ êàòåòû âû-
ðàæàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè.
· Âî âñÿêîì ïèôàãîðîâîì òðåóãîëüíèêå õîòÿ áû îäèí
èç êàòåòîâ äåëèòñÿ íà 3 è õîòÿ áû îäèí èç êàòåòîâ
äåëèòñÿ íà 4 (ýòî ìîæåò áûòü îäèí è òîò æå êàòåò).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü âñÿêîãî ïèôàãîðîâîãî
òðåóãîëüíèêà êðàòíà 6.
· Â êàæäîì ïèôàãîðîâîì òðåóãîëüíèêå õîòÿ áû îäíà
èç ñòîðîí äåëèòñÿ íà 5.
· Äâà ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îäèíà-
êîâûå ïëîùàäè è ðàâíûå ãèïîòåíóçû, ðàâíû.
· Òåîðåìà Ôåðìà.  Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ñóùåñòâóåò n ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþ-
ùèõ îäèíàêîâûå ïëîùàäè, íî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ãèïîòåíóçû.
· Ñðåäè îñíîâíûõ ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ, ó êîòîðûõ îäèí èç
êàòåòîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, îä-
íàêî ñîâñåì íåò òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ õîòÿ áû
äâå ñòîðîíû áûëè êâàäðàòàìè.
· Íå ñóùåñòâóåò ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïëî-
ùàäè êîòîðûõ ðàâíû êâàäðàòó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
· Â 1643 ãîäó â ïèñüìå ê àááàòó Ìåðñåííó Ôåðìà
ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ïèôàãîðîâû
òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ãèïîòåíóçà è ñóììà êàòåòîâ
– êâàäðàòû. Ôåðìà óêàçàë òàêîé òðåóãîëüíèê ñ
íàèìåíüøåé ãèïîòåíóçîé, èìåþùèé, òåì íå ìåíåå,
âåñüìà âíóøèòåëüíûå ðàçìåðû:

(4565486027761, 1061652293520, 4687298610289).

· Ìåæäó ïèôàãîðîâûìè òðåóãîëüíèêàìè ( a, b, c ) è
ðàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè äóãè îêðóæíîñòè 2 2 1x y+ =
â ïåðâîé ÷åòâåðòè ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò
(ðèñ.4) ìîæíî óñòà-
íîâèòü îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, ïîëàãàÿ

a
x

c
=  è b

y
c

= . Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî êàêèå áû
äâå òî÷êè íàäóãå íè
âçÿòü, ìåæäó íèìè
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ
òî÷êà ñ ðàöèîíàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ íåêî-
òîðîìó ïèôàãîðîâîìó
òðåóãîëüíèêó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà a ,
0 90a° £ £ ° , ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè è îñòðûì óãëîì,
ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê a .
· Èç êàæäîãî ïèôàãîðîâà òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû è äèàãîíàëè êîòîðîãî
âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ñòîðîíû è äèàãîíàëè êîòîðîãî
âûðàæàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë À. Æóêîâ

Ðèñ. 4
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Î äâóõ
ïàðàëëåëîãðàììàõ
â òðåóãîëüíèêå

Ã.ÔÈËÈÏÏÎÂÑÊÈÉ

ÐÅ×Ü ÏÎÉÄÅÒ Î ÄÂÓÕ ÑËÅÄÓÞÙÈÕ ÏÀÐÀËËÅËÎÃÐÀÌ-
ìàõ â òðåóãîëüíèêå  ABC : 1 1OM E A  è 1 1OM HE  (ðèñ.1).

Çäåñü O – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, H  –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî
âûñîò (îðòîöåíòð), 1M
– ñåðåäèíà BC è 1E  –
ñåðåäèíà AH .

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêè 1 1OM E A
è 1 1OM HE  äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëå-
ëîãðàììàìè. Îïèøåì
îêîëî òðåóãîëüíèêà
ABC îêðóæíîñòü w  è
ïðîâåäåì äèàìåòð BD
(ðèñ.2). Î÷åâèäíî,
ADCH  – ïàðàëëåëîã-
ðàìì ( DC AHP , ïî-
ñêîëüêó îáà îòðåçêà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ê ñòîðî-
íå BC ; àíàëîãè÷íî
DA CHP ),  1OM  –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðå-
óãîëüíèêå BCD , ò.å.

1
1
2

OM CD= .  Òîãäà

1
1
2

OM AH= . Ñëåäîâà-

òåëüíî, 1 1OM AE= =

1E H= . Ïîñëåäíèå òðè îòðåçêà ê òîìó æå ïàðàëëåëüíû (âñå
îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ê BC). Ïîýòîìó 1 1OM E A  è 1 1OM HE
– ïàðàëëåëîãðàììû.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàçãîâîðó î çàìå÷àòåëüíûõ ñâîé -
ñòâàõ óêàçàííûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, îòìåòèì: â òóïîóã îëü-

íîì òðåóãîëüíèêå ôîðìóëà 1
1
2

OM AH=  è ñàìè ïàðàëëåëîã-

ðàììû ñîõðàíÿþòñÿ (ïîêàæèòå!).
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê 1 1M E  ðàâåí ðàäèóñó R

îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Â ïàðàëëåëîãðàììå 1 1OM E A  îòðåçîê

OA = R  (ñì. ðèñ.1). Ñëåäîâàòåëüíî, 1 1M E OA R= = .
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå O

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ìåäèàí, ïðèíàäëåæàò âûñîòàì òð å-
óãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Òî÷êà T ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàë-
ëåëîãðàììà 1 1OM E A  – ñåðåäèíà ìåäèàíû 1AM  (ðèñ.3).
Òî÷êà 1E  ñèììåòðè÷íà O îòíîñèòåëüíî T. Îíà ëåæèò íà
âûñîòå 1AH .

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå,
÷òî (ñì. ðèñ.3):

à) cosAH 2R a= ;

á)  2 2 2AH 4R a= - .
Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïî-

ñêîëüêó 1OM = cosR a
(èç 1OM CD ), à 2

1OM =
2

2

4
a

R= -  (òåîðåìà Ïè-

ôàãîðà äëÿ òîãî æå òðå-
óãîëüíèêà), òî

12 2 cosAH OM R a= =

è

 2 2 2 2
14 4AH OM R a= = - .

Çàäà÷à 4. Ïóñòü áèññåêòðèñà 1AL  òðåóãîëüíèêà ABC
ïåðåñåêàåò 1 1M E  â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî (ðèñ.4):

à) 1 1NE E A= ;
á)  ANH 90Ð = ° .
Äîêàçàòåëüñòâî.  à)

Èçâåñòíî, ÷òî áèññåêòðè-
ñà óãëà A òðåóãîëüíèêà
ABC ñîâïàäàåò ñ áèññåê-
òðèñîé óãëà OAH  (äî-
êàæèòå!), ò.å. 1 2Ð = Ð .
Íî 3 1Ð = Ð , òàê êàê

1 1OM E A  – ïàðàëëåëîã-
ðàìì è 1 1OA M EP . Òîã-
äà 3 2Ð = Ð , è 1NE =

1E A= .
á) Ïîñêîëüêó 1 1 1NE AE E H= = , òî 90ANHÐ = ° .
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà E – ñåðåäèíà OH –

ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè Ýéëåðà (îêðóæíîñòè äåâÿ -
òè òî÷åê).

Äîêàçàòåëüñòâî .  Ïóñòü äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà
1 1OM HE  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E (ðèñ.5) . Ñîåäèíèì E ñ 1H

– îñíîâàíèåì âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A. Òîãäà
1 1 1H E EM EE= = ( ìå -

äèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê
ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëî-
âèíå ãèïîòåíóçû). Òà-
êèì îáðàçîì, E – öåíòð
îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç 1 1 1, ,H M E .
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî íà ýòîé æå
îêðóæíîñòè íàõîäÿòñÿ
òî÷êè 2E  è 3E  – ñåðå-
äèíû BH  è CH  ñîîòâåò-
ñòâåííî; 2H  è 3H  –
îñíîâàíèÿ âûñîò, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí B è C; 2M  è 3M
– ñåðåäèíû AC è AB ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè Ýéëåðà.
Ðåøåíèå.  Íåïîñðåäñòâåííî èç ðèñóíêà 5 ïîëó÷àåì

1 1 1 1
1 1
2 2

M E EE M E R= = = .

Çàäà÷à 7.  Äîêàæèòå, ÷òî:
à) òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC, à

òàêæå òî÷êè O è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé
Ýéëåðà);

á) 2OM = MH.
Äîêàçàòåëüñòâî .  à) Äâà íàøè ïàðàëëåëîãðàììà, âçÿòûå

âìåñòå, ñîñòàâëÿþò òðàïåöèþ 1OM HA , â êîòîðîé îñíîâàíèå

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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AH  â äâà ðàçà áîëüøå
îñíîâàíèÿ 1OM  (ðèñ.
6) . Ïóñòü Q – òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
ýòîé òðàïåöèè. Òîãäà

1 1

2
1

AQ AH
QM OM

= =  (òðå-

óãîëüíèêè AQH  è
M 1QO ïîäîáíû). Íî è

1

2
1

AM
MM

= . Çíà÷èò, òî÷-

êè Q è M  ñîâïàäàþò.

á) Î÷åâèäíî, ÷òî è 
1

2
1

HQ AH
QO OM

= = . Ïîñêîëüêó òî÷êè Q

è M  ñîâïàäàþò, òî 
2
1

HM
MO

= , èëè 2 OM = MH .

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ 1E M  ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíå A.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìîé ëåììîé î
òðàïåöèè: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè, òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé åå áîêîâûõ ñòîðîí è ñåðåäèí û
îñíîâàíèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (äîêàæèòå!). Ñëåäîâ à-
òåëüíî, ïðÿìàÿ 1E M  ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó D ïåðåñå÷åíèÿ
ïðîäîëæåíèé AO è 1HM  òðàïåöèè 1AHM O  (ðèñ.7). Íî

1OM AHP  è 1
1
2

OM AH= . Çíà÷èò, 1OM  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ

â òðåóãîëüíèêå AHD . Òîãäà AO = OD  è AD  – äèàìåòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà  ABC.

Çàäà÷à 9. Òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îðòîöåíòðó H îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæàò íà åã î

îïèñàííîé îêðóæíîñ-
òè. Äîêàæèòå ýòî.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ñî-
ãëàñíî ðèñóíêó 7,

1 1HM M D=  ( 1OM  –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðå-
óãîëüíèêå AHD ). Óò-
âåðæäåíèå ñïðàâåäëè-
âî.

Çàäà÷à 10. Òî÷êè,
ñèììåòðè÷íûå îðòî-
öåíòðó H îòíîñèòåëü-
íî ñòîðîí òðåóãîëüíè-
êà ABC, òàêæå ïðè-
íàäëåæàò îïèñàííîé

îêîëî íåãî îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå ýòî .
Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü F – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåí-

òðó H  îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ.8).
Ñâÿçêà èñõîäíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ïîçâîëÿåò, óäâîèâ 1OM ,
ïîëó÷èòü ïàðàëëåëîãðàìì OGHA , â êîòîðîì GH = OA = R .
Ïîñêîëüêó OGFH  – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, òî OF = GH = R .

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷-
êà F ïðèíàäëåæèò îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 11. Äîêàæè-
òå ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-
äóþùåé ôîðìóëû:

2 2OH 9R= -

( )2 2 2a b c- + + ,

ãäå a, b, c – ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà ABC,
R – ðàäèóñ îïèñàííîé
îêîëî íåãî îêðóæíîñòè .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü
1AM  – ìåäèàíà â òðåó-

ãîëüíèêå ABC (ðèñ.9).
Òîãäà, ïî ôîðìóëå ìåäè-
àíû,

( )2 2 2
2
1

2

4

b c a
AM

+ -
= .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ñóììû êâàäðà-
òîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ 1 1OM E A :

( )2 2 2 2
1 1 12OE OA OM AM= + - .               (1)

Ïî òîé æå ôîðìóëå äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà 1 1OM HE :

( )2 2 2 2
1 1 1 12OH OE OM M E= + - ,              (2)

ãäå 
2

2 2
1 4

a
OM R= -  (èç òðåóãîëüíèêà OM 1C), à

1 1M E OA R= = . Ïîäñòàâèì ñþäà çíà÷åíèå 2
1OE  èç ïðåäû-

äóùåé ôîðìóëû:

( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 12 2 2OH OA OM AM OM M E= + - + - ,

èëè
2 2 2 2 2

1 1 1 16 4 2OH OM OA AM M E= + - - ,

èëè

( )2 2 22
2 2 2 2

2
6 4

4 2

b c aa
OH R R R

+ -æ ö
= - + - -ç ÷è ø

,

îòêóäà ïîëó÷àåì

( )2 2 2 2 29OH R a b c= - + + .

Ïðåäëîæåííàÿ ñåðèÿ çàäà÷ ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëîãðàììîâ 1 1OM E A  è 1 1OM HE  ïðè
äîêàçàòåëüñòâå âàæíûõ ôàêòîâ ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèêà .

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ãîëîâîëîìêè â áóòûëêàõ

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 25)
âàòüñÿ êàêèìè-ëèáî èíñòðóìåíòàìè, ïðèñïîñîáëåíèÿìè,  ëþáû-
ìè ïðåäìåòàìè, íå èìåþùèìè îòíîøåíèå ê äàííîé ãîëîâ îëîìêå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîïðîáóéòå ðàçîáðàòüñÿ ñ «õèòðîé »
áóòûëêîé ñ äåðåâÿííûì öèëèíäðîì âíóòðè, î êîòîðîé ð àññêàçû-
âàåòñÿ íà 4-é ñòðàíèöå îáëîæêè æóðíàëà.

Ñðàçó ïðåäóïðåäèì, ÷òî áåñïîëåçíû âñå ïîïûòêè ïåðåâ îðà÷è-
âàòü è âñòðÿõèâàòü áóòûëêó â íàäåæäå ñëó÷àéíî ïîïàñ òü òîðöîì
öèëèíäðà â îòâåðñòèå òðóáêè. Ñäåëàòü ýòî ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæíî.

Êàê æå ðåøèòü çàäà÷ó? Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî èçãîòî âëåí-
íàÿ âàìè ãîëîâîëîìêà íå ïîõîæà íà òó, ÷òî ïîêàçàíà íà
ôîòîãðàôèè. Äåëî íå â ôîðìå áóòûëêè è íå â ðàçìåðàõ  òðóáêè
èëè öèëèíäðà. Âàøåé ãîëîâîëîìêå íå õâàòàåò... êîíâå ðòà ñ
ðåøåíèåì! Ýòîò êîíâåðò åñòü â ðåäàêöèè, è ìû åãî îò êðûâàëè,
íàäåÿñü íàéòè âíóòðè òåêñò ðåøåíèÿ è ïðî÷èòàòü åãî.  Íî òåêñòà
íå áûëî. Â êîíâåðòå ëåæàë ÷èñòûé ëèñòîê áóìàãè! È â ñå-òàêè
ãîëîâîëîìêà áûëà ðåøåíà. Ïîýòîìó ñîâåòóåì âàì âçÿòü  êîíâåðò,
íàïèñàòü íà íåì ñëîâî «Ðåøåíèå», ïîëîæèòü âíóòðü ëè ñò áóìàãè
è ðåøàòü ãîëîâîëîìêó Óèëëà Ñòðàéáîñà.

À.Êàëèíèí
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Êâàíòîâàÿ
òåëåïîðòàöèÿ

À.ÀÐÓÒÞÍÎÂ

ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅËÅÏÎÐÒÀÖÈß – ÎÄÍÎ ÈÇ ÍÀÈÁÎËÅÅ ÈÍ-
òåðåñíûõ è ïàðàäîêñàëüíûõ ïðîÿâëåíèé êâàíòîâîé ïðè-

ðîäû ìàòåðèè, âûçûâàþùåå â ïîñëåäíèå ãîäû îãðîìíûé
èíòåðåñ ñïåöèàëèñòîâ. Òåðìèí «òåëåïîðòàöèÿ» âçÿò èç  íàó÷-
íîé ôàíòàñòèêè, îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Êîãäà ôèçèêè ãîâ îðÿò î
òåëåïîðòàöèè, îíè âîâñå íå èìåþò â âèäó ìãíîâåííóþ òðàíñ-
ïîðòèðîâêó ïðåäìåòîâ è æèâûõ ñóùåñòâ íà äàëåêèå ðàñ ñòî-
ÿíèÿ, î êîòîðîé òàê ìíîãî ïèøóò àâòîðû ñîâðåìåííîé
íàó÷íîé ôàíòàñòèêè. Êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ îçíà÷àåò  ìãíî-
âåííûé ïåðåíîñ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ èç îäíîé òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà â äðóãóþ, óäàëåííóþ íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå .

Ïåðâûå èäåè êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè çàðîäèëèñü ñðàçó æå
ïîñëå ðàáîò À.Ýéíøòåéíà, Ì.Ïëàíêà, Í.Áîðà è äðóãèõ
îòöîâ-îñíîâàòåëåé êâàíòîâîé ôèçèêè. Ñóùåñòâåííîå ðà çâè-
òèå îíè ïîëó÷èëè ñ ñîçäàíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ï ðåä-
ñòàâëåíèÿõ Ý.Øð¸äèíãåðà è Â.Ãåéçåíáåðãà. Îãðîìíîå â ëè-
ÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé îêàçàë è
òàêæå ðàáîòû Ð.Ôåéíìàíà.

ßâëåíèå êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñò âî-
âàíèè ìãíîâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ìèêðî-
ìèðà, âõîäÿùèìè â åäèíóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó. Ñèñòåìà
êâàíòîâî ñâÿçàííûõ ÷àñòèö îáðàçóåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà
÷àñòèöû âñòóïàþò âî âçàèìîäåéñòâèå äðóã ñ äðóãîì èë è
ðîæäàþòñÿ â îäíîì ïðîöåññå è ïîñëå ýòîãî íå âñòóïàþ ò âî
âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè. Êàê òîëüêî îäíà  èç
÷àñòèö êâàíòîâî ñâÿçàííîé ïàðû íà÷èíàåò âçàèìîäåéñò âî-
âàòü ñ âíåøíèì ìèðîì, åå êâàíòîâûå õàðàêòåðèñòèêè è çìå-
íÿþòñÿ, è â òîò æå ñàìûé ìèã èçìåíÿþòñÿ õàðàêòåðèñò èêè
âòîðîé ÷àñòèöû ïàðû. Îáìåí èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèÿõ
ìåæäó ñâÿçàííûìè ÷àñòèöàìè ïðîèñõîäèò áåç êàêèõ-ëèá î
ïîëåé, ìãíîâåííî è íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ. Òàêàÿ ñâÿçü
êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìèñòè÷åñêîé, íî íà ÿçûêå ô èçèêîâ
îíà äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíà – ïðîñòî âçàèìîäåéñòâóþùèå
÷àñòèöû èìåþò îáùóþ òàê íàçûâàåìóþ ïñè-ôóíêöèþ. Êâà í-
òîâàÿ ôèçèêà îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèö ýòîé ñàìîé ïñè-
ôóíêöèåé (ïî-äðóãîìó – âîëíîâîé ôóíêöèåé), êîòîðàÿ,  õîòÿ
è ïîõîæà íà íåêîòîðîå ïîëå, ïîñêîëüêó èìååò ðàñïðåä åëåíèå
â ïðîñòðàíñòâå, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ò àêîâûì.
Ñêîðåå, ýòî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò è ïîýòîìó ì îæåò
èçìåíÿòüñÿ ìãíîâåííî è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå áåç íàðóøåíèé
çàêîíîâ ôèçè÷åñêîãî ìèðà. Ïñè-ôóíêöèÿ ëþáîé ñèñòåìû
ìèêðî÷àñòèö ñîçäàåòñÿ è ðàçðóøàåòñÿ (êîëëàïñèðóåò â î âñåì
ïðîñòðàíñòâå) ïðè êàæäîì íîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

Íà ñòðàííóþ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåôèçè÷åñêîé
ñâÿçè ìåæäó óäàëåííûìè ÷àñòèöàìè ïåðâûì îáðàòèë âíè ìà-
íèå À.Ýéíøòåéí. Îí íå ïîâåðèë â ðåàëüíîñòü òàêîé ñâ ÿçè è
èíòåðïðåòèðîâàë ýòî êàê äîêàçàòåëüñòâî îøèáî÷íîñòè êâàí-
òîâîé òåîðèè. Ñîâìåñòíî ñî ñâîèìè êîëëåãàìè-ôèçèêàì è –
Á.Ïîäîëüñêèì è Í.Ðîçåíîì – îíè îïóáëèêîâàë â 1935 ã îäó
ñòàòüþ î ïàðàäîêñå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðûé òåïå ðü
èçâåñòåí êàê ïàðàäîêñ ÝÏÐ. Ñóòü ïàðàäîêñà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Åñòü äâå ÷àñòèöû, êîòîðûå êàêîå-òî âðåìÿ

âçàèìîäåéñòâóþò, îáðàçóÿ åäèíóþ ñèñòåìó. Ñ ïîçèöèé êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè, ýòó ñâÿçàííóþ ñèñòåìó ìîæíî îïèñàòü í åêîåé
âîëíîâîé ôóíêöèåé. Êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ïðåêðàùàåòñ ÿ è
÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ î÷åíü äàëåêî, èõ ïî-ïðåæíåìó áó äåò
îïèñûâàòü òà æå ôóíêöèÿ. Íî ñîñòîÿíèå êàæäîé îòäåëü íîé
÷àñòèöû íåèçâåñòíî â ïðèíöèïå: ýòî âûòåêàåò èç ñîîò íîøå-
íèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. È òîëüêî êîãäà îäíà èç ÷àñòè ö
ïîïàäàåò â ïðèåìíèê, ðåãèñòðèðóþùèé åå ïàðàìåòðû, ó
äðóãîé ïîÿâëÿþòñÿ (èìåííî ïîÿâëÿþòñÿ, à íå ñòàíîâÿò ñÿ
èçâåñòíûìè!) ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè. Òàêèì îá-
ðàçîì, âîçìîæíà ìãíîâåííàÿ «ïåðåñûëêà» êâàíòîâîãî ñ îñòî-
ÿíèÿ ÷àñòèöû íà íåîãðàíè÷åííî áîëüøîå ðàññòîÿíèå. Î äíà-
êî òåëåïîðòàöèè ñàìîé ÷àñòèöû, ïåðåäà÷è ìàññû ïðè ýòîì íå
ïðîèñõîäèò. Êâàíòîâûé îáúåêò, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ì îãóò
âûñòóïàòü, íàïðèìåð, äâà ñâÿçàííûõ ôîòîíà, â ïðîöåñ ñå
ðàçäåëåíèÿ ñîõðàíÿåò íåêîå ïîäîáèå èíôîðìàöèîííîé ñ âÿçè
– ýôôåêò «ñïóòûâàíèÿ», «ñâÿçûâàíèÿ», «çàöåïëåíèÿ». Ïðè
ýòîì êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îäíîãî ôîòîíà, ñêàæåì ñîñò îÿíèå
ïîëÿðèçàöèè, ìîæåò ìãíîâåííî ïåðåäàâàòüñÿ íà äðóãîé
ôîòîí, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ àíàëîãîì ïåðâîãî, ïåðâûé æå
ôîòîí êîëëàïñèðóåò, èñ÷åçàåò, è íàîáîðîò. Ðàññòîÿíè å ìåæ-
äó ôîòîíàìè ìîæåò áûòü ëþáûì. Êàê ñèíîíèì ýòîãî ïàð à-
äîêñà ïðèíÿò òàêæå òåðìèí «êâàíòîâàÿ íåëîêàëüíîñòü» ,
ïîä÷åðêèâàþùèé ìãíîâåííóþ ðàñïðåäåëåííîñòü, íåëîêàë ü-
íîñòü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñâÿçàííûõ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö.

Ñòîèò ïîäðîáíåå ïîÿñíèòü, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ñ ëî-
âàìè «çàöåïëåííîå ñîñòîÿíèå». Ðå÷ü èäåò î ñèñòåìå, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì, íàïðèìåð ÷àñ-
òèö, êîòîðàÿ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ïîäñèñòåìû. Äëÿ òàêîãî çàöåïëåí íî-
ãî ñîñòîÿíèÿ çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî ôèçè÷åñêîé âåëè÷èí û íå
îïðåäåëåíî íè äëÿ îäíîé èç ïîäñèñòåì. Îäíàêî åñëè ì û
ïðîèçâåäåì èçìåðåíèå íàä îäíîé èç ïîäñèñòåì è îïðåä åëèì
çíà÷åíèå âûáðàííîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, òî ìû ñ äîñòî-
âåðíîñòüþ áóäåì çíàòü çíà÷åíèå ýòîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
è äëÿ äðóãîé ïîäñèñòåìû. Ïðèìåðîì ñèñòåìû, íàõîäÿùå éñÿ
â çàöåïëåííîì ñîñòîÿíèè, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà äâóõ ôîòî íîâ,
ïîÿâèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñïîíòàííîãî ðàñïàäà ôîòîíà ,
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íåëèíåéíîé ñðåäå. Äëÿ çàöåïëå í-
íûõ ôîòîíîâ íåëüçÿ óêàçàòü, êàêîâà ïîëÿðèçàöèÿ êàæä îãî
èç ôîòîíîâ ïàðû, íî åñëè èçìåðèòü ïîëÿðèçàöèþ îäíîã î
ôîòîíà, òî è ïîëÿðèçàöèÿ äðóãîãî ôîòîíà òàêæå ñòàíå ò
îïðåäåëåííîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, ïðîèçâîäÿ èçìåðåíèå íàä
îäíîé ÷àñòèöåé, ìû â òîò æå ìîìåíò îïðåäåëÿåì è ñîñ òîÿíèå
äðóãîé ÷àñòèöû, êàê áû äàëåêî ýòè ÷àñòèöû äðóã îò ä ðóãà íè
íàõîäèëèñü. Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó ÷àñòèöàìè íîñèò
ïðèíöèïèàëüíî íåëîêàëüíûé õàðàêòåð.

Êàçàëîñü áû, ïðè ýòîì íàðóøàåòñÿ ïðèíöèï ïðè÷èííîñò è
– ñëåäñòâèå è ïðè÷èíà íå ðàçäåëåíû âðåìåíåì, åñëè ï îíè-
ìàòü âðåìÿ êàê ñïîñîá îðãàíèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñò è
ñîáûòèé. Ïîýòîìó Ýéíøòåéí è ñîàâòîðû îöåíèâàëè ñâîþ
÷èñòî òåîðåòè÷åñêóþ, íî æåñòêî ôîðìàëèçîâàííóþ ìîäå ëü
êàê íåïðèëîæèìóþ ê ïðàêòèêå, ýêñïåðèìåíòó. Ýòî ñîñò îÿ-
íèå ïðîòèâîðå÷èÿ òåîðèè è âèäèìîé ôèçè÷åñêîé ðåàëüí îñòè
äëèëîñü îêîëî 30 ëåò.

Ïåðâóþ ïðèíöèïèàëüíóþ ñõåìó ýêñïåðèìåíòà ïî ðåàëèçà -
öèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàííûõ ÷àñòèö ïðåäëîæèëà â 19 93
ãîäó ãðóïïà ñïåöèàëèñòîâ Èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà IBM,
âîçãëàâëÿåìàÿ ×.Áåííåòîì. Òîãäà æå èìè áûë ââåäåí è
òåðìèí «êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ». Áåííåò ïîêàçàë, ÷ò î
ïîëíóþ èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññ òà-
íîâèòü ñîñòîÿíèå îáúåêòà, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè –
êâàíòîâóþ è êëàññè÷åñêóþ. Ïåðâóþ ìîæíî ïåðåäàòü ìãí î-
âåííî, ÷òî è ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, íî íåëü çÿ
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èñïîëüçîâàòü áåç âòîðîé, ïåðåäàâàåìîé îáû÷íûìè ìåòîäàìè
– ñî ñêîðîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòü ñâåòà. Èíûì è
ñëîâàìè, Áåííåò ïîêàçàë, ÷òî â ïðèíöèïå ñöåïëåííûå ÷àñòè-
öû ìîãóò ñëóæèòü ñâîåãî ðîäà «òðàíñïîðòîì». Ïîñðåäñ òâîì
ïðèñîåäèíåíèÿ òðåòüåé – «èíôîðìàöèîííîé» – ÷àñòèöû ê
îäíîé èç ñöåïëåííûõ ÷àñòèö ìîæíî ïåðåäàâàòü åå ñâîé ñòâà
äðóãîé, ïðè÷åì äàæå áåç èçìåðåíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ.

Ïèîíåðàìè ïî îñóùåñòâëåíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëè-
çàöèè êàíàëà òàêîé ñâÿçè ñòàëè ðàáîòû äâóõ èññëåäîâàòåëü-
ñêèõ ãðóïï – ãðóïïû àâñòðèéñêèõ èññëåäîâàòåëåé èç È íñòè-
òóòà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè óíèâåðñèòåòà â Èíñáðóêå,
âîçãëàâëÿåìîé À.Öàéëèíãåðîì, è ãðóïïû èòàëüÿíñêèõ è ñ-
ñëåäîâàòåëåé èç óíèâåðñèòåòà â Ðèìå ïîä ðóêîâîäñòâî ì
Ô. Äå Ìàðòèíè. Îïûòû ýòèõ ãðóïï äîêàçàëè âûïîëíèìîñ òü
ïðèíöèïîâ ÝÏÐ íà ïðàêòèêå äëÿ ïåðåäà÷è ÷åðåç ñâåòîâ îäû
ñîñòîÿíèé ïîëÿðèçàöèè ìåæäó äâóìÿ ôîòîíàìè ïîñðåäñò âîì
òðåòüåãî íà ðàññòîÿíèÿõ äî 10 êèëîìåòðîâ, ò.å. íàáë þäàëàñü
òåëåïîðòàöèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ íà ãèãàíòñêèõ (â ìàñø-
òàáàõ ìèêðîìèðà) ðàññòîÿíèÿõ.

Âìåñòî òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü îòäåëüíûé «ôîòîí-ïî-
ñëàííèê», èòàëüÿíñêèå èññëåäîâàòåëè ïðåäëîæèëè ðàññ ìàò-
ðèâàòü îäíîâðåìåííî äâå õàðàêòåðèñòèêè êàæäîé ñâÿçà ííîé
÷àñòèöû: ïîëÿðèçàöèþ è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ýòî ïî çâî-
ëÿåò òåîðåòè÷åñêè îïèñûâàòü èõ êàê îòäåëüíûå ÷àñòèöû è â
òî æå ñàìîå âðåìÿ, ïðîâîäÿ èçìåðåíèÿ òîëüêî ñ ïåðâî é
÷àñòèöåé, ïîëó÷àòü õàðàêòåðèñòèêè âòîðîé, íå òðîãàÿ  åå, ò.å.
îñóùåñòâëÿòü òåëåïîðòàöèþ.

Àíàëîãè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó-
÷åíû è â äðóãèõ ëàáîðàòîðèÿõ Åâðîïû, ÑØÀ è Àçèè, òà ê ÷òî
ôîòîííàÿ òåëåïîðòàöèÿ òåïåðü ñòàëà äëÿ ôèçèêîâ âïîë íå
ïðèâû÷íûì äåëîì. Îäíàêî äî ñèõ ïîð åùå íèêîìó íå
óäàâàëîñü òåëåïîðòèðîâàòü ñòîëü òÿæåëûå (ïî ìåðêàì ìèê-
ðîìèðà) îáúåêòû, êàê àòîìû ñ ìíîãîíóêëîííûìè ÿäðàìè .
Ôèçèêè èç àìåðèêàíñêîãî Íàöèîíàëüíîãî èíñòèòóòà ñòà í-
äàðòîâ è òåõíîëîãèè äîáèëèñü óñïåõà ñ èîíàìè áåðèëë èÿ-9,
à èõ êîëëåãè èç ó íèâåðñèòåòà Èíñáðóêà ðàáîòàëè ñ å ùå áîëåå
ìàññèâíûìè èîíàìè êàëüöèÿ-40.

Ïîâåäåíèå êàæäîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, áóäü òî ôîòîí,
ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà, àòîì èëè ìîëåêóëà, îïèñûâàåòñ ÿ
íåêîòîðûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ – êâàíòîâûõ ÷èñåë. Òàê èå
ïàðàìåòðû â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè îáåñïå÷èâàþò âñþ ïîë íî-
òó èíôîðìàöèè îá îáúåêòå, äîñòèæèìóþ â ðàìêàõ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè. Íàïðèìåð, îäèíî÷íûé ýëåêòðîí, ñâîáîäí î
ëåòÿùèé â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàåòñÿ âñåãî äâóìÿ
ïàðàìåòðàìè – èìïóëüñîì è ñïèíîì. Äëÿ ïîëíîãî îïèñà -
íèÿ ýëåêòðîíà, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ àòîìà âîäîðîäà, í óæíû
óæå ÷åòûðå ïàðàìåòðà: ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, êîòî ðîå
îïðåäåëÿåò åãî ýíåðãèþ, îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî , êî-
òîðîå çàäàåò âåëè÷èíó óãëîâîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà, ì àã-
íèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå îðèåíòàöèþ ýòîãî
ìîìåíòà, è, íàêîíåö, îïÿòü-òàêè ñïèí. Äðóãèå êâàíòî âûå
îáúåêòû ìîãóò òðåáîâàòü èíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë. Ïîëíû é
íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë ëþáîãî êâàíòîâîãî îáúåêòà, äë ÿ
ïðîñòîòû íàçîâåì åãî ÷àñòèöåé, êàê ðàç è íàçûâàåòñÿ  åãî
ñîñòîÿíèåì.

Îáà óïîìÿíóòûõ íàó÷íûõ êîëëåêòèâà, àìåðèêàíñêèé è
àâñòðèéñêèé, ðàáîòàëè ñ ïëåíåííûìè â ëîâóøêè èîíàìè,
êîòîðûìè îíè ìàíèïóëèðîâàëè ñ ïîìîùüþ ëàçåðíûõ èì-
ïóëüñîâ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ äèíàìèêó êàæäîé ÷àñòèöû ìî æíî
áûëî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ëèøü îäíîãî êâàíòîâîãî ïàðà-
ìåòðà – ñïèíà. Âåëè÷èíà ñïèíà ó êàæäîé ÷àñòèöû áûëà
îäíîé è òîé æå, à âîò åãî íàïðàâëåíèå ìîãëî ìåíÿòüñ ÿ.
Èíòåðåñíî, ÷òî êàæäûé àêò òåëåïîðòàöèè çàíèìàë ëèøü 4
ìèëëèñåêóíäû, ïðè÷åì îí îñóùåñòâëÿëñÿ ïî êîìàíäàì ê îì-
ïüþòåðà. Ó àâñòðèéöåâ òî÷íîñòü ïåðåíîñà èíôîðìàöèè ñî-
ñòàâèëà 75%, à ó àìåðèêàíöåâ – 78%.

Òåëåïîðòàöèÿ íå òîëüêî ôîòîíîâ, íî è äðóãèõ ÷àñòèö –
ýëåêòðîíîâ, àòîìîâ è äàæå èîíîâ – ïîçâîëèò ïåðåäàâà òü
êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îò êîðîòêîæèâóùåé ÷àñòèöû ê áîë åå
ñòàáèëüíîé. Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî áóäåò ñîçäàâàòü çàïîìè-
íàþùèå óñòðîéñòâà, ãäå èíôîðìàöèÿ, ïðèíåñåííàÿ ôîòîíà-
ìè, áóäåò õðàíèòüñÿ íà èîíàõ, èçîëèðîâàííûõ îò îêðó æàþ-
ùåé ñðåäû. Ïîñëå ñîçäàíèÿ íàäåæíûõ ìåòîäîâ êâàíòîâîé
òåëåïîðòàöèè âîçíèêíóò ðåàëüíûå ïðåäïîñûëêè äëÿ ñîç äà-
íèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Òåëåïîðòàöèÿ î áåñ-
ïå÷èò íàäåæíóþ ïåðåäà÷ó è õðàíåíèå èíôîðìàöèè íà ôîíå
ìîùíûõ ïîìåõ, êîãäà âñå äðóãèå ñïîñîáû îêàçûâàþòñÿ
íåýôôåêòèâíûìè, è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ñâÿçè
ìåæäó íåñêîëüêèìè êâàíòîâûìè êîìïüþòåðàìè. Êðîìå òîãî,
ðàçðàáîòàííûå èññëåäîâàòåëÿìè ìåòîäû èìåþò îãðîìíîå
çíà÷åíèå äëÿ áóäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî êâàíòîâîé ìåõ àíè-
êå, äëÿ ïðîâåðêè è óòî÷íåíèÿ öåëîãî ðÿäà ñîâðåìåííû õ
ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.

Â ðàçëè÷íûõ ñòðàíàõ îáñóæäàþòñÿ ïðîãðàììû ïî ïðèìå-
íåíèþ ýôôåêòà êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè äëÿ ñîçäàíèÿ êâàí-
òîâûõ îïòè÷åñêèõ êîìïüþòåðîâ, ãäå íîñèòåëÿìè èíôîðì à-
öèè áóäóò ôîòîíû. Ñêîðîñòü ðàáîòû è îáúåìû èíôîðìàö èè
êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ áóäóò íà äåñÿòêè ïîðÿäêîâ ïðå âîñ-
õîäèòü òàêîâûå ó ñóùåñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ. Êâàíòîâà ÿ
òåëåïîðòàöèÿ ìîæåò ñûãðàòü çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â áóäó ùèõ
ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Åñëè êîãäà-ëèáî áóäåò
ñîçäàíà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ÝÂÌ, òåîðåòè÷åñêèå îñ íîâû
êîòîðîé áûëè çàëîæåíû Ð.Ôåéíìàíîì â êîíöå 70-õ – íà ÷àëå
80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, òî èíôîðìàöèÿ â íåé á óäåò
õðàíèòüñÿ â âèäå íàáîðà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ýôôåêò û
ÝÏÐ è êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè ïîçâîëÿò âåñòè êîïèðîâ àíèå
è îáìåí èíôîðìàöèåé âíóòðè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà. È  íå
òîëüêî êîìïüþòåðà – ìîæíî áóäåò òåëåïîðòèðîâàòü äàí íûå
â ëþáûõ öèôðîâûõ ñèñòåìàõ. Ïðåèìóùåñòâî òåëåïîðòàöè îí-
íîãî ñïîñîáà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,  ÷òî
èç îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â äðóãóþ ïåðåíîñèòñÿ òî ÷íàÿ
êîïèÿ ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé ï àìÿ-
òè. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåäàâàò ü
èíôîðìàöèþ áåç ïîòåðü, ñî 100-ïðîöåíòíîé ýôôåêòèâíî ñ-
òüþ. Èìåííî ïåðñïåêòèâà ñîçäàíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ
ñèñòåì ñâÿçè ñ àáñîëþòíîé íåâîçìîæíîñòüþ íåñàíêöèîí èðî-
âàííîãî äîñòóïà ê äàííûì è îïðåäåëÿåò íûíåøíèé íàó÷ íûé
àæèîòàæ âîêðóã êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè. Âïðî÷åì, ÷òî
êàñàåòñÿ èíæåíåðíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è, òî íå ñëåä óåò
äóìàòü, ÷òî îíè áóäóò íàéäåíû çàâòðà: òåõíîëîãè÷åñê èå
ïðîðàáîòêè òîëüêî íà÷àëèñü.

Ïî ñóòè äåëà, äî ñàìîãî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ôèçèêè
îòðèöàëè âîçìîæíîñòü òåëåïîðòàöèè ïðåæäå âñåãî ïîòî ìó,
÷òî ëþáûå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è ÷àñòèöàìè , è
âîëíàìè. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñëîæíîñòü: ÷òîáû ñîçä àòü
òî÷íûé äóáëèêàò êàêîé-ëèáî ÷àñòèöû, íåîáõîäèìî ïðåæ äå
îïðåäåëèòü åå ñêîðîñòü è åå âîëíîâûå ñâîéñòâà, â ÷à ñòíîñòè
èìïóëüñ. Íî ýòî çàïðåùåíî ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñò è
Ãåéçåíáåðãà. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, íåâîçìîæíî îä íî-
âðåìåííî îïðåäåëèòü è âîëíîâûå, è êîðïóñêóëÿðíûå ñâ îé-
ñòâà ÷àñòèöû. À òåïåðü (êàê óæå áûëî ñêàçàíî) âî ìí îãèõ
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ëàáîðàòîðèÿõ ìèðà ýêñïåðèì åí-
òàëüíî ðàçðåøàåòñÿ ýòîò «êâàíòîâûé ïàðàäîêñ».

Îïûòû, ïðîâåäåííûå äàòñêèìè ó÷åíûìè â êîíöå ñåíòÿáð ÿ
2001 ãîäà, äîêàçàëè ïðàêòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü òàêîé òåëå-
ïîðòàöèè. Ýêñïåðèìåíòàòîðû äîáèëèñü êâàíòîâîé ñâÿçè
ìåæäó äâóìÿ îáëàêàìè îõëàæäåííûõ ïî÷òè äî àáñîëþòíî ãî
íóëÿ ïàðîâ öåçèÿ, ðàñïîëîæåííûìè íà çíà÷èòåëüíîì ðà ññòî-
ÿíèè äðóã îò äðóãà. Äàò÷àíàì óäàëîñü ñâÿçàòü îêîëî ìèëëè-
îíà àòîìîâ öåçèÿ, ïðàâäà íà î÷åíü êîðîòêîå âðåìÿ – íà äîëè
ìèëëèñåêóíäû. Ñâÿçü äîëæíà ïðèâîäèòü ê âçàèìíîìó âë èÿ-
íèþ îáëàêîâ ïàðà. Ïî âåðñèè ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, âîçä åé-
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ñòâèå íà îðèãèíàë âëå÷åò àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ
êîïèè. Èññëåäîâàòåëè ïëàíèðóþò èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîë ó÷åí-
íîãî êàíàëà ñ öåëüþ ðåàëèçàöèè â áóäóùåì âîçìîæíîñò è
ïåðåäà÷è êîïèé ñòðóêòóð èç àòîìîâ. Äàæå ïðè ñàìûõ óñïåø-
íûõ ðàçðàáîòêàõ èìåííî ýòîãî âèäà òåëåïîðòàöèè «ïåð åíî-
ñèòü» ÷åëîâåêà òàêèì ñïîñîáîì íå ïîëó÷èòñÿ – îí ñîä åðæèò
íà 20 ïîðÿäêîâ áîëüøå àòîìîâ, à ìåòîäîâ ñ÷èòûâàíèÿ ñòðóê-
òóðû òàêîé ñëîæíîñòè ïîêà íå ñóùåñòâóåò äàæå â ïðèíöèïå.

Ëåòîì 2002 ãîäà ïîÿâèëîñü ñîîáùåíèå îò ôèçèêîâ èç
Àâñòðàëèè: èì óäàëîñü òåëåïîðòèðîâàòü ëó÷ ëàçåðà íà  ðàñ-
ñòîÿíèå 1 ìåòð. Âûãëÿäåëî ýòî êàê èñ÷åçíîâåíèå ëó÷à  â îäíîé
òî÷êå è ïîÿâëåíèå åãî â äðóãîé. Â ßïîíèè îáúÿâëåíî î
ïðîðûâå â îáëàñòè ìãíîâåííîé ïåðåäà÷è äàííûõ íà íåî ãðà-
íè÷åííûå ðàññòîÿíèÿ, îòêðûâàþùåì ïóòü ê ñîçäàíèþ ñâ åðõ-
ñêîðîñòíûõ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ è íåóÿçâèìûõ äëÿ â çëî-
ìîâ ñèñòåì øèôðîâêè èíôîðìàöèè. Ãðóïïà ôèçèêîâ âî ã ëàâå
ñ ïðîôåññîðîì Òîêèéñêîãî óíèâåðñèòåòà À.Ôóðóñàâîé â ïåð-
âûå â ìèðå îñóùåñòâèëà êâàíòîâóþ òåëåïîðòàöèþ ìåæäó
òðåìÿ ÷àñòèöàìè. Ôèçèêè èç Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà ñóìåëè
òåëåïîðòèðîâàòü ÷àñòèöû ñâåòà íà ðàññòîÿíèå 600 ìåòðîâ –
ñ îäíîãî áåðåãà Äóíàÿ íà äðóãîé. Äëÿ ýòîãî ýêñïåðèì åíòà
èñïîëüçîâàëàñü êàíàëèçàöèîííàÿ ñèñòåìà ïîä ðóñëîì ð åêè,
ïî êîòîðîé áûë ïðîòÿíóò îïòîâîëîêîííûé êàáåëü. Ëèíè ÿ,
ïðîëîæåííàÿ ïîä Äóíàåì, ñîåäèíèëà ìåæäó ñîáîé äâå ë àáî-
ðàòîðèè, îäíó èç êîòîðûõ íàçâàëè «Àëèñà», à äðóãóþ –
«Áîá». Àëèñà ïåðåäàëà òðè ðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíè ÿ
ôîòîíîâ, à Áîá ñóìåë èõ âîñïðîèçâåñòè. Ïðè ýòîì ïðî öåññ
òåëåïîðòàöèè ïðîèñõîäèë íå ìãíîâåííî, ïîñêîëüêó îí îãðà-
íè÷åí ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ó÷åíûå ãîâîðÿò, ÷òî öåííîñòü  íû-
íåøíåãî ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïðîâ åäåí
â óñëîâèÿõ, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê ðåàëüíûì.

Äâå ëþáîïûòíûå ñòàòüè – òåîðåòè÷åñêàÿ è ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ – áûëè íåäàâíî îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå «Natu re»
(«Ïðèðîäà«). Îíè âåäóò ðàçíûìè ïóòÿìè, íî ê îäíîé
çàâåòíîé öåëè – ê ñîçäàíèþ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, ñ ïîñîá-
íîãî ðåøàòü çàäà÷è, ïðèíöèïèàëüíî íåïîñèëüíûå ñîâðå ìåí-
íûì âû÷èñëèòåëüíûì ìàøèíàì.

Â òåîðåòè÷åñêîé ñòàòüå ïðîôåññîð Íàöèîíàëüíîãî èíñòè-
òóòà ñòàíäàðòîâ è òåõíîëîãèè ÑØÀ Ý.Íèëë ïðåäëîæèë
íîâóþ èåðàðõè÷åñêóþ àðõèòåêòóðó êâàíòîâîãî êîìïüþòå ðà.
Ïî óòâåðæäåíèþ àâòîðà, ýòà àðõèòåêòóðà ïîçâîëÿåò ïî ñòðî-
èòü êâàíòîâûé âû÷èñëèòåëü íà îñíîâå óæå ðåàëèçîâàííûõ â
ýêñïåðèìåíòå êîìïîíåíòîâ. Ãëàâíûì ïðåïÿòñòâèåì íà ïóòè
ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ÿâëÿåòñÿ áûñòðîå ðàç ðó-
øåíèå íåæíîé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè âíåøíèì øóìîì.
Åäèíèöà êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, êóáèò, ñïîñîáíàÿ ïðåä -
ñòàâëÿòü ëèáî ëîãè÷åñêèé íîëü, ëèáî åäèíèöó, ëèáî ò î è
äðóãîå îäíîâðåìåííî, ðåàëèçóåòñÿ â âèäå êâàíòîâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ôîòîíà, àòîìà, èîíà èëè äðóãîé ìèêðî÷àñòèöû. Ý òî –
áàçîâûé áëîê êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà. Ïîêà â íàó÷íûõ
ëàáîðàòîðèÿõ óäàëîñòü ïðîâåñòè êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ  ëèøü
äëÿ íåñêîëüêèõ êóáèòîâ, ÷åãî, ðàçóìååòñÿ, íåäîñòàòî ÷íî äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. È ÷åì áîëüøå êóáèòîâ â êâàíòîâîì
êîìïüþòåðå, òåì áûñòðåå ðàçðóøàåòñÿ èíôîðìàöèÿ. ×òî áû
îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, Íèëë ïðåäëîæèë îðãàíèçîâàòü â ñå
êóáèòû êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà â ïðîñòóþ ïèðàìèäàëüíóþ
ñòðóêòóðó èç íåáîëüøèõ áëîêîâ êóáèòîâ. Êâàíòîâûå äà ííûå
áóäóò òåëåïîðòèðîâàòüñÿ ñ óðîâíÿ íà óðîâåíü è ïîñòî ÿííî
ïðîâåðÿòüñÿ íà öåëîñòíîñòü. Ïðè òàêîé èåðàðõè÷åñêîé  ñòðóê-
òóðå êîìïüþòåðà âû÷èñëåíèÿ ìîæíî áóäåò ïðîâîäèòü, ä àæå
åñëè âåðîÿòíîñòü îøèáêè îäíîãî êóáèòà çà âðåìÿ ðàñ÷ åòîâ
ñîñòàâëÿåò òðè ïðîöåíòà. À ýòîò óðîâåíü óæå äîñòèãí óò â
ýêñïåðèìåíòàõ íà èîííûõ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðàõ. Íåò
ïðîáëåì è ñ òåëåïîðòàöèåé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè. Ñåã îäíÿ,
÷òîáû îáåñïå÷èòü íàäåæíóþ ðàáîòó âñåãî ïàðû êóáèòîâ,
íóæíî áóäåò ñîçäàòü òðè óðîâíÿ èåðàðõèè è îïåðèðîâà òü ñ 36

êóáèòàìè òîëüêî íà íèæíåì óðîâíå. Îäíàêî ýòî âñå æå
ëó÷øå, ÷åì íè÷åãî. È áàëàíñ ìåæäó èçáûòî÷íîñòüþ è í àäåæ-
íîñòüþ âû÷èñëåíèé â ñõåìå Íèëëà çàìåòíî ëó÷øå, ÷åì ïðè
äðóãèõ ïîäõîäàõ. Òåì áîëåå ÷òî òðåáîâàíèÿ ê èçáûòî÷ íîñòè
àðõèòåêòóðû êîìïüþòåðà ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî ñíèæå íû
ïðè óìåíüøåíèè óðîâíÿ îøèáîê. Ïîêà ðàáîòîñïîñîáíîñò ü
íîâîé àðõèòåêòóðû ïðîâåðåíà ëèøü â ìíîãîìåñÿ÷íûõ âû ÷èñ-
ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà îáû÷íîé ðàáî÷åé ñòàíöèè.
Âûâîäû àâòîðà åùå íóæäàþòñÿ â ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêè õ
äîêàçàòåëüñòâàõ è â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

Â ðàáîòå áîëüøîé ãðóïïû åâðîïåéñêèõ ó÷åíûõ, êîîðäèí è-
ðóåìîé èç Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, âïåðâûå óäàëîñü ýê ñïåðè-
ìåíòàëüíî ðåàëèçîâàòü «îäíîíàïðàâëåííûå» êâàíòîâûå âû-
÷èñëåíèÿ, ïðåäëîæåííûå òåîðåòèêàìè. Îäíîíàïðàâëåííû é
êâàíòîâûé êîìïüþòåð ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îáû ÷-
íîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà è äàæå çàñòàâëÿåò ó÷åíûõ
ïåðåîñìûñëèòü ñàìó êîíöåïöèþ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Â
îáû÷íîì êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ñíà÷àëà ïðèãîòîâëÿþòñÿ
íà÷àëüíûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ êóáèòîâ, çàòåì àëãîðè òì
âû÷èñëåíèé ðåàëèçóåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáð àòè-
ìûõ âî âðåìåíè ìàíèïóëÿöèé ñ ñîñòîÿíèÿìè êóáèòîâ, à
ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé èçìåðÿåòñÿ. Èìåííî îñóùåñòâëåí èå
îáðàòèìûõ ìàíèïóëÿöèé, ò.å. «ïåðåïóòûâàíèÿ» ñîñòîÿí èé
êóáèòîâ, êîòîðûå ëåãêî ðàçðóøàþòñÿ ëþáûì øóìîì, è
âûçûâàåò îñíîâíûå òðóäíîñòè. Â îäíîíàïðàâëåííîì êâàíòî-
âîì êîìïüþòåðå êëàñòåð èç êâàíòîâûõ ÷àñòèö èçíà÷àëü íî
ïðèãîòîâëÿåòñÿ â ñèëüíî «ïåðåïóòàííîì» ñîñòîÿíèè, à  àëãî-
ðèòì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåîáðàòèìûõ èçìåðåíèé ñîñòîÿíèé êóáèòîâ.

Íåîáðàòèìîñòü âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ãîðàçäî ìåíüøå ïî ð-
òÿòñÿ øóìîì, è çàñòàâëÿåò íàçûâàòü òàêîé êîìïüþòåð îäíî-
íàïðàâëåííûì. Òåîðåòèêè ïîêàçàëè, ÷òî îäíîíàïðàâëåí íûì
ñïîñîáîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà, ê êîòîð îìó
óäàåòñÿ ñâåñòè âñå îñòàëüíûå «íåïîäúåìíûå» àëãîðèòì û,
ðåøàåìûå íà îáû÷íîì êîìïüþòåðå ëèøü ïðÿìûì ïåðåáîðî ì
âñåõ âàðèàíòîâ îòâåòà. Â ýêñïåðèìåíòå áûë ñîîðóæåí îäíî-
íàïðàâëåííûé êîìïüþòåð íà ÷åòûðåõ êóáèòàõ, ôèçè÷åñê è
ðåàëèçóåìûõ ñîñòîÿíèÿìè ïîëÿðèçàöèè ÷åòûðåõ ôîòîíîâ .
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæ íóþ
êîìáèíàöèþ èìïóëüñíûõ ëàçåðîâ, ïîëÿðèçàöèîííûõ ôèëü -
òðîâ, íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ è ôîòîïðèåìí è-
êîâ. ×åòûðå ôîòîíà áûëè ïðèãîòîâëåíû â «ïåðåïóòàííî ì»
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, à çàòåì ðÿä èçìåðåíèé èõ ïîëÿðèçàöèè
ïîçâîëèë óñïåøíî âûïîëíèòü óïîìÿíóòûé àëãîðèòì. Ðàç ó-
ìååòñÿ, ÷åòûðå êóáèòà – ýòî íåìíîãî, íî íà äàííîì ý òàïå
âàæíåå âñåãî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå êîíöåï öèè.

Ïîêà ñðàâíèòåëüíî ìîëîäîå íàïðàâëåíèå îäíîíàïðàâëåí -
íûõ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ðàçâèòî ñëàáåå òðàäèöèîííî ãî.
Îäíàêî èìåííî ñ íèì ðÿä ñïåöèàëèñòîâ ñâÿçûâàþò áîëüøèå
íàäåæäû íà ñîçäàíèå â îáîçðèìîì áóäóùåì êâàíòîâûõ
êîìïüþòåðîâ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Óäàñòñÿ ëè  ýòî
ó÷åíûì, ñêàçàòü òðóäíî, íî, ñóäÿ ïî òîìó ÷òî ïîñòîÿííî
ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ðåøåíèÿ ñòàðûõ ïðîáëåì, èõ íàäåæ äû
îòíþäü íå áåñïî÷âåííû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò
ñëèÿíèå êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ñ êâàíòîâîé êîììóíèêàöè-
åé (òåëåïîðòàöèåé), åñòåñòâåííî âîîáðàæàåìîå, ïîñêî ëüêó
íè òîãî, íè äðóãîãî ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Ïîãîâàðèâàþ ò óæå
î êâàíòîâîì Èíòåðíåòå. Äåëî â òîì, ÷òî â êâàíòîâîì êîìïü-
þòåðå î÷åíü ñëîæíî óñòðîèòü äâóõêóáèòíûå îïåðàöèè, êîòî-
ðûå êàê ðàç è ïðèâîäÿò ê çàïóòàííûì ñîñòîÿíèÿì – îñ íîâå
êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì
(äåøåâûì) ïðèåìîì ïîñòàâëÿòü ïîòðåáèòåëþ óæå ãîòîâû å
çàïóòàííûå êóáèòû ñ íåêîåãî ñóïåðêîìïüòåðà, ïîäêëþ÷ åííî-
ãî ê ñåòè êâàíòîâîé êîììóíèêàöèè.

Ñõåì òåëåïîðòàöèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé óæå áûëî ïðåä -
ëîæåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî. Ó÷åíûå èç Àíãëèè, íàïðè ìåð,



ñ÷èòàþò, ÷òî èçîáðåòåííàÿ èìè ñõåìà òåëåïîðòàöèè ÿâ ëÿåòñÿ
íàèáîëåå ðåàëèñòè÷åñêîé è îáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ âåðî ÿò-
íîñòü óñïåøíîé òåëåïîðòàöèè. Ìîòèâàöèÿ ïðàêòè÷åñêîé
öåííîñòè èõ ðàáîòû ÿñíà. Êâàíòîâóþ èíôîðìàöèþ ëó÷øå
çàïèñûâàòü è îáðàáàòûâàòü íà àòîìíûõ ñîñòîÿíèÿõ èëè  èì
ïîäîáíûõ, ïîñêîëüêó òàì îíà ìîæåò äîñòàòî÷íî äîëãî õðà-
íèòüñÿ. À âîò ïåðåäàâàòü ýòó èíôîðìàöèþ ëó÷øå âñåãî  ñ
ïîìîùüþ ôîòîíîâ, êîòîðûå ìîãóò áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿò üñÿ
íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ áåç ïîòåðè êîãåðåíòíîñòè. Àâò îðû
ðàññìàòðèâàþò òðåõóðîâíåâûé àòîì, ó êîòîðîãî åñòü ä âà
âûðîæäåííûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ è îäíî âîçáóæäåííîå.
Àòîì ïîìåùàåòñÿ â ìèêðîðåçîíàòîð, îáëàäàþùèé ñîáñòâ åí-
íîé ÷àñòîòîé, íåñêîëüêî ìåíüøåé ÷àñòîòû ðåçîíàíñíîã î
âîçáóæäåíèÿ íà âåðõíèé óðîâåíü. Òàêîâà æå ÷àñòîòà ë àçåð-
íîãî ëó÷à, îñâåùàþùåãî ìèêðîðåçîíàòîð. Âñå ýòî íàõî äèòñÿ
â ðàñïîðÿæåíèè Àëèñû (ñì. ðèñóíîê). Òî÷íî òàêàÿ æå
óñòàíîâêà ó Áîáà. Òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü ñîñòîÿíèå àòîì à Àëè-
ñû, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñìåñü îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé à òîìà,
íà àòîì Áîáà. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ åùå îäíî óñòðîéñò âî, à
èìåííî äåëèòåëü, íà êîòîðûé ïîïàäàþò ôîòîíû, âûõîäÿ ùèå
èç ìèêðîðåçîíàòîðîâ Àëèñû è Áîáà, à òàêæå äâà äåòåê òîðà
ôîòîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè Àëèñû. Â îäèí è  òîò

æå ìîìåíò âðåìåíè Àëè-
ñà è Áîá âêëþ÷àþò ëà-
çåðû íà îïðåäåëåííûå,
íî ðàçíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè, à çàòåì Àëèñà
æäåò ùåë÷êà äåòåêòîðà
è ñîîáùàåò Áîáó (ïî
òåëåôîíó), êàêîé äåòåê-
òîð ñðàáîòàë. Â çàâèñè-
ìîñòè îò ýòîãî Áîá îï-
ðåäåëÿåò, ïîëó÷èë ëè
îí ñîñòîÿíèå àòîìà Àëè-
ñû èëè äëÿ ýòîãî íàäî
åùå ïðîèçâåñòè ïðî-
ñòåéøóþ óíèòàðíóþ
îïåðàöèþ (ïîâîðîò
ôàçû) íàä åãî àòîìîì.
Çàïóòûâàíèå ñîñòîÿíèé
àòîìîâ, íåîáõîäèìîå
äëÿ òåëåïîðòàöèè, ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ äåòåê-
òîðà, ò.å. èçìåðåíèÿ, ïðîèçâîäèìîãî íàä ñèñòåìîé ôî òîíîâ.

Î ðàçðåçàíèè
òðåóãîëüíèêà
íà ïîäîáíûå

åìó
Á.ÔÐÅÍÊÈÍ

ÐÀÇÐÅÇÀÍÈÅ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÈÃÓÐ – ÒÅÌÀ ÌÍÎ-
ãèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷. Êàê ïðàâèëî, îíè íå òðåáóþò

çíàíèÿ êàêèõ-ëèáî ñëîæíûõ òåîðåì, çàòî õîðîøî òðåíè ðóþò
êîìáèíàòîðíîå ìûøëåíèå è çðèòåëüíîå âîñïðèÿòèå. 1  Îäíà
èç ïîïóëÿðíûõ òåì â ýòîé îáëàñòè – ðàçáèåíèå ìíîãîó ãîëü-
íèêà (íàïðèìåð, òðåóãîëüíèêà) íà ÷àñòè, ïîäîáíûå ìåæäó
ñîáîé. 2  Â ÷àñòíîñòè, â êíèãå Ãàðäíåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàçðåçàíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà ðàâíûå ïîäîáíûå åìó ìí îãî-

óãîëüíèêè. Çäåñü ìû çàéìåìñÿ ïðîáëåìîé, ðîäñòâåííîé  ïî
õàðàêòåðó. Ñóçèì êëàññ ðàçðåçàåìûõ ôèãóð: îãðàíè÷èì ñÿ
òðåóãîëüíèêàìè, íî îñëàáèì óñëîâèå íà ñàìî ðàçðåçàí èå –
ïîëó÷åííûå ÷àñòè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâû. Ðåøàÿ ýò ó
ïðîáëåìó, à çàòåì îáîáùàÿ åå, ìû âñòðåòèìñÿ ñ íåêîò îðûìè
ëþáîïûòíûìè ôàêòàìè, óæå îòìå÷åííûìè â ëèòåðàòóðå.
Îäíàêî ãëàâíûé ðåçóëüòàò – îïèñàíèå òðåóãîëüíèêîâ, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïÿòü ïîäîáíûõ èì, – âèäèìî, íå áûë
èçâåñòåí; â ñòàòüå C.A. Jones, P. Jones and A.B. Bolt,
óïîìÿíóòîé âî âòîðîé ñíîñêå, îí ñôîðìóëèðîâàí â êà÷ åñòâå
âåðîÿòíîé ãèïîòåçû.

Èòàê:
Ïóñòü n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n > 1. Êàêèå òðåóãîëüí èêè

ìîæíî ðàçðåçàòü íà n òðåóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ èñõîäí îìó?
Â êà÷åñòâå ðàçìèíêè âàì ïðåäëàãàåòñÿ íåñëîæíàÿ
Çàäà÷à 1. Ðàçðåæüòå ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íà ÷å-

òûðå îäèíàêîâûõ ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëüíèêà.
Íåòðóäíî è îáîáùèòü ýòîò ðåçóëüòàò:
Çàäà÷à 2. Ïóñòü 6n ³  – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàçðåæüòå

ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íà n ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëü íè-
êîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîò ðàç òðåóãîëüíèêè óæå íå îáÿçàò åëüíî
îäèíàêîâûå. Íå ñëèøêîì ñëîæíî ðåøàåòñÿ è

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî
ðàçðåçàòü íà äâà ïîäîáíûõ èì òðåóãîëüíèêà (íå îáÿçà òåëü-
íî îäèíàêîâûõ).

Çàäà÷à 4. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ðàçðåçàíèÿ íà òðè òðåóãîëü-
íèêà.

Îñòàëîñü íåèññëåäîâàííûì âñåãî îäíî çíà÷åíèå n, à èìåí-
íî 5. Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé ïðÿìîóãîëü íûé
òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà 5 (êàê è íà ëþáîå äðóãîå
êîëè÷åñòâî) ïîäîáíûõ åìó. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì íàñ
èíòåðåñóåò ñëåäóþùèé âîïðîñ:

Ñóùåñòâóþò ëè (è åñëè äà, òî êàêèå) íåïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî ðàçðåçàòü íà 5 òðåóãîëüíè-
êîâ, ïîäîáíûõ èñõîäíîìó ?
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Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê 39

Óñòðîéñòâî òåëåêîììóíèêàöèè àòîì-
íîãî ñîñòîÿíèÿ: À – ðåçîíàòîð, 1 –
àòîì, S – äåëèòåëü ëó÷à è D + è D–  –
äåòåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå Àëèñå; Â –
ðåçîíàòîð è 2 – àòîì, ïðèíàäëåæàùèå
Áîáó

1 Òàêèå çàäà÷è ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ Ì.Ãàð äíåðà
«Ìàòåìàòè÷åñêèå äîñóãè» (Ì.: Ìèð, 2000, ãë. 11, 24 ) è Ã.Ëèí-
äãðåíà «Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå» (Ì.: Ìè ð, 1977).
Ðàçðåçàíèþ òðåóãîëüíèêîâ ïîñâÿùåíà êíèãà A.Soifer « How does
one cut a triangle» (CEME,1990).

2 Ñì. â ÷àñòíîñòè, ñòàòüè Þ.Øàøêèíà «Ðàçðåçàíèå ôèãó ð»
(ÌÈÔ, ¹1/1998–1999) è C.A. Jones, P. Jones and A.B.  Bolt
«Dissections of triangles into five similar triangl es» (The Mathematical
Gazette, vol. 82, ¹ 494 (July 1998), pp. 225–234).
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Çäåñü íàñ îæèäàþò òðóäíîñòè èíîãî óðîâíÿ, ÷åì â ïðå-

äûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Íóæíî ðàçðåçàòü íåïðÿìîóãîëüíûé òð å-
óãîëüíèê íà ïÿòü òðåóãîëüíèêîâ è âûÿñíèòü, êîãäà èõ
ìîæíî âçÿòü ïîäîáíûìè èñõîäíîìó. Íî ýòè ïÿòü òðåóãî ëü-
íèêîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ìíîãî ðàçíûõ êîíôèãóðàöèé.
(Ñêîëüêî âåðøèí ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íàõîäÿòñÿ íà ñòî ðî-
íàõ èñõîäíîãî? À â åãî âåðøèíàõ? Ñî ñêîëüêèìè äðóãè ìè
òðåóãîëüíèêàìè ãðàíè÷èò êàæäûé èç ýòèõ òðåóãîëüíèêî â?
– è ò.ï.) Òàê ÷òî ïåðâàÿ ïðîáëåìà, ñòîÿùàÿ ïåðåä íà ìè, –
êàê-òî îáîçðåòü âñþ ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ êîíôèãóðà-
öèé. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ïðîáëåìà âïîëíå ðàçðåøèìà. Ïå ð-
âûì øàãîì ê ýòîìó ñëóæèò

Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
êîòîðûé ðàçðåçàåòñÿ íà ïÿòü ïîäîáíûõ åìó òàêèì îáðà -
çîì, ÷òî óãëû ïðè åãî âåðøèíàõ íå ðàçðåçàþòñÿ?

Ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíû « ìàëûõ » òðåóãîëüíèêîâ (ò.å. ïîëó-
÷åííûõ ïðè ðàçðåçàíèè) íàõîäÿòñÿ íå òîëüêî â âåðøèí àõ
èñõîäíîãî, íî è â êàêèõ-òî äðóãèõ òî÷êàõ. Ýòè äðóãè å òî÷êè
íàçîâåì óçëàìè . Êàê óñòðîåí óçåë? Âî-ïåðâûõ, îí ìîæåò
íàõîäèòüñÿ íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà  ñòîðî-
íå, íî íå â âåðøèíå, îäíîãî èç ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ.
1,à). Âî-âòîðûõ, óçåë ìîæåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè èñõîäíîã î
òðåóãîëüíèêà è ñëóæèòü âåðøèíîé âñåõ ïðèìûêàþùèõ òð å-
óãîëüíèêîâ (ðèñ.1, á).

Çàäà÷à 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ðàçðåçàí íà ïÿòü ïîäîáíûõ åìó, ïðè÷åì ðàçðåçàí õîòÿ
áû îäèí èç óãëîâ ïðè âåðøèíàõ. Îöåíèòå ñâåðõó êîëè÷ åñòâî
óçëîâ.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå , ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò
óçåë òèïà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå1,á.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè òðåóãîëü-
íèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê óçëó èç çàäà÷è 7. (Ñêîëüêî ìîæ åò
áûòü òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ? Ìîãóò ëè îíè îáðàçîâûâàòü
íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê?)

Â èòîãå ñ ïåðåáîðîì êîíôèãóðàöèé ìû ñïðàâèëèñü. Îñò à-
åòñÿ ïîñëåäíÿÿ, íî ñàìàÿ ñëîæíàÿ

Çàäà÷à 9. Èññëåäóéòå íàéäåííûå êîíôèãóðàöèè.

Ðåøèâ íàøó èñõîäíóþ çàäà÷ó, åñòåñòâåííî çàíÿòüñÿ åå
îáîáùåíèåì:

Ïóñòü n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n > 1. Êàêèå òðåóãîëüí èêè
ìîæíî ðàçðåçàòü íà n òðåóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ äðóã ä ðóãó
(íî íå îáÿçàòåëüíî – èñõîäíîìó òðåóãîëüíèêó)?

Äëÿ n = 4 è 6n ³  îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäóùåì (çàäà÷è
1 è 2). Íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òðóäíîñòè è

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî íà äâà ïîäîáíûõ ìåæäó
ñîáîé òðåóãîëüíèêà ìîæíî ðàçðåçàòü ëþáîé ïðÿìîóãîëü íûé,
ðàâíîáåäðåííûé èëè ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê è íèê à-
êîé äðóãîé.

Êñòàòè:
Óïðàæíåíèå 2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì

n ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2n  îäèíàêîâûõ
ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëüíèêîâ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà
îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêà (íå îáÿçàòåëüíî ïîäîáíûõ åì ó)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàâíîáåäðåííûé èëè ðàâíîñòî-
ðîííèé.

â) Êàêèå òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà îäèíàê î-
âûõ ïîäîáíûõ èì?

Ñóùåñòâóþò òàêæå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî ðàçðå-
çàòü íà 3, íà 5 îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ èñõîä-
íîìó (ñì. êíèãó Ì.Ãàðäíåðà «Ìàòåìàòè÷åñêèå äîñóãè») .

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíî
Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå ðàçðå-

çàþòñÿ íà òðè ïîäîáíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêà.
Î ñèòóàöèè äëÿ ðàçðåçàíèÿ íà 5 ïîïàðíî ïîäîáíûõ òðå ó-

ãîëüíèêîâ ñì. â êîíöå ñòàòüè.

Ðèñ. 1

Îòâåòû è ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïðîâåäåì  â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå ñðåäíèå
ëèíèè.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü n ÷åòíî. Îäíó èç ñòîðîí èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà ðàçîáüåì íà n/ 2 ðàâíûõ ÷àñòåé. Äàëüíåéøåå
î÷åâèäíî èç ðèñóíêà 2, à.

Ïóñòü òåïåðü n íå÷åòíî è íå ìåíüøå 7. Ðàçðåæåì òðåóãîëü-
íèê íà n – 3 òðåóãîëüíèêà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ.2,à, à çàòåì
ðàçðåæåì îäèí èç íèõ ñðåäíèìè ëèíèÿìè (ðèñ.2, á).

Çàäà÷à 3. Îòâåò : âñå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè è
òîëüêî îíè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçðåç îáÿçàòåëüíî ñîåäè íÿåò
âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñò îðî-
íå (ðèñ.3). Åñëè óãëû ïðè
ýòîé òî÷êå ðàçëè÷íû, òî èõ
ñóììà ìåíüøå p , ïîñêîëü-
êó îíè ðàâíû äâóì óãëàì
èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
Çíà÷èò, óãëû ðàâíû, è òîã-
äà îíè ïðÿìûå. Îáðàòíî,
ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà ïîäîáíûõ åìó, îïóñò èâ
âûñîòó èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.

Ïîïóòíî ìû óñòàíîâèëè ïðîñòîé, íî ïîëåçíûé ôàêò,
êîòîðûì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ôàêò 1. Åñëè èìååòñÿ óçåë âèäà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóí-
êå 4, ò.å. ê óçëó ïðèìûêàþò òîëüêî äâà ìàëûõ òðåóãî ëüíèêà,
òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.

Åñëè âîçíèêëà ñèòóàöèÿ èç
ôàêòà 1, áóäåì ãîâîðèòü äëÿ
êðàòêîñòè, ÷òî « ïîëó÷åíà ïðÿ-
ìîóãîëüíîñòü ».

Çàäà÷à 4. Îòâåò  òàêîâ æå,
êàê â çàäà÷å 3: âñå ïðÿìîóãîëü-
íûå òðåóãîëüíèêè è òîëüêî îíè.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçðåçàâ ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íà äâà åìó ïîäîáíûõ, ìîæíî à íà-
ëîãè÷íî ðàçðåçàòü îäèí èç ïîëó÷åííûõ è ïîëó÷èòü ðàç ðåçà-
íèå íà òðè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü òðåóãîëüíèê ðàç ðåçàí íà
òðè ïîäîáíûõ åìó. Íàèìåíüøèé èç åãî óãëîâ íå ìîæåò áûòü
ðàçðåçàí. Ó ìàëîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé ñîäåðæèò ý òîò
óãîë, âñå âåðøèíû – íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî. Ëèáî îäí à, ëèáî

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5



äâå èç ýòèõ âåðøèí ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà. Â ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñ.5, à) îñòàåòñÿ âûïóêëûé
÷åòûðåõóãîëüíèê, à âî âòîðîì (ðèñ.5, á) – òðåóãîëüíèê. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ óáåæäàåìñÿ íåñëîæíûì ïåðåáîðîì, ÷òî ï ðè
äàëüíåéøåì ðàçðåçàíèè íà äâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì ïðÿ-
ìîóãîëüíîñòü.

Ìû óñòàíîâèëè åùå îäèí ïîëåçíûé ôàêò.
Ôàêò 2. Ïóñòü èñõîäíûé òðåóãîëüíèê èìååò óãëû a b g£ £ .

Òîãäà óãîë a  íå ìîæåò áûòü ðàçðåçàí. Âñå âåðøèíû ìàëîãî
òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé åãî íàêðûâàåò, ëåæàò íà ãðàíè öå
èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ýòîò ìàëûé òðåóãîëüíèê ìû á óäåì
íàçûâàòü a -òðåóãîëüíèêîì .

Çàäà÷à 5. Åñëè óãëû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íå ðàçðåçà-
íû, òî îíè ïðèíàäëåæàò òðåì ðàçíûì ìàëûì òðåóãîëüíèêàì.
Îñòàëüíûå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò íà ñòîðî íàõ
èñõîäíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàêîé-òî ñòîðîíå èìå åòñÿ
ïðîìåæóòîê ìåæäó âåðøèíàìè óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ
(ðèñ.6, à). ×òîáû íà åãî êîíöàõ íå ïîëó÷èòü ïðÿìîóãîëü-
íîñòü, íóæíî ïðîâåñòè íå ìåíåå äâóõ ðàçðåçîâ. Íî íà ì

îñòàåòñÿ ïðîâåñòè ëèøü îäèí ðàçðåç. Åñëè æå ñòîðîíû
äàííûõ òðåõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò ñòîðî íû
èñõîäíîãî, òî â öåíòðå îñòàåòñÿ òðåóãîëüíèê, êîòîðû é íóæíî
ðàçðåçàòü íà äâà (ðèñ.6,á). Êàê â çàäà÷å 3, ïîëó÷àåì ïðÿìî-
óãîëüíîñòü.

Çàäà÷à 6. Óçëîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå òðåõ. Äåéñòâèòåëü-
íî, â ïÿòè ìàëûõ (ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçðåçàíèè) òðåóãî ëüíè-
êàõ âñåãî èìååòñÿ 15 óãëîâ. Èç íèõ íå ìåíåå 4 íàõîä èòñÿ ïðè
âåðøèíàõ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà (ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäèí
èç åãî óãëîâ ðàçðåçàí), è íà âñå óçëû îñòàåòñÿ íå á îëåå 11
óãëîâ. Åñëè èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íåïðÿìîóãîëüíûé, ò î ê
êàæäîìó óçëó ïðèìûêàåò íå ìåíåå òðåõ óãëîâ (ñì. ôàê ò 1).
×åòûðå óçëà äàëè áû ïî ìåíüøåé ìåðå 3 4 12× =  óãëîâ,
ïîýòîìó óçëîâ íå áîëåå òðåõ.

Çàäà÷à 7. Îáùàÿ ñóììà óãëîâ ïÿòè ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ
ðàâíà 5p . Èç íèõ p  ïðèõîäèòñÿ íà âåðøèíû èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà, à íà óçëû îñòàåòñÿ 4p . Ñîãëàñíî çàäà÷å 6,
èìååòñÿ íå áîëüøå òðåõ óçëîâ. Çíà÷èò, â íåêîòîðîì ó çëå
ñóììà óãëîâ áîëüøå p . Íî ñóììà óãëîâ ïðè óçëå ñ ðèñóíêà
1,à ðàâíà p . Ïîýòîìó èìååòñÿ óçåë ñ ðèñóíêà 1, á (ñ ñóììîé
óãëîâ 2p ).

Çàäà÷à 8. Ê óçëó ñ ñóììîé óãëîâ 2p  ïðèìûêàåò íå ìåíåå
òðåõ óãëîâ ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ. Íî è íå áîëåå ÷åòûð åõ –
ââèäó ôàêòà 2: òàêîé óçåë ëåæèò ñòðîãî âíóòðè èñõîä íîãî
òðåóãîëüíèêà, à âñå âåðøèíû a -òðåóãîëüíèêà íàõîäÿòñÿ íà
åãî ãðàíèöå, ïîýòîìó a -òðåóãîëüíèê íå ïðèìûêàåò ê ýòîìó
óçëó.

Ïóñòü ê óçëó ïðèìûêàþò ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Åñëè îí è
îáðàçóþò íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òî îáðàçîâàâøóþñ ÿ

âûåìêó äîëæåí çàïîë-
íèòü a -òðåóãîëüíèê, íî
òîãäà åãî âåðøèíà íà-
õîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè
èñõîäíîãî òðåóãîëüíè-
êà – ñíîâà ïðîòèâîðå-
÷èå ñ ôàêòîì 2. Åñëè
æå ÷åòûðå òðåóãîëüíè-
êà â ñîâîêóïíîñòè îá-
ðàçóþò òðåóãîëüíèê, òî

íà åãî ãðàíèöå ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíîñòü. Çíà÷èò, âî êðóã
óçëà îáðàçóåòñÿ âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Îäíà èç å ãî
ñòîðîí äîëæíà ñîâïàñòü ñî ñòîðîíîé a -òðåóãîëüíèêà, ÷òîáû
ïîëó÷èëñÿ èñõîäíûé òðåóãîëüíèê (ðèñ.7).

Ïóñòü òåïåðü ê ðàññìàòðèâàåìîìó óçëó ïðèìûêàþò òðè
òðåóãîëüíèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà êàêîãî-ëèáî èç
íèõ ëåæèò íà ñòîðîíå, íî íå â âåðøèíå, äðóãîãî. Òîã äà
ïîëó÷àåòñÿ âûåìêà, êîòîðóþ íàäî çàïîëíèòü óãëàìè äâ óõ
îñòàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ. Íî a -òðåóãîëüíèê â ýòîì ó÷à-
ñòâîâàòü íå ìîæåò ââèäó ôàêòà 2. Åñëè æå èñïîëüçóåò ñÿ
òîëüêî îäèí èç îñòàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ, òî ïîëó÷àå ì
ïðÿìîóãîëüíîñòü (ââè-
äó ôàêòà 1). Ïîýòîìó
íà ñàìîì äåëå òðè òðåó-
ãîëüíèêà ïðè óçëå îá-
ðàçóþò òðåóãîëüíèê
(ðèñ.8; íå ïîêàçàíû äâà
òðåóãîëüíèêà, íå ïðè-
ìûêàþùèå ê óçëó).

Çàäà÷à 9. à) Ðàññìîò-
ðèì êîíôèãóðàöèþ,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 7. Ïóñòü èñõîäíûé òðåóãîëüí èê
èìååò óãëû a b g£ £  ïðè âåðøèíàõ A, B , C. ßñíî, ÷òî óãîë
b  ìîæåò áûòü ðàçðåçàí ëèøü íà óãëû, ðàâíûå a . Çíà÷èò,

2b a= . Óãîë BCO ìåíüøå g  è íå ìîæåò áûòü ðàâåí a , òàê
êàê óãîë a â òðåóãîëüíèêå BCO óæå åñòü (à èìåííî CBOÐ ).
Çíà÷èò, BCO bÐ = . Åñëè ECO aÐ = , òî ïîëó÷àåì

2a b g p+ = = , è èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.
Çíà÷èò, â èíòåðåñóþùåì íàñ íåïðÿìîóãîëüíîì ñëó÷àå

ECO bÐ = , ò.å. 2g b= . Îòñþäà ïîëó÷àåì
2 4

,  ,  .
7 7 7
p p p

a b g= = =                     ( * )

Èç ÷åòûðåõ óãëîâ òàêèõ ðàçìåðîâ íóæíî ñëîæèòü óãîë 2p
(ïðè òî÷êå O). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî, à èìåííî 3g b+ .

Â òðåóãîëüíèêàõ BCO è ECO óãîë b  óæå åñòü (ïðè òî÷êå
C). Ïîýòîìó COB COE gÐ = Ð = , è òðåóãîëüíèêè BCO è
ECO ðàâíû ïî îáùåé ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì.
Îòñþäà BO = EO. Â òðåóãîëüíèêå BDO ñòîðîíà DO  ëåæèò
ïðîòèâ íàèìåíüøåãî óãëà a  è, çíà÷èò, DO < BO, îòêóäà
DO < EO è ïîòîìó EDO aÐ ¹ . Óãëû BDO  è ADE òàêæå íå
ðàâíû a , ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêàõ óãîë
a  óæå åñòü. Ñóììà òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ óãëîâ ðàâíà p . Íî
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç òðåõ óãëîâ, èìåþùèõ ðàçì åðû èç
ôîðìóëû ( * ), ìîæíî ñëîæèòü óãîë p  òîëüêî îäíèì ñïîñî-
áîì: a b g+ + . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ò.å. ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ êîíôèãóðàöèÿ â íåïðÿìîóãîëüíîì ñëó÷àå íåâîçìîæí à.

á) Ïåðåéäåì ê êîíôèãóðàöèè ñ ðèñóíêà 8. Ïî ñðàâíåíè þ
ñ ïðåäûäóùèì íàì ïðåäñòîèò ëåãêàÿ ïðîãóëêà âîêðóã ò ðåó-
ãîëüíèêà. Ïóñòü äâà óãëà ïðè òî÷êå O íå ðàâíû. Òàê êàê
îíè ðàâíû óãëàì èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, òî èõ ñóììà
ìåíüøå 180° . Òî æå âåðíî äëÿ òðåòüåãî óãëà, è îáùàÿ
ñóììà ïîëó÷àåòñÿ ñëèøêîì ìàëîé. Çíà÷èò, â äåéñòâèòå ëü-
íîñòè âñå òðè óãëà ðàâíû. Òîãäà îíè ñîñòàâëÿþò ïî 120°  è,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íàèáîëüøåìó óãëó èñõîäíîãî òðå ó-
ãîëüíèêà, g  â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Çíà÷èò, óãëû OPQ è
OQP ðàâíû (â êàêîì-òî ïîðÿäêå) a  è b . Ïîëîæèì r =
= OP/ OQ. Òàê êàê óãëû OQR è ORQ òîæå ðàâíû (â
êàêîì-òî ïîðÿäêå) a  è b , îòíîøåíèå OQ/ OR ðàâíî ëèáî
r, ëèáî  1/r . Òî æå âåðíî äëÿ OR/ OP. Ïåðåìíîæèì ïî
êðóãó: 1OP OQ OQ OR OR OP× × = . Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà r â
íåíóëåâîé (ïîñêîëüêó íå÷åòíîé) ñòåïåíè. Îòñþäà r = 1 è

30a b= = ° . Òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 120° , 30° , 30°  ðàçðå-
çàåòñÿ íà ïÿòü ïîäîáíûõ åìó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíê å 9.
Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü íàéòè åäèíñòâåííûé (ñ òî ÷íî-

Ðèñ. 6
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Óñòîèò ëè íàø
êîðàáëèê?

Ñ.ÁÎÃÄÀÍÎÂ, Î.ÏÎÏÎÂ, Ä.ÒÀÐÀÑÎÂ

Ì ÍÎÃÈÅ ÈÇ ÍÀÑ ÌÀËÜ×ÈØÊÀÌÈ ÌÀÑÒÅÐÈËÈ ÊÎ-
ðàáëèêè – èç äîñîê, áðóñêîâ, êîðîáîê, à èíîãäà è èç

ñêîðëóïû îðåõà èëè ñòàðîé êàëîøè. Îíè ïîëó÷àëèñü ðà çíû-
ìè: òî ëåãêèìè è âåðòêèìè, êàê èíäåéñêèå êàíîý, òî òÿæåëû-
ìè è íåïîâîðîòëèâûìè, êàê ñòàðèííûå áðîíåíîñöû. Íåê îòî-
ðûå áûëè âîâñå íåêàçèñòûìè, ïëàâàëè ëèøü íà áîêó, ñ
êðåíîì, èëè äàæå ïåðåâîðà÷èâàëèñü. Áûëè è ðàçíûå êí èãè
ñ ðèñóíêàìè ñêàçî÷íûõ ïî êðàñîòå ñóäîâ ñ çàìûñëîâàò ûì
òàêåëàæåì, ãîðäûìè ôîðøòåâíÿìè  è ïîëíûì ïàðóñíûì
âîîðóæåíèåì. Áûë, íàêîíåö, è êóðñ ìåõàíèêè â óíèâåð ñèòå-
òå – ñ îòòî÷åííîé ïðîñòîòîé ôîðìóë è åìêèìè ôîðìóëè ðîâ-
êàìè, ñòðîãî î÷åð÷èâàþùèìè ðåàëèè è ãðàíèöû âîçìîæí îãî:
«ñóäíî îñòîé÷èâî, åñëè ìåòàöåíòð ðàñïîëîæåí âûøå öå íòðà Ðèñ. 1

ñòüþ äî ïîäîáèÿ) íå-
ïðÿìîóãîëüíûé òðåó-
ãîëüíèê, êîòîðûé ìîæ-
íî ðàçðåçàòü íà ïÿòü
ïîäîáíûõ åìó.

Èòàê, çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ â íà÷àëå ñòàòüè, ïîëíîñò üþ
ðåøåíà. Ïðîñóììèðóåì.

Íà n òðåóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ èñõîäíîìó, ìîæíî ðàçðå -
çàòü:

gïðè n = 2, 3 – ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è
íèêàêîé äðóãîé;

gïðè n = 4 è 6n ³  – ëþáîé òðåóãîëüíèê;
gïðè n = 5 – ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, à òàêæå

òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 120° , 30° , 30° .
Óïðàæíåíèå 1.  Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðå-

çóëüòàò ñëåäóåò èç çàäà÷è 3. Äëÿ ðàâíîáåäðåííûõ è ð àâíî-
ñòîðîííèõ îí î÷åâèäåí: ïðîâåäåì âûñîòó. Îáðàòíî, ïó ñòü
òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà äâà ïîäîáíûõ. Îíè ïðÿìîóãîë üíû
(àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 3). Äâà íåðàçðåçàííûõ óã ëà
ëèáî ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ò.å. òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðå ííûé
èëè ðàâíîñòîðîííèé), ëèáî ðàâíû äâóì ðàçíûì îñòðûì
óãëàì ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà èõ ñóììà ð àâíà
90° , è èñõîäíûé òðåóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíûé.

Óïðàæíåíèå 2.  à) Ðàçäåëèì êàæäóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíè-
êà íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. ×åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåì
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà.

á) Àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ìàëûå (ïîë ó-
÷åííûå ïðè ðàçðåçàíèè) òðåóãîëüíèêè ïðÿìîóãîëüíûå è
èìåþò îáùèé êàòåò. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè ðàâíû, òî â òîðûå
êàòåòû òîæå ðàâíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èñõîäíîì òðå óãîëü-
íèêå îäíà èç âûñîò ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, ò.å. ïðèëåæàù èå
ñòîðîíû ðàâíû.

â) Èç ðåøåíèÿ ï. á) ñ ó÷åòîì çàäà÷è 3 âèäíî, ÷òî
òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé è ïðÿìîóãîëüíûé. Òàêîé
òðåóãîëüíèê, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò òðåáóåìîå ðàçðåçàí èå.

Ðèñ. 9

Óïðàæíåíèå 3. Îòâåò òîò æå, ÷òî â  óïðàæíåíèè 1: âñå
ïðÿìîóãîëüíûå, ðàâíîáåäðåííûå è ðàâíîñòîðîííèå òðåó -
ãîëüíèêè è òîëüêî îíè. Äëÿ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàçð åçàíèå
íà òðè ïîäîáíûõ ïîíÿòíî èç ïðåäûäóùåãî. Îáðàòíî, ïó ñòü
òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà òðè ïîäîáíûõ. Åñëè ðàçðåçàí û âñå
òðè åãî óãëà, òî ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ ñ ðèñóíêà 8;
ðàññóæäàÿ êàê â ï.á) ðåøåíèÿ çàäà÷è 9, ïîëó÷àåì, ÷ò î
òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé. Åñëè îäèí èç óãëîâ íå ð àçðå-
çàí, òî, ðàññóæäàÿ êàê ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 4 è 3, ïîëó÷àåì,
÷òî ìàëûå òðåóãîëüíèêè ïðÿìîóãîëüíûå è åùå îäèí óãî ë
èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íå ðàçðåçàí. Òîãäà ëèáî îäèí  èç
íåðàçðåçàííûõ óãëîâ ïðÿìîé, ëèáî äâà òàêèõ óãëà ðàâ íû
ìåæäó ñîáîé (è òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé èëè ðàâíî ñòî-
ðîííèé), ëèáî îíè ðàâíû äâóì ðàçíûì îñòðûì óãëàì ìà ëîãî
òðåóãîëüíèêà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èõ ñóììà ñîñòàâëÿå ò 90° ,
è èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.

Îñòàëîñü íåèññëåäîâàííûì åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå: n = 5.
Íå âñÿêèé òðåóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ íà 5 ïîïàðíî ïîäî áíûõ
òðåóãîëüíèêîâ. 3 Èç óïðàæíåíèÿ 1 è çàäà÷è 3 âèäíî, ÷òî
ãîäÿòñÿ âñå ïðÿìîóãîëüíûå, ðàâíîáåäðåííûå è ðàâíîñò îðîí-
íèå òðåóãîëüíèêè: ðàçðåçàåì èõ íà äâà ïîäîáíûõ ïðÿì îó-
ãîëüíûõ, à çàòåì ðåæåì îäèí èç íèõ íà ÷åòûðå ïîäîáí ûõ åìó.
Çàìåòèì, ÷òî è òðåóãîëüíèê ñ ðèñóíêà 9 – ðàâíîáåäðå ííûé.
Òåì íå ìåíåå, â ñòàòüå C.A.Jones, P.Jones and A.B.B olt,
óïîìÿíóòîé âûøå, ïðèâåäåíû øåñòü íåðàâíîáåäðåííûõ è
íåïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, äîïóñêàþùèõ ðàçðåçàí èå
íà 5 ïîïàðíî ïîäîáíûõ. Íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè ðàñøèðè òü
ýòîò ñïèñîê. Âîçìîæíî, êòî-òî èç çàèíòåðåñîâàâøèõñÿ  ÷èòà-
òåëåé ñóìååò ýòî äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü). Àâòîð  ïðèçíà-
òåëåí Ñ.Â.Ìàðêåëîâó çà ñâåäåíèÿ îá óêàçàííîé ñòàòüå  è î
íåêîòîðûõ äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ, óïîìÿíóòûõ âûøå.

3 Â «Êâàíòå» ¹7 çà 1990 ãîä îïóáëèêîâàíà çàäà÷à À.Ñî éôåðà
(Ì1234) íà ýòó òåìó (à äâà åå ðåøåíèÿ îïóáëèêîâàíû À.Ñîéôåðîì
è Í.Âàñèëüåâûì â ¹12 çà òîò æå ãîä).

òÿæåñòè». Âñå äîêàçàòåëüíî, ÷åòêî è ïîíÿòíî, è ÿñíû àëãî-
ðèòìû ðàñ÷åòà è ïðèíöèïû ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êîðïóñîâ
ñóäîâ, èõ îáâîäíûõ ëèíèé, êèëÿ è øïàíãîóòîâ.

È âñå æå, ïðèòÿãèâàåò òî äàëåêîå, êîãäà âñå áûëî âï åðåäè
è, õîòÿ íåîïðåäåëåííî è òóìàííî, âñå áûëî âîçìîæíî.  Êîãäà
÷óâñòâî ãîðäîñòè ìàñòåðà è ïðîôåññèîíàëà åùå íå çàì åíÿëî
áåçîò÷åòíîé ðàäîñòè îò íåîæèäàííûõ îòêðûòèé â ïðîñò ûõ
äåëàõ, ñ îáû÷íûìè âåùàìè…

À ïðîñòûå âåùè ïî-ïðåæíåìó äàþò ïîâîä è äëÿ óäèâëåí èÿ,
è äëÿ ìàëåíüêèõ îòêðûòèé. À èíîãäà ïîçâîëÿþò ïî-íîâ îìó
ïîñìîòðåòü è íà ñëîæíîå.

Íàø êîðàáëèê. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äëèííûé áðóñîê
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ
– ÷åì íå ìîäåëü ñóäíà,
âåäü ýòî îñíîâà êîðïó-
ñà, à îñòàëüíîå ìîæíî
äîâîîáðàçèòü è ïîòîì äî-
ñòðîèòü. Êàê âîäèòñÿ,
áóäåì äàæå äëÿ ïðîñòî-
òû ñ÷èòàòü áðóñîê áåñ-
êîíå÷íî äëèííûì (èëè,
êàê ñêàçàë áû êîðàáåë,
îòêàæåìñÿ îò ðàññìîò-
ðåíèÿ äèôôåðåíòà è âîç-
ìîæíûõ ïðîäîëüíûõ êî-
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè O¢ è
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Ïîñêîëüêó óãëîâîå ñìåùåíèå a , à çíà÷èò, è âåëè÷èíà s
ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â íåðàâåí-
ñòâå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (êàê ìàëîé âòîðîãî ïîðÿäêà). Ó÷èòû-
âàÿ òåïåðü âûðàæåíèå 0h ar r= , îêîí÷àòåëüíîå íåðàâåí-
ñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì èçÿùíîì âèäå:

2
2 1

6
l
a

r r æ ö- + ³ç ÷è ø
% % 0,

ãäå 0r r r=%  – îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü. Ýòî íåðàâåíñòâî
çàäàåò èñêîìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñîñòîÿíèè ðàâ íîâå-
ñèÿ. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå í à
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ r% è l / a.

Ïåðåõîäÿ ê àíàëèçó ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèÿ, âíà÷àëå
ïðîàíàëèçèðóåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè l / a âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïî
îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó r%. Ïðè 3 2l a>  äèñêðèìèíàíò
ýòîãî òðåõ÷ëåíà îòðèöàòåëåí, è íåðàâåíòñâî âûïîëíÿå òñÿ
ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ r%. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
óêàçàííîì ñîîòíîøåíèè øèðèíà-âûñîòà áðóñîê âñåãäà áóäåò
ïëàâàòü ïëàøìÿ (áîëüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëüíà ïîâåðõí îñòè
âîäû) è ýòî ïîëîæåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 0l a ®  íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò
îñîáåííî ïðîñòîé âèä: 2 0r r- ³% % , èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

0r £% , 1r ³% . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è ( ( )0; 1r Î% ),
îòêóäà ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî âåðòèêàëüíîå óñòî é÷è-
âîå ïîëîæåíèå â óêàçàííîì ïðåäåëå íåâîçìîæíî.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
äëÿ íàãëÿäíîñòè óäîáíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè íà ïë îñêî-
ñòè ñ îñÿìè l / a è r% (ðèñ.3). Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìîé èññëåäóåìûì íåðàâåíñòâîì, çàäà-

1 Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è äðóãèì, á îëåå
êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì. Òî÷êà S ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëè , ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç O¢, ñ îñüþ OY íàçûâàåòñÿ ìåòàöåíòðîì, à îòðåçîê CS,
äëèíà êîòîðîãî êàê ðàç îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ íå ðàâåíñòâà,
– ìåòàöåíòðè÷åñêîé âûñîòîé 0h . Òàêèì îáðàçîì, íåðâåíñòâî
ìîæíî çàïèñàòü â î÷åíü ïðîñòîì âèäå: 0h  > 0, ÷òî ôàêòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî ïðèâåäåííîìó â íà÷àëå ñòàòüè «òåîðåòè÷ åñêîìó»
óñëîâèþ óñòîé÷èâîãî ïëàâàíèÿ.

Ðèñ. 2

ëåáàíèé). Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ïðîñòî: êàêîå èç âîçìîæíûõ
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ áðóñêà â âîäå áóäåò óñòîé÷èâûì ? Â
÷àñòíîñòè: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îí áóäåò ïëàâàòü «ïëà øìÿ»,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1?

Îáîçíà÷èì ñòîðîíû ñå÷åíèÿ áðóñêà l  è a, à ãëóáèíó
ïîãðóæåííîé ÷àñòè – h. Öåíòðû òÿæåñòè áðóñêà è åãî
ïîãðóæåííîé ÷àñòè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ îáîçíà÷èì
òî÷êàìè C è O ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà O
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ àðõèìåäîâîé ñèëû. Èç
óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

0

a
h

r
r

= ,

ãäå r  è 0r  – ïëîòíîñòè áðóñêà è âîäû ñîîòâåòñòâåííî.
Ïëîòíîñòü áðóñêà, åñòåñòâåííî, ñ÷èòàåòñÿ ìåíüøå ïëî òíîñòè
âîäû, òàê ÷òî h < a  (óñëîâèå ïëàâàíèÿ).

×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñ -
òîé÷èâûì, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ìàëîå óãëîâîå îòêëîíå íèå
áðóñêà îò âåðòèêàëè íà óãîë a  (ðèñ.2). Ïîãðóæåííàÿ â âîäó
÷àñòü áðóñêà áóäåò òåïåðü ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìîó ãîëü-
íóþ òðàïåöèþ NK L M¢ ¢  ñ îñíîâàíèÿìè h + s è h – s è âûñîòîé
l . Âåëè÷èíó s KK LL= =¢ ¢ – ñìåùåíèå «âàòåðëèíèè» –
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óãîë a  íåïîñðåäñòâåííî èç òðåóãîëü-
íèêà KPK ¢:

tg
2
l

s a= .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îòêëîíåíèè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñè ÿ
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ àðõèìåäîâîé ñèëû ñìåñòèòñÿ ââåðõ è

âïðàâî – â íîâîå ïîëî-
æåíèå O¢, ñîîòâåòñòâó-
þùåå öåíòðó òÿæåñòè
óêàçàííîé òðàïåöèè. Ýòî
ñìåùåíèå ëåãêî ðàññ÷è-
òàòü. Ââåäåì ñèñòåìó êî-
îðäèíàò XOY , êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 2, åå
íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ òî÷-
êîé O ïðèëîæåíèÿ àðõè-
ìåäîâîé ñèëû â ïîëîæå-
íèè ðàâíîâåñèÿ. Òðàïå-
öèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ñóììó òðåõ ïðîñòûõ

ôèãóð: ïðÿìîóãîëüíèêà KLMN , òðåóãîëüíèêà PLL ¢ è (ñî
çíàêîì «ìèíóñ») òðåóãîëüíèêà PKK ¢. Â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò öåíòðû òÿæåñòè ýòèõ ôèãóð çàäàþòñÿ êîîðäè íàòà-
ìè (0, 0), ( l /3,  h/2 + s/3), (– l /3,  h/2 – s/3) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ìàññû ôèãóð ïðîïîðöèîí àëü-
íû èõ ïëîùàäÿì (áðóñîê ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíûì) lh, ls/4 è
ls/4 , äëÿ êîîðäèíàò ( x,  y) òî÷êè O¢ íåòðóäíî ïîëó÷èòü

6
sl

x
h

= ,  
2

6
s

y
h

= .

Óñòîèò ëè ? Â ñìåùåííîì ïîëîæåíèè íà áðóñîê äåéñòâóåò
ïàðà ñèë: íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî âíèç ñèëà òÿæåñòè mg,
ïðèëîæåííàÿ ê òî÷êå C, è íàïðàâëåííàÿ ââåðõ àðõèìåäîâà
ñèëà àðõF , ïðèëîæåííàÿ ê òî÷êå O¢. Î÷åâèäíî, ýòà ïàðà
ñîçäàñò âîçâðàùàþùèé ìîìåíò, åñëè òî÷êà O¢ îêàæåòñÿ
ïðàâåå âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C.
Ïîñêîëüêó CO = ( a – h )/2, óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé â
âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

ctg
2

a h
y x a

-
= - .

Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû òî÷êà îêàçàëàñü ïðàâåå ýòîé ë èíèè,
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êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè ( )1 2, 3 2 .

Îáëàñòü âíå ýëëèïñà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî. Â ÷àñòí îñòè,
îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó êîíòóðîì ABEHD , îòâå÷àåò
óñòîé÷èâîìó ïëàâàíèþ â ïîëîæåíèè «ïëàøìÿ» ( l  > a). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äâóõñâÿçíàÿ îáëàñòü âíå ýëëèïñà, îã ðàíè-
÷åííàÿ ñâåðõó îòðåçêàìè AB è HD , ñîîòâåòñòâóåò òàêèì
ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, êîãäà áîëüøàÿ ñòîðîíà ñå÷åíè ÿ
ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåò -
ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåííåé ÷àñòè ýëëèïñà, òðåá óåò
áîëåå òùàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çäåñü
òîæå èíòåðïðåòèðóåòñÿ ëåãêî: ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàð àìåò-
ðîâ îòâå÷àþùèå èì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû.  Â
÷àñòíîñòè, îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó êîíòóðîì RBHQ ,
ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîìó ïëàâàíèþ íà ìåíüøåé ñòî ðîíå
(íà òîðöå), à êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê BEH  ñîîòâåòñòâó-
åò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íåóñòîé÷èâî ïî ëîæå-
íèå «ïëàøìÿ».

Ýòè âûâîäû, îäíàêî, ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü è äîï îë-
íèòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî êàæäîìó áðóñêó ñîîò-
âåòñòâóþò â äåéñòâèòåëüíîñòè äâà çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà – «îñíîâíîå» l / a è îáðàòíîå åìó a/ l – è, êàê
ñëåäñòâèå, äâå òî÷êè íà ãðàôèêå. Òàêèì îáðàçîì, ïîë íûé
âûâîä î âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ êàæäîã î
òåëà ìîæíî ñäåëàòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëîæåíèå îáåèõ
ýòèõ òî÷åê. Â ýòîé ñâÿçè äëÿ áîëåå íàãëÿäíîé èíòåðï ðåòàöèè
ðåçóëüòàòîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü è «èíâåðñíóþ» ïî îò íîøå-
íèþ ê ýëëèïñó ëèíèþ SBGHP , êîòîðàÿ òàêæå ïðèâåäåíà íà
ðèñóíêå 3. Äåéñòâèòåëüíî, äâå ýòè ëèíèè ðàçáèâàþò ô èçè-
÷åñêóþ îáëàñòü íà òðè äîìåíà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûå òèïû ðàâíîâåñèÿ.

Ïåðâûé èç íèõ, çàäàâàåìûé äâóõñâÿçíîé îáëàñòüþ d  è d¢
â óñòîé÷èâîé çîíå, õàðàêòåðåí òåì, ÷òî «èíâåðòèðîâàíèå»
ëþáîé òî÷êè íå âûâîäèò åå çà ïðåäåëû ýòîãî äîìåíà. Ôèçè-
÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ â îáîèõ ïîëîæåíèÿõ: è «ïëàøìÿ», è íà òîðöå.

Âòîðîé äîìåí òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: îáëàñòè b  èç
óñòîé÷èâîé çîíû è îáëàñòè b¢ èç íåóñòîé÷èâîé çîíû âíóòðè
ýëëèïñà. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè b¢ ïëàâàíèå íà
òîðöå íåóñòîé÷èâî. Îäíàêî, êàê òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ÿñ íûì, ó
ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè åñòü àëüòåðíàòèâà. Âåäü êàæäîé èç
òî÷åê îáëàñòè b¢ ñîîòâåòñòâóåò èíâåðñíàÿ òî÷êà â îáëàñòè b ,
îïèñûâàþùåé óñòîé÷èâîå ïëàâàíèå «ïëàøìÿ». Äðóãèìè
ñëîâàìè, îáåèì îáëàñòÿì ýòîãî äîìåíà ñîîòâåòñòâóåò óñòîé-
÷èâîå ïëàâàíèå «ïëàøìÿ».

Íàêîíåö, òðåòèé äîìåí îãðàíè÷åí êîíòóðîì BEHG  â
íåóñòîé÷èâîé çîíå, è èíâåðñèÿ íå âûâîäèò åãî òî÷êè çà
ïðåäåëû ýòîãî êîíòóðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ãîðè çîí-
òàëüíîå – «ïëàøìÿ» èëè íà òîðöå – ïîëîæåíèå ðàâíîâå ñèÿ
áóäåò çäåñü íåóñòîé÷èâûì. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç óñ òîé-
÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòå ëü-
íóþ è äîâîëüíî òðóäíóþ çàäà÷ó. Îäíàêî â êà÷åñòâå äîïîë-
íåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äâà çàìå÷àíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê îñî-
áîé òî÷êå I  è òî÷êàì êîíòóðà BEHG ; çäåñü ôèçèêà äîñòà-
òî÷íî ïðîçðà÷íà.

Òî÷êà I  ñîîòâåòñòâóåò áðóñêó êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ñ îò-
íîñèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ 1 2r =% . Çäåñü â ïîëîæåíèè óñ-
òîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ âàòåðëèíèÿ ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ
êâàäðàòà.

Âåðõíåé ãðàíèöå BEH  äîìåíà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ l / a è r%, ïðè êîòîðûõ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî  áðóñ
áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñ èÿ:
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ àðõèìåäîâîé ñèëû ïðè ëþáîì îòêëîíå íèè
îò èñõîäíîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ íà
âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè C áðóñêà, è
ïàðà ñèë áóäåò îáëàäàòü íóëåâûì ìîìåíòîì.

«Õîäîâûå èñïûòàíèÿ». Ïðè ïëàíèðîâàíèè è ïðîâåäåíèè
îïûòîâ öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåêîòîðûå «ðå-
ïåðíûå» çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ê íèì ìîæíî, â ÷àñòíîñ òè,
îòíåñòè êîîðäèíàòû òî÷åê E (0,5, 3 2 ) è èíâåðñíîé åé

òî÷êè G(0,5,  2 3 ), à òàêæå «òî÷åê âåòâëåíèÿ»

( )( )1 1 3 2, 1B -  è ( )( )1 1 3 2, 1H + . Êàê ñëåäñòâèå, ìîæ-
íî, íàïðèìåð, ñðàçó ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ íàáëþäå-
íèÿ óñòîé÷èâîãî ïëàâàíèÿ íà òîðöå íóæíî èñïîëüçîâàò ü

ìàòåðèàëû ñ îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ( )1 1 3 0,2r £ - »%
èëè ( )1 1 3 0,8r ³ + »% .

Ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ á ðóñ-
êàìè 2  ðàçëè÷íîãî òèïà, ïðèâåäåíû â òàáëèöå è ïðîèëëþñò-
ðèðîâàíû ðèñóíêîì 4. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ «êðèòè÷å ñ-
êèå» çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñìåíà
ðåæèìà óñòîé÷èâîñòè, óäàëîñü óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íî òî÷íî

è â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè, ðàññ÷èòàííû ìè ïî
ôîðìóëå ( * ). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåíîïëàñòîâûõ ( 0,03r »% ) è
âîñêîâûõ ( 0,92r »% ) áðóñêîâ óñòîé÷èâîå ïëàâàíèå íà ìåíü-
øåé ñòîðîíå (íà òîðöå) íàáëþäàëîñü ëèøü ïðè
2,64 0,38l a³ ³  è 1,44 0,69l a³ ³  ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ 0,42 è 0,66.

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ. Ìû äîñòèãëè ñâîåé öåëè, åñëè ðå-
çóëüòàò ïîêàçàëñÿ ÷èòàòåëÿì íåîæèäàííûì è ïðîñòûì è ëè –
íåîæèäàííî ïðîñòûì. Äàëåå – äåëî òåõíèêè: ñîîòíîøåí èå
( * ) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðèñóíîê 3 ìîæíî èñïîëüçîâàòü
êàê ïðîñòîé êðàòêèé ñïðàâî÷íèê: ïîä äàííûé ìàòåðèàë  ( r%)
âûáðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà l / a (íàïðèìåð, èç óñòîé÷èâîé
çîíû b , c èçâåñòíûì çàïàñîì ïðî÷íîñòè) – è îñíîâà êîðïóñà
ãîòîâà. Îñòàåòñÿ âûñòðîãàòü ïî êîíòóðó îáâîäíûå ëèí èè è
óêðåïèòü ìà÷òó. Êîðàáëèê ãîòîâ è, õîòü è ïëîñêîäîíí ûé,
áóäåò ïëàâàòü óñòîé÷èâî.

Ðèñ.4. Áðóñîê ïëàâàåò: % íà îáåèõ ñòîðîíàõ, ( – íàêëîííî,
)  – íåóñòîé÷èâî, !  – ïëàøìÿ

2 Î÷åâèäíî, ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ìîæíî è ñ ïóñòûìè êîð îáêà-
ìè: âñå âûêëàäêè è âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ýòîãî ñ ëó÷àÿ.
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Òàáëèöà

«Êðèòè÷åñêèå» çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà: ý êñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå
(ïîñëåäíèå îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé)

Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À

Åñëè æå õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü íå÷òî áîëåå èçÿùíîå è íàä åæ-
íîå, ìîæíî ðàññìîòðåòü áðóñîê áîëåå ñëîæíîãî, íàïðè ìåð
òðàïåöèèäàëüíîãî, ñå÷åíèÿ, áëèçêîãî ê ðåàëüíûì ïðîô è-
ëÿì ñóäîâ. Íàâåðíîå, çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿåò íà ðåçóëü òàò
ó÷åò êèëÿ, áàëëàñòà.

Îòäåëüíàÿ òåìà – îáâîäíûå ëèíèè.
Ïðîáóéòå – ìîæåò áûòü, óäàñòñÿ ïîëó÷èòü ÷òî-òî åùå áîëåå

ïðîñòîå è íåîæèäàííîå.

Çàäà÷è íà
ñìåøåíèå
èäåàëüíûõ

ãàçîâ
À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

ÂÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÌÛ ÎÑÒÀÍÎÂÈÌÑß ÍÀ ÇÀÄÀ×ÀÕ, ÃÄÅ ÄÂÀ
èäåàëüíûõ ãàçà ïåðåõîäÿò èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â

êîíå÷íîå ñìåøèâàÿñü äðóã ñ äðóãîì. Çàäà÷è òàêîãî òè ïà
âñòðå÷àþòñÿ â äâóõ ðàçäåëàõ – â ãàçîâûõ çàêîíàõ è â
òåðìîäèíàìèêå. Åñëè íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå òåìïåðàòóð û
ãàçîâ çàäàíû â óñëîâèè, òî â ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ ò îëüêî
ãàçîâûå çàêîíû – óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà è
çàêîí Äàëüòîíà äëÿ ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé. Åñëè æå äë ÿ
îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ïàðàìåòðîâ íóæåí çàêîí ñîõðàíå íèÿ
ýíåðãèè, òî òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê òåðìîäèíàìèêå.

Çàäà÷à 1. Ïîä êàêèì äàâëåíèåì íàäî íàïîëíèòü âîçäóõîì
áàëëîí åìêîñòüþ 10 ë, ÷òîáû ïðè ñîåäèíåíèè åãî ñ áà ëëî-
íîì åìêîñòüþ 30 ë, ñîäåðæàùèì âîçäóõ ïðè äàâëåíèè
100 êÏà, óñòàíîâèëîñü îáùåå äàâëåíèå 200 êÏà? Òåìïå ðà-
òóðà ïîñòîÿííà.

Ðåøåíèå.  Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè –
ëèáî ÷åðåç çàêîí Äàëüòîíà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàçäåë èòü
ãàçû è ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî ãàçà  â
îòäåëüíîñòè, ëèáî ÷åðåç óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Ìåíäåëå åâà–
Êëàïåéðîíà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà.

Ñïîñîá 1 . Êîíå÷íîå äàâëåíèå p¢ ðàâíî ñóììå ïàðöèàëü-
íûõ êîíå÷íûõ äàâëåíèé 1p¢ è 2p¢ îáåèõ ïîðöèé âîçäóõà:

1 2p p p= +¢ ¢ ¢,

êàæäîå èç êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüí ûì
äàâëåíèåì óðàâíåíèåì èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà:

( )1 1 1 1 2p V p V V= +¢ ,

( )2 2 2 1 2p V p V V= +¢ .

Ñëîæèâ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óð àâíå-
íèÿ ïîëó÷èì

( )1 1 2 2 1 2p V p V p V V+ = +¢ ,                  (1)

îòêóäà íàéäåì èñêîìîå äàâëåíèå:

( )1 2 2 2
1

1

500 êÏà
p V V p V

p
V

+ -¢
= = .

Ñïîñîá 2 . Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà
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äëÿ äâóõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è äëÿ îäíîãî êîíå÷íîãî :

1 1 1

2 2 2

1 2

,

,

( ) .

p V RT

p V RT

p V V RT

n

n

n

=

=

+ =¢ ¢
                      (2)

Âûðàçèâ èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷å ñòâî
ìîëåé è ïîäñòàâèâ â çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåù åñòâà

1 2n n n+ = ¢,

ñíîâà ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1).
Çàäà÷à 2. Äâà ñîñóäà, ñîäåðæàùèå îäèí è òîò æå  èäåàëü-

íûé ãàç, ñîåäèíåíû òîíêîé òðóáêîé ñ êðàíîì. Âíà÷àëå  êðàí
çàêðûò, â ïåðâîì ñîñóäå îáúåìîì 10 ë äàâëåíèå 180 ê Ïà è
òåìïåðàòóðà 300 Ê, âî âòîðîì ñîñóäå îáúåìîì 20 ë äà âëå-
íèå 150 êÏà è òåìïåðàòóðà 200 Ê. Êàêèì ñòàíåò äàâëå -
íèå, åñëè îòêðûòü êðàí è óñòàíîâèòü â ñîñóäàõ òåìïå ðà-
òóðó 400 Ê?

Ðåøåíèå.  Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ëþáûì èç äâóõ
ñïîñîáîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Â ïåðâîì ñ ïîñî-
áå, ÷åðåç çàêîí Äàëüòîíà, íàäî äëÿ êàæäîãî ãàçà çàï èñàòü íå
óðàâíåíèå èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà, à îáúåäèíåííûé ãàçî-
âûé çàêîí. Âî âòîðîì ñïîñîáå íàäî â òðåõ óðàâíåíèÿõ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (2) ïîñòàâèòü ðàçëè÷íûå òåìïåðàòó ðû. Â
ëþáîì èç ñïîñîáîâ ìû âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì ó ðàâ-
íåíèå

( )1 21 1 2 2

1 2

p V Vp V p V
T T T

+¢
+ =

¢
.                  (3)

Ïîäñòàâèâ ÷èñëåííûå äàííûå, íàéäåì óñòàíîâèâøååñÿ ä àâ-
ëåíèå ñìåñè ãàçîâ:

p¢= 280 êÏà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíî ò àê,
÷òî áåç çàïèñè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåøèòü åå íå ïîë ó÷èòñÿ.

Çàäà÷à 3. Äâà áàëëîíà ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé òîíêîé
òðóáêîé ñ êðàíîì. Â îäíîì áàëëîíå íàõîäèòñÿ ãàç ìàñ ñîé
2 ã ïîä äàâëåíèåì 400 êÏà, â äðóãîì – òàêîé æå ãàç ìàññîé
4 ã ïîä äàâëåíèåì 200 êÏà. Êàêîå äàâëåíèå óñòàíîâèò ñÿ â
áàëëîíàõ, åñëè îòêðûòü êðàí? Òåìïåðàòóðû ãàçà â áàë ëî-
íàõ îäèíàêîâû.

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å çàäàíû íå îáúåìû, à ìàññû ãàçîâ.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (1), íàäî ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèé Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà íàéòè îòíîøåíèå îáú å-
ìîâ 1 2V V . Îäíàêî áîëåå åñòåñòâåííî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (2) â âèäå

1
1 1

2
2 2

1 2
1 2

,

,

( ) ,

m
p V RT

m
p V RT

m m
p V V RT

M

M

M

=

=

+
+ =¢

âûðàçèòü 1V  è 2V  èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé è ïîäñòàâèòü â
òðåòüå. Ïîëó÷èì

1 2
1 2

1 2

m m
p m m

p p

æ ö
+ = +¢ç ÷è ø

,

îòêóäà íàéäåì p¢= 240 êÏà.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé Ìåíäåëå -
åâà–Êëàïåéðîíà íà ïåðâûé âçãëÿä íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòå ëü-
íûì (â óñëîâèè íå óïîìèíàþòñÿ íè ìàññû ãàçîâ, íè èõ
ìîëÿðíûå ìàññû). Îäíàêî ïîñëå âíèìàòåëüíîãî àíàëèçà
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåç íèõ ðåøèòü çàäà÷ó íå óäàñòñÿ.

Çàäà÷à 4. Äâà îäèíàêîâûõ ñîñóäà ñîåäèíåíû òîíêîé
òðóáêîé. Ñèñòåìà íàïîëíåíà ãàçîì è íàõîäèòñÿ ïðè òå ì-
ïåðàòóðå 27 C° . Òåìïåðàòóðó îäíîãî èç ñîñóäîâ óâåëè÷èëè

íà 33 C° . Íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ íàäî óìåíüøèòü òåìïåðàòó-
ðó äðóãîãî ñîñóäà, ÷òîáû äàâëåíèå â ñèñòåìå íå èçìåí èëîñü?

Ðåøåíèå.  Ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû ñîñóäîâ ìåæäó
ãàçàìè â íèõ ïîääåðæèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå , ò.å.
äàâëåíèÿ â ýòèõ ñîñóäàõ âñå âðåìÿ âûðàâíèâàþòñÿ. Äë ÿ
âûðàâíèâàíèÿ äàâëåíèé ãàç èç íàãðåâàåìîãî ñîñóäà ïå ðåõî-
äèò â îõëàæäàåìûé, à ïîïàâ òóäà, ïðèíèìàåò òåìïåðàò óðó
õîëîäíîãî ñîñóäà. Èìåííî ïîýòîìó íå óäàåòñÿ ïðîñëåä èòü çà
èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî ãàçà â îòäåëüíîñòè. Ïî äõîä
æå, îñíîâàííûé íà ñîõðàíåíèè îáùåãî êîëè÷åñòâà âåùå ñòâà,
ïðåêðàñíî ñðàáàòûâàåò.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà äëÿ ïåðâî-
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è äëÿ äâóõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé:

1 1

2 2

2 ,

,

,

p V RT

p V RT

p V RT

n

n

n

× =

=¢ ¢ ¢

=¢ ¢ ¢

âûðàçèì èç íèõ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà è ïîäñòàâèì â óð àâíå-
íèå

1 2.n n n= +¢ ¢

Ïîëó÷èì

1 2

2
.

p p p
T T T

¢ ¢
= +

¢ ¢

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ p p=¢ , òî

1
2

12
TT

T
T T

¢
= =¢

-¢
273 Ê,

ò.å. âòîðîé ñîñóä íàäî îõëàäèòü íà 27 Ê (íà 27 C° ).

Ê çàäà÷àì íà ñìåøåíèå ãàçîâ ìîæíî òàêæå îòíåñòè çàä à÷è,
ãäå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íàÿ äèñ-
ñîöèàöèÿ ãàçîâ.

Çàäà÷à 5. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû àçîòà, çàêëþ-
÷åííîãî â çàêðûòûé ñîñóä, îò 7 C° äî 1407 C°  òðåòüÿ
÷àñòü ìîëåêóë àçîòà ðàñïàëàñü íà àòîìû. Âî ñêîëüêî ðàç
ïðè ýòîì âîçðîñëî äàâëåíèå ãàçà?

Ðåøåíèå.  Ïðè äèññîöèàöèè òðåòüÿ ÷àñòü ìàññû àçîòà
ïðåâðàòèëàñü â îäíîàòîìíûé ãàç, ò.å. â ãàç ñ ìîëÿðíîé
ìàññîé âäâîå ìåíüøåé, ÷åì ó äâóõàòîìíîãî. Çàïèøåì ó ðàâ-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ èçíà÷àëüíîãî ãàçà è äëÿ êàæäîãî  èç
êîìïîíåíòîâ îáðàçîâàâøåéñÿ ñìåñè:

1

2

,

2 3
,

3
.

2

m
pV RT

m
p V RT

m
p V RT

M

M

M

=

=¢ ¢

=¢ ¢

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ï î
çàêîíó Äàëüòîíà

1 2 ,p p p+ =¢ ¢ ¢

ïîëó÷àåì
4
3

m
p V RT

M
=¢ ¢,

èëè
4

8.
3

p T
p T
¢ ¢

= =

Âïðî÷åì, åñëè èñïîëüçîâàòü çàïèñü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
pV RTn=  è ïîíèìàòü, ÷òî n  ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó êîëè÷å-
ñòâó èäåàëüíîãî ãàçà, íåçàâèñèìî îò ñîñòàâà è òèïà ìîëåêóë,
òî íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ìîëåêóë óâå ëè÷è-

ëîñü íà îäíó òðåòü, ò.å. 
4
3

n n=¢ , è ñðàçó ïîëó÷èòü îòâåò.
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Ê ýòèì çàäà÷àì åñòåñòâåííî ïðèñîåäèíèòü çàäà÷è íà è çìå-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ âëàæíîãî âîçäóõà. Ïðàâäà, çàäà÷è íà âëàæ-
íîñòü òðàäèöèîííî îòíîñÿòñÿ ê òåðìîäèíàìèêå, íî ðåø àþòñÿ
îíè èñêëþ÷èòåëüíî ñ ïîìîùüþ ãàçîâûõ çàêîíîâ ñ ó÷åòî ì
òîãî ôàêòà, ÷òî äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà íå ìîæåò ïðåâûøàòü
äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå.

Çàäà÷à 6. Â çàêðûòîì ñîñóäå ïðè òåìïåðàòóðå 100 C°
íàõîäèòñÿ âëàæíûé âîçäóõ ïîä äàâëåíèåì 1,5 àòì. Ïîñ ëå
òîãî êàê îáúåì ñîñóäà èçîòåðìè÷åñêè óìåíüøèëè â 3 ð àçà,
äàâëåíèå âîçðîñëî äî 4,3 àòì. ×åìó áûëà âíà÷àëå ðàâ íà
îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü? Îáúåìîì ñêîíäåíñèðîâàâøåéñ ÿ
âîäû ïðåíåáðå÷ü .

Ðåøåíèå.  Àíàëèçèðóÿ èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ âëàæíîãî âîç-
äóõà, íåîáõîäèìî ìûñëåííî ðàçäåëÿòü åãî íà äâà êîìï îíåíòà
– âîäÿíîé ïàð, ò.å. ãàç ìîëåêóë âîäû, è ñóõîé âîçäó õ, ò.å. ãàç
âñåõ îñòàëüíûõ ìîëåêóë. Ñóõîé âîçäóõ ïîä÷èíÿåòñÿ îá û÷-
íûì ãàçîâûì çàêîíàì, à äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà íå ìî æåò
ñòàòü áîëüøå äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà íp  ïðè äàííîé
òåìïåðàòóðå. Åñëè äàâëåíèå ïàðà ïîëó÷èòñÿ áîëüøå, ò î íàäî
ïîëîæèòü êîíå÷íîå äàâëåíèå ïàðà ðàâíûì íp  (ïðè äîñòèæå-
íèè ýòîãî äàâëåíèÿ íà÷àëàñü êîíäåíñàöèÿ, è äàâëåíèå ïåðå-
ñòàëî âîçðàñòàòü).

Â äàííîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèåì îò ïðîòèâíîãî ìîæíî ñð àçó
óñòàíîâèòü, ÷òî â ïðîöåññå ñæàòèÿ âîäà êîíäåíñèðîâà ëàñü,
ò.å. â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ñîñóä ñîäåðæèò íàñûùåííûé  ïàð
â ðàâíîâåñèè ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ñêîíäåíñèðîâàâ øåé-
ñÿ âîäû. Èíà÷å äàâëåíèå âñåãî ãàçà â èçîòåðìè÷åñêîì  ïðî-
öåññå óâåëè÷èëîñü áû â 3 ðàçà è áûëî áû ðàâíî 4,5 à òì.

Ïîñêîëüêó óñòàíîâèâøååñÿ äàâëåíèå â ñîñóäå ñêëàäûâàåò-
ñÿ èç äàâëåíèÿ âîçäóõà è äàâëåíèÿ ïàðà:

2 â2 ï2 â2 íp p p p p= + = +

è ïðè 100 C°  äàâëåíèå ïàðà íp =  1àòì, êîíå÷íîå äàâëåíèå
ñóõîãî âîçäóõà 2âp =  3,3 àòì. Ïðèìåíÿÿ ê ñóõîìó âîçäóõó
óðàâíåíèå èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà â1 1 â2 2p V p V= , íàõî-
äèì, ÷òî íà÷àëüíîå äàâëåíèå âîçäóõà â1p = 1,1 àòì, à íà÷àëü-
íîå äàâëåíèå ïàðà ï1 1 â1p p p= - = 0,4 àòì.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü â íà÷àëüíîì
ñîñòîÿíèè ñîñòàâëÿëà

ï1

í

100% 40%
p
p

j = × = .

Â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ â óñëîâèè îáû÷íî ïðèâîä ÿò-
ñÿ ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ çàïèñè çàêîíà ñîõðàíåí èÿ
ýíåðãèè. ×àùå âñåãî óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà òåïëîè çîëèðî-
âàíà, ò.å. íå îáìåíèâàåòñÿ òåïëîì ñ îêðóæàþùåé ñðåä îé. Â
íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, íàîáîðîò, çàäàåòñÿ òî÷íîå êîëè÷å ñòâî
òåïëîòû, ïåðåäàííîå ñèñòåìå (èëè îòîáðàííîå ó ñèñòå ìû).
Íàïîìíèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ îäíîàòîìíîãî èäåàë üíî-
ãî ãàçà (ãåëèé, àðãîí) ðàâíà

3 3
2 2

U RT pVn= = .                      (4)

Çàäà÷à 7. Â äâóõ òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäàõ, ñîåäèíåí-
íûõ òîíêîé òðóáêîé ñ êðàíîì, íàõîäèòñÿ ãåëèé â êîëè ÷å-
ñòâàõ 2 ìîëü è 3 ìîëü  ïðè òåìïåðàòóðàõ 300 Ê è 400  Ê
ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîé ñòàíåò òåìïåðàòóðà ïîñëå îò-
êðûâàíèÿ êðàíà è óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ?

Ðåøåíèå.  Çàïèøåì äëÿ ñèñòåìû äâóõ ãàçîâ çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè, âûðàæàÿ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ÷åðåç òåìïåðà-
òóðó (ñì. ðàâåíñòâî (4)):

1 1 2 2
3 3 3
2 2 2

RT RT RTn n n+ = ¢ ¢.

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà

1 2n n n+ = ¢,

íàéäåì óñòàíîâèâøóþñÿ òåìïåðàòóðó:

1 1 2 2

1 2

360 K.
T T

T
n n

n n
+

= =¢
+

Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà íå çàâèñèò îò òîã î,
êàêèìè áûëè íà÷àëüíûå äàâëåíèÿ ãàçîâ.

Çàäà÷à 8. Â äâóõ òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäàõ îáúåìàìè
2 ë è 5 ë, ñîåäèíåííûõ òîíêîé òðóáêîé ñ êðàíîì, íàõ îäèò-
ñÿ ãåëèé ïîä äàâëåíèÿìè 30 êÏà è 16 êÏà ñîîòâåòñòâå ííî,
íî ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ. Êàêèì áóäåò äàâëåíèå ïî ñëå
îòêðûâàíèÿ êðàíà è óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñè ÿ?

Ðåøåíèå.  Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè òó èç ôîðìóë (4), ãäå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âû ðàæåíà
÷åðåç îáúåì è äàâëåíèå:

( )1 1 2 2 1 2
3 3 3
2 2 2

p V p V p V V+ = +¢ .

Îòñþäà íàõîäèì
1 1 2 2

1 2

20 êÏà.
p V p V

p
V V

+
= =¢

+

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íîå äàâëåíèå íå çàâèñèò, ïðè çàäà ííûõ
íà÷àëüíûõ äàâëåíèÿõ, îò òåìïåðàòóð ñìåøèâàåìûõ ãàçî â.
Èíòåðåñíî, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñìåøèâà íèÿ
ãàçîâ â òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäàõ ïðèâîäèò, íåçàâè ñèìî
îò íà÷àëüíûõ òåìïåðàòóð ãàçîâ, ê òàêîìó æå îòâåòó, êàê ïðè
èçîòåðìè÷åñêîì ñìåøèâàíèè (ñì. ôîðìóëó (1)).

Çàäà÷à 9. Â äâóõ òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäàõ îáúåìàìè
10 ë è 20 ë, ñîåäèíåííûõ òîíêîé òðóáêîé ñ êðàíîì, í àõî-
äèòñÿ ãåëèé ïîä äàâëåíèÿìè 180 êÏà è 150 êÏà ïðè òå ì-
ïåðàòóðàõ 100 Ê è 500 Ê ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîé áóäåò
òåìïåðàòóðà ïîñëå îòêðûâàíèÿ êðàíà è óñòàíîâëåíèÿ
òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ?

Ðåøåíèå.  Êàê ìû âèäåëè â çàäà÷å 8, êîíå÷íîå äàâëåíèå
ìîæíî íàéòè èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )1 1 2 2 1 2
3 3 3
2 2 2

p V p V p V V+ = +¢ ,

ïðè÷åì íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðû â îòâåò íå âõîäÿò. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû çàïèøåì çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â âèäå (ñì. ôîðìóëó (3))

( )1 21 1 2 2

1 2

p V Vp V p V
T T T

+¢
+ =

¢
.

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ óñòàíîâèâøåéñÿ òåìïåðàòóðû ïîëó÷à åì

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

200 K.
p V p V

T
p V p V
T T

+
= =¢

+

Óïðàæíåíèÿ
1. Òðè îäèíàêîâûõ ñîñóäà, ñîåäèíåííûõ òîíêèìè òðóáêàì è,

çàïîëíåíû ãàçîîáðàçíûì ãåëèåì ïðè òåìïåðàòóðå 40 Ê.  Çàòåì
îäèí èç ñîñóäîâ íàãðåëè äî 100 Ê, äðóãîé – äî 400 Ê , à
òåìïåðàòóðà òðåòüåãî ñîñóäà îñòàëàñü íåèçìåííîé. Âî  ñêîëüêî
ðàç óâåëè÷èëîñü äàâëåíèå â ñèñòåìå?

2. Â ñîñóäå ïðè òåìïåðàòóðå 100 °C íàõîäèòñÿ âëàæíûé âîç-
äóõ ñ îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòüþ 90% ïîä äàâëåíèåì 1 àòì.
Îáúåì ñîñóäà èçîòåðìè÷åñêè óìåíüøèëè â 2 ðàçà. Íà ñ êîëüêî
ïðîöåíòîâ íàäî âìåñòî ýòîãî óâåëè÷èòü àáñîëþòíóþ òå ìïåðàòó-
ðó âîçäóõà, ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêîå æå êîíå÷íîå äàâëåí èå?
Îáúåìîì ñêîíäåíñèðîâàâøåéñÿ âîäû ïðåíåáðå÷ü.

3. Äâà òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäà îäíîãî è òîãî æå îáúåì à
ñîåäèíåíû òîíêîé òðóáêîé ñ êðàíîì. Â îäíîì ñîñóäå í àõîäèòñÿ
ãåëèé ïðè òåìïåðàòóðå 200 Ê, à â äðóãîì – ãåëèé ïðè  òåìïåðà-
òóðå 400 Ê è ïðè äàâëåíèè â 3 ðàçà áîëüøåì, ÷åì â ï åðâîì ñîñóäå.
Êàêîé ñòàíåò òåìïåðàòóðà (â êåëüâèíàõ) ãàçà ïîñëå î òêðûâàíèÿ
êðàíà è óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ?
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6 êëàññ

1. Ñåãîäíÿ 17.02.2008. Íàòàøà çàìåòèëà, ÷òî â çàïèñè ý òîé
äàòû ñóììà ïåðâûõ ÷åòûðåõ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíè õ
÷åòûðåõ. Êîãäà â ýòîì ãîäó òàêîå ñîâïàäåíèå ñëó÷èòñ ÿ â
ïîñëåäíèé ðàç?

Í.Íåòðóñîâà

2. Çàé÷èõà êóïèëà äëÿ ñâîèõ ñåìåðûõ çàé÷àò ñåìü áàðàáà -
íîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ è ñåìü ïàð ïàëî÷åê ðàçíîé äëèíû . Åñëè
çàé÷îíîê âèäèò, ÷òî ó íåãî è áàðàáàí áîëüøå, è ïàëî ÷êè
äëèííåå, ÷åì ó êîãî-òî èç áðàòüåâ, îí íà÷èíàåò ãðîì êî
áàðàáàíèòü. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî çàé÷àò ñìîæåò íà ÷àòü
áàðàáàíèòü?

Ä.Áàðàíîâ

3. Íà ñêëàäå ëåæàëî íåñêîëüêî öåëûõ ãîëîâîê ñûðà.
Íî÷üþ ïðèøëè êðûñû è ñúåëè 10 ãîëîâîê, ïðè÷åì âñå å ëè
ïîðîâíó. Ó íåñêîëüêèõ êðûñ îò îáæîðñòâà çàáîëåëè æè âîòû.
Îñòàëüíûå 7 êðûñ ñëåäóþùåé íî÷üþ äîåëè îñòàâøèéñÿ ñ ûð,
íî êàæäàÿ êðûñà ñìîãëà ñúåñòü âäâîå ìåíüøå ñûðà, ÷å ì
íàêàíóíå. Ñêîëüêî ñûðà áûëî íà ñêëàäå ïåðâîíà÷àëüíî ?

À.Áëèíêîâ, È.Ðàñêèíà

4. Ðàçðåæüòå êàêîé-íèáóäü êâàäðàò íà êâàäðàòèêè äâóõ
ðàçíûõ ðàçìåðîâ òàê, ÷òîáû ìàëåíüêèõ áûëî ñòîëüêî æ å,
ñêîëüêî è áîëüøèõ.

Ä.Øíîëü

5. Àâòîñòîÿíêà â Öâåòî÷-
íîì ãîðîäå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàäðàò 7 7´  êëåòî-
÷åê, â êàæäîé èç êîòîðûõ
ìîæíî ïîñòàâèòü ìàøèíó.
Ñòîÿíêà îáíåñåíà çàáîðîì,
îäíà èç ñòîðîí óãëîâîé
êëåòêè óäàëåíà (ýòî âîðî-
òà). Ìàøèíà åçäèò ïî äî-
ðîæêå øèðèíîé â êëåòêó.
Íåçíàéêó ïîïðîñèëè ðàç-
ìåñòèòü êàê ìîæíî áîëüøå
ìàøèí íà ñòîÿíêå òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ëþáàÿ ìîã-

ëà âûåõàòü, êîãäà ïðî÷èå ñòîÿò. Íåçíàéêà ðàññòàâèë 24
ìàøèíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Ïîïûòàéòåñü

ðàññòàâèòü ìàøèíû ïî-äðóãîìó, ÷òî-
áû èõ ïîìåñòèëîñü áîëüøå.

À.Õà÷àòóðÿí

6. Âàñèëèñà Ïðåìóäðàÿ ðåøèëà çà-
ïåðåòü Êîùåÿ â ïðÿìîì êîðèäîðå, ðàç-
äåëåííîì òðåìÿ ïðîõîäàìè íà ÷åòûðå
êîìíàòû, ïðè÷åì â êàæäîì ïðîõîäå,
îáëîêîòèâøèñü íà îäíó èç ñòåí, ñòîèò
òîëñòûé óñòàëûé ñòðàæíèê. Êàæäûé
ðàç, êîãäà Êîùåé ïåðåõîäèò èç îäíîé
êîìíàòû â äðóãóþ, ñòðàæíèê ïåðåõî-
äèò ê ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíå è îáëî-
êà÷èâàåòñÿ íà íåå. Åñëè âñå ñòðàæíèêè
îáëîêîòÿòñÿ íà îäíó ñòåíó (ðèñ.2),

îíà íå âûäåðæèò è ðóõíåò, à Êîùåé âûéäåò íà ñâîáîäó .
Ìîæåò ëè Âàñèëèñà èçíà÷àëüíî òàê ïðèñëîíèòü ñòðàæíè êîâ
è ðàçìåñòèòü Êîùåÿ, ÷òîáû îí íèêîãäà íå ñìîã âûáðàò üñÿ?

Å.Íîâîäâîðñêàÿ

7 êëàññ

1. ×èñëî óìíîæèëè íà ñóììó åãî öèôð è ïîëó÷èëè 2008.
Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

È.ßùåíêî

2. Â êóáêå Âîäîêàíàëà ïî ôóòáîëó ó÷àñòâîâàëè êîìàíäû
«Ïîìïà», «Ôèëüòð», «Íàñîñ» è «Øëþç». Êàæäàÿ êîìàíäà
ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó (çà ïîáåäó äàâàëîñü  3 î÷êà,
çà íè÷üþ – 1, çà ïðîèãðûø – 0). Êîìàíäà «Ïîìïà» íàá ðàëà
áîëüøå âñåõ î÷êîâ, êîìàíäà «Øëþç» – ìåíüøå âñåõ. Ìî ãëî
ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî «Ïîìïà» îáîãíàëà «Øëþç» âñåãî  íà 2
î÷êà?

À.Çàñëàâñêèé

3. Äèìà æèâåò â äåâÿòèýòàæíîì äîìå. Îí ñïóñêàåòñÿ íà
ëèôòå ñî ñâîåãî ýòàæà íà ïåðâûé çà 1 ìèíóòó. Èç-çà
ìàëåíüêîãî ðîñòà Äèìà íå äîñòàåò äî êíîïêè ñâîåãî ý òàæà.
Ïîýòîìó, ïîäíèìàÿñü íàâåðõ, îí íàæèìàåò òó êíîïêó, äî
êîòîðîé ìîæåò äîòÿíóòüñÿ, à äàëüøå èäåò ïåøêîì. Âåñ ü ïóòü
íàâåðõ çàíèìàåò 1 ìèíóòó 10 ñåêóíä. Ëèôò äâèæåòñÿ â âåðõ
è âíèç ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ, à Äèìà ïîäíèìàåò ñÿ âäâîå
ìåäëåííåå ëèôòà. Íà êàêîì ýòàæå æèâåò Äèìà?

Ä.Øíîëü

4. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 6 êëàññà.

5. Ñåðåæà âûðåçàë èç êàðòîíà äâå îäèíàêîâûå ôèãóðû. Îí
ïîëîæèë èõ ñ íàõëåñòîì íà äíî ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà.  Äíî
îêàçàëîñü ïîëíîñòüþ ïîêðûòî. Â öåíòð äíà âáèëè ãâîç äü.
Ìîã ëè ãâîçäü ïðîòêíóòü îäíó êàðòîíêó è íå ïðîòêíóò ü
äðóãóþ?

Ñ.Ìàðêåëîâ

6. Âàñÿ ïîñòîÿë íåêîòîðîå âðåìÿ íà îñòàíîâêå. Çà ýòî
âðåìÿ ïðîåõàë îäèí àâòîáóñ è äâà òðàìâàÿ. ×åðåç íåê îòîðîå
âðåìÿ íà ýòó æå îñòàíîâêó ïðèøåë Øïèîí. Ïîêà îí òàì
ñèäåë, ïðîåõàëî 10 àâòîáóñîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñ ëî
òðàìâàåâ ìîãëî ïðîåõàòü çà ýòî âðåìÿ? È àâòîáóñû, è
òðàìâàè õîäÿò ñ ðàâíûìè èíòåðâàëàìè, ïðè÷åì àâòîáóñ û
õîäÿò ñ èíòåðâàëîì 1 ÷àñ.

Ì.Àõìàíîâà

8 êëàññ

1. Âåðíî ëè, ÷òî ê ëþáîìó ÷èñëó, ðàâíîìó ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî ïðèï è-
ñàòü â êîíöå êàêèå-òî äâå öèôðû òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Ã.Ãàëüïåðèí

2. Â êèíîòåàòðå 7 ðÿäîâ ïî 10 ìåñò êàæäûé. Ãðóïïà èç 5 0
äåòåé ñõîäèëà íà óòðåííèé ñåàíñ, à ïîòîì íà âå÷åðíè é.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå äåòåé, êîòîðûå íà óòðåí íåì
ñåàíñå ñèäåëè â îäíîì ðÿäó è íà âå÷åðíåì òîæå ñèäåë è â
îäíîì ðÿäó.

È.Îñèïîâ (ïî ìîòèâàì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è)

Çàäà÷è LXXI Ìîñêîâñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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3. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè

K è Ì ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ||KM AC . Îòðåçêè AM è KÑ
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î. Èçâåñòíî, ÷òî ÀK = ÀÎ è KÌ = ÌÑ.
Äîêàæèòå, ÷òî ÀÌ = KÂ.

Ì.Ìóðàøêèí

4. Òóðíèð, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëè 20 ñïîðòñìåíîâ, ñóäèë è
10 àðáèòðîâ. Êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì îäèí ðàç, è êàæ äóþ
âñòðå÷ó ñóäèë ðîâíî îäèí àðáèòð. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ êà æäîé
èãðû îáà ó÷àñòíèêà ôîòîãðàôèðîâàëèñü ñ àðáèòðîì. ×å ðåç
ãîä ïîñëå òóðíèðà áûëà íàéäåíà ñòîïêà èç âñåõ ýòèõ ôîòîãðà-
ôèé (ïî ôîòîãðàôèè íåÿñíî, êòî íà íåé èãðîêè, à êòî  –
àðáèòð). Îêàçàëîñü, ÷òî íå ïðî êàæäîãî ìîæíî îïðåäå ëèòü,
êåì îí ÿâëÿåòñÿ – ñïîðòñìåíîì èëè àðáèòðîì. Ñêîëüêî
ìîãëî áûòü òàêèõ ëþäåé?

Á.Ôðåíêèí

5. Ïîñòàâüòå íà ïëîñêîñòè 9 òî÷åê òàê, ÷òîáû íèêàêèå 4  íå
ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé, íî èç ëþáûõ øåñòè íàøëèñü 3 ,
ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. (Íà ðèñóíêå ïðîâåäèòå âñå
ïðÿìûå, íà êîòîðûõ ëåæàò ïî òðè îòìå÷åííûå òî÷êè.)

À.Àêîïÿí

6. Ó èãðîêà åñòü Ì çîëîòûõ è N ñåðåáðÿíûõ ìîíåò. Â
íà÷àëå êàæäîãî ðàóíäà èãðîê ñòàâèò êàêèå-òî ìîíåòû íà
êðàñíîå, êàêèå-òî íà ÷åðíîå (ìîæíî âîîáùå íè÷åãî íå
ñòàâèòü íà îäèí èç öâåòîâ, ÷àñòü ìîíåò ìîæíî íèêóäà  íå
ñòàâèòü). Â êîíöå êàæäîãî ðàóíäà êðóïüå îáúÿâëÿåò, ÷òî
îäèí èç öâåòîâ âûèãðàë. Ñòàâêó íà âûèãðàâøèé öâåò ê ðóïüå
îòäàåò èãðîêó, óäâàèâàÿ â íåé êîëè÷åñòâî ìîíåò êàæä îãî
âèäà, à ñòàâêó íà ïðîèãðàâøèé öâåò çàáèðàåò ñåáå. È ãðîê
õî÷åò, ÷òîáû ìîíåò îäíîãî âèäà ó íåãî ñòàëî ðîâíî â  òðè ðàçà
áîëüøå, ÷åì äðóãîãî (â ÷àñòíîñòè, åãî óñòðîèò îñòàò üñÿ
ñîâñåì áåç äåíåã). Ïðè êàêèõ Ì è N êðóïüå íå ñìîæåò åìó
ïîìåøàòü?

À.×åáîòàðåâ

9 êëàññ

1. Äâå êîìàíäû ÊÂÍ ó÷àñòâóþò â èãðå èç ÷åòûðåõ êîíêóð-
ñîâ. Çà êàæäûé êîíêóðñ êàæäûé èç øåñòè ñóäåé âûñòàâ ëÿåò
îöåíêó – öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 5; êîìïüþòåð íàõîäèò ñ ðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå îöåíîê çà êîíêóðñ è îêðóãëÿåò åãî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî äåñÿòûõ. Ïîáåäèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñóììå ÷ åòûðåõ
ïîëó÷åííûõ êîìïüþòåðîì çíà÷åíèé. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ ,
÷òî ñóììà âñåõ îöåíîê, âûñòàâëåííûõ ñóäüÿìè, ó ïðîè ãðàâ-
øåé êîìàíäû áîëüøå, ÷åì ó âûèãðàâøåé?

À.Ãîðáà÷åâ

2. Âåëîñèïåäèñò ïóòåøåñòâóåò ïî êîëüöåâîé äîðîãå, äâèã à-
ÿñü â îäíîì íàïðàâëåíèè. Êàæäûé äåíü îí ïðîåçæàåò 7 1 êì
è îñòàíàâëèâàåòñÿ íî÷åâàòü íà îáî÷èíå. Íà äîðîãå åñ òü
àíîìàëüíàÿ çîíà äëèíîé 71 êì. Åñëè âåëîñèïåäèñò îñò àíàâ-
ëèâàåòñÿ â íåé íà íî÷ëåã íà ðàññòîÿíèè ó êì îò îäíîé
ãðàíèöû çîíû, ïðîñûïàåòñÿ îí â ïðîòèâîïîëîæíîì ìåñò å
çîíû, íà ðàññòîÿíèè ó êì îò äðóãîé åå ãðàíèöû. Äîêàæèòå,
÷òî â êàêîì áû ìåñòå âåëîñèïåäèñò íè íà÷àë ñâîå ïóò åøå-
ñòâèå, ðàíî èëè ïîçäíî îí â ýòîì ìåñòå çàñíåò èëè ï ðîñíåòñÿ.

Ã.Êîëþöêèé

3. Ïóñòü AL – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, Î  – öåíòð
îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè, D – òàêàÿ
òî÷êà íà ñòîðîíå ÀÑ, ÷òî AD = ÀÂ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ÀÎ
è LD ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ð.Æåíîäàðîâ

4. Íàçîâåì óñëîæíåíèåì ÷èñëà ïðèïèñûâàíèå ê íåìó
îäíîé öèôðû â íà÷àëî, â êîíåö èëè ìåæäó ëþáûìè äâóì ÿ åãî
öèôðàìè. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èç êîòîðî ãî

íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíûé êâàäðàò ñ ïîìîùüþ ñòà óñ ëîæ-
íåíèé?

À.Ãîðáà÷åâ

5. Ó Âàñè åñòü 100 áàíêîâñêèõ êàðòî÷åê. Âàñÿ çíàåò, ÷ò î íà
îäíîé èç êàðòî÷åê ëåæèò 1 ðóáëü, íà äðóãîé 2 ðóáëÿ,  è òàê
äàëåå, íà ïîñëåäíåé 100 ðóáëåé, íî íå çíàåò, íà êàê îé èç
êàðòî÷åê ñêîëüêî äåíåã. Âàñÿ ìîæåò âñòàâèòü êàðòî÷ê ó â
áàíêîìàò è çàïðîñèòü íåêîòîðóþ ñóììó. Áàíêîìàò âûäà åò
òðåáóåìóþ ñóììó, åñëè îíà íà êàðòî÷êå åñòü, íå âûäà åò
íè÷åãî, åñëè òàêèõ äåíåã íà êàðòî÷êå íåò, à êàðòî÷ê ó ñúåäàåò
â ëþáîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì áàíêîìàò íå ïîêàçûâàåò, ñê îëüêî
äåíåã áûëî íà êàðòî÷êå. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó Âàñÿ
ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü?

È.Ìèòðîôàíîâ

6. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ ôèãóðà, îãðàíè÷åí -
íàÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé, êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåçàòü íà
íåñêîëüêî ÷àñòåé è èç íèõ ñëîæèòü äâå âûïóêëûå ôèãó ðû,
îãðàíè÷åííûå äóãàìè îêðóæíîñòåé.

È.Èâàíîâ-Ïîãîäàåâ, À.Ìàëèñòîâ

10 êëàññ

1. Àóäèòîðèÿ èìååò ôîðìó ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíîé 3 ì. Â êàæäîì óãëó óñòàíîâëåí õðàïîìåòð ,
îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî ñïÿùèõ ñòóäåíòîâ íà ðàññòîÿíèè, íå
ïðåâûøàþùåì 3 ì. Ñêîëüêî âñåãî ñïÿùèõ ñòóäåíòîâ â
àóäèòîðèè, åñëè ñóììà ïîêàçàíèé õðàïîìåòðîâ ðàâíà 7 ?

À.Êàèáõàíîâ

2. Àíäðåé è Áîðèñ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Èçíà÷àëüíî
íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé â òî÷êå ð ñòîèò ðîáîò. Ñíà÷àëà Àíäðåé
ãîâîðèò ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå äîëæåí ñìåñòèòüñÿ ðî áîò.
Ïîòîì Áîðèñ âûáèðàåò íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ðîáîò ñ ìåùà-
åòñÿ íà ýòî ðàññòîÿíèå, è ò.ä. Ïðè êàêèõ ð Àíäðåé ìîæåò
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ ðîáîò ïî ïàäåò â
îäíó èç òî÷åê 0 èëè 1 âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé Á îðèñà?

Ä.Áàðàíîâ

3. Âñå öåëûå ÷èñëà îò –33 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî ðàññòàâè ëè
â íåêîòîðîì ïîðÿäêå è ðàññìîòðåëè ñóììû êàæäûõ äâóõ
ñîñåäíèõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè íèõ íåò íóëåé.  Òîãäà
äëÿ êàæäîé òàêîé ñóììû íàøëè ÷èñëî, åé îáðàòíîå. Ïî ëó-
÷åííûå ÷èñëà ñëîæèëè. Ìîãëî ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èò üñÿ
öåëîå ÷èñëî?

È.Áîãäàíîâ

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò â k öåëûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ
ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî k – 1, òî ïðè 6k ³  ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû.

Ì.Ìàëêèí

5. Âûñîòû AA¢ è CC¢ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Í. Òî÷êà 0B  – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÀÑ.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñèììåòðè÷íû õ

0BB  è 0HB  îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ ABC è ÀÍÑ
ñîîòâåòñòâåííî, ëåæèò íà ïðÿìîé A C¢ ¢.

À.Çàñëàâñêèé

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â N öâåòîâ. ×èñåë
êàæäîãî öâåòà áåñêîíå÷íî ìíîãî. Èçâåñòíî, ÷òî öâåò ïîëó-
ñóììû äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îäíîé ÷åòíîñòè çàâèñèò ò îëüêî
îò öâåòîâ ñëàãàåìûõ (íàïðèìåð, ïîëóñóììà ñèíåãî è ê ðàñíî-
ãî âñåãäà æåëòàÿ).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóñóììà ÷èñåë îäíîé ÷åòíîñòè îäí îãî
öâåòà âñåãäà îêðàøåíà â òîò æå öâåò.

á) Ïðè êàêèõ N òàêàÿ ðàñêðàñêà âîçìîæíà?
À.Øàïîâàëîâ
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11 êëàññ

1. ×èñëà ð è q òàêîâû, ÷òî ïàðàáîëû 22y x= -  è
2y x px q= + +  ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, îãðàíè÷èâàÿ

íåêîòîðóþ ôèãóðó. Íàéäèòå óðàâíåíèå âåðòèêàëüíîé ïð ÿ-
ìîé, äåëÿùåé ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ïîïîëàì.

È.Ñåðãååâ

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ï, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî
nn  íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2008! 1 2 2008= × × ×K .

Â.Óøàêîâ

3. Íà åäèíîì ýêçàìåíå 333 ó÷åíèêà äîïóñòèëè â îáùåé
ñëîæíîñòè 1000 îøèáîê. Âîçìîæíî ëè ïðè ýòîì, ÷òî ó÷ åíè-
êîâ, ñäåëàâøèõ áîëåå ÷åì ïî 5 îøèáîê, îêàçàëîñü áîë üøå,
÷åì ó÷åíèêîâ, ñäåëàâøèõ ìåíåå ÷åì ïî 4 îøèáêè?

À.Ãàëî÷êèí

4. ×åðåç öåíòð Î âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíî-
ñòè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé ÀÎ è
ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ ÂÑ â òî÷êå Ì. Èç òî÷êè Î íà ïðÿìóþ
AM îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð OD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè À, Â,
Ñ è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Â.Ôèëèìîíîâ

5. Ñòàíîê âûïóñêàåò äåòàëè äâóõ òèïîâ. Íà ëåíòå åãî
êîíâåéåðà âûëîæåíû â îäíó ëèíèþ 75 äåòàëåé. Ïîêà êî íâåé-
åð äâèæåòñÿ, íà ñòàíêå ãîòîâèòñÿ äåòàëü òîãî òèïà, êîòîðîãî
íà ëåíòå ìåíüøå. Êàæäóþ ìèíóòó î÷åðåäíàÿ äåòàëü ïàä àåò ñ

ëåíòû, à ïîäãîòîâëåííàÿ êëàäåòñÿ â åå êîíåö. ×åðåç íåêîòî-
ðîå ÷èñëî ìèíóò ïîñëå âêëþ÷åíèÿ êîíâåéåðà ìîæåò ñëó ÷èòü-
ñÿ òàê, ÷òî ðàñïîëîæåíèå äåòàëåé íà ëåíòå âïåðâûå ï îâòîðèò
íà÷àëüíîå. Íàéäèòå: à) íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî; á) â ñå òàêèå
÷èñëà.

Â.Àëåêñååâ

6. Èãðîê íà êîìïüþòåðå óïðàâëÿåò ëèñîé, îõîòÿùåéñÿ çà
äâóìÿ çàéöàìè. Â âåðøèíå À êâàäðàòà ABCD íàõîäèòñÿ
íîðà: åñëè â íåå, â îòñóòñòâèå ëèñû, ïîïàäàåò õîòÿ áû îäèí
çàÿö, òî èãðà ïðîèãðàíà. Ëèñà ëîâèò çàéöà, êàê òîëü êî
îêàçûâàåòñÿ ñ íèì â îäíîé òî÷êå (âîçìîæíî, â òî÷êå À).
Âíà÷àëå ëèñà ñèäèò â òî÷êå Ñ, à çàéöû – â òî÷êàõ Â è D. Ëèñà
áåãàåò ïîâñþäó ñî ñêîðîñòüþ íå áîëüøå v, à çàéöû – ïî ëó÷àì
ÀÂ è AD ñî ñêîðîñòüþ íå áîëüøå 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ v
ëèñà ñìîæåò ïîéìàòü îáîèõ çàéöåâ?

À.Êàíóííèêîâ

7. Ñðåäè âåðøèí ëþáîãî ëè ìíîãîãðàííèêà ìîæíî âûáðàòü
÷åòûðå âåðøèíû òåòðàýäðà, ïëîùàäü ïðîåêöèè êîòîðîãî  íà
ëþáóþ ïëîñêîñòü ñîñòàâëÿåò îò ïëîùàäè ïðîåêöèè (íà òó æå

ïëîñêîñòü) èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà: à) áîëüøå ÷åì 
1
4

;

á) íå ìåíüøå ÷åì 
1
9

; â) íå ìåíüøå ÷åì 
1
7

?

Î.Êîñóõèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Á.Ôðåíêèí

Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

7 êëàññ

1. Ñòðîåíèå êðèñòàëëà íåêîòîðîãî ìåòàëëà ñõåìàòè÷åñêè
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Àòîìû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ê óáè-

êîâ è îáðàçóþò êóáè÷åñêóþ
êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó.
Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ýòî-
ãî ìåòàëëà 37900 êã ìr = , à
ìàññà îäíîãî àòîìà

26
0 9,3 10  êãm -= × . Íàéäèòå

îáúåì 0V  îäíîãî êóáèêà –
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè äàííîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.

Ì.Ðîìàøêà

2. Ó÷åíèê èçìåðèë ïëîòíîñòü äåðåâÿííîãî áðóñêà, ïîêðû -
òîãî êðàñêîé, è îíà îêàçàëàñü ðàâíîé 3600 êã ìr = . Íà
ñàìîì äåëå áðóñîê ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ðàâíûõ ïî  ìàññå,
íî ïëîòíîñòü îäíîé ÷àñòè â äâà ðàçà áîëüøå ïëîòíîñò è
äðóãîé. Íàéäèòå ïëîòíîñòè 1r  è 2r  îáåèõ ÷àñòåé áðóñêà.
Ìàññîé êðàñêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

3. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ðû÷àãè, íà êîòîðûõ èìåþòñÿ
êðþ÷êè, ïðèêðåïëåííûå ÷åðåç îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ. Êðþ÷-

Èçáðàííûå çàäà÷è
Ìîñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé

îëèìïèàäû

êè ïðîíóìåðîâàíû îò –3 äî 3, ïðè÷åì 0 ïðèõîäèòñÿ íà
ñåðåäèíó ðû÷àãà. Ê íåêîòîðûì êðþ÷êàì ïðèêðåïëåíî ïî
íåñêîëüêó ãðóçîâ îäíîé è òîé æå ìàññû. Èìååòñÿ åùå îäèí
òàêîé æå íå ïîäâåøåííûé ãðóç. Ê êðþ÷êó ñ êàêèì íîìå ðîì
n åãî íóæíî ïîäâåñèòü, ÷òîáû ðû÷àã íàõîäèëñÿ â ðàâíî âå-
ñèè? Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íà ðèñóíêå.

Ì.Ðîìàøêà

4. Ê ïîòîëêó íàä ãîðèçîíòàëüíûì ñòîëîì ïîäâåøåíà
ïðóæèíà. Åñëè ê åå êîíöó ïðèêðåïèòü ãðóç è äîæäàòüñ ÿ
óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãðóç îêàæåòñÿ íà ñòîëå ïðè  óñëî-
âèè, ÷òî åãî ìàññà m ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå 0 400 ãm = . Ñ
êàêîé ñèëîé F ãðóç ìàññîé 0m m>  áóäåò äàâèòü íà ñòîë?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ðàçìåðàìè ãðóçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðóæèíû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îòíîøåíèå äåéñòâóþùåé íà ãðóç ñèë û
òÿæåñòè ê ìàññå ãðóçà (ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ óñêîðåíèåì
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ) ðàâíî 210 Í êã 10 ì ñg = = . Ðåøèòå
çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå è ïðè m = 1 êã.

Ì.Ðîìàøêà

5. Ïîïëàâîê äëÿ ðûáîëîâíîé óäî÷êè èìååò îáúåì
35 ñìV =  è ìàññó m = 2 ã. Ê ïîïëàâêó íà ëåñêå ïðèêðåï-

ëåíî ñâèíöîâîå ãðóçèëî, è ïðè ýòîì ïîïëàâîê ïëàâàåò ,
ïîãðóçèâøèñü íà ïîëîâèíó ñâîåãî îáúåìà. Íàéäèòå ìàñ ñó
ãðóçèëà M . Ïëîòíîñòü âîäû 3

â 1000 êã ìr = , ïëîòíîñòü

ñâèíöà 3
c 11300 êã ìr = .

Ì.Ðîìàøêà

8 êëàññ

1. Äâà ýêñêóðñèîííûõ àâòîáóñà ñî øêîëüíèêàìè äîëæíû
áûëè îòïðàâèòüñÿ èç Ìîñêâû â Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íî îä èí èç
àâòîáóñîâ çàäåðæàëñÿ ñ îòïðàâëåíèåì. Êîãäà çàäåðæàâ øèé-
ñÿ àâòîáóñ âûåõàë, ïåðâûé àâòîáóñ íàõîäèëñÿ íà ðàññ òîÿíèè
s = 20 êì îò ìåñòà îòïðàâëåíèÿ. Çà âðåìÿ, çà êîòîðîå
çàäåðæàâøèéñÿ àâòîáóñ ïðîåõàë 20 êì, ïåðâûé àâòîáóñ
ïðîåõàë 1s  = 16 êì. Íà ïðîõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ sD   =
= 1 êì âòîðîé àâòîáóñ çàòðà÷èâàåò íà tD  = 12 ñ ìåíüøå,
÷åì ïåðâûé. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè L  îò ìåñòà îòïðàâëåíèÿ
âòîðîé àâòîáóñ äîãîíèò ïåðâûé? ×åìó ðàâíû ñêîðîñòè àâòî-
áóñîâ 1v  è 2v ? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïðîáîê íà äîðîãå íåò è ñêîðîñòè
àâòîáóñîâ íå ìåíÿþòñÿ.

Ì.Ðîìàøêà

2. Â ñîñóäû, ñîåäèíåííûå òðóáêîé ñ êðàíîì, íàëèòà âîä à
(ðèñ.3). Ãèäðîñòàòè÷åñêèå äàâëåíèè â òî÷êàõ A è B ðàâíû

Ap   = 4 êÏà è Bp   = 1 êÏà ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäè ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ëåâîãî è
ïðàâîãî ñîñóäîâ ñîñòàâëÿþò

23 äìAS =   è 26 äìBS =
ñîîòâåòñòâåííî. Êàêèå ãèä-
ðîñòàòè÷åñêèå äàâëåíèÿ óñ-
òàíîâÿòñÿ â òî÷êàõ A è B,
åñëè îòêðûòü êðàí?

Ì.Ðîìàøêà

3. Ïàðàôèíîâàÿ ñâå÷êà
ãîðèò òàê, ÷òî åå äëèíà óìåíüøàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

55 10  ì ñu -= × , à èñïàðÿþùèéñÿ ïàðàôèí ïîëíîñòüþ ñãîðà-
åò, íå ñòåêàÿ âíèç. Ñâå÷êà ïëàâàåò â øèðîêîì ñîñóäå  ñ âîäîé.
Åå ñëåãêà ïîääåðæèâàþò â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè, ÷ò îáû
îíà íå îïðîêèäûâàëàñü. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ v ñâå÷êà äâèæåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ñîñóäà âî âðåìÿ ñãîðàíèÿ? Ïëîòíîñòü  âîäû

3
â 1000 êã ìr = , ïëîòíîñòü ïàðàôèíà 3

ï 900 êã ìr = .
Ì.Ðîìàøêà

9 êëàññ

1. Ê âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâàëû ïðè-
êðåïëåíû áàñêåòáîëüíûå êîëüöà, ïðîíóìåðîâàííûå îò 0  äî
10 (ðèñ.4). Ñòðåìÿñü ïîïàñòü â îäíî èç êîëåö, øêîëü íèê
áðîñèë ìÿ÷ èç òî÷êè À òî÷íî ïî íàïðàâëåíèþ ê êîëüöó ñ
íîìåðîì 0. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîëåòà ìÿ÷ íàõîäèëñÿ â
òî÷êå Â. Â êàêîå èç áàñêåòáîëüíûõ êîëåö îí ïîïàäåò?
Âëèÿíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Ñ.Âàðëàìîâ

2. Êîðîáêà ìàññîé Ì ïîäâåøåíà íà íèòêå ê ïîòîëêó
êîìíàòû (ðèñ.5). Âíóòðè êîðîáêè íà ëåãêîé ïðóæèíå ï îäâå-
øåí ãðóç ìàññîé m. Íèòêó ïåðåæèãàþò. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ

ãðóçà è êîðîáêè ñðàçó ïîñëå ïåðåæèãàíèÿ
íèòè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâ-
íî g.

Ì.Ðîìàøêà

3. Íà ñòàíöèè ãëóáîêîãî çàëîæåíèÿ â
Ìîñêîâñêîì ìåòðîïîëèòåíå äëèíà ýñêà-
ëàòîðà L  = 100 ì, óãîë åãî íàêëîíà ê
ãîðèçîíòó 22,5a = ° , à ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ 1,2 ì ñv = . Êàêîâà äîëæíà áûòü
ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü N ýëåêòðîìîòî-
ðà, ïðèâîäÿùåãî â äâèæåíèå ýñêàëàòîð,
÷òîáû â «÷àñ ïèê», êîãäà ýñêàëàòîð ïëîò-
íî çàïîëíåí ëþäüìè, ýòîò ìîòîð ìîã ñïðà-
âèòüñÿ ñ íàãðóçêîé ïðè äâèæåíèè ââåðõ? Ñ÷èòàòü, ÷òî  ëþäè
â ñðåäíåì èìåþò ìàññó m = 70 êã è ðàñïîëàãàþòñÿ â äâà ðÿäà
íà ñðåäíåì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà (ïî ãîðèçîíòàëè ) l  =
= 50 ñì, à ÊÏÄ ìåõàíè÷åñêîé
÷àñòè ýñêàëàòîðà 0,7h = .

Ì.Ñåìåíîâ

4. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñõå-
ìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 6, ïîäêëþ÷åíà ê áà-
òàðåéêå. Âîëüòìåòðû 1V  è 2V
ïîêàçûâàþò íàïðÿæåíèÿ

1 1 BU =  è 2 0,1 BU = , à àì-
ïåðìåòð A ïîêàçûâàåò ñèëó òîêà I = 1 ìÀ. Íàéäèòå ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ïðèáîðîâ. Âîëüòìåòðû ñ÷èòàéòå îäèíàêîâûìè.

Î.Øâåäîâ

10 êëàññ

1. Â îòêðûòîé ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêå ñèäèò êóçíå÷èê
(ðèñ.7), êîòîðûé óìååò ïðûãàòü ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòü þ

0v  = 3 ì/ñ ïîä ëþáûì óãëîì ê ãîðèçîíòó. Íà êàêîé
ìèíèìàëüíûé óãîë a  ê ãîðè-
çîíòó íóæíî íàêëîíèòü êîðîá-
êó, ÷òîáû êóçíå÷èê ñìîã èç íåå
âûïðûãíóòü? Ñ÷èòàòü, ÷òî êàæ-
äàÿ ãðàíü êîðîáêè ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé
h = 52 ñì. Óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = . Ñî-
ïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåá-
ðå÷ü.

È.Ãîðáàòûé

2. Æåëåçíûé êóáèê ñî ñòîðîíîé a ïîäâåøåí íà ïðóæèíå
æåñòêîñòüþ k è â íà÷àëüíûé ìîìåíò êàñàåòñÿ íèæíåé ãîðè-
çîíòàëüíîé ãðàíüþ ïîâåðõíîñòè âîäû â ñîñóäå (ðèñ.8) . Â
ñîñóä íà÷èíàþò ìåäëåííî äîëèâàòü âîäó òàê, ÷òî åå ó ðîâåíü
ïîäíèìàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1v . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ 2v  îòíî-
ñèòåëüíî ñîñóäà áóäåò ïðè ýòîì äâèãàòüñÿ êóáèê? Ïëî òíîñòü

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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âîäû ðàâíà r , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ðàâíî g.

È.Ãîðáàòûé

3. Ëåãêàÿ äîñêà ïîäâåøåíà çà êðàÿ
íà äâóõ ïðóæèíàõ æåñòêîñòüþ k êàæ-
äàÿ, ê äðóãèì êîíöàì êîòîðûõ ïðè-
êðåïëåíû íåðàñòÿæèìûå íèòè, ïåðåêè-
íóòûå ÷åðåç íåïîäâèæíûå áëîêè è ñî-
åäèíåííûå ñ ãðóçàìè 1 è 2 ìàññîé Ì
êàæäûé (ðèñ.9). Íà ñåðåäèíå äîñêè ëå-
æèò øàéáà ìàññîé 0,01 Ì , ê äîñêå ñíè-
çó ïîä øàéáîé ïîäâåøåí ãðóç 3 ìàññîé

1,99Ì . Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íèòü, ñâÿçûâàþùàÿ
äîñêó è ãðóç 3, îáðûâàåòñÿ. Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñî-

òó h îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïåð-
âîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïîä-
ñêî÷èò øàéáà? Íèòè, áëîêè
è ïðóæèíû ñ÷èòàòü íåâåñîìû-
ìè, òðåíèå îòñóòñòâóåò, óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíî g.

Ñ.Âàðëàìîâ

4. Íåïðîâîäÿùèé ñòåðæåíü äëèíîé R èìååò äâà îäèíàêî-
âûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäà Q íà ñâîèõ êîíöàõ è ðàñïîëîæåí
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðîâîäÿùåé íåçàðÿæåííîé ïëîñêîñòè á îëü-
øîãî ðàçìåðà (ðèñ.10). Ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî á ëè-
æàéøåãî ê íåé êîíöà ñòåðæíÿ òàêæå ðàâíî R. Îïðåäåëèòå
ñèëó F, äåéñòâóþùóþ íà ñòåðæåíü ñ çàðÿäàìè ñî ñòîðîíû
ïëîñêîñòè.

Ð.Êîìïàíååö

11 êëàññ

1. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè 1 è 2 ìàññàìè 1m  è 2m
ñîîòâåòñòâåííî íàõîäÿòñÿ íà àáñîëþòíî ãëàäêîé ãîðèç îí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè è ñâÿçàíû íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íè-

òüþ äëèíîé L . Âíà÷àëå òî÷êà 1
çàêðåïëåíà, à òî÷êà 2 äâèæåòñÿ
âîêðóã íåå ïî îêðóæíîñòè. Çà-
òåì òî÷êó 1 îñâîáîæäàþò, è òî÷-
êà 2 íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïî òðà-
åêòîðèè, èçîáðàæåííîé íà ðè-
ñóíêå 11. Íàéäèòå øàã òðàåêòî-
ðèè h è øèðèíó ïåòëè d.

Ì.Ðîìàøêà

2. ßâëåíèå çàñòîÿ çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ïðè êî íòàê-
òå äâóõ òåë íåìíîãî áîëüøå, ÷åì ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæå íèÿ.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ ïðîâåëè ñëåäóþùèé îïûò. Ê
ëåæàùåìó íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå áðóñêó ìàññîé m ïðè-
êðåïèëè ïðóæèíó æåñòêîñòüþ k. Ñâîáîäíûé êîíåö ïðóæè-
íû íà÷àëè ïðÿìîëèíåéíî, ðàâíîìåðíî è î÷åíü ìåäëåííî
ïåðåìåùàòü, óäàëÿÿ åãî îò áðóñêà. Â ýòîì îïûòå áðóñ îê
äâèãàëñÿ ñêà÷êàìè, ïåðåìåùàÿñü íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî
ñêà÷êà âñå âðåìÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè íà ðàññòîÿíèå s.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ F ìåæäó ñòî-
ëîì è áðóñêîì. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ áðóñêà  î

ñòîë ðàâåí m íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Ì.Ðîìàøêà

3. Öèêë òåïëîâîé ìàøèíû ñîñòîèò èç äâóõ èçîáàð è äâóõ
èçîòåðì, ïðè÷åì ðàáîòà ïðè èçîáàðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè
òàêàÿ æå, êàê è ïðè èçîòåðìè÷åñêîì. Íàéäèòå ÊÏÄ òàê îãî
öèêëà, åñëè ðàáî÷èì âåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ãåëèé, à ìàê ñè-
ìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â ïðîöåññå âäâîå áîëüøå ìèíèìàë üíîé.

À.Çèëüáåðìàí

4. Ïîëîæèòåëüíûé 1q  è îòðèöàòåëüíûé 2q  òî÷å÷íûå
çàðÿäû çàêðåïëåíû íà îñè X ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãëàäêîé
íåïðîâîäÿùåé ïëàñòèíû, ïëîñêîñòü êîòîðîé ïåðïåíäèêó -
ëÿðíà ýòîé îñè. Ìàëåíü-
êèé ïîëîæèòåëüíî çàðÿ-
æåííûé øàðèê òàêæå
íàõîäèòñÿ íà îñè X, óïè-
ðàÿñü â ïëàñòèíó, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12.
Ïåðâîíà÷àëüíî ïëàñòè-
íà ðàñïîëîæåíà âáëèçè
îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà,
øàðèê ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïëàñòèíó íà÷ èíàþò
ïîñòóïàòåëüíî ïåðåìåùàòü âäîëü îñè X, ìåäëåííî óâåëè÷è-
âàÿ ðàññòîÿíèå l  ìåæäó ïëàñòèíîé è îòðèöàòåëüíûì çàðÿ-
äîì. Êîãäà l  äîñòèãàåò 1/3 ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çàðÿäàìè,
øàðèê «óëåòàåò» ñ îñè X. Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå 1 2q q .
Âëèÿíèåì âåùåñòâà ïëàñòèíû
íà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, à òàêæå
ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðå÷ü.

È.Ãîðáàòûé

5. Òåëåæêà ñ âîäîé äâèæåòñÿ
ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.
Íà òåëåæêó ïîä óãëîì a  ê
âåðòèêàëè ïàäàåò ëó÷ ñâåòà,
êîòîðûé ïîñëå îòðàæåíèÿ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïîä óãëîì g  ê
âåðòèêàëè. Íàïðàâëåíèÿ óñêîðåíèÿ òåëåæêè è ëó÷åé ïî êàçà-
íû íà ðèñóíêå 13. Íàéäèòå âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ à òåëåæêè.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

À.Ãóëÿåâ

Âòîðîé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. Çàÿö óáåãàåò îò Âîëêà ïî ïðÿìîé, äâèãàÿñü ðàâíîìåð íî.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå ìåæäó Çàéöåì è
Âîëêîì s = 36 ì, à ñêîðîñòü Âîëêà 0 14 ì ñv = . Âîëê óñòàåò
è ÷åðåç êàæäûå 10 ctD =  (â ìîìåíòû âðåìåíè ,2 ,3 , ,t t tD D D K
ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ) óìåíüøàåò ñâîþ ñêîðîñòü íà

1 ì ñvD = . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ v äîëæåí áåæàòü Çàÿö,
÷òîáû Âîëê åãî íå ïîéìàë?

Ì.Ðîìàøêà

2. Øêîëüíèêó ïîðó÷èëè ïîëèòü ñàä íà äà÷å. ×òîáû íå
òàñêàòü âîäó â ëåéêå, îí ïðîëîæèë òîëñòûé øëàíã ÷åð åç
ãðÿäêè íà îãîðîäå òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 14, ïðîäóë
øëàíã, âñòàâèë â íåãî íåáîëüøóþ âîðîíêó è íà÷àë ìåä ëåííî
íàëèâàòü â íåå âîäó. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âîðîíêà çàïîë-

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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íèëàñü, âîäà â íåé ïåðåñòàëà îïóñêàòüñÿ, íî èç äðóã îãî êîíöà
øëàíãà íå ïîëèëàñü. Òîãäà øêîëüíèê ïîäíÿë âîðîíêó â ûøå
è íàëèë â íåå åùå âîäû. Ïðèáëèçèòåëüíî äî êàêîé âûñ îòû Í
íàä çåìëåé åìó íàäî ïîäíÿòü âîðîíêó, ÷òîáû âîäà íà÷ àëà
âûòåêàòü èç øëàíãà? Âûñîòà êàæäîé ãðÿäêè h = 40 ñì, ÷èñëî
ãðÿäîê n = 5.

Â.Ðîñëÿêîâ, Ì.Ñåìåíîâ

3. Â ÷àøêó íàëèëè ðàñòâîð êîôå ïðè òåìïåðàòóðå
1 100 Ct = °  è áðîñèëè òóäà íåñêîëüêî êóáèêîâ ëüäà, âçÿòîãî

ïðè òåìïåðàòóðå 0 0 Ct = ° . Êîãäà ëåä ðàñòàÿë, òåìïåðàòóðà
ðàñòâîðà îêàçàëàñü ðàâíîé 2 50 Ct = ° . Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
óìåíüøèëàñü êîíöåíòðàöèÿ êîôå â ðàñòâîðå? Òåïëîîáìå í
ðàñòâîðà êîôå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé íå ó÷èòûâàòü. Óäå ëü-
íûå òåïëîåìêîñòè ðàñòâîðà êîôå è âîäû îäèíàêîâû è ð àâíû

( )4,2 êÄæ êã Cc = × ° , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà
330 êÄæ êãl = . Ïîä êîíöåíòðàöèåé ïîíèìàåòñÿ îòíîøå-

íèå ìàññû ÷èñòîãî êîôå êî âñåé ìàññå ðàñòâîðà.
Ì.Ðîìàøêà

9 êëàññ

1. ×åëîâåê ïîäíÿëñÿ âäîëü âåðõíåãî ó÷àñòêà ñòåíû çäàí èÿ
íà âûñîòó h = 2 ì ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãðóçà
ìàññîé m = 25 êã, íåðàñòÿæèìîé âåðåâêè, òðåõ áëîêîâ è
ëþëüêè, ïðèêðåïëåííîé ê îäíîìó èç áëîêîâ (ðèñ.15). Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âñÿ ñèñòåìà
âìåñòå ñ ÷åëîâåêîì áûëà íåïîä-
âèæíà. Êîãäà ÷åëîâåê ïîäíèìàë-
ñÿ, êîíåö âåðåâêè â åãî ðóêàõ
äâèãàëñÿ îòíîñèòåëüíî ñòåíû ñî
ñêîðîñòüþ v =  1,2 ì/ñ. Ñêîëüêî
âðåìåíè äëèëñÿ ïîäúåì? Êàêóþ
ðàáîòó ñîâåðøèë ÷åëîâåê? Áëîêè,
ëþëüêà è âåðåâêà íåâåñîìû, òðå-
íèÿ íåò, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ 210 ì ñg = .

Ì.Ðîìàøêà, Ì.Ñåìåíîâ

2. Íà ðàñêàëåííîé ïëèòå ñòîèò
ñîñóä ñ êèïÿùåé âîäîé, íà÷àëü-
íàÿ ìàññà êîòîðîé 0m , à òåìïå-

ðàòóðà êèïåíèÿ êt . Âîäà èñïàðÿåòñÿ, ÷àñòü ïàðà êîíäåíñè-
ðóåòñÿ íà êóñêå ëüäà, ðàñïîëîæåííîì íàä ñîñóäîì, è ñòå-
êàåò îáðàòíî. Íà÷àëüíàÿ ìàññà ëüäà m, åãî íà÷àëüíàÿ
òåìïåðàòóðà 0 C° . Êîãäà âåñü ëåä ðàñòàÿë, ìàññà âîäû â
ñîñóäå îêàçàëàñü ðàâíîé 1m . Êàêàÿ äîëÿ w îò âñåãî ïàðà
ñêîíäåíñèðîâàëàñü íà êóñêå ëüäà? Êàêîå êîëè÷åñòâî ò åï-
ëîòû Q áûëî ïåðåäàíî îò ïëèòû ê ñîñóäó? Äîëÿ êîíäåíñè-
ðóþùåãîñÿ ïàðà âñå âðåìÿ ïîñòîÿííà. Óäåëüíàÿ òåïëîå ì-
êîñòü âîäû c, óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà l , óäåëü-
íàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ âîäû r. Êîíòàêòíûì òåïëîîá-
ìåíîì âîäû è ëüäà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

10 êëàññ

1. Ïîðöèÿ ãåëèÿ îáúåìîì 0 1 ëV =  íàõîäèòñÿ ïîä äàâëåíè-
åì 0 1 àòìp =  ïðè òåìïåðàòóðå 0 C° . Ãåëèé ðàñøèðÿþò â
ðàâíîâåñíîì ïðîöåññå òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòäàííîå èì  â
îêðóæàþùóþ ñðåäó êîëè÷åñòâî òåïëîòû â ÷åòûðå ðàçà ì åíü-
øå ñîâåðøåííîé ãåëèåì ðàáîòû. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî â îç-
ìîæíîå çíà÷åíèå ðàáîòû À ãàçà â òàêîì ïðîöåññå.

À.Çèëüáåðìàí

2. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî N-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, âåëè÷èíû êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåë üíî
îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì 2 è
ðàâíû q, 2q, …, 12N q- . Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìíîãîóãîëü-

íèêà äî ëþáîé èç åãî âåðøèí ðàâíî R. Íàéäèòå âåëè÷èíó E
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â öåíòðå ìíîãîóãî ëü-
íèêà.

Ñ.Êðîòîâ

3. Øêîëüíèêè Âîâà è Äèìà ñîáðàëè ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü,
ñîñòîÿùóþ èç ñàìîäåëüíîé áàòàðåè ñ ÝÄÑ E , ðåçèñòîðà
ñîïðîòèâëåíèåì R = 20 êÎì, êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ è
äâóõïîçèöèîííîãî êëþ÷à
K (ðèñ.16). Â ìîìåíò âðå-
ìåíè t  = 0 îíè âêëþ÷èëè
ñåêóíäîìåð, çàìêíóëè
êëþ÷ â ïîëîæåíèå 1 è ñïó-
ñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïåðå-
êëþ÷èëè åãî â ïîëîæåíèå
2. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ó Âîâû è
Äèìû çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ U  íà êîíäåíñàòîðå îò âðåìå-
íè t ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 17. Ïðîàíàëèçèðîâàâ ýòîò ãðàôèê ,

îíè ñìîãëè îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíû åìêîñòü C è ÝÄÑ E , à
òàêæå âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå  r  áàòàðåè. Íàéäèòå ýòè
çíà÷åíèÿ.

Þ.Ñòàðîêóðîâ

11 êëàññ

1. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëèêå ëåæèò ìàëåíüêàÿ øàéáà
ìàññîé m = 100 ã. Ñòîëèê ïîêðûò òàêîé ñìàçêîé, ÷òî ïðè
äâèæåíèè øàéáû ñî ñêîðîñòüþ v âîçíèêàåò ñèëà âÿçêîãî
òðåíèÿ òðF vg= -

ur r
, ãäå 0,4g =  êã/ñ. Ñóõîãî òðåíèÿ íåò. Íà

øàéáó íà÷èíàþò äåéñòâîâàòü ñèëîé, âåêòîð êîòîðîé âð àùà-
åòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

3w =  ðàä/ñ, à ìîäóëü íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è ðàâåí F =
= 0,3 Í. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå øàéáà äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî îêðóæíîñòè. Íàéäèòå åå ðàäè óñ R.

Ì.Ðîìàøêà

2. Ñ ïîðöèåé ãåëèÿ ïðîâîäÿò öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ, ñîñòî -
ÿùèé èç èçîáàðíîãî ðàñøèðåíèÿ, èçîõîðíîãî îõëàæäåíè ÿ è
àäèàáàòíîãî ñæàòèÿ. Ìîæåò ëè ÊÏÄ òàêîãî öèêëà îêàçà òüñÿ
áîëüøå 50%? ×åìó ðàâåí ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ÊÏÄ h
òàêîãî öèêëà?

À.Çèëüáåðìàí

3. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî N-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, âåëè÷èíû êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåë üíî
îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ q è
ðàâíû q, 2 q, …,  Nq . Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìíîãîóãîëüíè-

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17
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êà äî ëþáîé èç åãî âåðøèí ðàâíî R. Íàéäèòå âåëè÷èíó
íàïðÿæåííîñòè E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â öåíòðå ìíîãî-
óãîëüíèêà.

Ñ.Êðîòîâ

4. Ó÷àñòîê ãèáêîãî ïðîâîäà ìàññîé m ïîäâåøåí òàê, ÷òî åãî
êîíöû çàêðåïëåíû íà
îäíîé è òîé æå âûñîòå
(ðèñ.18). Ïðîâîä íàõî-
äèòñÿ â îäíîðîäíîì ãî-
ðèçîíòàëüíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé
Â, ïî íåìó òå÷åò òîê I .
Ñèëû, äåéñòâóþùèå íàÐèñ. 18

ïðîâîä â òî÷êàõ ïîäâåñà, îáðàçóþò óãîë a  ñ ãîðèçîíòîì.
Íàéäèòå ñèëó T íàòÿæåíèÿ ïðîâîäà â åãî íèæíåé òî÷êå.
Ðàçìåðû L  è h èçâåñòíû.

Ì.Ðîìàøêà

5. Òîíêàÿ ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F =
= 30 ñì ñîçäàåò èçîáðàæåíèå äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî è ñòî÷-
íèêà ñâåòà. Êîãäà èñòî÷íèê ñâåòà ïåðåñåêàë ãëàâíóþ îïòè-
÷åñêóþ îñü ëèíçû, äâèãàÿñü ïîä óãëîì 60a = °  ê íåé, óãîë
ìåæäó ñêîðîñòüþ åãî èçîáðàæåíèÿ è ýòîé îñüþ ñîñòàâë ÿë

30b = ° . Íà êàêîì ðàññòîÿíèè d îò ëèíçû â ýòîò ìîìåíò
íàõîäèëñÿ èñòî÷íèê ñâåòà?

Î.Øâåäîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà

Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà» – ÷àñòü ïðîãðàììû Ìåæ-
äóíàðîäíîãî èíòåëëåêò-êëóáà «Ãëþîí». Öåëü òóðíèðà –
ïîääåðæêà òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè, ïðîÿâèâøåé èíòåðåñ ê
ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì è íîâûì èíôîðìàöèîííûì òåõ-
íîëîãèÿì. Çàäà÷à îðãàíèçàòîðîâ òóðíèðà – ñîçäàíèå â ðå-
ìåííûõ òâîð÷åñêèõ êîëëåêòèâîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñîâðåìåíí ûõ
íàó÷íûõ ïðîáëåì. Â òàêèå êîëëåêòèâû âõîäÿò øêîëüíèê è,
ó÷èòåëÿ, ñòóäåíòû, àñïèðàíòû, ó÷åíûå.

Òóðíèð ïðîâîäèòñÿ â âèäå èíòåëëåêòóàëüíîãî ñîðåâíîâ à-
íèÿ ìåæäó êîìàíäàìè (ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé) â äâà ò óðà
– çàî÷íûé è î÷íûé.

Çàî÷íûé òóð XII Òóðíèðà «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà» íà÷àë ñÿ
â ñåíòÿáðå 2007 ãîäà ðàññûëêîé çàäàíèÿ çàî÷íîãî òóð à ïî
çàÿâêàì â ëèöåè, øêîëû è ãèìíàçèè (çàäàíèå áûëî îïó áëè-
êîâàíî òàêæå â æóðíàëå «Êâàíò» ¹4 çà 2007 ãîä, ÷òî
çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èëî ÷èñëî êîìàíä-ó÷àñòíèö òóðíèðà ).
×åòûðå ëó÷øèå êîìàíäû áûëè ïðèãëàøåíû íà ôèíàë –
î÷íûé òóð ñîðåâíîâàíèé.

Î÷íûé òóð XII Òóðíèðà áûë ïðîâåäåí ñ 27 ÿíâàðÿ ïî 3
ôåâðàëÿ 2008 ãîäà â ãîðîäå Ïðîòâèíî íà áàçå Èíñòèòó òà
ôèçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé ïðè ó÷àñòèè è ïîääåðæêå Ìîñê îâ-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñ îâà,
ôîíäà «Äèíàñòèÿ», êîìïàíèé «Êèðèëë è Ìåôîäèé», «Ôè-
çèêîí» è «1Ñ», æóðíàëîâ «Êâàíò» è «Ôèçèêà â øêîëå» è
Èçäàòåëüñêîãî äîìà «Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ». Îðãêîìèòåò òó ðíè-
ðà âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü âñåì íàçâàííûì îðãàíèçàöè ÿì
çà ïîìîùü â ïðîâåäåíèè òóðíèðà è ïîääåðæêó îäàðåííû õ
øêîëüíèêîâ è òàëàíòëèâûõ ñòóäåíòîâ.

Ïî èòîãàì äâóõ òóðîâ àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì XII Òóð íè-
ðà ñòàëà ñáîðíàÿ êîìàíäà ãîðîäà Èæåâñêà, ïîëó÷èâøàÿ
ïåðåõîäÿùèé ïðèç «Õðóñòàëüíûé ãëîáóñ». Îíà æå áûëà
íàãðàæäåíà äèïëîìîì I ñòåïåíè è ïàìÿòíûì çíàêîì. Äè ï-
ëîì II ñòåïåíè â ýòîì ãîäó æþðè íå âðó÷àëî, à äèïëî ì III
ñòåïåíè ïîëó÷èëè êîìàíäû ÌÒË ãîðîäà Ñàìàðû, ÔÌË 158 0
ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñè òå-
òå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý.Áàóìàíà è Ñàìàðñêîãî àýðîêîñìè÷åñ êîãî
ëèöåÿ. Ó÷àñòíèêàì ñîðåâíîâàíèé áûëî âðó÷åíî ìíîæåñò âî
ïðèçîâ îò ñïîíñîðîâ è îðãàíèçàòîðîâ òóðíèðà.

Â ðàìêàõ òóðíèðà áûë ïðîâåäåí êîíêóðñ êîìïüþòåðíîãî
òâîð÷åñòâà, âêëþ÷àþùèé òðè íàïðàâëåíèÿ: îáó÷àþùèå ï ðî-
ãðàììû, ôèçèêà è òåõíèêà, ïðèêëàäíîå ïðîãðàììèðîâàí èå
è äèçàéí, à òàêæå êîíêóðñ «Âèðòóàëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ë àáî-
ðàòîðèÿ», ðàçðàáîòàííûé êîìïàíèåé «Ôèçèêîí».

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» ïðèãëà-
øàåò ðåãèîíàëüíûå öåíòðû, ãèìíàçèè è øêîëû, ðàáîòàþ ùèå
ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XIII Òóðíèðå
«Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà», î÷íûé òóð êîòîðîãî ñîñòîèòñÿ  â
ÿíâàðå – ôåâðàëå 2009 ãîäà.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ìîñê âà,
Ïðîëåòàðñêèé ïð., 15/2, ÌÈÊ «Ãëþîí»

Òåëåôîí: (495)517-8014, ôàêñ: (495)396-8227
E-mail: gluon@yandex.ru
Ñàéò äëÿ èíôîðìàöèè: www. gluon.ru
Íèæå ïðèâîäèòñÿ çàî÷íîå çàäàíèå XIII Òóðíèðà «Êîìïü þ-

òåðíàÿ ôèçèêà».

Çàî÷íûé òóð «Ìàÿòíèê-êà÷àëêà»

Êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà – îäèí èç îñíî â-
íûõ âèäîâ äâèæåíèÿ â ïðèðîäå è òåõíèêå. Ê çàäà÷å èñ ñëåäî-
âàíèÿ êîëåáàíèé òâåðäîãî òåëà ïðèâîäèò èçó÷åíèå êà÷ êè
êîðàáëÿ è âðàùåíèÿ àíòåííû ðàäèîëîêàòîðà, ïåðåìåùåí èÿ
÷àñòåé óñòàíîâîê â ëåãêîé è ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòè è
ýëåìåíòîâ ñòðîèòåëüíî-äîðîæíûõ ìàøèí. Ïîíèìàíèå çàê î-
íîìåðíîñòåé êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè óñ ëîâèé
óñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òâåðäîãî òåëà, íåî áõîäè-
ìî äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíîãî è áåçîïàñíîãî èñïîëü çîâà-
íèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Â ïðåäëàãàåìîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæå-
íèÿ òâåðäîãî òåëà ïî òâåðäîé ïëîñêîé ãîðèçîíòàëüíîé  ïîâåðõ-

Ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð
«Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»
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íîñòè íà ïðèìåðå ïðîñòîé
ìîäåëè, íàçûâàåìîé êà÷àë-
êîé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êà÷àëêè (ñì. ðèñóíîê),
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðÿ-
ìûå öèëèíäðû, íàïðàâëÿ-
þùèìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèå êðèâûå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà: ýëëèïñ, ïàðàáîëà
èëè ãèïåðáîëà.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïëîñêîé êðèâîé

âòîðîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî óêàçàòü ïðÿìóþ (äèðåêòðè ñó),
òî÷êó (ôîêóñ) è ýêñöåíòðèñèòåò, çàäàþùèé îòíîøåíèå ðàñ-
ñòîÿíèé îò òî÷êè êðèâîé äî ôîêóñà è äî äèðåêòðèñû.
Óðàâíåíèå íåâûðîæäåííîé ïëîñêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿ äêà
èìååò âèä

( )2 2 22 1y px xe= - - ,
ãäå x, y – êîîðäèíàòû òî÷åê êðèâîé, e  – ýêñöåíòðèñèòåò, p
– ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé ðàññòîÿíèåì ìåæä ó
ôîêóñîì è äèðåêòðèñîé (ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî p e). Äëÿ
ïàðàáîëû e  = 1, äëÿ ýëëèïñà e  < 1, äëÿ ãèïåðáîëû e  > 1.
Âåðøèíà êðèâîé ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå, îïóùåííîì è ç
ôîêóñà íà äèðåêòðèñó, ò.å. íà ôîêàëüíîé îñè. Ýëëèïñ  è
ãèïåðáîëà èìåþò ïî äâà ôîêóñà è ïî äâå äèðåêòðèñû, ó
ïàðàáîëû îäèí ôîêóñ è îäíà äèðåêòðèñà.

Â äàííîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü äâèæåíèå ý ë-
ëèïòè÷åñêîé, ïàðàáîëè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé êà÷àë îê.
Ïóñòü êà÷àëêà èìååò î÷åíü ìàëóþ ìàññó. Ïðè èññëåäîâ àíèè
äâèæåíèÿ áóäåì ïîìåùàòü áîëüøóþ òî÷å÷íóþ ìàññó â ðà ç-

ëè÷íûå òî÷êè íà ôîêàëüíîé îñè êà÷àëêè. Âî âñåõ ñëó÷ àÿõ
êà÷àëêà äî íà÷àëà äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ â òàêîì ïîëîæå íèè,
÷òî åå âåðøèíà êàñàåòñÿ îïîðíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ êîñòè,
à ôîêàëüíàÿ îñü âåðòèêàëüíà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò òî÷ êà
ôîêóñà ïðèîáðåòàåò óäàðîì (ò.å. ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåí íî)
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ôî -
êàëüíîé îñè. Ïðîñêàëüçûâàíèå îòñóòñòâóåò.

Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî
ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà, îïè-
ñûâàþùèõ äâèæåíèå êà÷àëîê.

Çàäàíèå
1. Óñòàíîâèòå çàêîí äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êà÷àëêè ñ

ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì p = 1 ñì â çàâèñèìîñòè îò ýêñöåíò-
ðèñèòåòà e  è ïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû íà ôîêàëüíîé îñè
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ðåêîìåí äó-
åìûé äèàïàçîí ýêñöåíòðèñèòåòà: e  > 0,05. Äèàïàçîí èññëå-
äóåìûõ ñêîðîñòåé: 0,01 ñì/ñ < v < 50 ñì/ñ.

2. Óñòàíîâèòå çàêîí äâèæåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé êà÷àëêè  â
çàâèñèìîñòè îò ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà p è ïîëîæåíèÿ òî÷å÷-
íîé ìàññû íà ôîêàëüíîé îñè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ðåêîìåíäóåìûé äèàïàçîí ôîêàëüíû õ
ïàðàìåòðîâ: 0,05 ñì < p < 20 ñì. Äèàïàçîí èññëåäóåìûõ
ñêîðîñòåé: 0,01 ñì/ñ < v < 50 ñì/ñ.

3. Óñòàíîâèòå çàêîí äâèæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé êà÷àëê è ñ
ôîêàëüíûì ïåðèìåòðîì p = 1 ñì â çàâèñèìîñòè îò ýêñöåíò-
ðèñèòåòà e  è ïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû íà ôîêàëüíîé îñè
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ðåêîìåí äó-
åìûé äèàïàçîí ýêñöåíòðèñèòåòà: e  < 20. Äèàïàçîí èññëåäó-
åìûõ ñêîðîñòåé: 0,01 ñì/ñ < v < 50 ñì/ñ.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Â.Àëüìèíäåðîâ, À.Ïîïîâ, Î.Ïîïîâè÷åâà
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ÊÌØ

ÇÀÄÀ×È

 (ñì. «Êâàíò» ¹ 3)

1. Íå äåëèòñÿ. Ðåøàÿ ðåáóñ, íàõîäèì F = 1, O = 9, U =  6,
R = 0, V = 7, E = 5, N = 3, áóêâà I ìîæåò ïðèíèìàòü  îäíî èç
òðåõ çíà÷åíèé: 2, 4 èëè 8. Íè â îäíîì èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ
÷èñëî NINE íå äåëèòñÿ íà 9.
2. Íåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ðàçáèòü ÷èñëà òð åáóå-
ìûì îáðàçîì. Ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ïàðå íå ìåíüøå 1 + 2 =
= 3 è íå áîëüøå 15 + 16 = 31. Âûïèøåì âñå ïðîñòûå ÷ èñëà èç
ýòîãî îòðåçêà: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31.  Ñóììà ÷èñåë
â êàæäîé ïàðå äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â äàííîì íàáîðå. Î äíàêî
çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà 29 è 31 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âñ òðå÷àòü-
ñÿ ñðåäè ñóìì, ïîýòîìó, åñëè ñëîæèòü âñå ñóììû â ïà ðàõ, òî
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áóäåò ìåíüøå 3 + 5 + 7 + 11 + 13 +
+ 17 + 19 + 23 + 31 = 129. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûé ðåçóëü-
òàò åñòü ñóììà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 16, ò .å. 136.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà ðàçáè òü
íóæíûì îáðàçîì íåëüçÿ.
3. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ìåäèàíà ÂÌ  äåëèò ïî-
ïîëàì ñðåäíþþ ëèíèþ PQ, à ñðåäíÿÿ ëèíèÿ PQ äåëèò ïîïî-
ëàì âûñîòó ÂÍ .
4. Âåðíî. Òàê êàê ÷èñëî 2 2 1a b+ +  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x, òî b a³  (èíà÷å áûëî áû

( )22 2 1a x a< < + , ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è x íåâîçìîæ-
íî). Òî÷íî òàê æå, ïîñêîëüêó ÷èñëî 2 2 1b c+ +  ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì, òî c b³ , à ïîñêîëüêó ÷èñëî 2 2 1c a+ +  ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòîì, òî a c³ . Èòàê,
b a c b³ ³ ³ , îòêóäà a = b = c .
5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäà-
ëîñü ðàçðåçàòü òàáëèöó 4 4´
íà 4 ðàçëè÷íûå ÷åòûðåõêëåòî÷-
íûå ôèãóðêè. Ïðè øàõìàòíîé
ðàñêðàñêå òàáëèöû âñå ôèãóð-
êè, êðîìå Ò-îáðàçíîé, ñîäåð-
æàò äâå áåëûå êëåòêè, à Ò-îá-
ðàçíàÿ – îäíó èëè òðè. Òàê êàê
âñåãî áåëûõ êëåòîê 8, ò.å. ÷åò-
íîå ÷èñëî, òî äàííàÿ ôèãóðêà
íå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè ðàçðåçàíèè èñïîëüçîâàëèñü âñå îñòàë üíûå 4
ôèãóðêè. Ðàñêðàñèì òåïåðü òàáëèöó òàê, êàê ïîêàçàíî  íà ðè-
ñóíêå 1. Òîãäà êàæäàÿ ôèãóðêà, êðîìå Ã-îáðàçíîé, áó äåò ñî-
äåðæàòü ÷åòíîå ÷èñëî áåëûõ êëåòîê, à Ã-îáðàçíàÿ – í å÷åòíîå.
Áåëûõ êëåòîê â äàííîì ñëó÷àå òîæå 8, ïîýòîìó è ýòà ôèãóðêà
íå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â ðàçðåçàíèè. Òàêèì îáðàçîì, í àøå
ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì, è ñðåäè ôèãóðîê îáÿçàò åëüíî
íàéäóòñÿ äâå îäèíàêîâûå.

Ðèñ. 1

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6–8»

(ñì. «Êâàíò» ¹1)

16. Òàêîå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ï  > 2.
Ïðèâåäåì îïèñàíèå ñïîñîáà ðàññòàíîâêè ÷èñåë. Ñíà÷àë à ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ï  = 3 ò . Çàãîòîâèì çàðàíåå äëÿ âûïèñûâàå-
ìûõ ÷èñåë 3 ò  «ìåñò» ñëåâà íàïðàâî, ïðè÷åì îêðàñèì èõ â
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öâåòà â òàêîì ïîðÿäêå: ñàìîå ëåâîå ìåñòî – êðàñíîå,  ñòîÿùåå
ðÿäîì ñ íèì ñïðàâà – ñèíåå, çàòåì çåëåíîå, ïîòîì ñí îâà êðàñ-
íîå, ñèíåå è çåëåíîå è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, èì ååòñÿ ïî
ò  ìåñò êàæäîãî öâåòà, è âñå îíè ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåäóþ òñÿ.
Òåïåðü âîçüìåì ÷èñëà îò 1 äî ò  è ïîìåñòèì èõ ïî ïîðÿäêó íà
êðàñíûå ìåñòà ñëåâà íàïðàâî . Çàòåì âîçüìåì ÷èñëà îò ò + 1
äî 2 ò  è ïîìåñòèì èõ ïî ïîðÿäêó íà ñèíèå ìåñòà ñïðàâà íàëå-
âî . Íàêîíåö, âîçüìåì ÷èñëà îò 2 ò + 1 äî 3 ò  è ïîìåñòèì èõ
ïî ïîðÿäêó íà çåëåíûå ìåñòà îïÿòü æå ñïðàâà íàëåâî . Äëÿ
áîëüøåé íàãëÿäíîñòè è óäîáñòâà ðàññóæäåíèé ñàìè çàï èñûâà-
åìûå ÷èñëà îêðàñèì â òå æå öâåòà, ÷òî è çàíèìàåìûå èìè ìå-
ñòà. Âîò ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë äëÿ ï  = 15 (ñîîòâåòñòâåí-
íî, ò  = 5):

1  10  15  2  9  14  3  8  13  4  7  12  5  6  11

Óáåäèìñÿ, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâ èþ.
Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âñå èìåþùèåñÿ òðîéêè ñîñåäíèõ ÷è ñåë.
Ðàññìîòðèì òðè âèäà òðîåê.
1) Òðîéêè, ó êîòîðûõ ëåâîå ÷èñëî êðàñíîå (è, ñîîòâå òñòâåí-
íî, ñðåäíåå ñèíåå, ïðàâîå çåëåíîå). Â k-é òðîéêå ñëåâà (ãäå
1 k m£ £ ) êðàñíîå ÷èñëî ðàâíî k, ñèíåå ðàâíî 2 ò – k + 1,
çåëåíîå ðàâíî 3 ò – k + 1. Çåëåíîå ÷èñëî íå ìåíüøå ñóììû
êðàñíîãî è ñèíåãî, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî 3 1m k k- + ³ +

( )2 1m k+ - +  ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó m k³ , ñïðàâåäëèâîìó
äëÿ âñåõ 1 k m£ £ .
2) Òðîéêè, ó êîòîðûõ ëåâîå ÷èñëî ñèíåå (è, ñîîòâåòñ òâåííî,
ñðåäíåå çåëåíîå, ïðàâîå êðàñíîå). Âñåãî òàêèõ òðîåê  ò – 1.
Ñîãëàñíî îïèñàííîé ìåòîäèêå ðàññòàíîâêè ÷èñåë, â k-é òðîé-
êå ñëåâà (ãäå 1 1k m£ £ - ) ñèíåå ÷èñëî ðàâíî 2 ò - k + 1, çå-
ëåíîå ðàâíî 3 ò – k + 1, êðàñíîå ðàâíî k + 1. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî è çäåñü çåëåíîå ÷èñëî íå ìåíüøå ñóììû êðàñíîãî è ñèíå-
ãî, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî ( ) ( )3 1 1 2 1m k k m k- + ³ + + - +
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 1m k- ³ , ñïðàâåäëèâîìó äëÿ âñåõ
1 1k m£ £ - .
3) Òðîéêè, ó êîòîðûõ ëåâîå ÷èñëî çåëåíîå (è, ñîîòâå òñòâåííî,
ñðåäíåå êðàñíîå, ïðàâîå ñèíåå). Âñåãî òàêèõ òðîåê ò – 1. Â
k-é òðîéêå ñëåâà (ãäå 1 1k m£ £ - ) çåëåíîå ÷èñëî ðàâíî 3 ò –
– k + 1, êðàñíîå ðàâíî k + 1, ñèíåå ðàâíî 2 ò – k. Çäåñü òàê-
æå çåëåíîå ÷èñëî íå ìåíüøå ñóììû êðàñíîãî è ñèíåãî,  ïî-
ñêîëüêó íåðàâåíñòâî ( ) ( )3 1 1 2m k k m k- + ³ + + -  ðàâíîñèëü-
íî íåðàâåíñòâó m k³ , ñïðàâåäëèâîìó äëÿ âñåõ 1 1k m£ £ - .
Èòàê, äëÿ ï  = 3ò  òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë ñóùåñòâóåò.
Ïîêàæåì, êàê èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàññòàíîâêó ÷èñå ë äëÿ
ï  = 3ò + 1 è ï  = 3ò + 2.
×òîáû ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 3 ò + 1, âîçüìåì âûøåîïèñàí-
íóþ ðàññòàíîâêó ÷èñåë îò 1 äî 3 ò  è äîïèøåì ê íåé ñëåâà
÷èñëî 3 ò + 1. Òàêèì îáðàçîì, äîáàâèòñÿ åùå îäíà òðîéêà ñî-
ñåäíèõ ÷èñåë (â êîòîðóþ òåïåðü âõîäÿò òðè ñàìûõ ëåâ ûõ ÷èñ-
ëà), è îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñ ëîâèþ.
Íî ýòè òðè ÷èñëà íàì èçâåñòíû: ýòî äîáàâëåííîå ÷èñë î 3 ò +
+ 1, à òàêæå ÷èñëà 1 (êðàñíîå) è 2 ò  (ñèíåå). Íåðàâåíñòâî æå
3 1 1 2m m+ ³ +  ñ î÷åâèäíîñòüþ ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ò . Âîò ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë äëÿ ï  = 16 (ñîîò-
âåòñòâåííî, ò  = 5), çäåñü äîïèñàííîå ñëåâà ÷èñëî 16 ìû íå
îêðàøèâàåì:

16  1  10  15  2  9  14  3  8  13  4  7  12  5  6  11

Åñëè æå ï  = 3ò + 2, òî ê ðàññòàíîâêå ÷èñåë îò 1 äî 3 ò + 1
ïðèïèøåì ñïðàâà ÷èñëî 3 ò + 2. Çäåñü îáðàçóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ òðîéêà ÷èñåë (â êîòîðóþ âõîäÿò òðè ñàìûõ ïð àâûõ
÷èñëà): 3ò + 2 (äîáàâëåííîå), 2 ò + 1 (çåëåíîå) è ò + 1 (ñè-
íåå). Íåðàâåíñòâî ( ) ( )3 2 2 1 1m m m+ ³ + + +  ñ î÷åâèäíîñòüþ
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ò . Âîò ïðèìåð ðàññòà-
íîâêè ÷èñåë äëÿ ï  = 17 (ñîîòâåòñòâåííî, ò  = 5):

16  1  10  15  2  9  14  3  8  13  4  7  12  5  6  11  17

Ïðèìå÷àíèå.  Âîçìîæíîñòü çàïèñàòü â îäíó ñòðîêó ÷èñëà îò 1

äî n òàê, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïîäðÿä,
îäíî ÷èñëî áûëî áîëüøå  ñóììû äâóõ äðóãèõ, ñóùåñòâóåò äëÿ
âñåõ n, êðîìå n = 3, 4, 6 è 7.
17. Ýòî ñòåïåíè 3 23 k+ è 3 12 k+ , ãäå k = 0, 1, 2, …
Áóäåì èñêàòü íàòóðàëüíûå õ, ó, n è ïðîñòûå ð òàêèå, ÷òî

3 3 nx y p+ = .                           (1)

Åñëè d = ÍÎÄ( õ, ó), òî íà 3d  äîëæíî äåëèòüñÿ ÷èñëî np . Â
òàêîì ñëó÷àå, ñîêðàòèâ íà 3d  îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå

3 3 mz t p+ = ,                            (2)

ãäå ÷èñëà 
x

z
d

=  è 
y

t
d

=  âçàèìíî ïðîñòû, êðîìå òîãî, ÷èñëà

zt è ð òîæå âçàèìíî ïðîñòû, íàòóðàëüíîå m n£ . Ïåðåïèñàâ
óðàâíåíèå (2) â âèäå

( )( )2 2 mz t z zt t p+ - + = ,                     (3)

ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.
1) Ïóñòü z = t  è, çíà÷èò, z = t = 1. Â òàêîì ñëó÷àå ð = 2, è,

âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (1), èìååì 32 2nd = . Îòñþäà

2kd = , n = 3k + 1. ×èñëà 3 12 k+  ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû

äâóõ êóáîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: ( ) ( )3 3
2 2k k+ , k = 0, 1, 2, …

2) Ïóñòü z t¹ , òîãäà ( )22 2 1z zt t z t zt- + = - + > . Èç (3)

ñëåäóåò, ÷òî rz t p+ = , 2 2 sz zt t p- + = , r + s = m, ïðè÷åì,
êàê ìû òîëüêî ÷òî óáåäèëèñü, s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )22 2 2 3r sp p z t z zt t zt- = + - - + = ,

ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà ð. Â ñèëó âçà-
èìíîé ïðîñòîòû zt è ð îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî 3 äåëèòñÿ íà ð,
ò.å. ð = 3. ×èñëî 2r sp p-  íå äåëèòñÿ íà 9 (èíà÷å ÷èñëà zt è ð

íå áûëè áû âçàèìíî ïðîñòû). Çíà÷èò, s = 1, 2 2z zt t- + =

( )2 3sz t zt p= - + = = . Îòñþäà ( )2 1z t- = , zt = 2, ò.å. ëèáî

z = 2, t  = 1, ëèáî z = 1, t  = 2. Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (1),

èìååì 2 33 3nd = , 3kd = , n = 3k + 2. ×èñëà 3 23 k+  ïðåäñòàâè-
ìû â âèäå ñóììû äâóõ êóáîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

( ) ( )3 3
3 2 3k k+ × , k = 0, 1, 2, …

18. Èçâåñòíî, ÷òî óêàçàííûì â óñëîâèè ñâîéñòâîì òî÷êè D
îáëàäàåò îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ñì., íàïðèìåð, ñòà-
òüþ À.Åãîðîâà «Îðòîöåíòðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê» â «Êâà íòå»
¹ 4 çà 2001 ã.). Íèêàêèå äðóãèå âíóòðåííèå òî÷êè òð åóãîëü-
íèêà ÀÂÑ òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò – â ýòîì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî ñòîðî íàì
òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè îïèñàííîé îêîëî ò ðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ îêðóæíîñòè. Åñëè áû ýòè äóãè ïåðåñåêëèñü íå
òîëüêî â òî÷êå D , íî è åùå â êàêîé-òî äðóãîé òî÷êå D ¢, òî
öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ÀÂD ,
BCD , ACD , îêàçàëèñü áû ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé DD ¢. Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó
óêàçàííûå öåíòðû ëåæàò íà òðåõ íå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿì ûõ –
ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì ÀÂ, ÂÑ, ÀÑ.
Èòàê, òî÷êà D  – ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ. Äàëåå âîñïîëüçóéòåñü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì òðåóãîëü -
íèêà 1 1 1A B C  (îáîñíîâàííûì â óêàçàííîé ñòàòüå À.Åãîðîâà):
áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà 1 1 1A B C  ëåæàò íà òåõ æå ïðÿìûõ,
íà êîòîðûõ ëåæàò âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

19. Â ðàâåíñòâå 
2

1
3 5 4

2
n n

n
f f

f +
+ +

=  èçáàâèìñÿ îò ðàäèêàëà,

çàïèñàâ åãî â âèäå 2
12 3 5 4n n nf f f+ - = + è âîçâåäÿ îáå ÷àñòè â

êâàäðàò. Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

2 2
1 13 1 0n n n nf f f f+ +- + - = , n = 0, 1, 2, …
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Ïîäñòàâèâ ñþäà n –  1 âìåñòî n, èìååì

2 2
1 13 1 0n n n nf f f f- -- + - = ,   n  = 1, 2, 3, …

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà 1nf +  è 1nf -  ïðè n = 1, 2, 3, … ÿâëÿþò-
ñÿ êîðíÿìè îäíîãî è òîãî æå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ( ïðè
ýòîì êîðåíü 1nf +  áîëüøèé, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âîçðàñòàþùàÿ). Ïî ôîðìóëàì Âèåòà,

1 13n n nf f f+ -= - ,   n = 1, 2, 3, …              ( * )

Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå ÷èñëà 0f  è 1f  öåëûå, òî äàëåå â ðå-
çóëüòàòå ïðîöåññà ( * ) ïîðîæäàþòñÿ òîëüêî öåëûå ÷èñëà: 0,
1, 3, 8, 21, … – ÷ëåíû çíàìåíèòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñò è Ôèáî-
íà÷÷è ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè.
20. Ïîëîæèì z = x + y + 2m, ãäå 1m xy= + . Òîãäà

( )21yz y m+ = + , ( )21zx x m+ = + , 1xy yz zx+ + + =

( )2x y m= + + .

Î ÄÂÓÕ ÂÅËÎÑÈÏÅÄÈÑÒÀÕ
È ÂÈØÍÅÂÎÉ ÊÎÑÒÎ×ÊÅ

(ñì. «Êâàíò» ¹3)

1. Ïîñêîëüêó òî÷êà äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ ðàâíîóäàëåíà î ò òî-
÷åê 1 2,P P  è îò òî÷åê 1 2,Q Q , òî îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
ðåçêîâ.
2. Òàê êàê 1 2O O BV  – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ( 1O  è 2O  –
öåíòðû îêðóæíîñòåé), òî îòðåçîê BV  ïàðàëëåëåí ëèíèè öåíò-
ðîâ 1 2O O , êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà îáùåé õîðäå AB.
3. Òàê êàê 1 2O O BV  – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, òî

1 2 2 2OV O B O P= = . Èç ðàâåíñòâà äóã 1BP  è 2BP  ñëåäóåò, ÷òî

1 1 2 2BO P BO PÐ = Ð , à òàê êàê 1 2VO B VO BÐ = Ð , òî

1 1 2 2VO P VO PÐ = Ð . Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè 1 1VO P  è

2 2P O V  ðàâíû.
4. Ïðè äâèæåíèè â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ 1P  è 2P  áóäóò ðàâ-
íîóäàëåíû îò òî÷êè äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ, ñîîòâåòñòâó þùåé
òî÷êå A. Äîêàçàòü ýòî ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêîâ, êàê â óïðàæíåíèè 3.
5. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B è V , ïåðåñå-
êàåò äàííûå îêðóæíîñòè â òî÷êàõ 1S  è 2S . Îáîçíà÷èì öåíòð
ýòîé îêðóæíîñòè ÷åðåç O, à öåíòðû äàííûõ îêðóæíîñòåé –
÷åðåç 1O , 2O . Òàê êàê îòðåçêè 1 2O O  è VB  èìåþò îáùèé ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð, òî òî÷êà O ëåæèò íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó 1 2O O . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå

1O O  è 2O O  îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìîé 1 2O O , à çíà÷èò,
è ñ ïðÿìîé VB . Îòðåçîê 1S B  ÿâëÿåòñÿ îáùåé õîðäîé äâóõ
îêðóæíîñòåé, îí ïåðïåíäèêóëÿðåí èõ ëèíèè öåíòðîâ 1O O .
Àíàëîãè÷íî, 2S B  ïåðïåíäèêóëÿðåí 2O O . Çíà÷èò, ïðÿìûå

1S B  è 2S B  îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ VB , ñëåäîâàòåëüíî, ýòè
óãëû îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå õîðäû 1VS  è 2VS .
6. à) Èìååì 1 1 2 2M OV M O VÐ = Ð  è 1 2VO B VO BÐ = Ð , ïî-
ñêîëüêó 2 1O OVB  – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ. Âû÷èòàÿ èç
ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì 1 1 2 2M O B M O BÐ = Ð , ïî-
ýòîìó 1 2M AB M ABÐ = Ð , è çíà÷èò, ïðÿìàÿ 1 2M M  ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó A. Ñ ïðÿìîé 1 2N N  ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

á) Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê 1 2 1 2N M M N  âïèñàííûé, òî

2 1 1 2 2 1N N M N M MÐ = Ð . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 2 1 1 1N N M ABMÐ = Ð

ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÑÌÅØÅÍÈÅ ÈÄÅÀËÜÍÛÕ ÃÀÇÎÂ

1. Äàâëåíèå óâåëè÷èëîñü â 2 ðàçà.
2. Àáñîëþòíóþ òåìïåðàòóðó íàäî óâåëè÷èòü íà 20%.
3. Óñòàíîâèòñÿ òåìïåðàòóðà T = 320 Ê.

2 2 1 2N M M ABNÐ = Ð . Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì 2 2M BNÐ =

2 1 1 2 12 N N M N VM= × Ð = Ð , ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê

1 2VBM N  – âïèñàííûé. Òàê æå ïîñòóïàåì ñ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êîì 1 2VN M B .
â) Èç ïóíêòà à) ñëåäóåò, ÷òî õîðäû 1 1M N  è 2 2M N  ñòÿãèâàþò
íà äâóõ îêðóæíîñòÿõ îäèíàêîâûå óãëû: 1 1 2 2M AN M ANÐ = Ð ,

ñëåäîâàòåëüíî, 1 1 1

2 2 2

M N r
M N r

= . Àíàëîãè÷íî, 
1 1 1

2 2 2

BM BN r
BM BN r

= = .

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê 1 2 1 2M M N N  âïèñàí-

íûé, òðåóãîëüíèêè 1 1M AN  è 2 2N AM  ïîäîáíû ñ êîýôôèöè-

åíòîì 
1 1 1

2 2 2

M N r
M N r

= , à çíà÷èò, 
1 1 1

2 2 2

AN AM r
AM AN r

= = .

7. Ïîäñ÷åòîì óãëîâ íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòè BKC ,
AKD , ALB  è DLC  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå M . Ïðèìåíèâ
ðåçóëüòàò çàäà÷è 5 ê òðåóãîëüíèêó AKD  è òî÷êàì B è C íà
åãî ñòîðîíàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë OMK  – ïðÿìîé ( O – öåíòð
îêðóæíîñòè ABCD ). Àíàëîãè÷íî, óãîë OML  – ïðÿìîé.
8. Âîñïîëüçóéòåñü ñëåäóþùèì ôàêòîì: åñëè ÷åðåç äâå òî ÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ïðîâåñòè ïî ïðÿìîé è í à êàæ-
äîé îêðóæíîñòè ñîåäèíèòü òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòè ìè ïðÿ-
ìûìè, òî ïîëó÷åííûå õîðäû áóäóò ïàðàëëåëüíû.
9. Ñì. ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 10.
10. Ïðîâåäåì õîðäû RR¢ è QQ ¢, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé AB.
Ïðÿìàÿ R M¢  âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â íåêîòîðîé
òî÷êå S¢. Òîãäà

1 1
2 2

S PR S A AR S A R B S MA
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.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè S¢, M , L  è P ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè S¢, M , P è L¢ (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
õîðä AB è Q S¢ ¢) ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ýòè îêðóæíîñ-
òè èìåþò òðè îáùèå òî÷êè, à çíà÷èò, ñîâïàäàþò. Ñëåä îâà-
òåëüíî, L L=¢ . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñèììåòðèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê õîðäå AB ïåðåâîäèò
òî÷êè Q, R, M  â òî÷êè Q¢, R¢, N  ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êó L
â òî÷êó K , îòêóäà AK = BL .
11. Îñóùåñòâèì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè M . Âåðøèíà
óãëà K  ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â òî÷êó K ¢ – ÷åòâåðòóþ âåðøèíó
ïàðàëëåëîãðàììà AKBK ¢, òî÷êà 1A  – â òî÷êó 1A¢ íà ïðÿìîé
BK ¢, à òî÷êà 2B  – â òî÷êó 2B¢ íà ïðÿìîé AK ¢. Óòâåðæäå-
íèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðÿìûå AB, 2 1A B  è 1 2A B¢ ¢
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðîùå âñåãî ýòî äîêàçàò ü ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû Äåçàðãà, ïðèìåíåííîé ê òðåóãîëüíèêàì

2 2AA B¢ è 1 1BB A ¢ (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí 2AA  è 1BB ,
2AB¢ è 1BA¢, 2 2A B¢ è 1 1B A¢ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé), ëèáî

ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêàì AKB  è
AK B¢ . Íàêîíåö, ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïîäñ÷åòîì äëèí îòðåç-

êîâ ñ ïîìîùüþ ïîäîáèé òðåóãîëüíèêîâ.
12. Äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ôèãóð âåðíî îáîáùåíèå òåîðå ìû
î áàáî÷êå, êàê â óïðàæíåíèè 10.
13. Ïðîâåäåì âûñîòû AA¢ è BB¢. ×åòûðåõóãîëüíèê
AC A C¢ ¢  âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì D . Ñëåäîâàòåëüíî,

H  – ñåðåäèíà õîðäû ýòîé îêðóæíîñòè, ëåæàùåé íà ïðÿìî é
EF. Ïðèìåíèâ êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó î áàáî÷êå, ïîëó÷àåì
HE = HF .
14. Ïóñòü A, B – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûå
ïðîâîäÿòñÿ ÷åðåç A. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè
äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ V  (ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå B) íà ïðÿ-
ìóþ PQ, äåëèò îòðåçîê PQ ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
ÃÌÒ – îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AV .
15. Ïóñòü 1 2,O O  – öåíòðû îêðóæíîñòåé a  è b  ñîîòâåòñòâåí-
íî, à K  – îäíà èç òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà òðåóãîëüíèêè

1 2O O O  è 1 2O O K  ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì, ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êè 1O , 2O , O è K  ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ëèáî ïàðàëëåëîã-
ðàììà, ëèáî ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.



Ê Â À Í T $ 2 0 0 8 / ¹ 458
êëåòî÷åê, äðóãîãî – b êëåòî÷åê, à
èñõîäíûé êâàäðàò – ñ êëåòî÷åê.
Òîãäà ïëîùàäü èñõîäíîãî êâàäðà-
òà ðàâíà 2 2 2c na nb= + .
Óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó ðàâåíñòâó
÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð,
óìíîæèâ ðàâåíñòâî 2 2 25 4 3= +  íà

2n k= . Êâàäðàò ïðè ï = 4 ðàçðå-
çàòü íå óäàåòñÿ, ïðè ï = 9 ïîëó-
÷èì à = 4, b = 3, ñ = 15. Ïðèìåð
ðàçðåçàíèÿ äëÿ äàííûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Ñîñòàâèì, íàïðèìåð, èç äâóõ êâàäðàòîâ
2 2´  è äâóõ êâàäðàòîâ 1 1´  ïðÿìîóãîëüíèê 5 2´  (ñì.
ðèñ.3). Èç äåñÿòè òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ñîñòà âèòü
êâàäðàò 10 10´ . Ðàçóìååòñÿ, òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü
ìíîãî äðóãèõ ðåøåíèé.
5. Ìîæíî ïîñòàâèòü 28 ìà-
øèí (ðèñ.4). Ìîæíî ëè
ïîñòàâèòü áîëüøå – íåèç-
âåñòíî.
6. Äà, ìîæåò.
Ïóñòü Âàñèëèñà ïîñàäèëà
Êîùåÿ â ñàìóþ ñåâåðíóþ
êîìíàòó, à ñòðàæíèêîâ ïðè-
ñëîíèëà òàê: ê çàïàäíîé – ê
âîñòî÷íîé – ê çàïàäíîé ñòå-
íå («ÇÂÇ»). Çàìåòèì, ÷òî,
êàê áû Êîùåé íè õîäèë, â
ëþáîé ìîìåíò ñòðàæíèêè
þæíåå Êîùåÿ îñòàþòñÿ â
èñõîäíîì ïîëîæåíèè, à ïîëîæåíèå ñòðàæíèêîâ ñåâåðíåå  Êî-
ùåÿ îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óñë îâèå âû-
ïîëíåíî âíà÷àëå è íå íàðóøàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå Êîùåÿ èç
êîìíàòû â êîìíàòó.
Çíà÷èò, åñëè Êîùåé â êàêîé-òî ìîìåíò îêàçàëñÿ â ñàì îé ñå-
âåðíîé êîìíàòå, òî âñå ñòðàæíèêè îñòàëèñü â ïîëîæåí èè
«ÇÂÇ». Åñëè Êîùåé îêàçàëñÿ âî âòîðîé êîìíàòå, òî ñà ìûé
ñåâåðíûé ñòðàæíèê ïîìåíÿë ïîëîæåíèå, à äâà äðóãèõ î ñòà-
ëèñü â èñõîäíîì ïîëîæåíèè, ò.å. ñòðàæíèêè ïðèíÿëè ï îëîæå-
íèå «ÂÂÇ». Åñëè æå Êîùåé îêàçàëñÿ â òðåòüåé êîìíàòå , òî
ñòðàæíèêè ïðèíÿëè ïîëîæåíèå «ÂÇÇ». Íàêîíåö, åñëè Êî ùåé
îêàçàëñÿ â ñàìîé þæíîé êîìíàòå, òî ñòðàæíèêè ïðèíÿë è ïî-
ëîæåíèå «ÂÇÂ».
Çíà÷èò, íè â êàêîé ìîìåíò âñå ñòðàæíèêè íå ïðèñëîíÿ þòñÿ ê
îäíîé ñòåíå.

7 êëàññ
1. 251.
Èñêîìîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2008. Ðàçëîæ èì
÷èñëî 2008 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 2008 2 2 2 251= × × × . Âûïè-
øåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 2008: 1, 2, 4, 8, 251, 502, 1004, 2008.
Íàéäÿ ñóììó öèôð êàæäîãî èç íèõ, çàìåòèì, ÷òî óñëîâ èå çà-
äà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ÷èñëà 251:

( )2008 251 2 5 1= × + + .
2. Äà, ìîãëî.
Ïðèìåð ïðèâåäåí â òàáëèöå:

Êîìàíäà Ï Ô Í Ø Î

Ïîìïà – 1 1 3 5
Ôèëüòð 1 – 3 0 4
Íàñîñ 1 0 – 3 4
Øëþç 0 3 0 – 3

Êîììåíòàðèè.  1. Òàê êàê «Ïîìïà» îáîãíàëà «Ôèëüòð», à
«Ôèëüòð» îáîãíàë «Øëþç», ðàçíèöà î÷êîâ, íàáðàííûõ
«Øëþçîì» è «Ïîìïîé», íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äâóõ. Ìîæ íî
ïîêàçàòü, ÷òî âñå ðàçíèöû îò 2 äî 9 î÷êîâ ìåæäó «Ïî ìïîé» è
«Øëþçîì» ðåàëèçóþòñÿ.

Ðèñ. 4

16. Â îáîçíà÷åíèÿõ óïðàæíåíèÿ 15 òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ îêðóæíîñòåé a  è b , ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ K . Ïóñòü A è B – òî÷êè êàñàíèÿ îäíîé
èç êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, íàçîâåì åå g , ñ a  è b  ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ AK  ïåðåñåêàåò b  âòîðè÷íî â íåêîòîðîé
òî÷êå B¢. Òîãäà OA OB= ¢. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà B¢ òàêæå
ëåæèò íà îêðóæíîñòè g , à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ B.
17. Ýòà çàäà÷à ïðåäëîæåíà íà çàî÷íîì òóðå IV Ãåîìåòðè÷ åñ-
êîé îëèìïèàäû èì. È.Ô. Øàðûãèíà, ïîýòîìó åå ðåøåíèÿ  ìû
íå ïðèâîäèì.
18. Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ äàííîé ï àðû
íåðàâíûõ îêðóæíîñòåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí à ÿâëÿ-
åòñÿ îáùèì öåíòðîì äâóõ äðóãèõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå  êàñà-
þòñÿ äâóõ äàííûõ. Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâå ðñèè.
19. Íåò.
20. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1v

r
 è 2v

r
 âåêòîðû ñêîðîñòåé âåëîñèïåäèñ-

òîâ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âåëîñèïåäèñòû íàõîäèë èñü â
òî÷êàõ 1P  è 2P . Íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó

1 2P P  íàéäåòñÿ òî÷êà V  òàêàÿ, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 1v
r

 è

1PV
uuuur

 ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðàìè 2v
r

 è 2PV
uuuur

. Ýòà òî÷êà – èñ-
êîìàÿ.
21. Âîñïîëüçóéòåñü ïðîñòðàíñòâåííûì àíàëîãîì çàäà÷è 1:
òðåõçâåííàÿ ëîìàíàÿ ABCD  ðàñïîëîæåíà â ïðîñòðàíñòâå òàê,
÷òî óãëû ABC è BCD  – ïðÿìûå; òîãäà ñåðåäèíà îòðåçêà AD
ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê B è C. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ñåðåäèíû îòðåçêà 1 2Q Q  íà ïðÿìóþ

1 2P P  ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà 1 2P P . Èç ýòîãî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè îòðåçêîâ 1 1PQ  è 2 2P Q  íà ïðÿ-
ìóþ 1 2P P  ðàâíû.
22. Ïðè ðåøåíèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì
àíàëîãîì çàäà÷è 1 (ñì. óêàçàíèå ê óïðàæíåíèþ 21).
23. Ýòà çàäà÷à – èññëåäîâàòåëüñêàÿ, è ìû íå äàåì ê íåé  óêà-
çàíèé.

ÇÀÄÀ×È LXXI ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

6 êëàññ

1. 25 äåêàáðÿ 2008 ãîäà.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â îñòàâøèåñÿ äíè äî êîíöà ã îäà òà-
êîãî ñîâïàäåíèÿ áîëüøå íå áóäåò.
2. 6 çàé÷àò.
Âñå çàé÷àòà áàðàáàíèòü íå ìîãóò, òàê êàê çàâåäîìî í å áóäåò
áàðàáàíèòü çàé÷îíîê, êîòîðîìó äîñòàíåòñÿ ñàìûé ìàëå íüêèé
áàðàáàí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äàòü ýòîìó æå çàé÷î íêó è
ñàìûå êîðîòêèå ïàëî÷êè, òî âñå îñòàëüíûå çàé÷àòà áó äóò áà-
ðàáàíèòü.
3. 11 ãîëîâîê ñûðà.
Ïóñòü âñåãî áûëî k êðûñ ( k > 7 ), òîãäà êàæäàÿ ñúåëà â ïåð-
âóþ íî÷ü ïî 10/ k ãîëîâîê ñûðà. Âî âòîðóþ íî÷ü êàæäàÿ

êðûñà ñúåëà âäâîå ìåíüøå,
ò.å. 5/ k ãîëîâîê. Âñå 7
êðûñ ñúåëè òåì ñàìûì
35/ k ãîëîâîê. Ýòî öåëîå
÷èñëî. Åäèíñòâåííûé äåëè-
òåëü ÷èñëà 35, ïðåâûøàþ-
ùèé 7, – ñàìî ÷èñëî 35.
Ïîýòîìó 35 /k = 1, è âñåãî
íà ñêëàäå äî íàøåñòâèÿ
êðûñ áûëî 10 + 1 = 11 ãî-
ëîâîê ñûðà.
4. Ïåðâîå ðåøåíèå.  Ïîëó-
÷èòü ýòî ðåøåíèå ìîæíî
òàê. Ïóñòü êâàäðàòèêè îä-
íîãî âèäà èìåþò ñòîðîíó àÐèñ. 2

Ðèñ. 3
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2. Ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè «Ôèëü-
òðà» è «Íàñîñà», íî äîêàçûâàòü ýòî íå òðåáóåòñÿ.
3. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî êîëè÷å ñòâà
êîìàíä, áîëüøåãî òðåõ.
3. Äèìà æèâåò íà ñåäüìîì ýòàæå.
Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü ïóòè, êîòîðóþ Äèìà âíèç åäåò íà  ëèôòå,
à ââåðõ èäåò ïåøêîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïóòü ïåøêîì ç àíèìà-
åò âäâîå áîëüøå âðåìåíè, à ñ äðóãîé – áîëüøå íà 10 ñåêóíä.
Çíà÷èò, ýòó ÷àñòü ïóòè îí ïðîåõàë çà 10 ñåêóíä, à ï ðîøåë
ïåøêîì çà 20 ñåêóíä. Ïîñêîëüêó âåñü ïóòü íà ëèôòå ç àíèìàåò
60 ñåêóíä, òî ïåøêîì Äèìà øåë 1/6 ïóòè.
Ïîñêîëüêó äîì äåâÿòèýòàæíûé, ïåøêîì îí øåë 1 ïðîìåæ óòîê
ìåæäó ýòàæàìè, à åõàë 5. Çíà÷èò, Äèìà æèâåò íà ñåäü ìîì
ýòàæå.
5. Äà, ìîã.
Ïóñòü êàðòîíêè êâàäðàòíûå è ëåæàò îäíà íà äðóãîé. Í åìíîãî
ñäâèíåì âåðõíþþ êàðòîíêó âäîëü åå êðàÿ. Ïîëó÷èì ïðÿ ìîó-

ãîëüíèê, íî åãî öåíòð áó-
äåò ëåæàòü âíóòðè îáåèõ
êàðòîíîê (ðèñ.5, à). Ýòî
ìîæíî èñïðàâèòü, çàìåòèâ,
÷òî öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà
íå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì
êàæäîé èç êàðòîíîê. Ïî-
ýòîìó, âûðåçàâ íåáîëüøóþ

äûðî÷êó èç ïåðâîé êàðòîíêè â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà,  ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå (ðèñ.5, á) .
Ó çàäà÷è ñóùåñòâóþò è äðóãèå ðåøåíèÿ – íàïðèìåð, ñì .
ðèñ.6. Îáðàòèòå âíèìàíèå: â ýòîì ðåøåíèè âòîðóþ êàð òîíêó,

ïðåæäå ÷åì ïåðåíîñèòü, íóæíî ïåðåâåð-
íóòü.
Êîììåíòàðèé . Åñëè êàðòîíêè íå íàêëà-
äûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà è ïîëíîñòüþ ïî-
êðûâàþò äíî ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà, òî
ãâîçäü â öåíòðå ÿùèêà îáÿçàòåëüíî âîòê-
íåòñÿ íà ãðàíèöå, ðàçäåëÿþùåé êàðòîí-
êè. Ýòî óòâåðæäåíèå êàæåòñÿ î÷åâèä-

íûì, íî ñòðîãî äîêàçàòü åãî óäàëîñü ëèøü â 2002 ãîä ó (ñì.:
À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ. Ðåøåíèå çàäà÷è 1.5 // Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðî-
ñâåùåíèå, âûï. 6, 2002, ñ.139–140).
6. 4 òðàìâàÿ.
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåð, êîãäà çà âðåìÿ íàáëþäåíèé Øïèî-
íà ïðîåõàëî ÷åòûðå òðàìâàÿ (ðèñ.7).

Ïóñòü àâòîáóñû õîäÿò â 9:00, 10:00, ..., à òðàìâàè õîäÿò ñ èí-
òåðâàëîì 1 ÷àñ 58 ìèíóò – â 10:01, 11:59, 13:57, 15 :55, 17:53,
19:51, 21:49, ... Òîãäà Âàñÿ ìîã ñòîÿòü ñ 10:01 äî 11:59, à
Øïèîí íàáëþäàòü ñ 12:00 äî 21:00.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî çà âðåìÿ íàáëþäåíèé Øïèîíà íå ì îãëî
ïðîéòè ìåíüøå ÷åòûðåõ òðàìâàåâ. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷ò î èí-
òåðâàë òðàìâàÿ ìåíüøå äâóõ ÷àñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñ ëè èí-
òåðâàë ñîñòàâëÿåò õîòÿ áû äâà ÷àñà, òî Âàñÿ ñòîÿë í å ìåíåå
äâóõ ÷àñîâ, à çíà÷èò çà ýòî âðåìÿ ïðîåõàëî ïî êðàéí åé ìåðå
äâà àâòîáóñà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêà íàáëþäàë Øïèîí, ïðîøëî äåñÿò ü àâ-
òîáóñîâ. Ìåæäó 1-ì è 3-ì èç íèõ ïðîøëî äâà ÷àñà, çí à÷èò, çà
ýòî âðåìÿ ïðîåõàë õîòÿ áû îäèí òðàìâàé. Àíàëîãè÷íî,  ìåæäó
3-ì è 5-ì àâòîáóñîì, ìåæäó 5-ì è 7-ì è ìåæäó 7-ì è 9-ì ïðî-
åõàëî åùå õîòÿ áû òðè òðàìâàÿ. Çíà÷èò, Øïèîí óâèäåë  ïî
êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå òðàìâàÿ.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

8 êëàññ

1. Âåðíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ï ìåíüøåå èç ýòèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷èñåë. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ï ( ï +  1). Ïðèïèøåì ê
íåìó äâà íóëÿ. Ïîëó÷èì ( ) 21 100 100 100n n n n+ × = + . Âûäå-
ëèì ïîëíûé êâàäðàò. Ïîëó÷èì ( )210 5 25n + - , ò.å., åñëè ê
ïðîèçâåäåíèþ ïðèïèñàòü 25, ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò íàòóðà ëüíîãî
÷èñëà.
Êîììåíòàðèé . Îáðàòíàÿ çàäà÷à øèðîêî èçâåñòíà êàê áûñò-
ðûé ñïîñîá âîçâîäèòü â êâàäðàò ÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñ ÿ íà 5:

( )25 25n m= , ãäå ò = ï ( ï + 1) .

2. Åñëè â êàæäîì èç 7 ðÿäîâ ñèäèò íå áîëåå 7 äåòåé, òî  âñåãî
äåòåé íå áîëåå 49. Íà ñàìîì äåëå èõ 50, çíà÷èò, íà óòðåííåì
ñåàíñå õîòÿ áû â îäíîì ðÿäó ñèäåëè ïî êðàéíåé ìåðå 8 äåòåé.
Ïîñêîëüêó ðÿäîâ âñåãî 7, õîòÿ áû äâîå èç ýòèõ äåòåé  îêàæóò-
ñÿ â îäíîì ðÿäó íà âå÷åðíåì ñå-
àíñå.
3. Ïóñòü AKO aÐ =  (ðèñ.8).
Òîãäà AOK aÐ = , òàê êàê òðå-
óãîëüíèê ÀKÎ ðàâíîáåäðåí-
íûé; MOC AOKÐ = Ð =

a=  (êàê âåðòèêàëüíûå).
Ïóñòü MKC bÐ = . Òîãäà

MCK MKC bÐ = Ð = , òàê êàê
òðåóãîëüíèê ÌKÑ ðàâíîáåäðåí-
íûé. Ïîñêîëüêó KM ACP ,
óãîë AÑO ðàâåí b . Èç òðå-
óãîëüíèêà ÀKÑ ïîëó÷àåì, ÷òî

180CAK a bÐ = ° - - ; èç òðåó-
ãîëüíèêà ÌÎÑ ïîëó÷àåì,
÷òî 180OMC a bÐ = ° - - . Òà-
êèì îáðàçîì, CAK AMCÐ = Ð .
Çàìåòèì, ÷òî MKB CAKÐ = Ð
è ACM KMBÐ = Ð  ââèäó ïàðàëëåëüíîñòè KÌ è ÀÑ. Îòñþäà

AMC BKMD D=  ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ÀÌ = KÂ.
4. Äâîå.
Íàçîâåì ÷åëîâåêà ïîäîçðèòåëüíûì, åñëè ïðî íåãî íåëüçÿ îï-
ðåäåëèòü, ñïîðòñìåí ýòî èëè àðáèòð. Çàìåòèì, ÷òî êà æäûé èç
àðáèòðîâ ôîòîãðàôèðîâàëñÿ òîëüêî ñî ñïîðòñìåíàìè, ò .å. íå
áîëåå ÷åì ñ 20 ëþäüìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé èç ñïîðò-
ñìåíîâ ñôîòîãðàôèðîâàëñÿ ñî âñåìè îñòàëüíûìè ñïîðòñ ìåíà-
ìè è õîòÿ áû ñ îäíèì àðáèòðîì, ò. å. íå ìåíåå ÷åì ñ  20 ëþäü-
ìè. Çíà÷èò, êàæäûé ïîäîçðèòåëüíûé ÷åëîâåê îêàçàëñÿ íà ôî-
òîãðàôèÿõ ðîâíî ñ 20 ëþäüìè.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñïîðòñìåí ôîòîãðàôèðîâàëñÿ ðîâíî ñ 20
ëþäüìè, òî âñå åãî 19 èãð ñóäèë îäèí è òîò æå àðáèò ð, ò.å. íà
âñåõ ôîòîãðàôèÿõ âìåñòå ñ íèì ïðèñóòñòâóåò îäèí è ò îò æå
÷åëîâåê.
Ïóñòü X – êàêîé-íèáóäü ïîäîçðèòåëüíûé ÷åëîâåê. Òàê êàê
ìû ìîæåì ïðèíÿòü X çà ñïîðòñìåíà, òî, ââèäó ñêàçàííîãî
âûøå, íà âñåõ ôîòîãðàôèÿõ ñ íèì ïðèñóòñòâóåò íåêèé Y. Ýòè
äâîå ñôîòîãðàôèðîâàíû âìåñòå 19 ðàç, çíà÷èò, îäèí è ç íèõ –
òî÷íî àðáèòð. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòèé ÷åëîâåê íà êàæä îé èç
ýòèõ ôîòîãðàôèé – òî÷íî ñïîðòñìåí.
Òàê ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü 19 ñïîðòñìåíîâ, à îñòàâøèé ñÿ
ñïîðòñìåí – êòî-òî èç ïàðû X è Y. Âñå îñòàëüíûå – àðáèòðû.
Åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàòóñ õîòÿ áû îäíîãî èç ïàðû  X è
Y, òî ìîæíî îïðåäåëèòü è îñòàâøåãîñÿ, è ïîäîçðèòåëüíûõ  âî-
îáùå íåò. Çíà÷èò, âñåãî ïîäîçðèòåëüíûõ ëþäåé äâîå –  X è Y.
Êîììåíòàðèé . Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîðòñìåíîâ è àð-
áèòðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñòîïêå ôîòîãðàôèé. Äåéñò âè-
òåëüíî, ïî êîëè÷åñòâó èãð ìîæíî îïðåäåëèòü êîëè÷åñò âî èã-
ðîêîâ, à äàëåå ïî îáùåìó êîëè÷åñòâó ëþäåé íà ôîòîãð àôèÿõ
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî àðáèòðîâ.

Ðèñ. 8
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Ðèñ. 12

5. Ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 9.
Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 6 èç
ýòèõ òî÷åê íàéäóòñÿ 3, ëåæàùèå
íà îäíîé ïðÿìîé. Áóäåì íàçû-
âàòü âàæíîé ïðÿìóþ, íà êîòîðîé
ëåæàò 3 îòìå÷åííûå òî÷êè. Äîêà-
æåì, ÷òî êàêèå áû òðè òî÷êè èç
9 ìû íè âûêèíóëè, íàéäåòñÿ
âàæíàÿ ïðÿìàÿ, èç êîòîðîé ìû
íå âûêèíóëè íè îäíîé òî÷êè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî âûêè-
íóòü 3 òî÷êè èç 9 îòìå÷åííûõ

òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âàæíîé ïðÿìîé ïðîïàëà õîòÿ áû îäíà
òî÷êà. Òî÷êà Î ëåæèò íà íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå âàæíûõ
ïðÿìûõ – íà 4. Åñëè ìû òî÷êó Î íå âûêèíóëè, òî íàì íàäî

âûêèíóòü êàêóþ-òî äðóãóþ òî÷-
êó èç êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ,
ò.å. âûêèíóòü õîòÿ áû 4 òî÷êè.
À ìû ìîæåì âûêèíóòü òîëüêî
òðè. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàì
íàäî âûêèíóòü òî÷êó Î. Ïîëó-
÷àåì êàðòèíêó, êàê íà ðèñóíêå
10. Îñòàåòñÿ 5 âàæíûõ ïðÿìûõ,
è êàæäàÿ òî÷êà ëåæèò íå áîëåå
÷åì íà äâóõ èç íèõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëå óäàëåíèÿ åùå
äâóõ òî÷åê îñòàíåòñÿ õîòÿ áû
îäíà âàæíàÿ ïðÿìàÿ, èç êîòîðîé

íå âûêèíóòî íè îäíîé
òî÷êè.
Êîììåíòàðèé . Ïðèäóìàòü ýòîò ïðèìåð ìîæíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ñíà÷àëà ðàñïîëîæèì 9 òî÷åê â âèäå êâàäðàòà 3 3´ .

Ýòîò ïðèìåð íå ãîäèòñÿ, òàê êàê
ìîæíî âçÿòü 6 òî÷åê, îáâåäåííûõ
êðóæî÷êîì (ðèñ.11). Ïðîáëåìà â
òîì, ÷òî åñòü íåñêîëüêî «ìàëîïî-
ëåçíûõ» òî÷åê, êîòîðûå ëåæàò
òîëüêî íà 2 âàæíûõ ïðÿìûõ. Ïî-
ïðîáóåì ïåðåäâèíóòü îäíó èç íèõ
íà ìåñòî ïîëó÷øå. Ïîëó÷èì ïðà-
âèëüíûé ïðèìåð.
6. Ïðè Ì è N, îòëè÷àþùèõñÿ íå
áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.
Ïóñòü ïåðåä êàêèì-òî ðàóíäîì ó

èãðîêà îñòàëîñü À çîëîòûõ è Â ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, è îí ïîñòà-
âèë íà êðàñíîå õ çîëîòûõ è ð ñåðåáðÿíûõ, à íà ÷åðíîå – ó çî-
ëîòûõ è q ñåðåáðÿíûõ ìîíåò. Òîãäà ëèáî êîëè÷åñòâî çîëîòûõ
óâåëè÷èòñÿ íà z = õ – ó, à ñåðåáðÿíûõ – íà r  = ð – q , ëèáî
êîëè÷åñòâî ìîíåò êàæäîãî òèïà óìåíüøèòñÿ íà ýòè ÷èñ ëà.
ßñíî, ÷òî z A£  è r B£  è ÷òî ëþáûå z è r  â óêàçàííûõ äè-
àïàçîíàõ ìîæíî ïîëó÷èòü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî À è Â îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì âòðîå, íàïðè-
ìåð, À > 3Â. Òîãäà êðóïüå ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ýòî
íåðàâåíñòâî ñîõðàíèëîñü è ïîñëå ðàóíäà. Â ñàìîì äåë å, åñëè
îíî íàðóøàåòñÿ ïðè ëþáîì âûáîðå êðóïüå, òî À – z < 3(Â –
– r ) è À + z < 3(Â + r). Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷à-
åì, ÷òî 2 À < 6B, ÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, åñëè â íà÷àëå êîëè÷å-
ñòâà ìîíåò îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì â 3 ðàçà, êðóïüå ìî æåò ñäå-
ëàòü òàê, ÷òîáû îíè âñå âðåìÿ îòëè÷àëèñü áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.
Ïðè Ì = 3N èëè N = 3Ì çàäà÷à óæå ðåøåíà. Ïóñòü òåïåðü
M < 3N è N < 3M.
Ïîäáåðåì z è r òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì èñõîäå îòíîøåíèå êî-
ëè÷åñòâ ìîíåò ñòàëî ðàâíî òðåì. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óð àâíå-
íèé:

( )
( )

3 ,

3 .

A z B r

A z B r

+ = +ìï
í

- = -ïî

Ðåøàÿ åå, íàõîäèì 
5 3
4 4

z A B= -  è 
5 3
4 4

r B A= - + . Ïðè À è

Â, îòëè÷àþùèõñÿ ìåíåå ÷åì â 3 ðàçà, | z| < À, |r| < Â. Åñëè À +
+ Â êðàòíî ÷åòûðåì, òî z è r áóäóò òàêæå öåëûìè. Çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå èãðîê ñìîæåò äîñòè÷ü öåëè çà îäèí ðàóíä .
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èãðîê ìîæåò ñäåëàòü À + Â êðàòíûì
÷åòûðåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòàâèâ âñå ìîíåòû íà êðàñ íîå, èã-
ðîê äîáüåòñÿ, ÷òîáû ëèáî âñå ïðîïàëî (÷òî åãî óñòðà èâàåò),
ëèáî îáùåå êîëè÷åñòâî ìîíåò óäâîèëîñü. Ïîâòîðèâ ýòó  ïðîöå-
äóðó åùå ðàç, èãðîê ñäåëàåò òàê, ÷òî îáùåå ÷èñëî ìî íåò áóäåò
äåëèòüñÿ íà 4. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ À < 3Â è Â < 3À ñî-
õðàíÿòñÿ.

9 êëàññ
1. Ìîæåò.
Ïóñòü îöåíêè ñóäåé äëÿ ïåðâîé êîìàíäû çà êàæäûé èç ïåðâûõ
òðåõ êîíêóðñîâ 333334, çà ÷åòâåðòûé 334444, à äëÿ â òîðîé êî-
ìàíäû çà âñå êîíêóðñû 333344. Çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå êîìïüþ-
òåðîì äëÿ ïåðâîé êîìàíäû: 3,2; 3,2; 3,2; 3,7. Çíà÷å íèÿ, ïîëó-
÷åííûå äëÿ âòîðîé: 3,3; 3,3; 3,3; 3,3. Ïåðâàÿ êîìàí äà ïîáåäèëà
ñî ñ÷åòîì 13,3 : 13,2. Ïðè ýòîì ñóììà îöåíîê,  âûñòà âëåííûõ
ñóäüÿìè ïåðâîé êîìàíäå, 79, âòîðîé êîìàíäå – 80.
2. Íàçîâåì òî÷êè òðàññû À è A¢ ñèììåòðè÷íûìè, åñëè äëèíà
ïóòè îò òî÷êè À äî îäíîé ãðàíèöû çîíû â îäíîì íàïðàâëåíèè
ðàâíà äëèíå ïóòè îò òî÷êè A¢ äî äðóãîé ãðàíèöû â ïðîòèâî-
ïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Î÷åâèäíî, åñëè îäíà èç ñèììåò ðè÷-
íûõ òî÷åê ïðèíàäëåæèò àíîìàëüíîé çîíå, òî è äðóãàÿ òîæå
ïðèíàäëåæèò.
Äîêàæåì ëåììó: åñëè âåëîñèïåäèñò ñòàðòóåò â íåêîòîð îé òî÷-
êå, ðàíî èëè ïîçäíî îí çàñíåò â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå.  Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü âåëîñèïåäèñò ñòàðòîâàë â òî÷êå 0A . Âå÷å-
ðîì îí çàñíåò â íåêîòîðîé òî÷êå 1A , íà ñëåäóþùèé âå÷åð – â
òî÷êå 2A  è ò.ä. Òàê êàê åãî äíåâíîé ïðîáåã ðàâåí äëèíå àíî-
ìàëüíîé çîíû, â êàêîé-òî âå÷åð îí çàñíåò â àíîìàëüí îé çîíå
â íåêîòîðîé òî÷êå nA . Òîãäà ïðîñûïàåòñÿ îí â òî÷êå nA¢,
ñèììåòðè÷íîé nA . Âå÷åðîì âåëîñèïåäèñò çàñûïàåò â òî÷êå

1nA -¢ , ñèììåòðè÷íîé 1nA - , è òàê äàëåå, ïîêà íå çàñíåò â òî÷-
êå 0A¢, ñèììåòðè÷íîé 0A . Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü âåëîñèïåäèñò ñòàðòîâàë èç òî÷êè À âíå àíîìàëüíîé
çîíû. Ïî äîêàçàííîé ëåììå îäíàæäû îí çàñíåò (è ïðîñ íåòñÿ)
â òî÷êå A¢, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå ñòàðòà. Òåïåðü ïðèìåíèì
ëåììó ê òî÷êå A¢: ðàíî èëè ïîçäíî âåëîñèïåäèñò çàñíåò â
ñèììåòðè÷íîé åé òî÷êå, ò.å. â òî÷êå À. Åñëè æå âåëîñèïåäèñò
ñòàðòîâàë èç òî÷êè À â àíîìàëüíîé çîíå, òî îäíàæäû îí çàñ-
íåò â ñèììåòðè÷íîé åé òî÷êå A¢, è òîãäà îí ïðîñíåòñÿ â òî÷-
êå À.
3. Îáîçíà÷èì óãîë ABC ÷åðåç b  (ðèñ.12). Ïóñòü 90b < ° .
Òîãäà 2AOC bÐ =  êàê öåíòðàëüíûé ê ABCÐ . Ïîñêîëüêó
òðåóãîëüíèê AÑO ðàâíîáåäðåííûé, 90OAC bÐ = ° - . Òðåó-
ãîëüíèêè ABL è ADL ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó
íèìè, ïîýòîìó ADL bÐ = . Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÀÎ

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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è DL ÷åðåç S. Òîãäà 90SAD SDAÐ + Ð = ° , òàê ÷òî òðåóãîëü-
íèê ASD ïðÿìîóãîëüíûé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëó÷àé 90b > °  ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî: 90SAD bÐ = - ° ,

180SDA bÐ = ° - .
Â ñëó÷àå 90b = °  òî÷êà D ëåæèò íà ëó÷å ÀÎ è òðåóãîëüíèêè
ABL è ADL ðàâíû, ïîýòîìó 90ADLÐ = ° , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
4. Ñóùåñòâóåò.
Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî N – 1, ãäå 50010N = , íàé-
äåòñÿ èñêîìîå ÷èñëî. Åñëè ëþáîå ÷èñëî èç ýòîãî äèàï àçîíà
óñëîæíèòü 100 ðàç, ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, ìåíüøåå

( )2600 30010 10= . Ñóùåñòâóåò ðîâíî 30010  ïîëíûõ êâàäðàòîâ,

ìåíüøèõ 60010 .
Çàôèêñèðóåì k – îäèí èç ýòèõ êâàäðàòîâ. Êîëè÷åñòâî ÷èñåë,
èç êîòîðûõ åãî ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàííîé â óñëîâèè î ïåðà-
öèåé, íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ çà÷åðêíóòü  â íåì
100 öèôð. Ýòî êîëè÷åñòâî ñòðîãî ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñ ïîñîáîâ
âûáðàòü èç åãî öèôð ïðîèçâîëüíûé íàáîð. Ïîñëåäíåå æ å êî-

ëè÷åñòâî ðàâíî ( )êîëè÷åñòâî öèôð â 6002 2k £ . Òàêèì îáðàçîì, îá-
ùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 0 äî N – 1, èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí ïîëíûé êâàäðàò, íå ïðåâîñõîäèò

300 600 300 200 50010 2 10 8 10 N× = × < = .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî N – 1 íàéäåòñÿ
÷èñëî, èç êîòîðîãî 100-êðàòíûì óñëîæíåíèåì íåëüçÿ ï îëó-
÷èòü ïîëíûé êâàäðàò, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
5. 2550 ðóáëåé.
Ýòó ñóììó Âàñÿ ïîëó÷èò, åñëè 100 ðàç çàïðîñèò 50 ðó áëåé
(èëè 100 ðàç 51 ðóáëü). Äîêàæåì, ÷òî Âàñÿ íå ìîæåò ãàðàí-
òèðîâàòü ñåáå á• ëüøóþ ñóììó.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðÿäîì ñ Âàñåé ñòîèò áàíêèð Êîëÿ,  êîòî-
ðûé çíàåò íîìèíàëû êàðòî÷åê. Âàñÿ íàçûâàåò ñóììó, à  Êîëÿ
âûáèðàåò îäíó èç êàðòî÷åê è âñòàâëÿåò åå â áàíêîìàò . Ïðåä-
ëîæèì ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Êîëè. Êîãäà Âàñÿ íàçû âàåò
ñóììó, Êîëÿ âñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíóþ êàðòî÷êó ñ íîìèí àëîì,
ìåíüøèì íàçâàííîé ñóììû, åñëè òàêîâàÿ èìååòñÿ, è êà ðòî÷êó
ñ ìàêñèìàëüíûì íîìèíàëîì èç èìåþùèõñÿ íà ðóêàõ â ïð î-
òèâíîì ñëó÷àå. Â ïåðâîì ñëó÷àå êàðòî÷êà ïîñëå èñïîë üçîâà-
íèÿ íàçûâàåòñÿ âûêèíóòîé, âî âòîðîì – ðåàëèçîâàííîé.
ßñíî, ÷òî Âàñÿ ïîëó÷àåò äåíüãè òîëüêî ñ ðåàëèçîâàíí ûõ êàð-
òî÷åê, ïðè÷åì êàðòî÷êè ðåàëèçóþòñÿ â ïîðÿäêå óáûâàí èÿ íî-
ìèíàëîâ.
Ïóñòü íàèáîëüøèé ïëàòåæ ñîñòàâëÿåò ï ðóáëåé è ýòîò ïëàòåæ
ðåàëèçóåò êàðòî÷êó ñ íîìèíàëîì ò ðóáëåé, m n³ . Òîãäà ê
ìîìåíòó ýòîãî ïëàòåæà êàðòî÷êè ñ íîìèíàëîì, ìåíüøèì  ï
ðóáëåé, óæå ñúåäåíû (èíà÷å Êîëÿ âñòàâèë áû îäíó èç òàêî-
âûõ â áàíêîìàò). Âñå ýòè êàðòî÷êè âûêèíóòû. Äåéñòâè òåëü-
íî, êàðòî÷êà ñ íîìèíàëîì k ðóáëåé ïðè k < ï íå ìîãëà áûòü
ðåàëèçîâàíà ðàíüøå êàðòî÷êè ñ íîìèíàëîì m ðóáëåé, ïî-
ñêîëüêó k < ò.
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ðåàëèçîâàííûõ êàðòî÷åê í å ïðå-
âîñõîäèò 100 – ï + 1. Ñ êàæäîé ðåàëèçîâàííîé êàðòî÷êè

Âàñÿ ïîëó÷àåò íå áîëåå ï ðóáëåé, ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà, ïî-
ëó÷åííàÿ Âàñåé, íå ïðåâîñõîäèò ( )100 1n n× - + ; ìàêñèìóì
ýòîé âåëè÷èíû äîñòèãàåòñÿ ïðè ï = 50 è ï = 51, è îí ðàâåí
2550 ðóá.
6. Ðàçðåçàâ êðèâîëèíåéíûé øåñòèóãîëüíèê ñ äóãàìè â êà÷ å-
ñòâå ñòîðîí, ìîæíî ñëîæèòü êðèâîëèíåéíûé êâàäðàò è ëèíçó
(ðèñ.13).

10 êëàññ

1. 3 ñòóäåíòà.
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 14, êàæäîãî ñòóäåíòà âèäèò 2, 3 èëè 6
õðàïîìåòðîâ. Çíà÷èò, 7 ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó ñëàãàåìû õ, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ðàâíî 2, 3 èëè 6 è êîëè÷åñòâî êîòîðû õ ðàâíî
êîëè÷åñòâó ñòóäåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî íè îäíî èç ñëàãà åìûõ íå
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 6, ïîòîìó ÷òî 7 – 6 = 1 íå ïðåäñòàâ ëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû 2, 3 èëè 6. Çíà÷èò, âñå ñëàãàåìûå ðàâíû 2 èëè 3.
Åñëè ñòóäåíòîâ 2£ , òî õðàïîìåòðû â ñóììå ïîêàæóò íå áî-
ëåå 2 3 6× = , ÷òî ìåíüøå 7. Åñëè
ñòóäåíòîâ 4³ , òî õðàïîìåòðû â
ñóììå ïîêàæóò íå ìåíåå
4 2 8× = , ÷òî áîëüøå 7. Çíà÷èò,
åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðè-
àíò – 3 ñòóäåíòà. È äåéñòâèòåëü-
íî, 7 = 3 + 2 + 2.

2. 
2n

m
p = , ãäå ò è ï öåëûå íåî-

òðèöàòåëüíûå, à äðîáü íåñîêðà-
òèìà, 2nm £ .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ð < 0 èëè ð >
1, òî Áîðèñ âûèãðàåò (åìó äîñòàòî÷íî âñå âðåìÿ âûáè ðàòü íà-
ïðàâëåíèå îò 1, òåì ñàìûì óâåëè÷èâàÿ ðàññòîÿíèå îò ðîáîòà
äî îòðåçêà).
Äîêàæåì, ÷òî ïðè [ ]0; 1p Î  Àíäðåé âûèãðûâàåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà 
2n

m
p = , ãäå m è n öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå, à

äðîáü íåñîêðàòèìà.
Äîêàæåì ÷àñòü «òîãäà». Ïóñòü íà íåêîòîðîì øàãå êîîð äèíàòà
ðîáîòà èìååò óêàçàííûé âèä è ëåæèò ìåæäó 0 è 1. Òîã äà Àíä-

ðåé íàçîâåò ÷èñëî 
1

2n . Áîðèñ âûíóæäåí áóäåò ñìåñòèòü ðîáî-

òà â îäíó èç òî÷åê 
1

2n

m +
 èëè 

1

2n

m -
. Ýòè òî÷êè òîãî æå âèäà

2l

k
, íî l  < n (òàê êàê ò íå÷åòíî). Åñëè ï > 0, òî ýòè òî÷êè

ëåæàò ìåæäó 0 è 1. Òàê êàê çíàìåíàòåëü ðàíî èëè ïîç äíî ñòà-
íåò ðàâíûì 1, òî ðîáîò ïîïàäåò â 0 èëè 1, è âûèãðàå ò Àíä-
ðåé.
Äîêàæåì ÷àñòü «òîëüêî òîãäà». Ïóñòü íà íåêîòîðîì øà ãå êî-
îðäèíàòà õ ðîáîòà íå ïðåäñòàâèìà â óêàçàííîì âèäå. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî d õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë õ – d, õ + d íå èìååò òà-
êîãî âèäà, òàê êàê èíà÷å èõ ïîëóñóììà õ òîæå èìåëà áû òà-
êîé âèä. Çíà÷èò, Áîðèñ ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû í îâàÿ êî-
îðäèíàòà ðîáîòà íå ïðåäñòàâëÿëàñü â óêàçàííîì âèäå.  Òàê
êàê 0 è 1 èìåþò òàêîé âèä, òî Áîðèñ âûèãðàåò.
3. Ìîãëî.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 100, –33, 99, –32, .. ., 34, 33.
Òîãäà, åñëè ïåðâîå ÷èñëî ïàðû ñòîèò íà íå÷åòíîì ìåñ òå, ñóì-
ìà ðàâíà 67. À åñëè íà ÷åòíîì ìåñòå, òî 66. Îáðàòíû å âåëè-

÷èíû áóäóò ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 
1
67

 è 
1
66

, ïðè÷åì ïåðâûõ

67, à âòîðûõ 66. Èòîãîâàÿ ñóììà ðàâíà 2.
4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ð äàííûé ìíîãî÷ëåí è ÷åðåç 1 kx x< <K

äàííûå k öåëûõ òî÷åê. Òàê êàê ( ) ( )1kP x P x-  äåëèòñÿ íà

1 1kx x k- ³ -  è íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ k – 2, òî
Ðèñ. 13
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( ) ( )1 0kP x P x- = . Ïîýòîìó ( ) ( )1P x P x= +
+ ( )( ) ( )1 kx x x x Q x- -  äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q.

Åñëè ( ) ( )1iP x P x¹  äëÿ íåêîòîðîãî i  = 3, 4, ..., k – 3, k – 2,

òî ( ) 0iQ x ¹ . Òîãäà

( ) ( ) ( )( )1 1i i i kP x P x x x x x- ³ - - ³ ( )2 2 2k k- > - .

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ( ) ( )1iP x P x= . Èòàê,
( ) ( ) ( )3 2 1kP x P x P x-= = =K . Ïîýòîìó

( ) ( )1P x P x= + ( )( )( )1 3 4x x x x x x- - - K

( )( )( ) ( )3 2k k kx x x x x x R x- -- - -K

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà R.

Åñëè ( ) ( )2 1P x P x¹ , òî ( )2 0R x ¹ . Òîãäà

( ) ( ) ( ) ( )2 1 4 ! 2 2P x P x k k k- ³ - - > - .

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ( ) ( )2 1P x P x= .
Àíàëîãè÷íî, ( ) ( )1 1kP x P x- = .
5. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AC A C¢ ¢  – âïèñàííûé
(ðèñ.15). Çíà÷èò, BAC BA CÐ = Ð ¢ ¢è BCA BC AÐ = Ð ¢ ¢. Ðàñ-

ñìîòðèì òðåóãîëüíèê A BC* * , ñèììåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêó
A BC¢ ¢ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà ABC. Ýòîò òðåóãîëü-

íèê ãîìîòåòè÷åí òðåóãîëüíèêó ABC ñ öåíòðîì â òî÷êå Â. Çíà-
÷èò, 0BB  ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà A C* * . Ïîýòîìó
ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ 0BB  îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû

ABCÐ , ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà A C¢ ¢. Î÷åâèäíî,
÷òî AC¢ è CA¢ – âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÍÑ. Îòñþäà, àíà-
ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ, èìååì, ÷òî ïðÿìàÿ,  ñèì-
ìåòðè÷íàÿ 0HB  îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AHCÐ , ïðîõîäèò
÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà A C¢ ¢. Çíà÷èò, ïðÿìûå èç óñëîâèÿ ïå-
ðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé A C¢ ¢.
6. à) Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü öâåò, íàïðèìåð êðàñíûé.
Íàéäåì äâà ÷èñëà êðàñíîãî öâåòà, ðàçíîñòü êîòîðûõ ä åëèòñÿ
íà 8 (òàêèå íàéäóòñÿ, ïîòîìó ÷òî ÷èñëî îñòàòêîâ ïðè  äåëåíèè
íà 8 êîíå÷íî). Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà ÷åðåç à è b, à öâåò ÷èñëà

2
a b+

 –  ÷åðåç 1Ö  (ðèñ.16). Ïðè ýòîì 
3

4
a b+

 è 
3

4
a b+

 èìåþò

îäèí è òîò æå öâåò 2Ö  (ïîëóñóììà ÷èñåë êðàñíîãî öâåòà è

1Ö ). ×èñëà 
7

8
a b+

, 
5 3

8
a b+

, 
3 5

8
a b+

 è 
7

8
a b+

 èìåþò îäèí

è òîò æå öâåò 3Ö  (ïîëóñóììà ÷èñåë êðàñíîãî öâåòà è 2Ö ).

Òàê êàê ÷èñëà 
2

a b+
, 

3
4

a b+
 è 

3 5
8

a b+
 ÿâëÿþòñÿ ïîëóñóììà-

ìè ÷èñåë öâåòà 3Ö , òî öâåòà 1Ö , 2Ö  è 3Ö  ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ÷èñëî 
9

8
b a-

 èìååò öâåò 4Ö . Òîãäà 
7

8
a b+

 è b ÿâëÿ-

þòñÿ ïîëóñóììàìè ÷èñåë öâåòà 4Ö  è 1Ö  è ïîýòîìó èìåþò
îäèíàêîâûå öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, 1Ö  – ýòî êðàñíûé öâåò,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
á) Ïðè ÷åòíûõ N.
Åñëè N íå÷åòíî, òî ìîæíî ïîêðàñèòü ÷èñëî â öâåò

{ }0, , 1j NÎ -K , åñëè îíî èìååò îñòàòîê j îò äåëåíèÿ íà N.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çà-
äà÷è.
Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðàÿ ðàñêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëî âèþ çà-
äà÷è. Ïóñòü 1 2a a< < K  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ÷èñåë, îê-
ðàøåííûõ â íåêîòîðûé öâåò (íàïðèìåð, êðàñíûé). Äîêà æåì
èíäóêöèåé ïî ï , ÷òî 1, , na aK  – àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ
íå÷åòíîé ðàçíîñòüþ.
Ïðè ï = 1 â ïðîãðåññèè îäèí ÷ëåí. Ïðè ï = 2 ðàçíîñòü

2 1a a-  íå÷åòíà, ïîòîìó ÷òî èíà÷å ÷èñëî 1 2

2
a a+

 áûëî áû

êðàñíîãî öâåòà (ïî ïóíêòó à).
Ïóñòü äëÿ ï = k óòâåðæäåíèå âåðíî. Äîêàæåì åãî äëÿ ï = k +

+ 1. Åñëè 1k ka a+ -  ÷åòíî, òî ÷èñëî 1

2
k ka a ++

 êðàñíîãî öâåòà

(ïî ïóíêòó à). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, 1k ka a+ -  íå÷åòíî. Òîã-

äà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè 1 1k ka a+ --  ÷åòíî. Çíà÷èò,
1 1

2
k ka a+ -+

 êðàñíîå. Ïîýòîìó 1 1

2
k k

k
a a

a+ -+
= , ÷òî è òðåáîâà-

ëîñü.
Ïóñòü òåïåðü 1, , Nd dK  – ðàçíîñòè ïðîãðåññèé. Äîêàæåì, ÷òî

1

1
1

N

jj d=

=å . Ïóñòü 
1
max j

j N
a b

£ £
= , ãäå jb  – ìèíèìàëüíîå ÷èñëî

öâåòà j. Äàëåå, ïóñòü D – íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ

jd . Òîãäà ñðåäè ÷èñåë à + 1, ..., à + D ðîâíî jD d  ÷èñåë
öâåòà j (òàê êàê ÷èñëà öâåòà j îáðàçóþò ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-

ñòüþ jd ) . Çíà÷èò, 
1

N

jj

D
D

d=

= å , è 
1

1
1

N

jj d=

=å .

Ïðèâåäåì âñå äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Òàê êàê âñ å jd
íå÷åòíû, ïîëó÷èì â çíàìåíàòåëå íå÷åòíîå ÷èñëî, à â ÷èñëèòå-
ëå – ñóììó N íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ, ðàâíóþ çíàìåíàòåëþ è,
çíà÷èò, íå÷åòíóþ. Ïîýòîìó N íå÷åòíî.

11 êëàññ

1. õ = –ð/ 6.
Åñëè 1x , 2x  – àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïàðàáîë,
òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ [ ]0 1 2;x x xÎ  ïëîùàäü ÷àñòè èñõîä-
íîé ôèãóðû, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò âåðòèêàëüíîé ïðÿ ìîé ñ
àáñöèññîé 0x , ðàâíà

( ) ( )( )
2

1

2 2
0 2

x

x

S x x x px q dx= - - + + =ò ( )
0

1

23
x

x

x px q dx- - -ò ,

ò.å. ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè íîâ îé ôè-
ãóðû, îãðàíè÷åííîé îñüþ àáñöèññ è íîâîé ïàðàáîëîé

23y x px q= - - - .

Íî íîâàÿ ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü õ â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè

1x , 2x , à çíà÷èò, ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé

ïðÿìîé ñ àáñöèññîé 1 2

2
x x+

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü íîâîé

ôèãóðû (ðàâíî êàê è èñõîäíîé) ðàçäåëèòñÿ ïîïîëàì, ê îãäà

( )
1 2

0 2 2 3 6
x x p p

x
+ -

= = - = -
× -

.

Êîììåíòàðèé . Ðàâåíñòâî ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé
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èñõîäíîé è íîâîé ôèãóð ìîæíî îáîñíîâàòü è áåç èñïîë üçîâà-
íèÿ èíòåãðàëà – íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Êàâàëüåðè,
ò.å. èç ðàâåíñòâà äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðòèêàëüíûõ îòðå ç-
êîâ

2 22 ;x x px qé ù- + +ë û è 23 ; 0x px qé ù- - -ë û
ïðè êàæäîì çíà÷åíèè [ ]1 0;x x xÎ .
2. 47.
Åñëè 2 2008n £ , òî 2008! äåëèòñÿ íà nn  (òàê êàê ÷èñëà ï ,
2n, ..., ( ï – 1) ï è 2n  ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë 1, 2, ..., 2007,
2008). Ïîñêîëüêó 2 244 2008 45< < , äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äå-
ëèìîñòü 2008! íà nn  ïðè 45n ³ .
1) 2008! äåëèòñÿ íà 45 45 9045 5 3= × , òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 1,
2, ..., 2007, 2008 çàâåäîìî íàéäåòñÿ 45 ÷èñåë, êðàò íûõ 5, è 90
÷èñåë, êðàòíûõ 3 (ïîñêîëüêó 5 45 225 2008× = <  è
3 90 270 2008× = < ).
2) 2008! äåëèòñÿ íà 46 46 4646 2 23= × , òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 1,
2, ... , 2007, 2008 çàâåäîìî íàéäåòñÿ 46 ÷èñåë, êðàòíûõ 2, è  46
÷èñåë, êðàòíûõ 23 ( 23 46 1058 2008× = < ).
3) 2008! íå äåëèòñÿ íà 4747 , òàê êàê ÷èñëî 47 ïðîñòîå, è ïî-
ýòîìó ñðåäè ÷èñåë 1, 2, ..., 2007, 2008 åñòü ëèøü 4 2 ÷èñëà,
êðàòíûõ 47 ( 47 42 1974 2008 2021 43 47× = < < = × ).
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî õ íàè-
ìåíüøèì íàòóðàëüíûì ï, äëÿ êîòîðîãî õ! íå äåëèòñÿ íà nn ,
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî ð, òàêîå, ÷òî 2p x> .
3. Íåâîçìîæíî.
Ïóñòü õ – ÷èñëî øêîëüíèêîâ, ñäåëàâøèõ íå áîëåå ÷åì ïî 3
îøèáêè, ó – ÷èñëî øêîëüíèêîâ, ñäåëàâøèõ ïî 4 èëè ïî 5
îøèáîê, a z – ÷èñëî øêîëüíèêîâ, ñäåëàâøèõ íå ìåíåå ÷åì ïî
6 îøèáîê. Òîãäà õ + ó + z = 333.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z > õ. Òîãäà z = õ + t, ãäå 1t ³ . Â ýòîì
ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

( )1000 0 3 6 3 3 3x y z y x t z³ × + + = + + + =

= ( )3 3 999 3 1002x y z t t+ + + = + ³ ,

à ýòî íåâîçìîæíî.
4. Òàê êàê OD – âûñîòà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ÌÀÎ , òî 2MO MA MD= ×  (ðèñ.17). Ïîñêîëüêó Î  – öåíòð

âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî 
2

CAO ACO OBC
p

Ð + Ð + Ð = . Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, èç òðåóãîëüíèêà ÀÎÑ ïîëó÷àåì, ÷òî

( )AOC CAO ACOpÐ = - Ð + Ð =

= 2 2 2
OBC OBC

p p p
p æ ö- - Ð = + Ð >ç ÷è ø .

Îòñþäà

2
MOC AOC OBC

p
Ð = Ð - = Ð ,

è MOB MCOD D:  ( OMCÐ  – îáùèé). Ñëåäîâàòåëüíî,

MO MB
MC MO

= ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî 2MO MB MC= × . Èç ðàâåíñòâà
MA MD MB MC× = ×  ïîëó÷àåì, ÷òî MAB MCDD D: . Ñëåäî-
âàòåëüíî, MBA MDC ADCpÐ = Ð = - Ð , ò.å. âîêðóã ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå òîò ôàêò, ÷ òî ÎÌ
ÿâëÿåòñÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ê äâóì îêðóæíîñòÿì, îïèñ àííûì
îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ADO è ÎÂÑ ñîîòâåòñòâåííî.
5. à) 2; á) 2, 4, 38, 76.

Óêàçàíèÿ . Ïóñòü ÷åðåç t ìèíóò íà ëåíòå ëåæàò ( )m t  äåòàëåé

òèïà À è ( )k t  äåòàëåé òèïà Â. Òàê êàê ( )m t  è ( )k t  èìåþò

ðàçíóþ ÷åòíîñòü, òî ( ) ( )m t k t-  ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî
çíà÷åíèÿ 1, 3, 5, ... Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ èñõîäíîå  ðàñïîëî-
æåíèå ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî  âåëè-

÷èíà ( ) ( )m t k t-  íå èçìåíÿåòñÿ. Äàëåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

( ) ( )m t k t-  = 1 ïðè âñåõ t. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäè ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûõ 76 äåòàëåé òèïû À è Â âñòðå÷àþòñÿ ïî 38 ðàç
è ïîòîìó 76 – ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ. Åñëè  ñèòóà-
öèÿ íà êîíâåéåðå âïåðâûå ïîâòîðèëàñü ÷åðåç ï ìèíóò, òî ï –
ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîòîìó äåëè ò 76.
Òàê êàê íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 76 äåòàëè À è Â âñòðå÷àþò-
ñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç, ýòî æå âåðíî è äëÿ ïåðèîäà  äëèíû
ï. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n – ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà ï = 2, 4, 38
èëè 76. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè çíà÷åíèÿ ðåà ëèçó-
þòñÿ.
6. 1 2v ³ + .
Óêàçàíèÿ . Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íà÷àëî
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé À, à òî÷êè Â, Ñ è D èìåþò êîîð-
äèíàòû (0, 1), (1, 1) è (1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ó ñëîâèþ
ëèñà âíà÷àëå íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé ó = õ. Â ìîìåíò, êîãäà
ëèñà íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé ïðÿìîé ó = õ + à, çàéöû âñåãäà

ñìîãóò íàõîäèòüñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè 0, 1
2

a

v
æ ö

+ç ÷è ø
 è

1 , 0
2

a

v
æ ö

-ç ÷è ø
 ñîîòâåòñòâåííî (ïîêà ýòè êîîðäèíàòû íåîòðèöà-

òåëüíû). Ïðè 
2 2 2

2 1 2 1

v v
v

v v

-
> ×

- -
, ò.å. ïðè 1 2v < + , òàêîå

ïîâåäåíèå çàéöåâ ïîçâîëÿåò ñïàñòèñü îäíîìó èç íèõ.

Ïóñòü òåïåðü 1 2v ³ + . Äîïóñòèì, ÷òî ñíà÷àëà ëèñà áåæèò
ïî ïðÿìîé ó = õ ê òî÷êå À ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ. Îáÿçà-
òåëüíî íàñòàíåò òàêîé ìîìåíò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ëèñ û äî
ýòîé òî÷êè ñòàíåò ðàâíûì íàèìåíüøåìó èç ðàññòîÿíèé îò çàé-
öåâ äî òî÷êè À. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî íàèìåíüøèì áóäåò ðàññòîÿíèå îò ïåðâîãî çàéöà äî  À, à
êîîðäèíàòû ëèñû è ïåðâîãî çàéöà â ýòîì ìîìåíò ðàâíû  ( ),a a

è ( )0, 2a  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî ñ

ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ñíà÷àëà â òî÷êó ñ êîîðäèíàòî é
( )0, 2a , à çàòåì â òî÷êó À, ëèñà ïîéìàåò ïåðâîãî çàéöà è îêà-
æåòñÿ â òî÷êå À íå ïîçæå âòîðîãî. Ïîáåæàâ çàòåì ïî ëó÷ó
AD, ëèñà ïîéìàåò è åãî.
7. à) Íåò; á) äà; â) äà.
Óêàçàíèÿ . à) Â ïðàâèëüíîì îêòàýäðå  íåëüçÿ âûáðàòü ÷åòûðå
âåðøèíû ñ óêàçàííûì â ýòîì ïóíêòå ñâîéñòâîì.
á, â) Â ïðîèçâîëüíîì ìíîãîãðàííèêå íóæíî âçÿòü òàêè å ÷åòû-
ðå âåðøèíû, ÷òî îáðàçîâàííûé èìè òåòðàýäð îáëàäàåò íàè-
áîëüøèì âîçìîæíûì îáúåìîì.
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9 êëàññ

1. Ìÿ÷ ïîïàäåò â êîëüöî íîìåð 6.
2. Óñêîðåíèå ãðóçà ðàâíî íóëþ, à óñêîðåíèå êîðîáêè íàï ðàâ-
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M m

a g
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8 êëàññ

1. v > 11,8 ì/ñ. 2. 2 ìH nh» = . 3. Íà 28%.
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