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Ëàçåð – çàìå÷àòåëüíîå
äîñòèæåíèå XX âåêà

Ï.ÊÐÞÊÎÂ

Âûñîêèå ìîùíîñòè

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè â èìïóëüñå è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìîùíîñòè òðåáóåòñÿ óñèëåíèå. Ëàçåð-óñèëèòåëü –
ýòî, ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ëàçåð áåç ðåçîíàòîðà. Óñèëåíè å
ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðîïóñêàíèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ÷å-
ðåç àêòèâíóþ ñðåäó ëèáî ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðîõîäîâ ÷åðåç íåñêîëüêî ñëîåâ àêòèâíîé ñðåäû (ìíî-
ãîêàñêàäíîå óñèëåíèå), ëèáî ïóòåì íåñêîëüêèõ ïðîõî-
äîâ ÷åðåç îäèí è òîò æå ñëîé (ìíîãîïðîõîäîâîå óñèëå -
íèå). Èìïóëüñ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ óñèëåíèÿ, âûðå-
çàåòñÿ èç íåïðåðûâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÓÊÈ ñ
ïîìîùüþ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî çàòâîðà.

Îäíàêî óñèëåíèå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â âèäå ÓÊÈ
ñâÿçàíî ñ ïðèíöèïèàëüíîé òðóäíîñòüþ. Èç-çà ìàëîé
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà ìîùíîñòü ïðè ñðàâíèòåëüíî
ìàëîé ýíåðãèè èìïóëüñà äîñòèãàåò òàêîãî óðîâíÿ, ïðè
êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîâðåæäåíèå ìàòåðèàëà àêòèâíîé
ñðåäû ñîáñòâåííûì óñèëåííûì èçëó÷åíèåì. Òàê, ïðè
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà ìåíüøå 100 ôñ ýíåðãèè èì-
ïóëüñà îêîëî 310-  Äæ ñîîòâåòñòâóåò ìîùíîñòü ñâûøå
1010 Âò. Ïðè òàêîé ìîùíîñòè ýôôåêò ñàìîôîêóñèðîâ-
êè èãðàåò âðåäíóþ ðîëü. Èçëó÷åíèå ôîêóñèðóåòñÿ
âíóòðè ìàòåðèàëà è âûçûâàåò åãî ïîâðåæäåíèå.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ïðåïÿòñòâèÿ áûë èçîáðåòåí
çàìå÷àòåëüíûé ñïîñîá, ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà ïåðåä åãî óñèëå-
íèåì óâåëè÷èâàåòñÿ âî ìíîãî ðàç (èìïóëüñ «ðàñòÿãèâà -
åòñÿ»). Ïðè ýòîì ìîùíîñòü óìåíüøàåòñÿ âî ñòîëüêî æå
ðàç. Ïîñëå ýòîãî «ðàñòÿíóòûé» èìïóëüñ ìîæíî óñèëè-
âàòü äî óðîâíÿ ýíåðãèè, áîëüøåãî âî ñòîëüêî æå ðàç.
Çàòåì òàêîé «ðàñòÿíóòûé» è óñèëåííûé èìïóëüñ ñíîâà
«ñæèìàåòñÿ» äî ïåðâîíà÷àëüíîé äëèòåëüíîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå ìîùíîñòü óñèëåííîãî èìïóëüñà ñîîòâåòñòâåí-
íî âîçðàñòàåò.

Êîíêðåòíî ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê
óêàçûâàëîñü ðàíüøå, äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà óâåëè÷è-
âàåòñÿ èç-çà äèñïåðñèè, à óâåëè÷åííóþ òàêèì îáðàçîì
äëèòåëüíîñòü ìîæíî ñâåñòè ê ïåðâîíà÷àëüíîìó çíà÷å-
íèþ ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà â
óñòðîéñòâå èç äâóõ ïðèçì. Âîò òàêàÿ îïåðàöèÿ ðàñòÿ-
æåíèÿ è ñîêðàùåíèÿ äëèòåëüíîñòè è ïðèìåíÿåòñÿ â
óñèëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Ïðè ýòîì äëÿ ïîâûøåíèÿ
âåëè÷èíû äèñïåðñèè èñïîëüçóþòñÿ íå ïðèçìû, à äèô-
ðàêöèîííûå ðåøåòêè. Îíè ãîðàçäî ñèëüíåå îòêëîíÿþò
ëó÷è ñ ðàçíîé äëèíîé âîëíû, è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ íè ìè

ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî áîëüøåå ðàñòÿæåíèå è ïîñëå-
äóþùåå ñæàòèå.

Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè, â êîòîðîé èñ-
ïîëüçóåòñÿ ýòà òåõíèêà, ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 15. Ñ

ïîìîùüþ ïàðû äèôðàêöèîííûõ ðåøåòîê («ðàñòÿãèâà-
òåëü») äëèòåëüíîñòü ôåìòîñåêóíäíîãî èìïóëüñà óâå-
ëè÷èâàåòñÿ áîëåå ÷åì â 410  ðàç. Ýíåðãèÿ ïðè ýòîì
óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà, íî ìîùíîñòü
óìåíüøàåòñÿ ïî÷òè â 410  ðàç. Çàòåì ðàñòÿíóòûé èì-
ïóëüñ íàïðàâëÿåòñÿ â óñèëèòåëüíóþ ñèñòåìó, îáùèé
êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòü

6 710 10- . Ïîñëå óñèëåíèÿ èìïóëüñ ïðîõîäèò ÷åðåç
âòîðóþ ïàðó äèôðàêöèîííûõ ðåøåòîê («êîìïðåññîð»).
Îíè íàñòðîåíû òàê, ÷òî êîìïåíñèðóþò äèñïåðñèþ
ïåðâîé ïàðû, è äëèòåëüíîñòü óñèëåííîãî èìïóëüñà
ñíîâà ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê ïåðâîíà÷àëüíîé. Èìåííî ñ
ïîìîùüþ òàêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ ïîëó÷àòü ôåìòîñåêóí-
äíûå èìïóëüñû ñ ïèêîâûìè ìîùíîñòÿìè âïëîòü äî
ïåòàâàòòíîãî óðîâíÿ.

Èçìåðåíèå äëèòåëüíîñòè ÓÊÈ

Òåïåðü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âîïðîñ â òîì, êàê æå
èçìåðÿþò äëèòåëüíîñòè ñòîëü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ.
Îáû÷íî ôîðìó èìïóëüñà ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ ðåãèñò-
ðèðóþò, èñïîëüçóÿ ôîòîýëåêòðîííûå ïðèáîðû (ôîòî-
ýëåìåíòû, ôîòîñîïðîòèâëåíèÿ, ôîòîóìíîæèòåëè), êî-
òîðûå ïðåîáðàçóþò ñâåò â ýëåêòðè÷åñêèå ñèãíàëû,Ïðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹3.

Ðèñ.15. Ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ óñèëåíèÿ ÓÊÈ
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ïðîïîðöèîíàëüíûå èíòåíñèâíîñòè ñâåòà. Çàòåì ýëåêò-
ðè÷åñêèå ñèãíàëû ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îñöèë-
ëîãðàôà. Âðåìåíí • å ðàçðåøåíèå òàêîé ìåòîäèêè (ïî-
ðÿäêà 1 íñ) îãðàíè÷åíî ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêèõ öåïåé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî â 1000 ðàç ðàçðåøåíèÿ,
íóæíîãî äëÿ èçìåðåíèÿ ÓÊÈ, èñïîëüçóþòñÿ îíè ñàìè.
Êîíêðåòíåå, èñïîëüçóåòñÿ ýôôåêò íåëèíåéíîé îïòèêè
– ãåíåðàöèÿ 2-é ãàðìîíèêè  ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòî
ÿâëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïðîïóñêàíèè
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûé íåëèíåé-
íûé êðèñòàëë íåêîòîðàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ ïðåîáðàçóåò-
ñÿ â èçëó÷åíèå ñ äëèíîé âîëíû â 2 ðàçà ìåíüøå – 2-ÿ
ãàðìîíèêà ÷àñòîòû. Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷å-
íèÿ ýòîé ãàðìîíèêè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó èíòåí-
ñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
êðèñòàëë.

Ñõåìà óñòðîéñòâà äëÿ èçìåðåíèÿ äëèòåëüíîñòè ÓÊÈ,
îñíîâàííàÿ íà ãåíåðàöèè 2-é ãàðìîíèêè, ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñóíêå 16. Îñíîâíîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî
èçâåñòíûé â îïòèêå èíòåðôåðîìåòð  Ìàéêåëüñîíà .

Ïó÷îê ñâåòà â âèäå ÓÊÈ ðàçäåëÿåòñÿ ïîëóïðîçðà÷íûì
çåðêàëîì íà äâà ðàâíûõ ïî èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà (ïëå-
÷è èíòåðôåðîìåòðà). Êàæäûé èç íèõ îòðàæàåòñÿ îá-
ðàòíî íà ïîëóïðîçðà÷íîå çåðêàëî, ïðè÷åì îäèí èç
îòðàæàòåëåé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäåðæêîé ñâåòà. Ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîëóïðîçðà÷íî-
ãî çåðêàëà ïó÷êè îáîèõ ïëå÷ ñâîäÿòñÿ âìåñòå (íàêëàä û-
âàþòñÿ äðóã íà äðóãà) è ìîãóò èíòåðôåðèðîâàòü.
Ñëîæåííûå âìåñòå ïó÷êè ïðîõîäÿò íåëèíåéíûé êðèñ-
òàëë, ãäå ãåíåðèðóåòñÿ èçëó÷åíèå 2-é ãàðìîíèêè, êîò î-
ðîå âûäåëÿåòñÿ ôèëüòðîì è ðåãèñòðèðóåòñÿ.

 Ïîñìîòðèì, êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ èíòåíñèâíîñòü
ðåãèñòðèðóåìîãî ñèãíàëà ïðè ðàçíûõ çàäåðæêàõ. Ïóñòü
ýòà çàäåðæêà áîëüøå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà. Â ýòîì
ñëó÷àå êàæäûé èìïóëüñ ðàçäåëüíî ãåíåðèðóåò èçëó÷å-
íèå 2-é ãàðìîíèêè, è áóäåò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ ñèãíàë ñ

èíòåíñèâíîñòüþ ( )2 2 2
2 2I I I Iw w w w: + = , ãäå 2I w  – ñèãíàë

íà âòîðîé ãàðìîíèêå, à I w  – ñèãíàë íà îñíîâíîé
÷àñòîòå. Ïóñòü òåïåðü çàäåðæêà ðàâíà íóëþ, ò.å. èì-
ïóëüñû íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîèñõîäèò èíòåðôåðåíöèÿ. Ïðè ñëîæåíèè àìïëèòóä â
ôàçå ðåçóëüòèðóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü âîçðàñòàåò íå â 2 ,
à 4 ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàë âòîðîé ãàðìîíèêè

( )2 2
2 4 16I I Iw w w: = . Ïðè ñëîæåíèè àìïëèòóä â ïðîòè-

âîôàçå èíòåíñèâíîñòü ðàâíà íóëþ. Ïðè çàäåðæêå,
îòëè÷íîé îò íóëÿ, íî ìåíüøåé äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà,
áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ íåðàâíûå àìïëèòóäû, è ñèãíàë

2I w  áóäåò ïðèíèìàòü ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó
216I w  è 0.

Çàâèñèìîñòü ñèãíàëà 2-é ãàðìîíèêè îò çàäåðæêè
îäíîãî èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî èìååò âèä,
ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 17. Ïðè çàäåðæêàõ, á • ëüøèõ
äëèòåëüíîñòè èì-
ïóëüñà, èíòåðôå-
ðåíöèÿ îòñóòñòâóåò,
è íàáëþäàåòñÿ ïî-
ñòîÿííûé óðîâåíü
ñèãíàëà. Ïðè ïîë-
íîì ñîâïàäåíèè ñèã-
íàë âîçðàñòàåò â 8
ðàç, ïðè÷åì èç-çà
èíòåðôåðåíöèè íà-
áëþäàåòñÿ «èçðå-
çàííîñòü». Ïåðèîä
èíòåðôåðåíöèîí-
íîé êàðòèíû îïðå-
äåëÿåòñÿ äëèíîé âîëíû ìàêñèìóìà ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ.
Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî øèðèíà ïðîôèëÿ çàâèñèìîñòè
èíòåíñèâíîñòè îò âðåìåíè çàäåðæêè – ýòà çàâèñèìîñòü
íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé èíòåíñèâ-
íîñòè  – îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ øèðèíîé ïðîôèëÿ
çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè â èìïóëüñå îò âðåìåíè
(äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà). Ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé ïðîôèëü â 1,5 ðàçà øèðå
âòîðîãî.

Ïðèìåíåíèå ëàçåðîâ ôåìòîñåêóíäíûõ
èìïóëüñîâ

Èç âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ èñïîëüçîâàíèÿ â íàóêå è
òåõíèêå ëàçåðîâ ÓÊÈ ðàññìîòðèì ëèøü òðè ïðèìåðà.
Îäèí – îñíîâàííûé íà óëüòðàêîðîòêîé äëèòåëüíîñòè
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, äðóãîé – íà ñâåðõâûñîêîé èíòåí -
ñèâíîñòè è òðåòèé – íà óíèêàëüíîé îñîáåííîñòè èçëó-
÷åíèÿ ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðà íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ.

1) Áûñòðîäåéñòâóþùàÿ ýëåêòðîíèêà

Ñòðåìëåíèå ê ìèíèàòþðèçàöèè è ïîâûøåíèþ áûñòðî-
äåéñòâèÿ ýëåêòðîííûõ ñõåì ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíûì
ñõåìàì. Ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ òðóäíî èññëåäîâàòü ïðî-
õîæäåíèå êîðîòêèõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïî ýëåìåí-
òàì ñõåìû ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîãî îñöèëëîãðàôà èç-
çà èñêàæåíèé ñèãíàëîâ â ïðîâîäàõ, ïîäñîåäèíÿåìûõ ê
ñõåìå. Ëàçåðû ÓÊÈ ïîçâîëèëè óñïåøíî ðåàëèçîâàòü
ñõåìó áåñêîíòàêòíîãî îñöèëëîãðàôèðîâàíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ ðàçðåøåíèåì, ëó÷øèì ÷åì 1 ïñ.

Ðèñ.16. Ñõåìà èçìåðåíèÿ äëèòåëüíîñòè ÓÊÈ: 1, 2 – îò ðàæàòåëè (îäèí
ñ ðåãóëèðóåìûì ïåðåìåùåíèåì); 3 – ëèíçà; 4 – íåëèíå éíûé
êðèñòàëë; 5 – ôèëüòð äëÿ âûäåëåíèÿ 2-é ãàðìîíèêè; 6  – ôîòîýëåê-
òðè÷åñêèé ïðèåìíèê

Ðèñ.17. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
èíòåíñèâíîñòè
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Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îäèí ÓÊÈ
çàïóñêàåò ýëåêòðîííóþ ñõåìó, à ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ÓÊÈ, çàäåðæàííîãî íà îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðå-
ìåíè, èçìåðÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë â íóæíîé
òî÷êå ñõåìû. Ñóùåñòâåííîé äåòàëüþ ÿâëÿåòñÿ îïòîý-
ëåêòðîííûé êëþ÷, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çàïóñêàåòñÿ
èññëåäóåìàÿ ñõåìà. Îñíîâîé ñëóæèò ïëàñòèíêà èç
ïîëóïðîâîäíèêà ñ âûñîêèì óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíè-
åì, íà êîòîðîé íàíåñåíû ïðîâîäÿùèå ìåòàëëè÷åñêèå
ïîëîñêè – ýëåêòðîäû (ðèñ.18, à). Âåðõíÿÿ ïîëîñêà
èìååò ðàçðåç â âèäå ùåëè, êîòîðàÿ ðàçðûâàåò ýëåêò-
ðè÷åñêóþ öåïü. Ê êîíöàì ýëåêòðîäîâ ìîæíî ïîäêëþ-
÷èòü èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ. Ïðè îñâåùåíèè ïîëóïðî-
âîäíèêà ÷åðåç ùåëü ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì â âèäå
ÓÊÈ ñ îïðåäåëåííîé äëèíîé âîëíû â ïîâåðõíîñòíîì
ñëîå ïîëóïðîâîäíèêà çà âðåìÿ äåéñòâèÿ îáëó÷åíèÿ
âîçíèêàåò áîëüøîå ÷èñëî íîñèòåëåé òîêà ( ýëåêòðîí-
íî-äûðî÷íûõ ïàð ), è ïîëóïðîâîäíèê ñòàíîâèòñÿ ïðî-
âîäÿùèì. Òàêèì îáðàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿ áûñòðîå,
ðàâíîå äëèòåëüíîñòè ÓÊÈ, çàìûêàíèå ýëåêòðè÷åñêîé
öåïè. Â îòñóòñòâèå ñâåòà ïðîèñõîäèò ñàìîïðîèçâîëü-
íîå è äîñòàòî÷íî áûñòðîå óíè÷òîæåíèå íîñèòåëåé (ðå-
êîìáèíàöèÿ ýëåêòðîíîâ è äûðîê), à çíà÷èò, è âîññòà-
íîâëåíèå âûñîêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çà âðåìÿ, ìåíüøåå
1 ïñ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîæíî áûñòðî âêëþ÷èòü è
âûêëþ÷èòü íàïðÿæåíèå, ò.å. ñôîðìèðîâàòü óëüòðàêî-
ðîòêèé ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ, çàïóñêàþùèé èíòåã-
ðàëüíóþ ñõåìó.

Ðåãèñòðàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïðîâîäèòñÿ
ìåòîäîì ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ñòðîáèðîâàíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî  ïðîáíèêà  (ðèñ.18, á). Ýòîò

ïðîáíèê îñíîâàí íà ýôôåêòå äâîéíîãî ëó÷åïðåëîìëå-
íèÿ â ýëåêòðîîïòè÷åñêîì êðèñòàëëå ïðè ïðèëîæåíèè
ê íåìó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñëè òàêîé êðèñòàëë
ïîìåùåí ìåæäó ñêðåùåííûìè ïîëÿðèçàòîðàìè, òî ïðî-
ïóñêàíèå ñâåòà ÷åðåç íèõ áóäåò çàâèñåòü îò íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ïðîõîæäåíèè ïî
öåïè ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà âîêðóã ïðîâîäíèêà âîç-
íèêàåò áûñòðî èçìåíÿþùååñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Îíî
ïðîíèêàåò â áëèçêî ðàñïîëîæåííûé êðèñòàëë, è ïî
ïðîïóñêàíèþ ñâåòà ÷åðåç ñêðåùåííûå ïîëÿðèçàòîðû
ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñëè
ýòî ñâåò â âèäå ÓÊÈ, òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðåãèñò-
ðèðóåòñÿ ëèøü â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÓÊÈ ÷åðåç
êðèñòàëë.

 Èçìåíÿÿ âåëè÷èíó çàäåðæêè ìåæäó çàïóñêîì èññëå-
äóåìîé ýëåêòðîííîé ñõåìû è ñèãíàëîì íàâåäåííîãî
äâîéíîãî ëó÷åïðåëîìëåíèÿ, ìîæíî èçìåðèòü âåëè÷èíó
ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
çàäåðæêè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îñöèëëîãðàììà
ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â èí-
òåãðàëüíîé ñõåìå.

Íà îñíîâå òàêîãî ïðèíöèïà áûë ñîçäàí ñòðîáîñêîïè-
÷åñêèé îïòîýëåêòðîííûé îñöèëëîãðàô . Åãî ïðèíöè-
ïèàëüíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 18, â. Èñïîëü-
çîâàëñÿ î÷åíü ìàëåíüêèé ýëåêòðîîïòè÷åñêèé êðèñòàëë,
íà íèæíþþ ãðàíü êîòîðîãî íàíåñåíî äèýëåêòðè÷åñêîå
îòðàæàþùåå ïîêðûòèå. Òàê êàê çàïóñê èññëåäóåìîé
ñõåìû è ðåãèñòðàöèÿ ñèãíàëà îñóùåñòâëÿþòñÿ îäíèì è
òåì æå ëàçåðíûì ÓÊÈ, èñêëþ÷àåòñÿ «äðîæàíèå» ñèã-
íàëà îòíîñèòåëüíî çàïóñêà. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî
òî÷íî ðåãèñòðèðîâàòü ýëåêòðè÷åñêèå ñèãíàëû.

Ðèñ. 18. Îïòîýëåêòðîíèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðíûõ Ó ÊÈ: à) îïòîýëåêòðîííûé êëþ÷; á) ïðèíöèï ýëåêòðîîïòè ÷åñêîãî ñòðîáèðîâàíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà; â) îïòîýëåêòðîííûé îñöèëëîã ðàô
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2) Ãåíåðàöèÿ èìïóëüñîâ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ

àòòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè

Äîñòèãíóòàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà 5 ôñ áëèçêà ê
ïåðèîäó ñâåòîâîé âîëíû – äëèíå âîëíû 0,8 ìêì ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðèîä 2,7 ôñ. ×òîáû ïîëó÷èòü äëèòåëüíîñò ü
èìïóëüñà èçëó÷åíèÿ åùå ìåíüøå, íóæíî, ÷òîáû ïåðèîä
è äëèíà âîëíû áûëè êîðî÷å. Ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî
èçëó÷åíèÿ â âèäå èìïóëüñîâ â íåñêîëüêî ïåðèîäîâ è ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè, äîñòèãàþùèìè 18 210  Âò ñì , óäàåò-
ñÿ ïîëó÷àòü âñïûøêè óæå íå îïòè÷åñêîãî, à ðåíòãåíî-
âñêîãî èçëó÷åíèÿ ñ äëèíàìè âîëí äî 3 íì è ñ äëèòåëü -
íîñòüþ äî 200 àñ (1 àòòîñåêóíäà = 1810-  ñåêóíä). Ñ ýòîé
öåëüþ ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ôîêóñèðóåòñÿ â îäíîàòîì-
íûé ãàç (ãåëèé èëè êðèïòîí), àòîìû êîòîðîãî ñèëüíî
óäåðæèâàþò ýëåêòðîíû. Íà íàó÷íîì ÿçûêå ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî àòîìû èìåþò âûñîêèé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè
(íàïðÿæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðè êîòîðîì ýëåê-
òðîí îòðûâàåòñÿ îò àòîìà).

Ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû ñ àòîìîì â òå÷åíèå åå ïåðèîäà ñ ìàêñèìàëü -
íîé àìïëèòóäîé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 19. Ìàêñè-
ìàëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé

âîëíû ïðåâûøàåò òó, ÷òî óäåðæèâàåò ýëåêòðîí â àòîìå .
Â ìîìåíò 1 ýëåêòðîí îòðûâàåòñÿ îò àòîìà (ïðîèñõîäèò
èîíèçàöèÿ ïîëåì ñâåòîâîé âîëíû) è íà÷èíàåò óñêî-
ðÿòüñÿ. Íî ïðåæäå ÷åì îí óäàëèòñÿ íà çíà÷èòåëüíîå
ðàññòîÿíèå îò ñâîåãî àòîìà, ïðåâðàòèâøåãîñÿ â èîí,
ïîëå â âîëíå èçìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé
(ìîìåíò 2). Òåïåðü íàðàñòàþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
óñêîðÿåò ýëåêòðîí îáðàòíî ê èîíó, ïðè÷åì íà ýëåêòðî í
äåéñòâóþò êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ñâåòîâîé âîëíû,
òàê è êóëîíîâñêîå ïðèòÿæåíèå ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåí-
íîãî èîíà. Â ðåçóëüòàòå óñêîðåííûé ýëåêòðîí óäàðÿåò
èîí è âûçûâàåò èñïóñêàíèå ôîòîíà, ïîäîáíî òîìó êàê
ýòî ïðîèñõîäèò â ðåíòãåíîâñêîé òðóáêå. Ìàêñèìàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ôîòîíà ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà
â ìîìåíò óäàðà è ìîæåò äîñòèãàòü, êàê ïîêàçûâàþò
ðàñ÷åòû, 300 ýÂ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû ôîòî íà
3 íì. Â îáëàñòü ôîêóñà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïîïàäàåò
áîëüøîå ÷èñëî àòîìîâ, ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ñîãëàñî-
âàííîå èñïóñêàíèå ìíîãèõ ôîòîíîâ. Ñàì ïðîöåññ èñ-
ïóñêàíèÿ ïðè ýòîì ïðîäîëæàåòñÿ äîëè ïåðèîäà ñâåòî-
âîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ àòòîñåêóíäíàÿ
äëèòåëüíîñòü âñïûøêè è êîãåðåíòíîñòü èñïóñêàåìîãî
èçëó÷åíèÿ.

3) Ïðåöèçèîííîå èçìåðåíèå ÷àñòîòû ñâåòîâîé âîëíû
(îïòè÷åñêèå ÷àñû)

Äî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíåãî âðåìåíè ëàçåðû, ãåíåðè-
ðóþùèå óëüòðàêîðîòêèå èìïóëüñû è èìåþùèå øèðî-
êèé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà,
è ëàçåðû, ãåíåðèðóþùèå âûñîêî ìîíîõðîìàòè÷íîå
èçëó÷åíèå ñ î÷åíü óçêèì ñïåêòðîì, ðàññìàòðèâàëèñü
êàê âçàèìíî èñêëþ÷àþùèå ñèñòåìû. Ëàçåðû ÓÊÈ
ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðå-
äåëüíî êîðîòêèìè èíòåðâàëàìè âðåìåíè, à ëàçåðû ñî
ñâåðõóçêèì ñïåêòðîì – äëÿ ïðåöèçèîííîãî èçìåðåíèÿ
òåêóùåãî âðåìåíè â ñõåìàõ ñâåðõòî÷íûõ ÷àñîâ. Ñ
ïîÿâëåíèåì ôåìòîñåêóíäíûõ ëàçåðîâ, ðàáîòàþùèõ â
íåïðåðûâíîì ðåæèìå, ïðîèçîøëî óäèâèòåëüíîå ñëèÿ-
íèå ýòèõ, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ íàïðàâ-
ëåíèé.

Îò ãëóáîêîé äðåâíîñòè äî íàøèõ äíåé ÷åëîâåê ðåøà-
åò ïðîáëåìó èçìåðåíèÿ âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå ñîçäàþò -
ñÿ âñå áîëåå òî÷íûå ÷àñû è ñïîñîáû èçìåðåíèÿ âñå áî ëåå
êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Äëÿ èçìåðåíèÿ òåêóùå-
ãî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ñòàáèëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé
ïðîöåññ – òîãäà èçìåðåíèå âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷å òó
÷èñëà ïåðèîäîâ çà èçìåðÿåìûé èíòåðâàë. Äëÿ òîãî
÷òîáû îïðåäåëèòü òî÷íîñòü õîäà ÷àñîâ, íóæíî ñðàâíèò ü
èõ ñ ýòàëîíîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ïåðåñ÷èòàòü
÷èñëî ïåðèîäîâ ýòàëîíà è ñðàâíèâàåìûõ ÷àñîâ, ïîêà í å
ïîëó÷èòñÿ ðàçëè÷èå â îäèí ïåðèîä. Âåëè÷èíà, îáðàò-
íàÿ ÷èñëó ïåðèîäîâ, è áóäåò îïðåäåëÿòü òî÷íîñòü.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì âûøå ÷àñòîòà, òåì ìåíüøèé èíòåð-
âàë âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òàêîãî ñðàâíåíèÿ. Ïîýòî -
ìó ñòðåìÿòñÿ èñïîëüçîâàòü ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ íå
òîëüêî ñî ñòàáèëüíîé, íî è ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé.

Ñ äàâíèõ ïîð â êà÷åñòâå ñòàáèëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðîöåññà ïðèíèìàåòñÿ âðàùåíèå Çåìëè. Íî åãî ïåðèîä
ñëèøêîì âåëèê, è ïîýòîìó ÷àñòîòà âðàùåíèÿ Çåìëè
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ áîëåå âûñîêîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà – îí ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïî ÷àñòîòå âðàùåíèÿ
Çåìëè. Çàòåì íà ñìåíó ÷àñîâ ñ ìàÿòíèêîì ïðèøëè
êâàðöåâûå ÷àñû ñî çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêîé è ñòà-
áèëüíîé ÷àñòîòîé.

Óñïåõè â ñïåêòðîñêîïèè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîêàçà-
ëè, ÷òî êîëåáàíèÿ â ñïåêòðàõ àòîìîâ è ìîëåêóë ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ñòàíäàðòû ÷àñòîòû. Â êà÷åñòâå
òàêîãî ñòàíäàðòà áûëà âûáðàíà ëèíèÿ ñïåêòðà ( ñâåðõ-
òîíêàÿ ñòðóêòóðà ) àòîìà öåçèÿ 133Cs , ÷àñòîòà êîòî-
ðîé ðàâíà 9192631770 Ãö. Îíà ïðèíÿòà â êà÷åñòâå
ìåæäóíàðîäíîãî ýòàëîíà ñåêóíäû. Ýòà ÷àñòîòà ïîïàäà-
åò â äèàïàçîí, â êîòîðîì èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ïðîèçâî-
äÿòñÿ ìåòîäàìè ðàäèîýëåêòðîíèêè.

Äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè ëàçåðîâ ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü
÷ðåçâû÷àéíî óçêèå ëèíèè – âïëîòü äî çíà÷åíèÿ

1810Dn n -:  íà ÷àñòîòå 1510  Ãö , ÷òî, â ïðèíöèïå,
ïîçâîëèëî áû ïîñòðîèòü ñâåðõòî÷íûå ÷àñû. Âûñîêàÿ
îïòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ íåñîìíåííûì ïðåèìóùå-
ñòâîì. Òàê, ñðàâíåíèå äâóõ öåçèåâûõ ÷àñîâ (÷àñòîòà
ïîðÿäêà 1010  Ãö ) ñ òî÷íîñòüþ íà óðîâíå 1510-  òðåáóåò
íåñêîëüêèõ äíåé, ñðàâíåíèå æå äâóõ îïòè÷åñêèõ ÷àñîâ
(÷àñòîòà ïîðÿäêà 1410 – 1510 ) ñ òàêèì æå óðîâíåì
òî÷íîñòè çàíèìàåò âñåãî ëèøü íåñêîëüêî ñåêóíä. Îäíà -
êî, äëÿ òîãî ÷òîáû äåëàòü ÷àñû íà îñíîâå ëàçåðíûõ

Ðèñ.19. Âçàèìîäåéñòâèå ñâåòîâîé âîëíû ñâåðõìîùíîãî èçëó÷åíèÿ
ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðà ñ àòîìîì êðèïòîíà
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âîëí, íåîáõîäèìî èçìåðÿòü èõ ÷àñòîòû, ò.å. ñîïîñòàâ -
ëÿòü èõ ñ ýòàëîíîì ñåêóíäû. Íî â îïòèêå, â îòëè÷èå îò
ðàäèîôèçèêè è ýëåêòðîíèêè, íå ñóùåñòâóåò ïðÿìûõ
ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû, òàì èçìåðÿþò äëèíû âîëí.
Êàçàëîñü áû, íåò ïðîáëåìû îïðåäåëèòü ÷àñòîòó, çíàÿ
äëèíó âîëíû, ïîñêîëüêó cn l= , íî ñêîðîñòü ñâåòà c
ñàìà äîëæíà áûòü èçìåðåíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íî-
ñòüþ. Ïðîáëåìà òî÷íîãî èçìåðåíèÿ âðåìåíè êàê ðàç è
ñâÿçàíà ñî ñòðåìëåíèåì áîëåå òî÷íîãî èçìåðåíèÿ ñ.

Ëàçåðû ôåìòîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ äàëè çàìå÷à-
òåëüíûé ñïîñîá ñîïîñòàâëåíèÿ ÷àñòîòû ëàçåðíîé
ñâåðõóçêîé ëèíèè ñ ÷àñòîòîé öåçèåâîãî ñòàíäàðòà.
Îáñóäèì ñóùíîñòü ýòîãî ñïîñîáà íà ïðèìåðå ëàçåðà,
ðàáîòàþùåãî â íåïðåðûâíîì ðåæèìå, ò.å. èñïóñêàþùå-
ãî ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ (ðèñ.
20,à). Êàê áûëî ïîêàçàíî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâà âîëí ñ
îäèíàêîâûìè èíòåðâàëàìè ÷àñòîò ìåæäó íèìè. Èíûìè
ñëîâàìè, ñïåêòð òàêîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò «ãðå-
áåíêó» ýêâèäèñòàíòíî ðàñïîëîæåííûõ äèñêðåòíûõ ÷à-
ñòîò (ðèñ.20,á). Øèðèíà âñåãî ñïåêòðà ãðåáåíêè Dn
îïðåäåëÿåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñà: 1Dn t: , à èí-

òåðâàë ìåæäó «çóáüÿìè» ãðåáåíêè dn  – èõ ïåðèîäîì  â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 1 Tdn = . Êàê ìû âèäåëè, ýòîò
ïåðèîä çàäàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó çåðêàëàìè ðåçîíà-
òîðà, ïîýòîìó ïóòåì ïåðåìåùåíèÿ îäíîãî èç çåðêàë
ìîæíî ðåãóëèðîâàòü è ñòàáèëèçèðîâàòü ÷àñòîòíûé èí-
òåðâàë ãðåáåíêè. ×àñòîòà ýòîãî èíòåðâàëà ëåæèò â
îáëàñòè äîëåé è åäèíèö ãèãàãåðöà, è åå ìîæíî ñîïîñò à-
âèòü ñ ÷àñòîòîé ýòàëîíà ñåêóíäû. Òàêèì îáðàçîì,
èçëó÷åíèå ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðà íåïðåðûâíîãî äåé-
ñòâèÿ äàåò ñâîåîáðàçíóþ «ëèíåéêó» îïòè÷åñêèõ ÷àñòîò
ñ «äåëåíèÿìè» , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî òî÷íî îïðå-
äåëèòü ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòó ÷àñòîòû .

Ðèñ.20. Âðåìåíí • ÿ (à) è ñïåêòðàëüíàÿ (á) õàðàêòåðèñòèêè ôåìòîñå-
êóíäíîãî ëàçåðà íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ

Ðèñ.21. Ñõåìà èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ëàçåðíîé ëèíèè ïóòå ì ïåðåñ÷åòà
äåëåíèé «ëèíåéêè» îïòè÷åñêèõ ÷àñòîò Ðèñ.22. Øêàëà âðåìåí
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óçêîé ëàçåðíîé ëèíèè ëàçn . Ïóñòü ýòà ÷àñòîòà ïîïà-
äàåò íà êðàñíûé êðàé ãðåáåíêè, à åå 2-ÿ ãàðìîíèêà –
íà ôèîëåòîâûé êðàé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 21.
Òîãäà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íàñòðîéêå äëèíû ðåçîíà-
òîðà ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå ëàç ëàç ëàç2 Nn n n dn- = = , è èçìåðåíèå ëàçåðíîé
÷àñòîòû ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà «çóáüåâ» ãðåáåí-
êè. Ýòîò ïðèíöèï, êîòîðûé, êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå,
îòìå÷åí Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé, ëåæèò â îñíîâå ñîçäà-
íèÿ ñâåðõòî÷íûõ îïòè÷åñêèõ ÷àñîâ.

Ïîäâîäÿ èòîãè, îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëàçåðîâ
ìîæíî èññëåäîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ìàëûå ïðîìåæóò-
êè âðåìåíè è èçìåðÿòü òåêóùåå âðåìÿ ñ ÷ðåçâû÷àéíî
âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì âîççðåíè-
ÿì, âîçðàñò íàøåé Âñåëåííîé îêîëî 20 ìèëëèàðäîâ
ëåò. Åñëè áû ñâåðõòî÷íûå îïòè÷åñêèå ÷àñû, êîòîðûå
ñîçäàþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áûëè çàïóùåíû â ìî-
ìåíò «ðîæäåíèÿ» Âñåëåííîé, ïîêàçàíèÿ èõ ðàñõîäè-
ëèñü áû íå áîëåå ÷åì íà íåñêîëüêî ñåêóíä.

Îòìåòèì, ÷òî ñâåðõòî÷íûå ÷àñû (ñ òî÷íîñòüþ ïî-
ðÿäêà 1410- – 1610- ) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîé ÷àñòüþ

íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû ñ òî÷íîñòüþ äî äîëåé
ìåòðà.

Íà ðèñóíêå 22 ïîêàçàíà øêàëà âðåìåí, íà êîòîðîé
îòìå÷åíû õàðàêòåðíûå ñîáûòèÿ è óêàçàíà îáëàñòü,
èçìåðåíèÿ â êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ëàçåðîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàáîòà ïî ëàçåðàì è èõ ïðèìåíåíèÿì èíòåíñèâíî
ðàçâèâàåòñÿ. Âàæíåéøåé ÷àñòüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðåìëåíèå óñîâåðøåíñòâîâàòü ñàìè ëàçåðû, ñäå-
ëàòü èõ áîëåå ýôôåêòèâíûìè è äîñòóïíûìè. Ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ðàçëè÷-
íûõ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé. Â îáëàñòè
ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå àì-
áèöèîçíûå ïðîåêòû, êàê îáíàðóæåíèå ãðàâèòàöèîí-
íûõ âîëí èëè âûÿñíåíèå òîãî, íå èçìåíÿþòñÿ ëè
ìèðîâûå ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
(ãèïîòåçà Äèðàêà).

Ëþáîçíàòåëüíûå ÷èòàòåëè, æåëàþùèå ïîñâÿòèòü ñåáÿ
íàóêå è òåõíèêå, èìåþò øàíñ ïðèíÿòü ó÷àñòèå â ýòîé
óâëåêàòåëüíîé è ïåðñïåêòèâíîé äåÿòåëüíîñòè.

ÊÂÀÍÒ + DVD
Ìû ðàäû ñîîáùèòü íàøèì ÷èòàòåëÿì, ÷òî âûøåë â ñâåò ýëåêòðîííûé àðõèâ

æóðíàëà «Êâàíò» ñ 1970 ïî 2006 ãîä.
Ìàòåðèàëû, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëå «Êâàíò» çà ìíîã èå ãîäû åãî ñóùåñòâîâà-

íèÿ, áåñöåííû.  È ýòî íå ïóñòûå ñëîâà. Íå îäíî ïîêî ëåíèå «ïðîøåäøèõ» ÷åðåç
«Êâàíò» ìîëîäûõ ëþäåé, êàê èç ÷èñëà çàíÿâøèõ ñåãîäí ÿ äîñòîéíîå ìåñòî â ìèðîâîé
íàóêå, òàê è ïîïîëíèâøèõ ëó÷øèå ðÿäû ñåãîäíÿøíåãî ó ÷èòåëüñòâà, ñ áëàãîäàðíîñòüþ
âñïîìèíàþò æóðíàë «Êâàíò», êîòîðûé â èõ æèçíè ñûãðà ë ðîëü ïóòåâîäíîé çâåçäû,
îïðåäåëèë âûáîð â ïîëüçó ôóíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé.

Ñåãîäíÿ â íàøåì îáùåñòâå ÿâíî ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåí öèÿ âîçðîæäåíèÿ èñòèí-
íûõ öåííîñòåé, âèòàåò â âîçäóõå ïîòðåáíîñòü â âîññò àíîâëåíèè ðåàëüíûõ ïðèîðèòå-
òîâ â îáðàçîâàíèè, ïðîáóæäàåòñÿ èíòåðåñ ê ôóíäàìåíò àëüíûì çíàíèÿì. Ïîýòîìó  ìû
ðåøèëè íà áàçå ãðîìàäíîãî ïîçèòèâíîãî îïûòà, íàêîïë åííîãî òâîð÷åñêèì êîëëåê-
òèâîì æóðíàëà «Êâàíò», ñîçäàòü àäåêâàòíûé ñîâðåìåíí îìó ñîñòîÿíèþ è òåíäåíöè-
ÿì ðàçâèòèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé íàó÷íî-îáðàçî âàòåëüíûé ïðîäóêò. Ìû
óâåðåíû, ÷òî îí, âî-ïåðâûõ, îòêðîåò âñåì æåëàþùèì ï óòü ê óíèêàëüíîìó àðõèâó
æóðíàëà «Êâàíò», à âî-âòîðûõ, äëÿ êîãî-òî ñûãðàåò ð åøàþùóþ ðîëü â âûáîðå
áóäóùåé ïðîôåññèè.

Äèñê ìîæíî ïðèîáðåñòè â ðåäàêöèè æóðíàëà «Êâàíò».

Íàøè êîîðäèíàòû – íà ïîñëåäíåé ñòðàíèöå æóðíàëà.

Ïèøèòå,  çâîíèòå. Ìû âàñ æäåì.
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ÂÛÏÈØÅÌ ÏÎÄÐßÄ ÍÀÒÓÐÀËÜÍÛÅ ×ÈÑËÀ, ßÂ-
ÿâëÿþùèåñÿ ñòåïåíÿìè (á • ëüøèìè ïåðâîé) íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü: 1, 4, 8 , 9 , 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 81, … ×èñëà
8 è 9 âûäåëåíû íå ñëó÷àéíî – ýòî ñîñåäíèå íàòóðàëüí ûå
÷èñëà. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè åùå ñîñåäíèå
ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Âïåðâûå ýòîò âîïðîñ ïîñòàâèë áåëüãèéñêèé ìàòåìà-
òèê Ý.Êàòàëàí: â 1844 ãîäó îí âûñêàçàë ïðåäïîëîæå-
íèå, ÷òî óðàâíåíèå

1y tx z- =                          (1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå õ = 3, ó = 2, z = 2, t = 3
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, áîëüøèõ åäèíèöû.

Ýòà ãèïîòåçà ïðîäåðæàëàñü ïî÷òè 160 ëåò, õîòÿ
ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè ïûòàëèñü íàéòè ïîäõîäû
ê åå äîêàçàòåëüñòâó.

Â 2003 ãîäó ðóìûíñêèé ìàòåìàòèê Ï.Ìèõàéëåñêó
äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Êàòàëàíà. Äîêàçà-

òåëüñòâî Ìèõàéëåñêó âåñüìà ñëîæíî è íåýëåìåíòàðíî
è ïîòîìó íå ìîæåò áûòü èçëîæåíî íà ñòðàíèöàõ íàøåãî
æóðíàëà. Îäíàêî ñàì ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñî ìíîãèìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ôàêòàìè è çàäà÷àìè, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èçó÷åíû â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.
Íàïðèìåð, èç äîêàçàííîé Ìèõàéëåñêó òåîðåìû íåìåä-
ëåííî ïîëó÷àåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ ïóíêòà à) çàäà÷è
Ì2032 («Êâàíò» ¹1 çà 2007 ã.; ðåøåíèå îïóáëèêîâàíî
â ýòîì íîìåðå æóðíàëà).

Èñòîðèÿ âîïðîñà

Åùå â XIV âåêå Ëåâè áåí Ãåðøîí, èçâåñòíûé òàêæå
êàê Ëåî Ãåáðàêóñ, äîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå 3 2 1x y- = ±
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå õ = 2, ó = 3 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ, áîëüøèõ 1. Â 1657 ãîäó Ôðåíèêëü äå Áåññè
ðåøèë â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

2 1yx p- = , ãäå ó > 1, à ð – ïðîñòîå ÷èñëî.

Â 1738 ãîäó Ë.Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå

Ãèïîòåçà Êàòàëàíà
Â.ÑÅÍÄÅÐÎÂ, Á.ÔÐÅÍÊÈÍ
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3 21x y+ =  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ( )2; 3  â íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñëàõ (î ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ è åãî
ïðèëîæåíèÿõ ñì. â ðåøåíèè çàäà÷è Ì2025 â òðåòüåì
íîìåðå íàøåãî æóðíàëà çà 2007 ã.).

Â 1850 ãîäó Â.À.Ëåáåã äîêàçàë íåðàçðåøèìîñòü
óðàâíåíèÿ 2 1yx z- =  â öåëûõ ÷èñëàõ, áîëüøèõ åäèíè-
öû, ïðè óñëîâèè 3y ¹ . À â 1921 ãîäó Ò.Íàãåëü
ïîëíîñòüþ èññëåäîâàë óðàâíåíèÿ 3 1tx z- =  è

3 1yx z- =  ïðè 2y ¹ .
Â ðåçóëüòàòå áûëè èçó÷åíû òðè ñëó÷àÿ îáùåãî óðàâ-

íåíèÿ Êàòàëàíà (1) ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçà-
òåëåé:

1) 3 1tx z- = ,

2) 3 1yx z- = ,

3) 2 1yx z- = .
Èç íèõ íàèáîëåå âàæíûì îêàçàëñÿ ïîñëåäíèé: ïðè
ðåøåíèè îáùåé ïðîáëåìû îñîáóþ ðîëü èãðàåò ñèòóà-
öèÿ, êîãäà îäèí èç ïîêàçàòåëåé ÷åòåí.

Çàìåòèì åùå, ÷òî ïîëíîå ðàññìîòðåíèå òðåòüåãî
ñëó÷àÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ
öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ýòîãî èíôîð-
ìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå Â.Ñåíäåðîâà è À.Ñïèâàêà
«Ñóììû êâàäðàòîâ è öåëûå ãàóññîâû ÷èñëà» («Êâàíò»
¹3 çà 1999 ã.,). Âïðî÷åì, ýòà çàäà÷à äàëåêî íå ïðîñ òà.

Íàìíîãî ñëîæíåå ïðåäûäóùèõ îêàçàëàñü ñèòóàöèÿ
ïðè ÷åòíûõ ó. Äëÿ óðàâíåíèÿ 4 1tx z- =  çàäà÷à áûëà
ðåøåíà Ñ.Ñåëüáåðãîì â 1932 ãîäó, à îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2 1tx z- =  áûëî ïîëó÷åíî ëèøü â
1960 ãîäó êèòàéñêèì ìàòåìàòèêîì Êî ×àî.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè
óðàâíåíèÿ Êàòàëàíà (â îñíîâíîì êîãäà îáà ïîêàçàòåëÿ
ñòåïåíè íå÷åòíû). Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò çàìå-
òèòü, ÷òî íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ èíîãäà âñòðå -
÷àþòñÿ çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâ-
íåíèÿ Êàòàëàíà, òàê ÷òî çíàêîìñòâî ñ ýëåìåíòàðíûìè
ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ ìîæåò è â ýòîé ñèòóàöèè îêàçàòü -
ñÿ ïîëåçíûì. Ïîêà æå ïîïðîáóéòå ðåøèòü ñëåäóþùèå
óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ, áîëüøèõ ÷åì 1, óðàâíåíèÿ:
à) 3 2 1x y- = - ,
á) 3 2 1x y- = ,

â) 2 1x yz - = ,

ã) 2 1x yz - = - .
2. Íàéäèòå âñå òðîéêè ( ), ,a b y , ãäå ,a y Î N , à b – ïðîñòîå

÷èñëî, òàêèå, ÷òî 2 1ya b- = .

Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êàòàëàíà äîñ-
òàòî÷íî äîêàçàòü åå äëÿ óðàâíåíèÿ

1p qx y- = ,                       (2)

ãäå îáà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà õ è ó áîëüøå 1, à ð è q –
ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 3.  à) Äîêàæèòå ýòî.
á*) Ïóñòü 1y tx z- = , ãäå ,x z Î N , { }, \ 1y t Î N , ó,

t  íå÷åòíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà õ è z ñîñòàâíûå.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç ( ),a b  ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë à è b. Çàïèñü æå a|b îçíà÷àåò, ÷òî à
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì b (÷èòàåòñÿ: à äåëèò b).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Åñëè õ è ó – âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

òî

à) ,
n nx y

x y n
x y

æ ö+
+ç ÷+è ø

 ïðè ëþáîì íå÷åòíîì íàòóðàëü-

íîì n;

á) ,
n nx y

x y n
x y

æ ö-
-ç ÷-è ø

 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n è

x > y .

Óïðàæíåíèå 4.  Äîêàæèòå ýòî.

Ýòî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ ÷åòâåðîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2),
íà äâå ãðóïïû.

Ñëó÷àé I. Åñëè 
1

, 1
1

px
p

x

æ ö-
=ç ÷-è ø

, òî

1 qx r- = , 
1
1

p
qx

s
x

-
=

-
, y = rs ,

ãäå r è s – íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ñëó÷àé II.  Åñëè 
1

,
1

px
p p

x

æ ö-
=ç ÷-è ø

, òî

11 q qx p a-- = , 
1
1

p
qx

pv
x

-
=

-
, ó = ðàv ,

ãäå à, v – íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå ýòè ðàâåíñòâà.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ìîæíî

ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèå 
1
1

qy
y

+
+

.

Óïðàæíåíèÿ

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
à) 3 1x zy= + ,

á) 3 1x zy= - ,
ãäå , ,x y z Î N , z > 1.

7. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå ( )1 1y zx x+ + = , ãäå , ,x y z Î N ,
y > 1.

á) Ðåøèòå óðàâíåíèå ( )1 1y zx x+ = + , ãäå , ,x y z Î N ,
y > 1.

â) (Ì.Õàìïåë, À.Øèíöåëü) Äîêàæèòå ãèïîòåçó Êàòàëàíà
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé ðàçëè÷àþòñÿ íà  1.

Òåîðåìà Êàññåëñà–Íàãåëÿ

Ôóíäàìåíòàëüíûé ïðîðûâ â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòå-
çû Êàòàëàíà ïðîèçîøåë â ñåðåäèíå äâàäöàòîãî âåêà,
ñïóñòÿ áîëåå ÷åì ñòîëåòèå ñî âðåìåíè ïîñòàíîâêè
çàäà÷è: Êàññåëñ ïîëíîñòüþ äîêàçàë åå â ñëó÷àå I.
Èìåííî, äëÿ íå÷åòíûõ ïîêàçàòåëåé Êàññåëñ äîêàçàë
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà.  Ïóñòü ð è q – ïðîñòûå ÷èñëà; 2p q> ³ ;
p qa b 1- = ± , ãäå à è b – öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå ÷åì 1.

Òîãäà à äåëèòñÿ íà q, b äåëèòñÿ íà ð.
Ñëó÷àé q = 2 îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèþ 1p qa b- = - :

Ã È Ï Î Ò Å Ç À  Ê À Ò À Ë À Í À 9
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êîãäà ôîðìóëèðîâàëàñü è äîêàçûâàëàñü òåîðåìà, íå-
ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ 2 1pa b- =  áûëà óæå îêîí÷à-
òåëüíî óñòàíîâëåíà. Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå q|a áûëî
äîêàçàíî â ðàáîòå 1953 ãîäà, à ãîðàçäî áîëåå ñëîæíî å
p|b – ñåìü ëåò ñïóñòÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ q = 2 òåîðåìó äîêàçàë
Ò.Íàãåëü â ðàáîòàõ 1921 è 1934 ãîäîâ.

Óïðàæíåíèå 8.  Âûâåäèòå èç òåîðåìû Êàññåëñà íåâîçìîæ-
íîñòü ñëó÷àÿ I.

Èòàê, åñëè ( ), , ,x y p q  – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ  (2), p,
q – íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

11 q qx p a-- =  è 
1
1

p
qx

pv
x

-
=

-
, y = ðav ,

11 p py q b-+ =  è 
1
1

q
py

qu
y

+
=

+
, x = qbu

ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ à, v, b, u.
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Êàññåëñà, íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè

áîëåå ðàííèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîçâîëÿëà óæå óòâåðæ-
äàòü, ÷òî ãèïîòåçà Êàòàëàíà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíî é
ëèøü ïðè âåñüìà áîëüøèõ îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé.

Óïðàæíåíèå 9* (À.Ðîòêåâè÷). Ïóñòü { }, \ 1x y Î N ;

{ }, \ 2z t Î P ;  1z tx y- = ;  ( ) ( ), , , 3,2,2,3x y z t ¹ .  Òîãäà
6, 10x y > . Äîêàæèòå ýòî

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Êàññåëñà îñòàâëÿëà ïðîáëå-

ìó îòêðûòîé ëèøü äëÿ ÷èñåë ( )5610zx > , ( )5610ty > .
Çàìåòèì, ÷òî åùå íåäàâíî áûëî âåñüìà ñëîæíî äàæå ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ îïåðèðîâàòü ÷èñëàìè, ïîðÿäîê
êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò 322 .

Îïèðàÿñü íà ðàâåíñòâà (3) è èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå
ìîùíûå àëãåáðàè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû,
Ìèõàéëåñêó è ïîëó÷èë ñâîå çàìå÷àòåëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Î çàäà÷å Ì2032

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà à) çàäà÷è Ì2032 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îñëàáëåííûé âàðèàíò ãèïîòåçû Êàòàëàíà. Îä-
íèì èç òàêèõ îñëàáëåíèé èíäóöèðîâàíî è óòâåðæäåíèå
ïóíêòà á).

Â 1956 ãîäó â êóðñå òåîðèè ÷èñåë Â.Æ.Ëåâåêà
îòìå÷àëîñü: «Íå äîêàçàíî äàæå, ÷òî òðè ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà íå ìîãóò áûòü ñòåïåíÿìè…» Â
1960 ãîäó â ñòàòüå âûäàþùåãîñÿ ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà
Â.Ñåðïèíñêîãî î íåðåøåííûõ ïðîáëåìàõ àðèôìåòèêè
áûë ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèé âîïðîñ: «Ñóùåñòâóþò
ëè òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, êàæäîå
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñ
íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì, áîëüøèì ÷åì 1?» Îòâåòó íà
ýòîò âîïðîñ ìû ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ
óòâåðæäåíèé î òðîéêàõ ( ), 1, 2n n n+ +  íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Ïðàâèëüíîé ñòåïåíüþ íàçûâàþò ÷èñëî âèäà ba , ãäå
{ }, \ 1a b Î N .

Óïðàæíåíèÿ

10. Ïóñòü n, n + 2 – ïðàâèëüíûå ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî
( ), 2 1n n + = .

11. Ïóñòü ( )22 1mk z- = , ãäå , ,k z m Î N . Äîêàæèòå, ÷òî
m = 1.

12. Ïóñòü ( )22 1 1mx k- - = , ãäå , ,x m k Î N . Äîêàæèòå,
÷òî m = 1.

13. Ïóñòü n, n + 1, n + 2 – ïðàâèëüíûå ñòåïåíè. Äîêàæèòå,
÷òî

à) 21n t+ ¹ ,

á) 2n t¹ ,
ãäå t Î N .

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó Ñåðïèíñêîãî. Îòðèöàòåëüíûé
îòâåò íà íåãî äàë â 1961 ãîäó ïîëüñêèé ìàòåìàòèê
À.Ìàêîâñêèé. Ïðèâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòå-
ðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé,
óïîìÿíóòûå â çàäà÷å, – ïðîñòûå ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà óðàâíåíèé

1,

1

p q

q r

x y

y z

ì - =ï
í

- =ïî

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ õ, ó, z è
ïðîñòûõ ÷èñëàõ ð, q, r.

Ïóñòü x, y, z, p, q, r óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå. Ïî
òåîðåìå Êàññåëñà èìååì q|x, q|z. Îòñþäà 2p rq x z- = ,
è q = 2. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 2 1px y= + .
Íî ýòî óðàâíåíèå, êàê ïîêàçàë Ëåáåã, íå èìååò öåëî-
÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûì ó. Îòñþäà ñðàçó
âûòåêàåò îòâåò íà âîïðîñ Ñåðïèíñêîãî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî è áåç
èñïîëüçîâàíèÿ  ðåçóëüòàòà Ëåáåãà–Íàãåëÿ: íå÷åòíîñòü
q è r ñðàçó ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 13, à q|x, q|z ñðàçó
ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óïðàæíåíèåì 10.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äâå ïðàâèëüíûå ñòåïåíè â òðîéêó

( ), 1, 2n n n+ +  âõîäèòü âñå-òàêè ìîãóò: ( )2 35 , 26, 3 .
Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå òðîéêè ñ
ýòèì ñâîéñòâîì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè 2147483645n £
òàêèõ òðîåê íåò.

Îá àíòèïðîñòûõ ÷èñëàõ

Íàïîñëåäîê êîñíåìñÿ àíòèïðîñòûõ ÷èñåë – åñòå-
ñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ôèãóðèðóþùèõ â ïðîáëåìå Êàòà-
ëàíà ïðàâèëüíûõ ñòåïåíåé. Ìû íàçûâàåì íàòóðàëüíîå
÷èñëî àíòèïðîñòûì , åñëè êàæäûé åãî ïðîñòîé ìíîæè-
òåëü âõîäèò â ðàçëîæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì, áîëüøèì 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â íàòóðàëüíîì ðÿäó íå ìîãóò èäòè
ïîäðÿä ÷åòûðå àíòèïðîñòûõ ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 14.  Äîêàæèòå ýòî.

Â ðåøåíèè çàäà÷è Ì2032 ìû ðàññìàòðèâàëè òðîéêè
( )1, , 1n n n- +  íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êàæäîé èç êîòî-
ðûõ åñòü äâà àíòèïðîñòûõ ÷èñëà. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ñðåäè ýòèõ òðîåê áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ, â êîòîðûõ
n – 1 è n + 1 – àíòèïðîñòûå ÷èñëà, è áåñêîíå÷íî ìíîãî
òàêèõ, â êîòîðûõ ÷èñëî n – îäíî èç àíòèïðîñòûõ.
Ìîãóò ëè âñå òðè ÷èñëà n – 1, n, n + 1 áûòü àíòèïðî-
ñòûìè? Îòâåò àâòîðàì íåèçâåñòåí. Âî âñÿêîì ñëó÷àå,
ñðåäè ÷èñåë äî 2000000 òàêèõ òðîåê íåò.
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ÂÏÎÂÅÑÒÈ  Í.ÍÎÑÎÂÀ  «ÂÅÑÅËÀß  ÑÅÌÅÉÊÀ»
åñòü  âñå îò õîðîøåãî äåòåêòèâà – èíòðèãà, äè-
íàìè÷íûé ñþæåò, æåðòâû, ìîìåíò îò÷àÿíèÿ è,

íàêîíåö, ñ÷àñòëèâûé ôèíàë. Êàê âû, íàâåðíîå, ïî-
ìíèòå, ðå÷ü â íåé èäåò î äâóõ øêîëüíèêàõ, Êîëå è
Ìèøå, êîòîðûå çàäóìàëè ïîñòðîèòü èíêóáàòîð è âû-
âåñòè öûïëÿò èç êóðèíûõ ÿèö, è î òîì, ÷òî æå èç
ýòîãî âûøëî.

Ýòà ïîâåñòü äëÿ ìëàäøåãî øêîëüíîãî âîçðàñòà îêà-
çàëàñü ëþáîïûòíîé òåì, ÷òî â íåé äåòàëüíî  îïèñàíû
âñå òîíêîñòè ïðîöåññà «âûñèæèâàíèÿ» (òàê â æèçíè)
èëè «èíêóáàöèè» (òàê â ïîâåñòè) öûïëÿò èç ÿèö.
Äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â êíèãå, âïîëíå äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ðÿä èíòåðåñíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàäà÷ è, êðîìå òîãî, ñäåëàòü íåñêîëüêî îáî á-
ùåíèé è ïîïûòàòüñÿ îáúÿñíèòü íåêèé âîçíèêàþùèé
ïàðàäîêñ.

×òîáû íàïðàñíî íå ìó÷èòü ÷èòàòåëÿ, ñôîðìóëèðó-
åì îäèí èç ýòèõ ïàðàäîêñîâ ñðàçó. Äåëî â òîì, ÷òî â
òå÷åíèå ïåðèîäà èíêóáàöèè ÿéöî òåðÿåò 15% ñâîåé
ìàññû. Êàçàëîñü áû, íó è ÷òî? Îêàçûâàåòñÿ, ýòà
âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ïîòåðè ìàññû, 15%, îäèíàêî-
âà äëÿ ÿèö âñåõ æèâóùèõ íà Çåìëå ïòèö – êàê äëÿ
êóðèíîãî ÿéöà ìàññîé 60 ãðàìì, òàê è äëÿ ÿéöà
êîëèáðè ìàññîé 0,2 ã è äàæå äëÿ ÿéöà êîðîëåâñêîãî
ñòðàóñà ìàññîé 1,5 êã. Ýòîò ïàðàäîêñ è íàøåë îòðà-
æåíèå â çàãëàâèè, êîòîðîå ñôîðìóëèðîâàíî íà ñî-
âðåìåííûé «ðûíî÷íûé» ëàä – «Ñêèä-
êà 15 ïðîöåíòîâ».

Èòàê, ïîñòàðàåìñÿ ïðîéòè ïî ñòðà-
íèöàì ïîâåñòè «Âåñåëàÿ ñåìåéêà» ñ
ðó÷êîé è êàëüêóëÿòîðîì, äåëàÿ êîì-
ìåíòàðèè è îöåíêè, çàòåì îáîáùèì
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à â êîíöå
íàøåãî ðàññêàçà ïîñòàðàåìñÿ ïðèìå-
íèòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ äëÿ ñàìîé
êðóïíîé ïòèöû, êîòîðàÿ êîãäà-ëèáî
æèëà íà Çåìëå. Ìàññà ýòîé ñëîíîâîé
ïòèöû, èëè ýïèîðíèñà, îáèòàâøåé â
ðàéîíå Ìàäàãàñêàðà, ñîñòàâëÿëà
500 êã, åå âûñîòà äîñòèãàëà 3 ì, à
ÿéöî èìåëî ìàññó îêîëî 10 êã.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ìàññ
äëÿ ðÿäà ðàçëè÷íûõ ïòèö ïðèâåäåíû
â òàáëèöå (ýòè äàííûå çàèìñòâîâàíû
èç «Íîâåéøåãî ñïðàâî÷íèêà íåîáõî-
äèìûõ çíàíèé (îò àëüôû äî îìåãè)»).
Èç ïîâåñòè «Âåñåëàÿ ñåìåéêà» áóäåì
èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå öèòàòû â êà-
÷åñòâå ýïèãðàôîâ ê îòäåëüíûì ðàçäå-
ëàì.

Òàáëèöà
Ïòèöà Ìàññà ïòèöû Ìàññà ÿéöà

Ñëîíîâàÿ ïòèöà
(ýïèîðíèñ) 500 êã 10 êã

Ñòðàóñ 90 êã 1,5 êã
Èìïåðàòîðñêèé

ïèíãâèí 45 êã 500 ã
Ëåáåäü-øèïóí 10 êã 350 ã
Áåëûé àèñò 3 êã 115 ã
Ñåðåáðèñòàÿ ÷àéêà 1,5 êã 90 ã
Äîìàøíÿÿ êóðèöà 2,5 êã 60 ã
Âîðîí 1,2 êã 20 ã
Ñîðîêà 300 ã 10 ã
Ñêâîðåö 90 ã 6 ã
Âîðîáåé 35 ã 3 ã
Êðàñíàÿ êîëèáðè 1,6 ã 0,2 ã

Òåìïåðàòóðà

– Â èíêóáàòîðå äîëæíà áûòü âñå âðåìÿ îäèíàêîâàÿ
òåìïåðàòóðà – òðèäöàòü äåâÿòü ãðàäóñîâ. – Ïî÷åìó
òðèäöàòü äåâÿòü? – Ïîòîìó ÷òî òàêàÿ òåìïåðàòóðà
áûâàåò ó êóðèöû, êîòîðàÿ ñèäèò íà ÿéöàõ.

– Ðàçâå ó êóðèöû áûâàåò òåìïåðàòóðà? – ãîâîðþ ÿ.
– Òåìïåðàòóðà áûâàåò ó ÷åëîâåêà, êîãäà îí áîëåí.

À äåéñòâèòåëüíî, ïî÷åìó 39 °Ñ? Ìîæåò, ó êóðèöû â
ìîìåíò âûñèæèâàíèÿ ïîâûøåííàÿ  òåìïåðàòóðà (êàê

Ñêèäêà 15 ïðîöåíòîâ
À.ÌÈÍÅÅÂ
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ïðåäïîëîæèë Êîëÿ â ïîâåñòè)? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Âåäü
ýòî òîëüêî ó ïëàöåíòàðíûõ ìëåêîïèòàþùèõ (ê êîòî-
ðûì ïðèíàäëåæèì è ìû) íîðìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà òåëà
ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 36–37 °Ñ. Ó ñóì÷àòûõ (ïðèìåð –
êåíãóðó) îíà ñîñòàâëÿåò 34–36 °Ñ, ó îäíîïðîõîäíûõ
ìëåêîïèòàþùèõ (óòêîíîñ) óæå 30–31 °Ñ. À âîò ó ïòèö
íîðìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà òåëà ñóùåñòâåííî âûøå è
ñîñòàâëÿåò 39–41 °Ñ. Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðà
âûñèæèâàíèÿ 39 °Ñ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé òåìïåðàòó-
ðîé òåëà ïòèöû.

Êàê ñîçäàòü è ïîääåðæèâàòü ïîñòîÿííóþ òåìïåðàòó-
ðó â èíêóáàòîðå? Â ïîâåñòè áûëà èñïîëüçîâàíà áîëü-
øàÿ êîíñåðâíàÿ áàíêà ñ âîäîé, êîòîðàÿ íàãðåâàëàñü
ñíèçó ñ ïîìîùüþ òåïëà îò ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïî÷êè. Îò
áàíêè áûëà ïðîâåäåíà òðóáêà ê ôàíåðíîé êîðîáêå ñ
ÿéöàìè. Íàãðåòàÿ âîäà ïðîõîäèëà ïî òðóáêå è îáîãðå-
âàëà ÿùèê. Â ïðèíöèïå, òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò
ïîääåðæèâàòü ïîñòîÿííûå òåìïåðàòóðíûå óñëîâèÿ â
òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà èíêóáàöèè. Íî îñóùåñòâèìî ëè
ýòî â êóðÿòíèêå èëè íà âîëüíîé ïðèðîäå?

Íåò. È â êíèãå Íîñîâà íà ýòó òåìó åñòü ïîëåçíîå
ðàññóæäåíèå ó÷èòåëüíèöû Ìàðüè Ïåòðîâíû, ñäåëàí-
íîå óæå ïîñëå òîãî, êàê ýêñïåðèìåíò óñïåøíî çàêîí-
÷èëñÿ: «Çàðîäûøè ìîãóò âûäåðæàòü äîâîëüíî äëè-
òåëüíîå îõëàæäåíèå, – ñêàçàëà Ìàðüÿ Ïåòðîâíà. –
Âåäü íàñåäêà íå ñèäèò âñå âðåìÿ íà ÿéöàõ. Ðàç â äåí ü
îíà ñõîäèò ñ ãíåçäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêîðìèòüñÿ, è
ÿéöà îñòûâàþò. Â èíêóáàòîðàõ òîæå îñòóæàþò ÿéöà ðàç
â äåíü, ÷òîáû çàðîäûøè ðàçâèâàëèñü, êàê â ïðèðîäíûõ
óñëîâèÿõ, íî ãîðàçäî îïàñíåå èõ ïåðåãðåòü…»

Èòàê, íàñåäêà èíîãäà íåíàäîëãî ïîêèäàåò ãíåçäî
(êóðèöà – ðàç â äåíü, ãðóáî – íà ÷àñ). Êðîìå òîãî,
âðåìÿ îò âðåìåíè ÿéöà íóæíî ïåðåâîðà÷èâàòü. Íà ýòó
òåìó â ïîâåñòè õàðàêòåðíà ñëåäóþùàÿ ïåðåïàëêà ìåæ-
äó Êîëåé è Ìèøåé: «Òû çà÷åì èíêóáàòîð îòêðûë?
Ìîæåò áûòü òû äóìàåøü, ÷òî öûïëÿòà íà äðóãîé äåíü
âûâåäóòñÿ? – Íè÷åãî ÿ íå äóìàþ, – ãîâîðþ ÿ è õî÷ó
îáúÿñíèòü, ÷òî ÿéöà íóæíî ïîâîðà÷èâàòü ÷åðåç êàæäûå
òðè ÷àñà».

Äåéñòâèòåëüíî, êóðèöà íàãðåâàåò ÿéöî òîëüêî ñ îä-
íîé ñòîðîíû, è ÷òîáû ïåðåïàä òåìïåðàòóð áûë íåâåëèê ,
ÿéöî íóæíî ïåðèîäè÷åñêè ïîâîðà÷èâàòü. Ýòîò ïåðåïàä
äîëæåí áûòü ïðèìåðíî òàêèì æå, êàê çà âðåìÿ îòñóò-
ñòâèÿ íàñåäêè.

Äëèòåëüíîñòü âûñèæèâàíèÿ, âëàæíîñòü
è âåíòèëëÿöèÿ

Ãðàäóñíèê âñå âðåìÿ èñïðàâíî ïîêàçûâàë 39 ãðà-
äóñîâ. – Õîðîøî èäåò äåëî! – ðàäîâàëñÿ Ìèøêà. –
Åñëè âñå îáîéäåòñÿ áëàãîïîëó÷íî, òî ÷åðåç 21 äåíü
ó íàñ áóäóò öûïëÿòà. Öåëûõ 12 øòóê. Âåñåëàÿ áóäåò
ñåìåéêà.

È äåéñòâèòåëüíî, âðåìÿ, çà êîòîðîå âûëóïëÿþòñÿ
öûïëÿòà, ñîñòàâëÿåò 21 äåíü.

Äëÿ íåñêîëüêèõ ñîòåí âèäîâ ïòèö áûëà èññëåäîâàíà
çàâèñèìîñòü äëèòåëüíîñòè âûñèæèâàíèÿ â èíêóáàòîðå

èíêt  îò ìàññû ÿéöà ÿéöàM , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà òàêèì óñðåäíåííûì ñîîòíîøåíèåì:

0,22
èíê ÿéöà12t M= × ,

ãäå âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ñóòêàõ, à ìàññà – â ãðàììàõ.
Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ

ïîääåðæàíèåì æèçíåäåÿòåëüíîñòè â ãíåçäå èëè èíêó-
áàòîðå: èç ÿéöà èñïàðÿåòñÿ âîäà, òóäà ïîñòóïàåò êèñ ëî-
ðîä è îòòóäà îòâîäèòñÿ óãëåêèñëûé ãàç. Ïî ýòîìó
ïîâîäó ïðèâåäåì ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ â ïîâåñòè:

«Â èíêóáàòîðå äîëæåí áûòü âëàæíûé âîçäóõ, ïîòîìó
÷òî åñëè âîçäóõ áóäåò ñóõîé, òî èç ÿèö ñêâîçü ñêîðë óïó
áóäåò èñïàðÿòüñÿ ìíîãî æèäêîñòè è çàðîäûøè ìîãóò
ïîãèáíóòü. Ïîýòîìó â èíêóáàòîð âñåãäà ïîìåùàþò
ñîñóäû ñ âîäîé»;

«Ïîòîì Ìèøêà ïðèíåñ ñâåðëî è ïðîñâåðëèë â èíêó-
áàòîðå íåñêîëüêî ìàëåíüêèõ äûðî÷åê, ÷òîáû óãëåêèñ-
ëûé ãàç ìîã âûõîäèòü íàðóæó».

Êîíå÷íî, â ãíåçäå îáà ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, à â
èíêóáàòîðå èõ íóæíî ñïåöèàëüíî îáåñïå÷èâàòü.

Êóðèíîå ÿéöî: èñõîäíûå äàííûå

Âîñïîëüçóåìñÿ êíèãîé «Ðàçìåðû æèâîòíûõ: ïî÷åìó
îíè òàê âàæíû?» (àâòîð Ê.Øìèäò-Íèåëüñåí) è âîçüìåì
èç íåå íåîáõîäèìûå íàì ñâåäåíèÿ:

gìàññà òèïè÷íîãî êóðèíîãî ÿéöà ñîñòàâëÿåò 60 ã;
gçàòðàòû ýíåðãèè íà ðàçâèòèå öûïëåíêà ñîñòàâëÿþò

30 êêàë;
gâûñèæèâàíèå ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå 21 ñóòîê â òåïëå

ïðè ïîäõîäÿùåé âëàæíîñòè è ïåðèîäè÷åñêîì ïåðåâî-
ðà÷èâàíèè;

gçà âðåìÿ âûñèæèâàíèÿ ìàññà ÿéöà óìåíüøàåòñÿ äî
51 ã (óìåíüøåíèå íà 15%), â õîäå ÷åãî îíî ïîãëîùàåò
6 ë êèñëîðîäà è âûäåëÿåò 4,5 ë äâóîêèñè óãëåðîäà è
11 ë âîäÿíîãî ïàðà.

Íåêîòîðûå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè
Çà âðåìÿ èíêóáàöèè ÿéöî ïîãëîùàåò 6 ëèòðîâ êèñëî-

ðîäà, êîòîðûé ïîääåðæèâàåò ýíåðãåòèêó ðàçâèòèÿ çà-
ðîäûøà. Òàê êàê îäèí ìîëü ëþáîãî ãàçà ïðè íîðìàëü-
íûõ óñëîâèÿõ çàíèìàåò îáúåì 22,4 ëèòðà, òî 6 ëèòðîâ
ñîîòâåòñòâóþò 8,6 ãðàììàì êèñëîðîäà. Îêèñëåíèå êèñ-
ëîðîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ âûäåëåíèåì ýíåðãèè – óäåëü-
íàÿ ýíåðãîåìêîñòü ýòîãî ïðîöåññà îêîëî 14 êÄæ/ã,
ïîýòîìó ïîãëîùåíèå 8,6 ã êèñëîðîäà äàåò 120 êÄæ, èë è
30 êêàë ýíåðãèè. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ òåì,
êîòîðîå ïðèâåäåíî â óêàçàííîé êíèãå.

Åñëè âçÿòü çàòðà÷åííóþ ýíåðãèþ (120 êÄæ) è ïîäå-
ëèòü åå íà âðåìÿ èíêóáàöèè (21 äåíü), òî ñðåäíÿÿ
ìîùíîñòü îáìåííûõ ðåàêöèé çà âðåìÿ âûñèæèâàíèÿ äî
ïîÿâëåíèÿ öûïëåíêà ñîñòàâèò 0,07 Âò. Äëÿ ïòèö ìîù-
íîñòü îáìåííûõ ðåàêöèé P, ò.å. èíòåíñèâíîñòü ìåòàáî-
ëèçìà, ñâÿçàíà ñ èõ ìàññîé ïòèöûM  ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

0,75
ïòèöû5P M» × ,

ãäå ìîùíîñòü èçìåðÿåòñÿ â âàòòàõ, à ìàññà – â êèëî-
ãðàììàõ. Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìîùíîñòè îò ìàññû
äëÿ ïòèö òà æå, ÷òî è äëÿ ìëåêîïèòàþùèõ, íî êîýôôè-
öèåíò ïåðåä ìàññîé çäåñü áîëüøå (5 – äëÿ ïòèö, 3 – äëÿ
ìëåêîïèòàþùèõ), ÷òî ñâÿçàíî ñ áîëüøåé òåìïåðàòóðîé
òåëà ó ïòèö. Äëÿ òîëüêî ÷òî ðîäèâøåãîñÿ öûïëåíêà ýò à
ôîðìóëà äàåò èíòåíñèâíîñòü ìåòàáîëèçìà îêîëî
0,6 Âò. Ñîïîñòàâëåíèå ñðåäíåé ìîùíîñòè ìåòàáîëèçìà



(0,07 Âò) è ìîùíîñòè â êîíöå âûñèæèâàíèÿ (0,6 Âò)
ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî â ÿéöå â òå÷åíèå èíêóáàöèè â
ñðåäíåì  îáìåííûå ðåàêöèè ïðîòåêàþò ïî÷òè íà ïîðÿ-
äîê ìåíåå èíòåíñèâíî, ÷åì â êîíöå.

Ýòîò ïàðàäîêñ ìîæåò áûòü ðàçðåøåí òåì, ÷òî ïî ìåðå
ðàçâèòèÿ çàðîäûøà èíòåíñèâíîñòü ìåòàáîëèçìà ðàñ-
òåò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðèåíòèðîâî÷íàÿ êðèâàÿ ïðèâå-
äåíà íà ðèñóíêå 1. Äëÿ òàêîé çàâèñèìîñòè ñðåäíÿÿ
èíòåíñèâíîñòü ìåòàáîëèçìà çà âðåìÿ âûñèæèâàíèÿ

äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé.
Ïðè ïîñòðîåíèè êðèâîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1,
áûëè èñïîëüçîâàíû èíòóèòèâíûå ñîîáðàæåíèÿ î áûñ-
òðîì (ýêñïîíåíöèàëüíîì) ðîñòå ìåòàáîëèçìà â íà÷àëå
ïðîöåññà è ïîñòåïåííîì çàìåäëåíèè åãî ê êîíöó.

Â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ ïîäîáíîãî òèïà êðèâûõ ïðè-
âåäåì âèä çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ìåòàáîëèçìà îò
âðåìåíè â ñëó÷àå âûíàøèâàíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî äåòåíû-
øà. Áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò äàííûõ ïî çàâèñèìîñòè
ìàññû ÷åëîâå÷åñêîãî ýìáðèîíà îò âðåìåíè, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñóíêå 2. Òåïåðü ïåðåéäåì îò çàâèñèìîñòè
ìàññû îò âðåìåíè ê çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ
èíòåíñèâíîñòè ìåòàáîëèçìà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
óðàâíåíèåì, ñâÿçûâàþùèì ìàññó îðãàíèçìà ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ ìåòàáîëèçìà:

( ) c
c c c

dN
P t N P E

dt
= + .

Çäåñü cN  – ÷èñëî êëåòîê â îðãàíèçìå, cP  – èíòåíñèâ-
íîñòü ìåòàáîëèçìà êëåòêè, cE  – ýíåðãèÿ, èäóùàÿ íà
îáðàçîâàíèå îäíîé êëåòêè. Ìàññà îðãàíèçìà ïðîñòî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàññó îäíîé êëåòêè è èõ êîëè÷å-
ñòâî: c cm m N= . Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ( )m t  ïîëó÷èòü
âðåìåíí  þ çàâèñèìîñòü äëÿ èíòåíñèâíîñòè ìåòàáîëèç-
ìà ( )P t , èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 3. Ïðè ïîñòðîå-
íèè ýòîé êðèâîé áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå
èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí: 93 10  ãcm -= × ,

52 10  ÄæcE -» × , 111 10  ÂòcP -» × .

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ÿéöî çà âðåìÿ èíêóáàöèè âûäå-
ëÿåò 11 ëèòðîâ âîäÿíîãî ïàðà. Ïîñêîëüêó 1 ìîëü (ò.å .
18 ãðàìì) âîäÿíîãî ïàðà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ
çàíèìàåò îáúåì 22,4 ëèòðà, òî 11 ëèòðîâ ñîîòâåòñòâó þò
8,8 ãðàììàì. Òàê êàê ìàññà ÿéöà â õîäå âûñèæèâàíèÿ
óìåíüøàåòñÿ ñ 60 äî 51 ã (íà òå æå 9 ã), òî ýòî
óìåíüøåíèå ïðîèñõîäèò ãëàâíûì îáðàçîì èç-çà èñïà-
ðåíèÿ âîäû. Ïðè óäåëüíîé òåïëîòå èñïàðåíèÿ âîäû
îêîëî 2 êÄæ/ã íà èñïàðåíèå 9 ã âîäû òðåáóåòñÿ
ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 20 êÄæ. Ýòà âåëè÷èíà ñóùåñòâåííî
ìåíüøå îáùèõ çàòðàò çà âðåìÿ èíêóáàöèè (120 êÄæ),
è åþ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïîðû â ñêîðëóïå ÿéöà: äèôôóçèÿ âîäÿíîãî ïàðà

Åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ äàííûìè èç óêàçàííîé êíèãè
î ðàçìåðàõ æèâîòíûõ:

gòîëùèíà ñêîðëóïû 0,35 ìì;
gñêîðëóïà èìååò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè 270 ñì , åå

ïðîíèçûâàþò ïðèìåðíî 410  ïîð, äèàìåòð êàæäîé ïîðû
17 ìêì.

Ïðè òåìïåðàòóðå 39 °Ñ äàâëåíèå íàñûùåííîãî âîäÿ-
íîãî ïàðà áëèçêî ê 55 ìì ðò. ñò. (ò.å. 0,073 àòì), à
äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà â ãíåçäå, ñîãëàñíî ñïðàâî÷íû ì
äàííûì, ñîñòàâëÿåò 35 ìì ðò. ñò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
óðîâíþ âëàæíîñòè ïîðÿäêà 60 %.

Îöåíèì âðåìÿ èñïàðåíèÿ âîäÿíîãî ïàðà ÷åðåç ïîðû
â ñêîðëóïå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
èç ñòàòüè «Ëèñòüÿ óëûáàþòñÿ» (ñì. «Êâàíò» ¹4 çà
2006 ã.) äëÿ çàäà÷è Ñòåôàíà:

èñï
V

t
SG

= ,  1NSG G= ,  
( )

1
â

1
4

n f
aD

n
G

-
» .

Çäåñü SG  è 1G  – ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ, ïîëíàÿ è ñêâîçü
îäíó ïîðó. Ïîäñòàâèâ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáúåì ÿéöà

360 ñìV = , ðàäèóñ ïîðû  30,85 10  ñìa -= × , îáùåå
êîëè÷åñòâî ïîð 41 10N = × , êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

20,22 ñì ñD = ,  êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë âîäû
22 3

â 3 10  ñìn -= × , êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë âîäÿíîãî ïàðà

(ïðè òåìïåðàòóðå 39  °Ñ) 18 32,7 10  ñìn -= × , îòíîñè-
òåëüíóþ âëàæíîñòü  f = 0,6, ïîëó÷èì âðåìÿ èñïàðåíèÿ
tèñï  ~ 2,6 ñóòîê! Ïîñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè çà 21
ñóòêè èñïàðÿåòñÿ òîëüêî 15 % âîäû, òî ýòî îçíà÷àåò,  ÷òî
âîäÿíîé ïàð ãäå-òî ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåò ñâîå äâèæå -
íèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðû â ñêîðëóïå, â îòëè÷èå îò
óñòüèö íà ïîâåðõíîñòè ëèñòà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
äîâîëüíî äëèííûå êàíàëû, è èìåííî â íèõ ïðîèñõîäèò

Ðèñ.1. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ìåòàáîëèçìà ýìáðèî íà öûïëåí-
êà îò âðåìåíè

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü ìàññû ÷åëîâå÷åñêîãî ýìáðèîíà îò âðåìåíè

Ðèñ.3. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ìåòàáîëèçìà ÷åëîâå ÷åñêîãî ýì-
áðèîíà îò âðåìåíè
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Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 414
ñóùåñòâåííîå çàìåäëåíèå âûõîäà âîäÿíîãî ïàðà. Ïî-
ñêîëüêó òîëùèíà ñêîðëóïû êóðèíîãî ÿéöà 350 ìêì, à
äèàìåòð ïîðû 17 ìêì, òî îòíîøåíèå äëèíû ïîðû ê åå
äèàìåòðó ñîñòàâëÿåò îêîëî 20. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
âîäÿíîãî ïàðà ïî òàêîé äëèííîé ïîðå ïîòåðè äàâëåíèÿ

pD  îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíîì Ïóàçåéëÿ:

2

32 lv
p

d

h
D = ,

ãäå h – âÿçêîñòü,  v – ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïàðà, l è d –
äëèíà è äèàìåòð ïîðû, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ïîòå-
ðè äàâëåíèÿ pD  ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû îòíîøåíèþ
l / S, ãäå 2 4S dp=  – ïëîùàäü ïîðû, à ïðîíèöàåìîñòü
ïîðû, ò.å. îáðàòíàÿ ïîòåðÿì äàâëåíèÿ âåëè÷èíà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà  S/ l.

Äëèíà ïîðû â çàâèñèìîñòè îò ìàññû ÿéöà ìåíÿåòñÿ
òàê (ïî 367 âèäàì ïòèö):

2 0,456
ÿéöà5,126 10 ,l M-= × ×

ãäå äëèíà èçìåðÿåòñÿ â ìèëëèìåòðàõ, à ìàññà – â
ãðàììàõ. Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ïîð ñîñòàâëÿåò

3 1,236
ÿéöà9,2 10 ,S MS

-= × ×

ãäå ïëîùàäü èçìåðÿåòñÿ â êâàäðàòíûõ ìèëëèìåòðàõ, à
ìàññà – â ãðàììàõ. Â èòîãå çàâèñèìîñòü ïðîíèöàåìîñò è
ñêîðëóïû d  îò ìàññû ÿéöà ÿéöàM  ìîæíî âûðàçèòü
îòíîøåíèåì

1,236
ÿéöà 0,78

ÿéöà0,456
ÿéöà

.
MS

M
l M
Sd : : :

Òîãäà çà âñå âðåìÿ èíêóáàöèè èñïàðåííàÿ ìàññà âîäÿ-
íîãî ïàðà èñïMD  áóäåò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå
ÿéöà:

0,78 0,22
èñï èíê ÿéöà ÿéöà ÿéöàM t M M MD d: : :× × ,

à îòíîøåíèå èñï ÿéöàM MD  îêàæåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ
âèäîâ ïòèö!

Èòàê, «óñóøêà» ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âíóòðè ñêîð-
ëóïû íåáîëüøîãî ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îíî ïîëó-
÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â õîäå èñïàðåíèÿ âîäû
÷åðåç ñêîðëóïó, íî îêàçûâàåòñÿ âàæíûì åùå ïî îäíîé
ïðè÷èíå. Èìåÿ òàêóþ ñâîáîäó äâèæåíèÿ, öûïëåíîê
ìîæåò ðàçìàõíóòüñÿ (ýòî, êîíå÷íî, ãðîìêî ñêàçàíî),
ñòóêíóòü êëþâîì ïî ñêîðëóïå è âûéòè â ìèð. Çíà÷èò,
ñêîðëóïà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ïðî÷íîé, ÷òîáû
óñòîÿòü ïîä äåéñòâèåì âåñà ïòèöû è äîïîëíèòåëüíûõ
íàãðóçîê ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïåðåâîðà÷èâàíèè ÿèö, íî
òðåñíóòü ïðè óäàðå êëþâà òùåäóøíîãî öûïëåíêà.
Ïîäîáíàÿ çàäà÷à îáñóæäàëàñü â «Çàíèìàòåëüíîé ôèçè-
êå» ß.È.Ïåðåëüìàíà, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âûïóêëàÿ
ôîðìà ÿéöà ïîçâîëÿåò âûäåðæèâàòü äîâîëüíî áîëüøèå
âíåøíèå  íàãðóçêè. Òàê, ñêîðëóïà ÿéöà ñòðàóñà ðàçðó-
øàåòñÿ ïðè âíåøíåé íàãðóçêå îêîëî 1200 H. Â òî æå
âðåìÿ äàæå ñëàáûé óäàð ïòåíöà êëþâîì èçíóòðè
ñïîñîáåí ïðîáèòü ýòó ñêîðëóïó.

À ÷òî ñî ñëîíîâîé ïòèöåé?
Ñëîâî «ýïèîðíèñ» îçíà÷àåò «âåëè÷àéøàÿ èç ïòèö».

Ýòè íåëåòàþùèå ïòèöû (ðèñ.4) ðîñòîì áîëåå òðåõ
ìåòðîâ îáèòàëè íà Ìàäàãàñêàðå âïëîòü äî XVII âåêà.
Îãðîìíûå ÿéöà ýïèîðíèñîâ (ðèñ.5), âìåùàâøèå äî 9

Ðèñ.5. ßéöî ýïèîðíèñà

Ðèñ.4. Ýïèîðíèñ – âåëè÷àéøàÿ èç ïòèö

ëèòðîâ âîäû, æèòåëè Ìàäàãàñêàðà èñïîëüçîâàëè â
êà÷åñòâå ñîñóäîâ. Ãèãàíòñêèå êîñòè ýïèîðíèñîâ ïîñëó -
æèëè îñíîâîé ñâåäåíèé î ìèôè÷åñêîé ïòèöå Ðóõ,
óïîìèíàåìîé â ñêàçêàõ «Òûñÿ÷à è îäíà íî÷ü».

Äëèòåëüíîñòü âûñèæèâàíèÿ ïòåíöà ýïèîðíèñà, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííîé âûøå çàâèñèìîñòüþ åå îò
ìàññû, ñîñòàâëÿåò îêîëî 90 ñóòîê. Åñëè âäóìàòüñÿ, ý òî
î÷åíü áîëüøàÿ âåëè÷èíà – öåëûé êëèìàòè÷åñêèé ñåçîí
ñëîíîâàÿ ïòèöà ôàêòè÷åñêè ïðèêîâàíà ê ãíåçäó. Çà
âðåìÿ âûñèæèâàíèÿ ìàññà ÿéöà óìåíüøàåòñÿ ñ 10 äî
8,5 êã. Ñðåäíèé äèàìåòð ÿéöà ýïèîðíèñà ñîñòàâëÿåò
ïðèìåðíî 25 ñì, òîëùèíà ñêîðëóïû 4–5 ìì, à ìàññà
ñêîðëóïû ïîðÿäêà 1,5 êã. Ïðîáèòü òàêóþ «áðîíþ» –
çàíÿòèå óæå íà ïðåäåëå âîçìîæíîñòåé. Íî ýòî îêàçà-
ëîñü âîçìîæíûì – áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíûì æåëîáêàì,
ðàñïîëîæåííûì âíóòðè ïðè «âõîäå»â ïîðó.



ßí Ãåâåëèé
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ÂÐßÄÓ ÁËÈÑÒÀÒÅËÜÍÛÕ ÎÑÍÎÂÎÏÎËÎÆÍÈ -
êîâ  åâðîïåéñêîé àñòðîíîìè÷åñêîé  øêîëû  âàæíîå
ìåñòî ïðèíàäëåæèò ßíó Ãåâåëèþ (28.01.1611–

28.01.1687), ïîòîìñòâåííîìó ïèâîâàðó è êàíöëåðó ñëà â-
íîãî ãàíçåéñêîãî ïîðòà Ãäàíüñê (âïîñëåäñòâèè Äàíöèã , à
çàòåì ñíîâà Ãäàíüñê). Åùå â ãèìíàçèè ßí ïðèîáðåë
íàâûêè êàðòîãðàôèè è êîíñòðóèðîâàíèÿ àñòðîíîìè÷åñ-
êèõ èíñòðóìåíòîâ, à êðóãîçîð ðàñøèðèë â áåñåäàõ ñ
Ïüåðîì Ãàññåíäè, Ìàðåíîì Ìåðñåííîì è Àòàíàñèåì
Êèðõåðîì, êîòîðûõ îí ïîñåòèë âî âðåìÿ ñâîåãî ïåðâîã î
åâðîïåéñêîãî òóðíå. Èç ïóòåøåñòâèÿ ßí âåðíóëñÿ â 16 34
ãîäó ñ òåì, ÷òîáû óíàñëåäîâàòü ïèâîâàðíþ îò ñâîåãî îòöà
Àâðààìà Ãåâåëèÿ è æåíèòüñÿ íà âëàäåëèöå äâóõ ñîñåäí èõ
äîìîâ Êàòàðèíå Ðåáåøêå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî – íàëè÷è å
òðåõ ñòîÿùèõ ñòåíà ê ñòåíå äîìîâ, à òåì ñàìûì, è îá ùåé
êðûøè – ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü â äàëüíåéøåé ñóäüáå
ìîëîäîãî ïîëüñêîãî àñòðîíîìà.

Êàê èçâåñòíî, ïåðâûå òåëåñêîïû Ãàëèëåÿ, ñêîíñòðóè-
ðîâàííûå èì åùå â íà÷àëå XVII âåêà, èìåëè â äëèíó
íåìíîãèì áîëåå ìåòðà. Ýòè òåëåñêîïû ñòðàäàëè õðîìàò è-
÷åñêîé àáåððàöèåé, ïðåîäîëåòü êîòîðóþ â òî âðåìÿ ìî æíî
áûëî ëèøü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðîâ ïîäçîðíîé òðó áû.
Õðîìàòè÷åñêàÿ àáåððàöèÿ îáóñëîâëåíà äèñïåðñèåé ñâåò à,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ëèíçó, ò.å. çàâèñèìîñòüþ ïîêàçàòå ëÿ
ïðåëîìëåíèÿ âåùåñòâà ëèíçû îò äëèíû âîëíû ñâåòà. Â
ðåçóëüòàòå áåëûé ñâåò ðàçëàãàåòñÿ íà ñîñòàâëÿþùèå åãî
öâåòíûå ëó÷è. Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñèíèõ ëó÷åé
áîëüøå, ÷åì êðàñíûõ, ïîýòîìó èõ ôîêóñ ðàñïîëîæåí
áëèæå ê çàäíåé ãëàâíîé òî÷êå ëèíçû, ÷åì ôîêóñ êðàñí ûõ
ëó÷åé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëó÷à áåëîãî ñâåòà åä èíîãî
ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ íå ñóùåñòâóåò, à åñòü ñîâîêóïí îñòü
ôîêóñíûõ ðàññòîÿíèé ëó÷åé âñåõ öâåòîâ. Ïîýòîìó íà
ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì â îáëàñòè ôîðìèðîâàíèÿ èçîáðà -
æåíèÿ, âìåñòî îäíîé ñâåòëîé òî÷êè íàáëþäàåòñÿ ñîâîê óï-
íîñòü öâåòíûõ êðóæêîâ.

Ñâîþ ïåðâóþ îáñåðâàòîðèþ Ãåâåëèé ñîçäàë â 1641 ãîäó ,
èñïîëüçîâàâ ïðîñòðàíñòâî íà êðûøå. ×åðåç íåñêîëüêî ëåò
îí ïîñòðîèë òåëåñêîï äëèíîé îêîëî 4 ìåòðîâ, êîòîðûé
óâåëè÷èâàë óäàëåííûå ïðåäìåòû áîëåå ÷åì â 50 ðàç. Ï ðè
êîíñòðóèðîâàíèè àñòðîíîìè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ Ãåâå-
ëèé îïèðàëñÿ íà ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ïðèíöèïîâ ëó÷åïð å-
ëîìëåíèÿ â ëèíçàõ. ×åì áîëåå ïëîñêèìè ÿâëÿþòñÿ ëèíç û,
òåì áîëüøèì ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì îíè îáëàäàþò. Äëèí -
íîôîêóñíûå ëèíçû äàþò áîëåå ÷åòêèå èçîáðàæåíèÿ, ÷åì
êîðîòêîôîêóñíûå, îäíàêî îáúåêòèâ è îêóëÿð â òàêèõ
òåëåñêîïàõ íóæíî ðàñïîëàãàòü íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
äðóã îò äðóãà. Ðàçâèâàÿñü â ýòîì íàïðàâëåíèè, Ãåâåë èé
ïîñòðîèë âíà÷àëå 20-ìåòðîâóþ ïîäçîðíóþ òðóáó, à çàò åì
è ãëàâíîå ñâîå äîñòèæåíèå – 50-ìåòðîâûé òåëåñêîï. Ý òîò
ïðèáîð ïîäâåøèâàëñÿ íà âûñîêîì ñòîëáå ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû êàíàòîâ è áëîêîâ. Óïðàâëåíèå òåëåñêîïîì îñó ùå-

ñòâëÿëà êîìàíäà èç îòñòàâíûõ ìàòðîñîâ, çíàêîìûõ ñ
îáñëóæèâàíèåì òàêåëàæà. Êîíñòðóêöèÿ Ãåâåëèÿ – òàê
íàçûâàåìûé âîçäóøíûé òåëåñêîï – ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé
èíñòðóìåíò áåç òðóáû è áåç æåñòêîé ñâÿçè îáúåêòèâà è
îêóëÿðà. Ãèãàíòñêèé òåëåñêîï ïîäðàãèâàë ïðè ìàëåéøå ì
äóíîâåíèè âåòðà ñ Áàëòèêè, äåðåâÿííûå îïîðû è ïåíüê î-
âûå êàíàòû ïðîãèáàëèñü è íàòÿãèâàëèñü ñ èçìåíåíèåì
òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ íàñòðîéêà
îáúåêòèâà è îêóëÿðà íà åäèíóþ îïòè÷åñêóþ îñü ïðåäñò àâ-
ëÿëà ïî÷òè íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè.

Òåì íå ìåíåå, è ýòî ïðèçíàê íàñòîÿùåãî ó÷åíîãî,
Ãåâåëèé â ñîâåðøåíñòâå îâëàäåë ñâîèìè èíñòðóìåíòàìè  è
ïðîâåë öåëóþ ñåðèþ áëåñòÿùèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé. Êðîìå òîãî, Ãåâåëèé áûë íåïðåâçîéäåííûì íàáë þ-
äàòåëåì, íåâîîðóæåííûì ãëàçîì íàáëþäàÿ çâåçäû ñåäü-
ìîé âåëè÷èíû. Ñ ïîìîùüþ ñåêñòàíòà, ñäåëàííîãî èì
ñàìèì, Ãåâåëèé ñîñòàâèë êàòàëîã ïîëîæåíèé 1564 çâåç ä ñ
òî÷íîñòüþ äî óãëîâîé ìèíóòû. Ýòè íàáëþäåíèÿ îí ïðîâ åë
áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïòèêè, ïîëàãàÿ, ÷òî ëèíçû ìîãóò
âíåñòè ïîãðåøíîñòè â èçìåðåíèÿ.

Ïåðâûì íàó÷íûì òðóäîì Ãåâåëèÿ áûëà «Ñåëåíîãðà-
ôèÿ, èëè îïèñàíèå Ëóíû», èçäàííàÿ â 1647 ãîäó â
Ãäàíüñêå. Â íåé ñîäåðæàëîñü äåòàëüíîå îïèñàíèå âèäè ìîé
ïîâåðõíîñòè Ëóíû. Ðàáîòà, îòïå÷àòàííàÿ â ñîáñòâåííî é
òèïîãðàôèè àâòîðà, ñîäåðæàëà 133 ãðàâþðû, èçîáðàæàâ -
øèå 60 ó÷àñòêîâ ëóííîé ïîâåðõíîñòè è îáùèé âèä Ëóíû
â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ. Ãåâåëèé ïðåäëîæèë íàçâàíèÿ äëÿ
ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ íà ïîâåðõíîñòè Ëóíû, íåêîòîðûå è ç
êîòîðûõ ñîõðàíèëèñü äî íàøåãî âðåìåíè, ïðàâèëüíî
îöåíèë âûñîòó ëóííûõ ãîð, îòêðûë ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé
ëèáðàöèè (íàáëþäàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå ìàÿòíèêîîáðàç-
íûå êîëåáàíèÿ Ëóíû îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà ìàññ, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðÿìûì íàáëþäåíèÿì äîñòóïíî 0,59 âñ åé
ëóííîé ïîâåðõíîñòè).

Â äàëüíåéøåì Ãåâåëèé ïðîâîäèë ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå
íàáëþäåíèÿ, è åìó ïðèíàäëåæàò àñòðîíîìè÷åñêèå îòêðû -
òèÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Îí ïðîäîëæèë çàíèìàòüñÿ âîïð î-
ñàìè ëóííîãî äâèæåíèÿ è îöåíèë ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî
Ëóíû, ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû, ïåðèîä ñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ Ñîëíöà. Çàíèìàëñÿ íàáëþäåíèÿìè äâîéíûõ è
ïåðåìåííûõ çâåçä, îïðåäåëèë ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ãàëè-
ëååâñêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Ãåâåëèé îòêðûë 4 êîìåòû
è îïóáëèêîâàë â 1668 ãîäó òðóä «Êîìåòîãðàôèÿ», ãäå
èçëîæèë èñòîðèþ íàáëþäåíèé âñåõ èçâåñòíûõ â òî âðåì ÿ
êîìåò è ïîêàçàë, ÷òî íåêîòîðûå êîìåòû äâèæóòñÿ ïî
ïàðàáîëè÷åñêèì îðáèòàì. Èìåííî Ãåâåëèé ïîçíàêîìèë
åâðîïåéöåâ ñ ãëàâíûì òðóäîì Óëóãáåêà – òàê íàçûâàåì û-
ìè «Íîâûìè àñòðîíîìè÷åñêèìè òàáëèöàìè».

Ãåâåëèé áûë îäíèì èç íàèáîëåå óâàæàåìûõ àñòðîíîìîâ
ñâîåãî âðåìåíè. Â 1664 ãîäó åãî èçáðàëè ÷ëåíîì Ëîíä îí-
ñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, à â 1666 ãîäó åìó áûë
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ïðåäëîæåí ïîñò äèðåêòîðà âíîâü ïîñòðîåííîé Ïàðèæñêî é
îáñåðâàòîðèè. Ýòî ïðåäëîæåíèå, îäíàêî, Ãåâåëèé îòêë î-
íèë, ÷òî ïðèâåëî ê íàçíà÷åíèþ íà ýòîò ïîñò Äæîâàííè
Äîìåíèêî Êàññèíè. Ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó Ãåâåëèþ
îêàçûâàëè ìîíàðõè Ïîëüøè (ßí III Ñîáåñêèé) è Ôðàí-
öèè (Ëþäîâèê XIV).

Â íà÷àëå 1670-õ ãîäîâ Ãåâåëèé îêàçàëñÿ âîâëå÷åí â
æàðêèé äèñïóò ñî çíàìåíèòûìè àíãëèéñêèìè àñòðîíîìà-
ìè Äæîíîì Ôëàìñòåäîì è Ðîáåðòîì Ãóêîì, êîòîðûå
îòñòàèâàëè íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåëåñêîïîâ è
ìèêðîìåòðè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ äëÿ òî÷íîãî îïðåäåëå -
íèÿ ïîëîæåíèÿ çâåçä. Ýòà äèñêóññèÿ äîñòèãëà àïîãåÿ,
êîãäà Ëîíäîíñêîå Êîðîëåâñêîå îáùåñòâî îòïðàâèëî ìîë î-
äîãî Ýäìîíäà Ãàëëåÿ â Ãäàíüñê äëÿ ïðîâåðêè äàííûõ

Ãåâåëèÿ ñ ïîìîùüþ íîâåéøåãî ìèêðîìåòðè÷åñêîãî òåëå-
ñêîïà. Ãàëëåé ïîäòâåðäèë âñå ðåçóëüòàòû ïîëüñêîãî à ñò-
ðîíîìà.

Â 1679 ãîäó îáñåðâàòîðèÿ Ãåâåëèÿ ñ óíèêàëüíûìè
àñòðîíîìè÷åñêèìè èíñòðóìåíòàìè, â ÷àñòíîñòè ñåêñòàí -
òîì, ëþáèìûì èíñòðóìåíòîì àñòðîíîìà, ñ ðóêîïèñÿìè è
áèáëèîòåêîé ñãîðåëà. Òåì íå ìåíåå, Ãåâåëèé âîçîáíîâ èë
íàáëþäåíèÿ. Â 1690 ãîäó, óæå ïîñëå ñìåðòè ìóæà, åãî
âòîðàÿ æåíà Ýëèçàáåò Ãåâåëèóñ èçäàëà ñòàâøèé âïîñëåä-
ñòâèè çíàìåíèòûì çâåçäíûé àòëàñ «Óðàíîãðàôèÿ», îñíî -
âàííûé íà êàòàëîãå Ãåâåëèÿ è ñîäåðæàâøèé âåëèêîëåï-
íûå èçîáðàæåíèÿ ìíîãèõ, â òîì ÷èñëå è ïðåäëîæåííûõ
èì, ñîçâåçäèé.

Â 2007 ãîäó èñïîëíèëîñü 300 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Ëåîíàðäà Ýéëåðà (1707–1783). Íàøè ÷èòàòåëè ïîñâÿòèë è
ýòîé äàòå èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ ,
êîòîðûå â ñâîå âðåìÿ ïðèâëåêëè âíèìàíèå âûäàþùåãîñÿ
ìàòåìàòèêà.

 ÎÊÓÍÀßÑÜ Â ÃËÓÁÈÍÛ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ

Â 1749 ãîäó Ëåîíàðä Ýéëåð íàïèñàë ñâîåìó êîëëåãå
ñàíêò-ïåòåðáóðãñêîìó àêàäåìèêó Õðèñòèàíó Ãîëüäáàõó
ïèñüìî, â êîòîðîì ïðèçíàëñÿ, ÷òî ïîïûòêà íàéòè ðåøå íèå
â öåëûõ ÷èñëàõ ïî âèäó ïðîñòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

2x y z u+ + = , 2xy yz zx v+ + = , 2xyz w=     ( * )

ïðèâåëà åãî â îò÷àÿíèå – òàê ìíîãî òðóäà ïîòðåáîâàë î îò
íåãî ýòî ðåøåíèå. Ïîýòîìó îí íå óäèâèëñÿ òîìó, ÷òî
íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå åñòü

õ = 1633780814400,  ó = 252782198228,  z = 3474741058973.

Î òðóäíîñòÿõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ( * ) è î òîì, ÷òî
íàéäåííûå Ýéëåðîì ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå ( * ),
ñîîáùàåò òàêæå èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè ýëåìå í-
òàðíîé òåîðèè ÷èñåë Â.Ñåðïèíñêèé.

Îêàçûâàåòñÿ, è âåëèêèé Ýéëåð, è åãî íåêðèòè÷íî
íàñòðîåííûå êîììåíòàòîðû â äàííîì ñëó÷àå îøèáàþòñÿ.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

õ = 45, ó = 64, z = 180

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà

u = 17, v = 150, w =  720

òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ( * ), ïðè÷åì ýòè ÷èñëà íå
ÿâëÿþòñÿ ñòîëü óæ îãðîìíûìè.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â ñïð à-
âåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ðàññìîòðèì òðîéêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c , è ïóñòü
2 2A a b= + , 2 2 2B a b c= + + . Åñëè ÷èñëî 2 2 2 2Aa c B b+

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî êàæäàÿ èç òðîåê ÷èñåë

à) 2 2x A Ba= , 2 2y ABa c= , 2 2z AB b= ;

á) 2 2x ABa b= , 4 2y Aa c= , 2 2 2z Ba b c=

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé ( * ) äëÿ íåêîòîðûõ
íàòóðàëüíûõ u, v, w .

2. Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z  òàêîâû, ÷òî èõ ñóììà,
ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿþòñÿ

ÏÎ ÑËÅÄÀÌ ÍÅÎÏÓÁËÈÊÎÂÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÝÉËÅÐÀ

Â îäíîé èç çàïèñíûõ êíèæåê Ëåîíàðäà Ýéëåðà îáíàðó-
æåíà òàêàÿ çàäà÷à:

Íàéòè òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ïðÿìûå, äåëÿùèå óãëû
ïîïîëàì, âûðàæàþòñÿ ðàöèîíàëüíî.

Ñàì êëàññèê íàóêè ïðèâîäèò ïðèìåð òðåóãîëüíèêà,
îáëàäàþùåãî òðåáóåìûì ñâîéñòâîì, à èìåííî òðåóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíàìè a = 25, b = 25, c = 14. Îá ýòîì æå
òðåóãîëüíèêå ñîîáùàåò ó÷åíèê Ýéëåðà Í.Ôóññ, óêàçûâà ÿ
åùå äâà ïîäõîäÿùèõ ïðèìåðà:

a = 975, b = 975, c = 546 è a = 1369, b = 1183, c = 1914.

Äëÿ ïðîâåðêè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

( )( )
c

ab a b c a b c
l

a b

+ + + -
=

+
,

ïî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ äëèíà áèññåêòðèñû cl  óãëà,
ïðîòèâîëåæàùåãî ñòîðîíå ñ (äëèíû áèññåêòðèñ äâóõ
äðóãèõ óãëîâ âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ïîêàæåì, êàê «ñîáèðàòü» òðåóãîëüíèêè, â êîòîðûõ íå
òîëüêî áèññåêòðèñû ðàöèîíàëüíû, íî è äðóãèå ðàçìåðû
âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Äëÿ óäîáñòâà òðåóãîëüíèê
ñ ðàöèîíàëüíûìè áèññåêòðèñàìè áóäåì íàçûâàòü ýéëåðî-
âûì.

 Ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì ó íàñ áóäóò ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè, äëèíû ñòîðîí x, y, z  êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ
ôîðìóëàìè

2 2x m n= - , y = 2mn, 2 2z m n= + ,            (1)

ãäå m, n – íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ñëó÷àå
âçàèìíîé ïðîñòîòû m è n òàêèå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè ïèôàãîðîâûìè òðåóãîëüíè-
êàìè, íî òðåáîâàíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû äëÿ íàñ íåñóù å-
ñòâåííî. Â êà÷åñòâå âàæíîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

Í À Ì  Ï È Ø Ó Ò

òî÷íûìè êâàäðàòàìè, òî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò
òðîéêà ÷èñåë xy, yz, zx . Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò êîíñòðó-
èðîâàòü íîâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ( * ) ïî äðóãèì íàéäåí-
íûì ðåøåíèÿì.

Þ.Àëåíêîâ, Â.Êèáèðåâ

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 56)



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â  íåì
çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóå òñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçä î÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ,  íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå  ïîçäíåå 1 íîÿáðÿ 2007 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ð åøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéò å â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹4–2007» è íîìå ðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì2051» èëè «Ô2058». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàì èëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àä ðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëüíîì
êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèå ì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå: «Çàäà÷íèê
«Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâ àíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷à Ì2054(à) ïðåäëàãàëàñü íà LXX Ìîñêîâñêîé ìàòå ìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå, çàäà÷à Ì2055 –

íà X Êóáêå ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà.

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2051–Ì2055, Ô2058–Ô2062

Ì2051.  Ïóñòü a, b, c > 0; ( )( )(a b c b c a c a+ - + - + -
)b abc- = . Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c .

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì2052.  à) Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü è åå õîðäó ÀÂ.
Íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê  Ì , íàõîäÿùèõñÿ îò ïðÿìîé
ÀÂ íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâå-
äåííîé èç òî÷êè Ì  ê ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè.
Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
á) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàðàáîë, îïèñàííûõ îêîëî îäíîé
îêðóæíîñòè è ïåðåñåêàþùèõñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, äèà-
ãîíàëè «ïàðàáîëè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà» ïåðïåí-

äèêóëÿðíû (ðèñ.1).
â) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàðà-
áîë, îïèñàííûõ îêîëî îä-
íîé îêðóæíîñòè è ïåðåñå-
êàþùèõñÿ â äâóõ òî÷êàõ,
îñè ïàðàáîë íàêëîíåíû ïîä
îäíèì è òåì æå óãëîì ê
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïà-
ðàáîë (ðèñ.2).

ã) Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïàðàáîë, îïèñàííûõ îêîëî îäíîé
îêðóæíîñòè è òàêèõ, ÷òî ëþáûå äâå èç íèõ ïåðåñåêàþò -
ñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, ãëàâíûå äèàãîíàëè «ïàðàáîëè÷åñ -
êîãî øåñòèóãîëüíèêà» ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
(ðèñ.3).

Ô.Íèëîâ (ó÷åíèê 10 êëàññà)

Ì2053.  Ïóñòü n > 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå
îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà 1 2, , , nx x xK  òàêèå, ÷òî

1 2 nx x xK = ( )( )2 3 1 3n nx x x x x xK K K+ + + + + + ´

( )1 2 1nx x xK K -´ + + + .

Ñ.Òîêàðåâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì2054.  Ïóñòü ( ) 2 1P x x x= + + . Ñóùåñòâóþò ëè íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà 1, , nx xK , 1, , nk kK  òàêèå, ÷òî

 ( ) 2
1 2

kP x x= , ( ) ( )3 1
2 13 , ,k k

nP x x P x x= =K ?

Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àåâ:
à) n = 2;
á) n – ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî;
â) n = 4.

Â.Ñåíäåðîâ, Á.Ôðåíêèí

Ì2055.  Êëåòêè áåñêîíå÷íîé âïðàâî êëåò÷àòîé ïîëîñ-
êè ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 0, 1, 2, …
Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ ëåæàò êàìíè. Åñëè íà i -é êëåòêå
( i > 0) ëåæèò ðîâíî i  êàìíåé, òî ðàçðåøàåòñÿ ñíÿòü ñ
íåå è ðàçëîæèòü ïî îäíîìó íà êëåòêè ñ íîìåðàìè
i – 1, i  – 2, …, 0. Ëåøà ðàñïðåäåëèë 2006! êàìíåé ïî
êëåòêàì, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé, òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ñîáðàòü èõ â íóëå, ñäåëàâ íåñêîëüêî îïåðàöèé. Íàé-
äèòå ìèíèìàëüíûé íîìåð êëåòêè, íà êîòîðîé ëåæèò
êàìåíü.

Ô.Áàõàðåâ, È.Áîãäàíîâ

Ðèñ. 1 Ðèñ. 12

Ðèñ. 3
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Ô2058.  Â ñèñòåìå íà ðè-
ñóíêå 4 âñå ãðóçû îäèíàêî-
âû. Âíà÷àëå ãðóçû óäåð-
æèâàþò, çàòåì îòïóñêàþò,
è ñèñòåìà ïðèõîäèò â äâè-
æåíèå áåç ðûâêîâ. Íàéäè-
òå óñêîðåíèÿ ïîäâèæíûõ
áëîêîâ.

À.Áëîêîâ

Ô2059.  Íîâûå íàñòåííûå
÷àñû ñ ìàÿòíèêîì èäóò
î÷åíü òî÷íî. Ìàÿòíèê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü
ëåãêèé äëèííûé ñòåðæåíü,
ïîäâåøåííûé çà îäèí èç
êîíöîâ, ê äðóãîìó êîíöó

ñòåðæíÿ ïðèêðåïëåí ìàññèâíûé äèñê, ðàäèóñ êîòîðîãî
â 10 ðàç ìåíüøå äëèíû ñòåðæíÿ (ðèñ.5). Äèñê ìîæåò

ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè. Ñî
âðåìåíåì, èç-çà òðåíèÿ â îñè äèñêà, îí
ïåðåñòàë ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã ýòîé îñè.
Áóäóò ëè ÷àñû ñïåøèòü èëè îíè òåïåðü
íà÷íóò îòñòàâàòü? Îöåíèòå íåòî÷íîñòü õîäà
÷àñîâ çà ñóòêè.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2060.  Ìîëü ãåëèÿ ìåäëåííî ðàñøèðÿåòñÿ
îò îáúåìà 10 ë äî îáúåìà 10,1 ë, ïðè ýòîì
äàâëåíèå ãàçà ïëàâíî óìåíüøàåòñÿ îò 1 àòì

äî 0,985 àòì. Íàéäèòå òåïëîåìêîñòü ãåëèÿ â ýòîì
ïðîöåññå.

À.Ïðîñòîâ

Ô2061.  Òîíêîñòåííóþ íåïðîâîäÿùóþ ñôåðó ðàäèóñîì
R çàðÿäèëè ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè ïîëíûì çàðÿ-
äîì Q, à çàòåì ðàçðåçàëè ïîïîëàì – ïî «ýêâàòîðó».
Îäíó ïîëîâèíó ñôåðû óáðàëè, à âòîðóþ îñòàâèëè – äëÿ
èçó÷åíèÿ. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
ñîçäàâàåìîãî çàðÿäàìè ïîëóñôåðû â òî÷êå «ýêâàòîðè-
àëüíîé» ïëîñêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè R/2
îò öåíòðà ñôåðû.

Á.Ñëîæíîâ

Ô2062.  Íà òîðîèäàëüíûé ôåððîìàãíèòíûé ñåðäå÷-
íèê, ñäåëàííûé èç ìàòåðèàëà ñ áîëüøîé ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòüþ, íàìîòàíà êàòóøêà, ñîäåðæàùàÿ áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî âèòêîâ. Êàòóøêó ïîäêëþ÷èëè ê ñåòè
220 Â, òîê ÷åðåç êàòóøêó ïðè ýòîì ñîñòàâèë 10 ìÀ
(äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå). Âîëüòìåòð, èìåþùèé ñîïðî-
òèâëåíèå 10 êÎì, ïîäêëþ÷àþò ìåæäó îäíèì èç êîíöîâ
êàòóøêè è îòâîäîì, ñäåëàííûì îò ñåðåäèíû êàòóøêè
(ïîëîâèíà âèòêîâ). Êàêîå íàïðÿæåíèå ïîêàæåò âîëüò-
ìåòð? Êàêîé òîê òåïåðü òå÷åò ÷åðåç èñòî÷íèê?

À.Çèëüáåðìàí

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2026 – Ì2035,
Ô2043–Ô2047

Ì2026.  Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD è DA êâàäðàòà
ABCD âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè P, M, N, Q
òàê, ÷òî MANÐ = 45°, PPM AN , PAM NQ . Îòðå-
çîê PQ ïåðåñåêàåò AM è AN â òî÷êàõ F è G

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà AFG ðàâíà
ñóììå ïëîùàäåé òðåó-
ãîëüíèêîâ FMP è GNQ.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì,
÷òî PMA MANÐ = Ð =

ANQ= Ð , è çíà÷èò, òðå-
óãîëüíèêè AFG, MFP è
NQG  ïîäîáíû (ñì. ðè-
ñóíîê). Ïîýòîìó óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è ðàâíî-
ñèëüíî ðàâåíñòâó 2 2 2GF PF GQ= + .
Äàëåå, òðåóãîëüíèêè NQD  è ÌÐÂ  ïîäîáíû òðåóãîëü-
íèêàì AMB  è AND  ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî,

QD BM
ND AB

= , 
ND BP
AD BM

= .

Ïåðåìíîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî ÂÐ = DQ ,
èëè ÀÐ = AQ . Ïóñòü Õ – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ð
îòíîñèòåëüíî ÀÌ. Òîãäà AX = AP = AQ  è

45XAN MAP NADÐ = ° - Ð = Ð , ò.å. Õ òàêæå ñèììåò-
ðè÷íà Q îòíîñèòåëüíî AN . Òàêèì îáðàçîì, XF = FP ,
XG = GQ  è

360 2 2 90XFG XGF PFM QGNÐ + Ð = ° - Ð - Ð = ° .

Ïðèìåíèâ ê ïðÿìîóãîëüíîìó òðåóãîëüíèêó XFG òåî-
ðåìó Ïèôàãîðà, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì2027.  Íà äîñêå íàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà x,
y, z. Ïåòÿ çàïèñûâàåò íà ëèñòêå ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-
íèáóäü äâóõ èç ýòèõ ÷èñåë, à íà äîñêå óìåíüøàåò
òðåòüå ÷èñëî íà 1. Ñ íîâûìè òðåìÿ ÷èñëàìè íà äîñêå
îí ñíîâà ïðîäåëûâàåò òó æå îïåðàöèþ è ò.ä. äî òåõ
ïîð, ïîêà îäíî èç ÷èñåë íà äîñêå íå ñòàíåò ðàâíûì
íóëþ. ×åìó áóäåò â ýòîò ìîìåíò ðàâíà ñóììà ÷èñåë
íà ëèñòêå?

Îòâåò : xyz.
Ïåðâîå ðåøåíèå.  Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðåõ
÷èñåë, çàïèñàííûõ íà äîñêå, ñ êàæäîé îïåðàöèåé
óìåíüøàåòñÿ ðîâíî íà òî ÷èñëî, êîòîðîå Ïåòÿ çàïèñû-
âàåò íà áóìàæêó. Êîãäà îäíî èç ÷èñåë ñòàíîâèòñÿ
íóëåì, ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë íà äîñêå òîæå ðàâíî
íóëþ, îòêóäà ñóììà âñåõ ÷èñåë, âûïèñàííûõ Ïåòåé,
ðàâíà íà÷àëüíîìó ïðîèçâåäåíèþ òðåõ ÷èñåë íà äîñêå,
ò.å. xyz.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòî-
ðîíàìè õ, ó, z. Íà êàæäîì øàãå ìû îòðåçàåì îò íåãî
ïàðàëëåëåïèïåä òîëùèíû 1, çàïèñûâàÿ åãî îáúåì íà
áóìàæêó, è ïðîäîëæàåì äåéñòâîâàòü òàê ñ îñòàâøèìñÿ
ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, êîãäà îòðå-
æåì âñå. Çíà÷èò, íà áóìàæêå áóäåò çàïèñàí îáúåì
èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ò.å. xyz.

Å.Ãîðñêèé, Ñ.Äîðè÷åíêî

Ì2028. Èçâåñòíî, ÷òî âðóíû âñåãäà âðóò, ïðàâäèâûå
âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à õèòðåöû ìîãóò è âðàòü, è
ãîâîðèòü ïðàâäó. Âû ìîæåòå çàäàâàòü âîïðîñû, íà
êîòîðûå åñòü îòâåò «äà» èëè «íåò» (íàïðèìåð:
«Âåðíî ëè, ÷òî ýòîò ÷åëîâåê – õèòðåö?»).
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à) Ïåðåä âàìè òðîå – âðóí, ïðàâäèâûé è õèòðåö,
êîòîðûå çíàþò, êòî èç íèõ êòî. Êàê è âàì ýòî óçíàòü ?
á) Ïåðåä âàìè ÷åòâåðî – âðóí, ïðàâäèâûé è äâà
õèòðåöà (âñå ÷åòâåðî çíàþò, êòî èç íèõ êòî). Äîêà-
æèòå, ÷òî õèòðåöû ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ îòâå÷àòü
òàê, ÷òî âû, ñïðàøèâàÿ ýòèõ ÷åòâåðûõ, íè ïðî êîãî è ç
íèõ íå óçíàåòå íàâåðíÿêà, êòî îí.
à) Ñïðîñèì êàæäîãî: «Âåðíî ëè, ÷òî îáà òâîèõ ñîñåäà
– âðóíû?». Ñðåäè òðåõ îòâåòîâ åñòü «äà» âðóíà è «íå ò»
ïðàâäèâîãî, ïîýòîìó îäèí èç îòâåòîâ áóäåò äàí ðîâíî
îäèí ðàç. Ïî íåìó ìû óçíàåì îòâåòèâøåãî: ýòî ëèáî
âðóí, ëèáî ïðàâäèâûé. Çàäàâ åìó âîïðîñ ïðî îäíîãî è ç
äâóõ äðóãèõ: «Âåðíî ëè, ÷òî îí õèòðåö?», ìû âñå
óçíàåì.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Â íà÷àëå ìîæíî çàäàâàòü ëþáîé âîïðîñ,
îòâåò íà êîòîðûé âàì èçâåñòåí (íàïðèìåð, «Âåðíî ëè,
÷òî ñåãîäíÿ ÷åòâåðã?»).
2. Ìîæíî îáîéòèñü è òðåìÿ âîïðîñàìè, åñëè îíè áóäóò
äîñòàòî÷íî èçîùðåííûìè, ÷òî-òî âðîäå: «Îòâåòèò ëè
îí «äà», åñëè ÿ ñïðîøó…»
á) Îáîçíà÷èì ó÷àñòíèêîâ: âðóí Â, ïðàâäèâûé Ï è
õèòðåöû ÕÂ è ÕÏ. Ïóñòü õèòðåöû äîãîâîðÿòñÿ îòâå-
÷àòü òàê, êàê áóäòî ÕÂ – âðóí, ÕÏ – ïðàâäèâûé, Â –
õèòðåö, ïðèòâîðÿþùèéñÿ âðóíîì, à Ï – õèòðåö, ïðè-
òâîðÿþùèéñÿ ïðàâäèâûì. Ïîñòàâèâ èõ ëèöîì äðóã
ïðîòèâ äðóãà òàê, ÷òî ÕÏ êàê áû ñëóæèò îòðàæåíèåì
Ï, à ÕÂ ñëóæèò îòðàæåíèåì Â, âèäèì, ÷òî íåâîçìîæíî
îòëè÷èòü, êòî ñòîèò «ïåðåä çåðêàëîì», à êòî «çà
çåðêàëîì», – îòâåòû ïîëíîñòüþ «çåðêàëüíû».

Á.Ãèíçáóðã, Ì.Ãåðâåð

Ì2029. Äàíû äâå áåñêîíå÷íûå ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùèå
èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ, ïðè÷åì ëþáîå ÷èñëî, âñòðå÷àþùååñÿ â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, âñòðå÷àåòñÿ òàêæå è â
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî çíàìå-
íàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè – öåëîå ÷èñëî.

Ïóñòü q – çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ò.å.

1 1
n

nb q b+ = ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n). Åñëè q = 1, òî
çàäà÷à ðåøåíà. Èíà÷å ( ) ( )2 1 2 1

n
n nb b b b q+ +- - = , îòêó-

äà q – ðàöèîíàëüíîå (ÿñíî, åñëè âçÿòü n = 1) è, êðîìå
òîãî, ( )2 1

nb b q-  – öåëîå ÷èñëî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì
n. Çàïèñûâàÿ q â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè q = s/t ,
ïîëó÷àåì, ÷òî ( )2 1

n nb b s t-  – öåëîå ÷èñëî, è, çíà÷èò,

2 1b b-  äåëèòñÿ íà nt  ïðè ëþáîì n. Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî åñëè t  = 1 èëè t = – 1, ò.å. êîãäà q – öåëîå.

Á.Ôðåíêèí

Ì2030.  Ìîæíî ëè âïèñàòü ïðàâèëüíûé îêòàýäð â êóá
òàê, ÷òîáû âåðøèíû îêòàýäðà íàõîäèëèñü íà ðåáðàõ
êóáà?
Îòâåò: äà, ìîæíî.
Ïóñòü 1 1 1 1ABCDA B C D  – êóá ñ äëèíîé ðåáðà 1. Îòìå-
òèì íà ðåáðàõ ÀÂ, AD , 1AA , 1C C , 1 1C B , 1 1C D  òî÷êè

1 2 6, , ,M M MK  ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîáû

1 2 3 1 4 1 5 1 6 3 4AM AM AM C M C M C M= = = = = = .

Òîãäà äëèíû îòðåçêîâ 1 2M M , 2 3M M , 3 1M M , 4 5M M ,

5 6M M , 6 4M M  ðàâíû ( ) ( )2 2
3 4 3 4 3 2 4+ = , à äëè-

íû îòðåçêîâ 1 4M M , 1 5M M , 2 4M M , 2 6M M , 3 5M M ,

3 6M M  ðàâíû ( ) ( )2 221 4 1 1 4 3 2 4+ + = . Òàê êàê
äëèíû âñåõ äâåíàäöàòè îòðåçêîâ ðàâíû, òî âñå òðåó-
ãîëüíèêè 1 2 3M M M , 4 5 6M M M , 1 4 5M M M , 2 4 6M M M ,

3 5 6M M M , 4 1 2M M M , 5 1 3M M M , 6 2 3M M M  ðàâíîñòî-
ðîííèå è òî÷êè 1 2 6, , ,M M MK  ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
îêòàýäðà.

Ë.Ðàäçèâèëîâñêèé
Ì2031.  Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà
ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò åãî îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü w  â òî÷êàõ 1 1 1, ,A B C . Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç A, B, C è ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûì
ñòîðîíàì, ïåðåñåêàþò w  âòîðîé ðàç â òî÷êàõ

2 2 2, ,A B C . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1 2A A , 1 2B B , 1 2C C
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå, íàéäåííîå íà îëèìïèàäå Ì.Èëþ-
õèíîé. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ôàêòàõ.
1. Ïóñòü A¢ – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ â òî÷êàõ Â
è Ñ (ñì. ðèñóíîê). Òîã-
äà ïðÿìàÿ AA¢ ÿâëÿåò-
ñÿ ñèìåäèàíîé òðåó-
ãîëüíèêà (ò.å. ïðÿìîé,
ñèììåòðè÷íîé ìåäèàíå

1AA  îòíîñèòåëüíî áèñ-
ñåêòðèñû óãëà À).
2. Äëÿ ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ è ëþáîé òî÷-
êè Ð ïðÿìûå, ñèììåò-
ðè÷íûå ïðÿìûì ÀÐ, ÂÐ, ÑÐ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâó-
þùèõ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå (èëè ïàðàëëåëüíû), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èçîãî-
íàëüíî ñîïðÿæåííîé òî÷êå Ð.
Ïîñòðîèì òî÷êó A¢, êàê óêàçàíî â ïóíêòà 1 ( ,B C¢ ¢
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü ïðÿìàÿ AA¢ âòî-
ðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü w  â òî÷êå

0A . Òîãäà 1 0A AB A ACÐ = Ð , îòêóäà äóãè 1BA  è 0CA
ðàâíû. Òàê êàê òðåóãîëüíèê A BC¢  ðàâíîáåäðåííûé, à
w  – åãî âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, òî îíè ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû l  óãëà BA C¢ . Èç ðàâåí-
ñòâà äóã ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîé ñèììåòðèè òî÷êè 1A  è

0A  ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Çàìåòèì, ÷òî l  – ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ÂÑ, ïîýòîìó À ïðè ýòîé ñèììåò-
ðèè ïåðåõîäèò â 2A , à ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ 1 2A A
ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ AA¢. Ïîýòîìó, òàê êàê ïðÿìûå
AA¢, BB ¢, CC ¢ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå L  êàê
ñèìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî ïðÿìûå 1 2A A , 1 2B B ,

1 2C C  òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåííîé L  îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà A B C¢ ¢ ¢.
Ñëó÷àé, êîãäà îäíîé èç òî÷åê , ,A B C¢ ¢ ¢ íå ñóùåñòâóåò,
àíàëîãè÷åí.

À.Çàñëàâñêèé

Ì2032.  à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

- 1kn , +1kn  èìååò âèä ba  äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëü-
íûõ a è b > 1?
á*) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî àíòèïðîñòûì, åñëè
îíî äåëèòñÿ íà êâàäðàò ëþáîãî ñâîåãî ïðîñòîãî



Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 420
äåëèòåëÿ. Äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà íàçîâåì áëèçíåöà-
ìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íà 2. Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷-
íî ìíîæåñòâî ïàð àíòèïðîñòûõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ?

Ëàòèíñêèìè è ãðå÷åñêèìè áóêâàìè â ðåøåíèè îáîçíà-
÷åíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
à) Îòâåò : íåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî n ñóùåñòâóåò. ßñíî, ÷òî
n > 1. Èìååì 4 1 2ln + ¹ , 4 1 2ln - ¹  (ïîñêîëüêó 2 1a +
íå äåëèòñÿ íà 4). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò íå÷åòíûå ïðî-
ñòûå ÷èñëà ð è q òàêèå, ÷òî 4 1n +  äåëèòñÿ íà ð, 4 1n -
äåëèòñÿ íà q; ÿñíî, ÷òî p q¹ . Èç ëåììû Ãåíçåëÿ
ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì 0a  è ïðè ëþáîì b  ÷èñëî

ð âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 
04 1p qn

a b

+
â íåêîòîðîé ñòåïåíè âèäà 2l . Àíàëîãè÷íî, ïðè íåêîòî-
ðîì 0b  è ïðè ëþáîì a  ÷èñëî q âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ÷èñëà 
04 1q pn

b a

-  â íåêîòîðîé ñòåïåíè ýòîãî
æå âèäà. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç
ðàâåíñòâ

0 04 1p q bn a
a b

+ = , ãäå b > 1,
0 04 1p q dn c

a b

- = , ãäå d > 1,

ìû ïîëó÷àåì: ëèáî 2kb = , ëèáî 2kd = . Â ëþáîì èç
ýòèõ ñëó÷àåâ ïðèõîäèì ê íåâîçìîæíîìó ðàâåíñòâó:

2 2 1r s- = .
á) Îòâåò : áåñêîíå÷íî.
Ïåðâîå ðåøåíèå . Çàìåòèì, ÷òî (25, 27) – ïàðà àíòèïðî-
ñòûõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîæäåñòâ à

( ) ( ) ( )2 23 2 22 3 2 2 1 2n n n n+ + = + +          (1)

ñëåäóåò, ÷òî âìåñòå ñ ëþáîé ïàðîé ( )2 2, 2n n +  àíòèïðî-
ñòûõ áëèçíåöîâ òàêîé ïàðîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå è

( ) ( )2 23 32 3 , 2 3 2n n n næ ö+ + +è ø.

Ê òîæäåñòâó (1) ìîæíî ïðèäòè, íàïðèìåð, òàê. Áóäåì
èñêàòü ìíîãî÷ëåíû ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

( )P x  è ( )Q x , îòëè÷íûå îò 1 è òàêèå, ÷òî

( )( ) ( )( ) ( )2 2
2 2x P x Q x x+ = + .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíñòàíò ýòî òîæäåñòâî
âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè ( ) ( ) 1P x Q x= = ; ëèíåéíûå æå
ôóíêöèè ( )P x ax b= +  è ( )Q x cx d= + ,  ãäå

, , ,a b c d Î N , ëåãêî íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Âòîðîå ðåøåíèå.  Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè (ôîð-
ìû)

( ) 2 2,Df x y x Dy= - , ãäå , ,x y D Î N .

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà ( )27 ,f x y  ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå –2 â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ( ),x y .
Ëåììà 1. Ïóñòü ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç çíà÷åíèé
ôîðìû ( ),Df x y . Òîãäà ëþáîå ñâîå çíà÷åíèå ýòà ôîðìà
ïðèíèìàåò â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ( ),x y .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2 2 1a Db- = , ãäå , ,a b D Î N .
Äîñòàòî÷íî íàéòè , , ,c d e f Î N  òàêèå, ÷òî

( ) ( )2 2 2 2cx dy D ex fy x Dy+ - + = -

ïðè âñåõ ,x y Î N .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî (ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî è íåîáõîäèìî), ÷òîáû îäíîâðåìåííî
âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

2 2 1c De- = ,
2 2d Df D- = - ,

cd Def= .

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè ñ = à, å = b. Äëÿ

âûïîëíåíèÿ âòîðîãî, èëè 
2

2 1
d

f D
D

æ ö- =ç ÷è ø
, äîñòàòî÷íî

f = a , d = Db . ßñíî, ÷òî ÷èñëà ñ = à, d = Db , e = b,
f = a  óäîâëåòâîðÿþò è òðåòüåìó ðàâåíñòâó. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì

( ) ( )2 2 2 2ax Dby D bx ay x Dy+ - + = - .    (2)

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîñêîëüêó ( )27 5,1 2f = - , äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ,a b Î N  òàêèõ, ÷òî ( )27 , 1f a b = . Äîêàæåì,
÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìû ( )2 2

,
n

f x y
+  òàêèå ÷èñëà à è b

ñóùåñòâóþò. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî
( )2 2

, 1
n

f a b
+

=  â âèäå

 ( ) ( )( ) ( )2 22 1 1 2n b a a t t+ = + - = + ,

ãäå t = a – 1, è âîçüìåì b = n , 2t n= .
Òðåòüå ðåøåíèå.  Ïóñòü 2 2n +  – àíòèïðîñòîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ( )2 2

, 2
n

f x y
+

= - , èëè 2 2x + =

( )2 22n y= + . Ïîñêîëüêó îíî èìååò ðåøåíèå 0x n= ,

0 1y = , òî, âñëåäñòâèå ëåììû 1, îíî èìååò è íåêîòîðîå
ðåøåíèå ( )1 1,x y , ãäå 1 0x m x= > , 1 0y y> . Ïîëó÷èëè
íîâîå, áîëüøåå ÷åì 2 2n + , àíòèïðîñòîå ÷èñëî 2 2m + ;
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ( )2 2

, 2
m

f x y
+

= - , è ò.ä.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ïðèìåíåíèå
ôîðìóëû (2) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

( ) ( )( )2 23 2 22 3 2 2 1 2n n n n+ - + + = - .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âíîâü ïðèøëè ê òîæäåñòâó (1).
Ïðèëîæåíèå
Ëåììà Ãåíçåëÿ. Åñëè x – 1 äåëèòñÿ íà kp  ( p > 2 –
ïðîñòîå, k > 0), íî íå äåëèòñÿ íà 1kp + , òî 1nx -  äåëèòñÿ
íà k rp +  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà rp .
Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè
÷èñåë.
Ëåììó Ãåíçåëÿ ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå. ( ) 1 1pP x x -= + +K , ãäå { }\ 2p Î P ,
x Î Z , íå äåëèòñÿ íà 2p .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( )P x pM . Òîãäà è 1x p- M . Â
ñàìîì äåëå, 1px p- M , îòêóäà âñëåäñòâèå Ìàëîé òåîðå-
ìû Ôåðìà 1x p- M .
Ïóñòü ( )P x pM , 1x ¹ . Òîãäà

( ) ( ) ( )1 1 1pP x p x x-- = - + + - =K

= ( ) ( )
1 1 1

1 1
1 1

px x
x x A

x x

-æ ö- -
- + + = -ç ÷- -è ø

K .
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Òàê êàê ( )1
mod

1

lx
l p

x
-

º
-

 ïðè 1x p- M , l Î N , òî

( ) ( )1
1 1 mod

2
p

A p p p
-

º - + + = ×K .

Ïîëó÷èëè ( ) 2P x p p- M , îòêóäà ( )P x  íå äåëèòñÿ íà 2p .
Ïðè íå÷åòíîì n ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü ëåììó Ãåíçåëÿ
íà ñëó÷àé ÷èñåë õ + 1 è 1nx + . Ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòî-
ÿòåëüíî.
Çàìå÷àíèÿ
1. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå, íåæåëè âûøå, óðàâíåíèå

( ), 1mf x y = , ãäå , ,x y m Î N , m – ôèêñèðîâàííîå ÷èñ-
ëî. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå 2m n= , ãäå n Î N , ýòî óðàâíå-
íèå íå èìååò ðåøåíèé. Ïðè ëþáîì æå 2m n¹  ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò. Ýòî – îñíîâíàÿ òåîðåìà
òåîðèè óðàâíåíèé Ïåëëÿ (ïîäðîáíûé ðàññêàç î íèõ ñì.
â ñòàòüÿõ «Óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ» â «Êâàíòå» ¹3, 4, 6 çà
2002 ã.).
Äàëåå, âñå ýòè ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç áàçîâîãî, «íàè-
ìåíüøåãî», ìåòîäîì ëåììû 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå ( ),mf x y A=
( A Î Z , À è m – ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà) ìîæåò – â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå 2m n¹  – íå èìåòü ðåøåíèé ( õ, ó)
(ãäå ,x y Î N ). Åñëè æå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, òî âñå
îíè â ñëó÷àå 2m n¹  ïîëó÷àþòñÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷-
íîãî íàáîðà áàçîâûõ ìåòîäîì ëåììû 1.
2. Íà Òóðíèðå ãîðîäîâ â 1984 ãîäó ïðåäëàãàëàñü
ñëåäóþùàÿ (âîøåäøàÿ òàêæå â «Çàäà÷íèê «Êâàíòà»
ïîä íîìåðîì 869) çàäà÷à.
Ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (8, 9),
(288, 289) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäîå èç ýò èõ
÷èñåë ñîäåðæèò ëþáîé ñâîé ïðîñòîé ìíîæèòåëü íå
ìåíåå ÷åì âî âòîðîé ñòåïåíè.
à) Íàéäèòå åùå îäíó òàêóþ ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷èñåë.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ
ïàð.
Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòà ïóíêòà á) çàäà÷è Ì2032
áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òàêèõ ïàð ïîëó÷àåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè: åñëè n – 1 è n + 1 – àíòèïðîñòûå ÷èñëà, òî

2n  è ( )( )2 1 1 1n n n- = - +  – òàêæå, î÷åâèäíî, àíòèïðî-
ñòûå.
3. Îáà ïóíêòà íàøåé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìîé
ïðîáëåìîé Êàòàëàíà  (ñì. ñòàòüþ â ýòîì íîìåðå æóð-
íàëà).

Â.Ñåíäåðîâ

Ì2033.  Ó âåäóùåãî èìååòñÿ êîëîäà èç 52 êàðò.
Çðèòåëè õîòÿò óçíàòü, â êàêîì ïîðÿäêå ëåæàò
êàðòû (íå óòî÷íÿÿ, ñâåðõó âíèç èëè ñíèçó ââåðõ).
Ðàçðåøàåòñÿ çàäàâàòü âåäóùåìó âîïðîñû âèäà «Ñêîëü-
êî êàðò ëåæèò ìåæäó òàêîé-òî è òàêîé-òî êàðòà-
ìè?» Îäèí èç çðèòåëåé çíàåò, â êàêîì ïîðÿäêå ëåæàò
êàðòû. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ îí äîëæåí
çàäàòü, ÷òîáû îñòàëüíûå çðèòåëè ïî îòâåòàì íà
ýòè âîïðîñû ìîãëè óçíàòü ïîðÿäîê êàðò â êîëîäå?
Îòâåò : çà 34 âîïðîñà.
Ïåðâûé âîïðîñ çðèòåëü çàäàåò ïðî äâå êðàéíèå êàðòû.
Îòâåò 50 ïîêàæåò âñåì, ÷òî îíè â ñàìîì äåëå êðàéíèå .
Íàçîâåì ëþáóþ èç íèõ 1-é (ñâåðõó èëè ñíèçó – íàì íå
âàæíî), òîãäà äðóãàÿ – 52-ÿ. Òåïåðü óæå íàäî äàòü

âîçìîæíîñòü âñå îñòàëüíûå íîìåðà êàðò îïðåäåëèòü
îäíîçíà÷íî. Íàçîâåì 2-þ êàðòó äûðêîé, è âòîðûì
âîïðîñîì ñïðîñèì ïðî äâå êàðòû ðÿäîì ñ äûðêîé (ò.å.
1-þ è 3-þ). Îòâåò 1 çàäàåò ïîëîæåíèå 3-é êàðòû
îäíîçíà÷íî. Äàëåå áóäåì ïðîäîëæàòü çàäàâàòü âîïðî-
ñû ïàðàìè: â íå÷åòíûõ âîïðîñàõ íàçûâàåì äâå ñàìûå
êðàéíèå êàðòû èç åùå íå óïîìÿíóòûõ (îäíà èç íèõ
áûëà äûðêîé, äðóãàÿ – íåäûðêîé), íàçíà÷àåì íîâîé
äûðêîé ðàíåå íåóïîìÿíóòóþ êàðòó ðÿäîì ñ íåäûðêîé
è ñëåäóþùèì ÷åòíûì âîïðîñîì ñïðàøèâàåì ïðî äâå
êàðòû ðÿäîì ñ äûðêîé. Òàê, â ïåðâîé ïàðå âîïðîñîâ
«çíàþùèé» íàçûâàåò 1-þ, 52-þ è 3-þ êàðòû, âî âòîðîé
– 2-þ, 51-þ è 49-þ êàðòû, â òðåòüåé ïàðå – 4-þ, 50- þ
è 6-þ êàðòû è ò.ä. Êàê âèäèì, äûðêè ïî î÷åðåäè
âîçíèêàþò òî áëèæå ê íà÷àëó, òî áëèæå ê êîíöó. Â
îòëè÷èå îò ïåðâîé òðîéêè äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé
òðîéêè êàðò ïîñëå îòâåòîâ íà î÷åðåäíóþ ïàðó âîïðîñî â
òåîðåòè÷åñêè åñòü äâà âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèÿ: îñ-
íîâíîå (òî, ÷òî íà ñàìîì äåëå) è ïîáî÷íîå (êðàéíèå
êàðòû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ñðåäíÿÿ ïåðåäâèãàåòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî). Òàê, èç îòâåòîâ íà 3-é è 4-é âîïðîñû
ñëåäóåò, ÷òî âòîðàÿ òðîéêà êàðò – ýòî 2, 51 è 49 ëè áî,
2, 51 è 4. Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü èñ÷åçíåò, îäíàêî, ï îñëå
îòâåòà íà ñëåäóþùèé (â ïðèìåðå – íà 5-é) âîïðîñ. Ñó òü
â òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êàðò ìåæäó ðàíåå íå
óïîìÿíóòûìè êðàéíèìè êàðòàìè â ïîáî÷íîì âàðèàíòå
ìåíüøå, ÷åì â îñíîâíîì (íèæå êàðòû îäíîé òðîéêè
îáîçíà÷åíû îäíîé áóêâîé, íåîïðåäåëåííàÿ – òðîéêà
Ñ):

Îñíîâíîé    abaC_C………..bCba
Ïîáî÷íûé    abaC…………CbCba

Òàê çàäàåì 33 âîïðîñà. Ïîñëåäíèé 34-é âîïðîñ çàäàäè ì
ïðî êðàéíþþ è êàðòó ðÿäîì ñ íåé (25-þ è 26-þ)
(ïðåäïîñëåäíÿÿ è ïîñëåäíÿÿ òðîéêè îáîçíà÷åíû áóêâà-
ìè ð è Q ñîîòâåòñòâåííî):

abacdcefeghgijiklkmnmopoQQ_pQpnonlmljkjhihfgfdedbcb a

Òîãäà ïîëîæåíèå ïîñëåäíåé òðîéêè è åäèíñòâåííîé
îñòàâøåéñÿ êàðòû îïðåäåëèòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ïîêàæåì, ÷òî ìåíüøèì ÷èñëîì âîïðîñîâ îáîéòèñü
íåëüçÿ. Ðàçîáüåì èçíà÷àëüíî âñå êàðòû íà 52 ãðóïïû
ïî îäíîé êàðòå. Ïðè âîïðîñå ïðî äâå êàðòû èç ðàçíûõ
ãðóïï îáúåäèíÿåì ýòè ãðóïïû â îäíó. Êàæäûé âîïðîñ
óìåíüøàåò ÷èñëî ãðóïï ìàêñèìóì íà îäíó. Åñëè çàäàíî
íå áîëåå 33 âîïðîñîâ, òî îñòàíåòñÿ íå ìåíåå 52 – 33  =
= 19 ãðóïï. Ñðåäè íèõ ãðóïï èç 3 êàðò – íå áîëåå 17.
Çíà÷èò, ëèáî íàéäóòñÿ äâå ãðóïïû ïî îäíîé êàðòå, ëè áî
ãðóïïà èç ðîâíî äâóõ êàðò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ýò ó
ïàðó êàðò ïîìåíÿòü ìåñòàìè, íå òðîãàÿ îñòàëüíûõ: âñ å
îòâåòû íå èçìåíÿòñÿ. Òåì ñàìûì, ïîðÿäîê íå âîññòàíà â-
ëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

À.Øàïîâàëîâ
Ì2034.  Íà ñòîðîíàõ ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
âçÿòû òî÷êè Õ, Y, Z òàê, ÷òî òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è
XYZ ïîäîáíû. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XYZ ðàâíîóäàëåí îò îðòî-
öåíòðîâ òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è XYZ 1.

1 Â óñëîâèè, îïóáëèêîâàííîì â «Êâàíòå» ¹1, èìåþòñÿ íå òî÷-
íîñòè.
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Ïðåæäå âñåãî îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè Õ íà ñòîðîíå
ÂÑ òî÷êè Y , Z îï-
ðåäåëÿþòñÿ îäíî-
çíà÷íî. Äåéñòâè-
òåëüíî, Z ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì ÀÂ è
ïðÿìîé, ïîëó÷åí-
íîé èç ÀÑ êîìïîçè-
öèåé ïîâîðîòà âîê-
ðóã Õ íà óãîë (îðè-

åíòèðîâàííûé) ÂÀÑ è ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì Õ è êîýô-
ôèöèåíòîì AC/ AB (ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü òåïåðü Î  –
öåíòð îïèñàííîé îêîëî ÀÂÑ îêðóæíîñòè, A¢, B¢, C¢
– ñåðåäèíû ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ. Òîãäà òðåóãîëüíèê A B C¢ ¢ ¢
ïîäîáåí ÀÂÑ, à Î  ÿâëÿåòñÿ åãî îðòîöåíòðîì. Âîçüìåì
òåïåðü íà ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ òî÷êè X, Y , Z, òàêèå ÷òî óãëû
XOA ¢, YOB ¢, ZOC ¢ ðàâíû. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíè-
êîâ XOA ¢, YOB ¢, ZOC ¢ ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê
XYZ  ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíèêà A B C¢ ¢ ¢ êîìïîçèöèåé
ïîâîðîòà âîêðóã Î  íà óãîë XOA ¢ è ãîìîòåòèè ñ
öåíòðîì Î  è êîýôôèöèåíòîì OX OA ¢. Ïîýòîìó òðåó-
ãîëüíèê XYZ  ïîäîáåí ÀÂÑ, à Î  – åãî îðòîöåíòð. Ïðè
îïèñàííîé âûøå ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè öåíòð O¢ îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè A B C¢ ¢ ¢ ïåðåéäåò â öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè XYZ, çíà÷èò, öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè XYZ  ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O¢ è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé OO ¢. Íî O¢ – ýòî öåíòð îêðóæíî-
ñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ò.å. ñåðåäèíà
îòðåçêà ìåæäó åãî öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè Î  è
îðòîöåíòðîì Í.  Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð îïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè XYZ  ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê ÎÍ , îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

À.Çàñëàâñêèé
Ì2035.  à) Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû íåñêîëüêî
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå
1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè
ãðóïïû ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë
â ëþáûõ äâóõ ãðóïïàõ îòëè÷àëèñü íå áîëüøå ÷åì íà 1.
(Åñëè â ãðóïïå íåò ÷èñåë, òî ñóììà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ.)
á*) Íà îòðåçêå ðàññòàâëåíû íåñêîëüêî ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1. Äîêàæè-
òå, ÷òî ÷èñëà ìîæíî ðàçäåëèòü íà n ãðóïï ïîäðÿä
èäóùèõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ëþáûõ äâóõ
ãðóïïàõ îòëè÷àëèñü íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Åñëè â
ãðóïïå íåò ÷èñåë, òî ñóììà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.)

à) Ñäåëàåì çàäà÷ó áîëåå íà-
ãëÿäíîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íàøà îêðóæíîñòü èìååò äëè-
íó, ðàâíóþ ñóììå âñåõ ÷è-
ñåë. Ðàçîáüåì åå íà äóæêè,
ðàâíûå íàøèì ÷èñëàì (è èäó-
ùèå â òîì æå ïîðÿäêå). Òîã-
äà íóæíî ðàçðåçàòü îêðóæ-
íîñòü ïî ãðàíèöàì äóæåê íà
òðè äóãè òàê, ÷òîáû äëèíû
ýòèõ áîëüøèõ äóã ðàçëè÷à-
ëèñü íå áîëåå ÷åì íà 1.

Îòìåòèì òðè òî÷êè íà îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû îíè
ðàçäåëèëè åå íà òðè ðàâíûå äóãè, ïðè÷åì îäíà èç íèõ
ïîïàëà íà ãðàíèöó äóæåê (ðèñ.1). Ïóñòü îñòàëüíûå
äâå òî÷êè ðàçáèëè äóæêè, íà êîòîðûå îíè ïîïàëè, íà
ó÷àñòêè äëèíû 1 2,b b  è 1 2,c c  ñîîòâåòñòâåííî
( 1 2 1b b+ £ , 1 2 1c c+ £ ; åñëè òî÷êà ïîïàëà íà ãðàíèöó
äóæêè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàâíî íóëþ). Êîí-
öû ýòèõ äóæåê îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèìè çàãëàâ-
íûìè áóêâàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ñìåñòèòü êàæäóþ
èç îòìå÷åííûõ òî÷åê â îäèí èç êîíöîâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé äóæêè òàê, ÷òîáû âñå òðè äóãè ðàçëè÷àëèñü íå
áîëüøå ÷åì íà 1.
Ïðè ñìåùåíèè â òî÷êè 1C  è 1B  ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé
äóã èçìåíÿåòñÿ íà 1 1c b- - , à ðàçíîñòè ëåâîé è ïðàâîé
äóã ñ íèæíåé – íà ( ) ( )1 1 1 1 12c b c b c- - - + = -  è

( )1 1 1 1 12b b c b c- - + = -  ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ñìåùåíèå ïîäõîäèëî, íóæíî
âûïîëíåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

( )
1 1

1 1 1 1

1 1

1,

, : 2 1,

2 1.

b c

B C c b

b c

ì + £
ï

- £í
ï - £î

Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ äëÿ ñäâèãîâ â îñòàëüíûå ïàðû
òî÷åê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

( )
2 2

2 2 2 2

2 2

1,

, : 2 1,

2 1;

b c

B C c b

b c

ì + £
ï

- £í
ï - £î

( )
1 2

1 2 2 1

1 2

1,

, : 2 1,

2 1;

b c

B C c b

b c

ì - £
ï

+ £í
ï + £î

( )
2 1

2 1 1 2

2 1

1,

, : 2 1,

2 1.

b c

B C c b

b c

ì - £
ï

+ £í
ï + £î

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå âûïîëíåíà.
Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñèñòåìû. Íåðàâåíñòâà 1 1 1b c+ £
è 2 2 1b c+ £  íå ìîãóò íàðóøàòüñÿ îäíîâðåìåííî, òàê
êàê 1 2 1 2 2b b c c+ + + £ . Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

1 1 1b c+ £  è íàðóøàåòñÿ îäíî èç äâóõ äðóãèõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ ( )1 1,B C . Ïîñêîëüêó ýòè ñëó÷àè ñèììåòðè÷-
íû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1 12 1c b> + . Çàìåòèì, ÷òî òîãäà

( ) ( )1 2 1 1 1 10 2 2 1 2 2 1b c b c c b£ + £ + - = - - < ,
è ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà äëÿ ( )1 2,B C  âûïîëíåíû
(ïåðâîå âûïîëíåíî âñåãäà). Çíà÷èò, 1 22 1b c+ > , îòêó-
äà ïîëó÷àåì

1 2 1 11 2 2 1b c b c< + £ + - < 1 1
1

1 3 1
2 1

2 2
b b

b
+ +

+ - = ,

ò.å. 1
1
3

b > , à òîãäà 1
1

1 2
2 3
b

c
+

> > . Íî ïðè ýòîì

1 1 1c b+ > , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó. Óòâåðæ-
äåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Äðóãîå ðåøåíèå, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ðåøåíèÿ ïóíêòà á).Ðèñ. 1
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á) Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì æå íàãëÿäíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì – åñòåñòâåííî, ñ çàìåíîé îêðóæíîñòè íà îòðå-
çîê. Çàäà÷à ïðè ýòîì ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Íà
îòðåçêå îòìå÷åíû íåñêîëüêî òî÷åê, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè íå áîëüøå 1. Òðåáó-
åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ðàçðåçàòü îòðåçîê â n – 1
òî÷êå èç íèõ òàê, ÷òî îòðåçîê ðàñïàäåòñÿ íà n îòðåçêîâ,
ðàçëè÷àþùèõñÿ íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Ðàçðåç â òî÷êå
ìîæíî ñäåëàòü äâàæäû; òîãäà îäíà èç ÷àñòåé áóäåò
èìåòü íóëåâóþ äëèíó.)
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ðàçðåçà êîíå÷íî.
Íàçîâåì êàæäûé òàêîé ñïîñîá ðàçáèåíèåì . Ìû íåêî-
òîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáåðåì èç ýòîãî ìíîæå-
ñòâà îäíî ðàçáèåíèå è ïîêàæåì, ÷òî îíî ïîäõîäèò.
Âûáèðàòü ìû áóäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ, «ñóæàÿ»
îáëàñòü ïîèñêà.
1. Âûáåðåì âñå ðàçáèåíèÿ, â êîòîðûõ äëèíà íàèáîëü-
øåãî ïîëó÷àþùåãîñÿ îòðåçêà – íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ
(îáîçíà÷èì ýòó äëèíó ÷åðåç m).
2. Îòáåðåì èç íèõ òå, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ
äëèíû m ìèíèìàëüíî.
3. À èç íèõ – òå, â êîòîðûõ ìèíèìàëüíî êîëè÷åñòâî
îòðåçêîâ, ìåíüøèõ m – 1.
Åñëè ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî íóëþ – ìû óæå ïîëó÷èëè
õîðîøåå ðàçáèåíèå. Åñëè íåò, òî ïðîäîëæàåì ïðîöåäó-
ðó âûáîðà.
4. Íàêîíåö, âûáåðåì òàêîå ðàçáèåíèå, â êîòîðîì ìåæä ó
êàêèì-íèáóäü îòðåçêîì äëèíû m è êàêèì-íèáóäü äëè-
íû < m – 1 íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ òî÷åê (âêëþ÷àÿ èõ êîíöû).
Ðàññìîòðèì ïàðó îòðåçêîâ: U  ñ ìàêñèìàëüíîé äëèíîé
m è V , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå m – 1, ïðè÷åì ÷èñëî

òî÷åê k ìåæäó íèìè
ìèíèìàëüíî (ðèñ.2).
Ïóñòü, áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè, U  íà-

õîäèòñÿ ñïðàâà îò V . Åñëè k = 1 ( U  íàõîäèòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ñïðàâà îò V ), òî ïåðåäâèíåì òî÷êó
ðàçðåçà ìåæäó íèìè âïðàâî. Òîãäà äëèíà U  óìåíüøèò-
ñÿ, à äëèíà V  îñòàíåòñÿ ìåíüøå m, òàê êàê îíà
óâåëè÷èëàñü íå áîëüøå ÷åì íà 1; ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñë î
îòðåçêîâ äëèíû m óìåíüøèëîñü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ýòàïó 2 âûáîðà.
Ïóñòü U  è V  – íå ñîñåäíèå. Áóäåì ïåðåäâèãàòü ïðàâóþ
ãðàíèöó îòðåçêà V  âïðàâî äî òåõ ïîð, ïîêà åãî äëèíà
íå ïðåâûñèò m – 1; òàê êàê äëèíà îòðåçêà W  ñïðàâà îò
íåãî íå ìåíüøå m – 1, òî ýòîò ìîìåíò íàñòóïèò. Ïðè
ýòîì äëèíà V  îñòàåòñÿ ìåíüøå m; ñëåäîâàòåëüíî,
ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà îòðåçêà èëè êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ
òàêîé äëèíû íå ìîãëè óâåëè÷èòüñÿ.
Ïîñëå ñäâèãà ãðàíèöû èñ÷åç îäèí îòðåçîê äëèíû
< m – 1. Çíà÷èò, ëèáî èõ êîëè÷åñòâî óìåíüøèëîñü,
ëèáî òåïåðü îòðåçîê W  èìååò äëèíó, ìåíüøóþ m – 1.
Íî, î÷åâèäíî, ìåæäó W  è U  ìåíüøå òî÷åê, ÷åì áûëî
ìåæäó V  è U  – ïðîòèâîðå÷èå ñ ýòàïîì 4 âûáîðà. Èòàê,
åñëè âûáðàòü íóæíîå ðàçáèåíèå íå óäàëîñü, òî ìû
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìå÷àíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæíî áûëî áû ïîïû-
òàòüñÿ ïðèäóìàòü ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ðåøåíèþ ïóí-
êòà à): ðàçáèòü îòðåçîê íà n ðàâíûõ ÷àñòåé, à çàòåì

Ðèñ. 2

ïîïûòàòüñÿ ñäâèíóòü êàæäóþ èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ â
îäíó èç äâóõ áëèæàéøèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê. Îäíàêî
àâòîðàì èçâåñòåí ïðèìåð (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n),
â êîòîðîì ïðè ëþáîì òàêîì ñäâèãå íàéäóòñÿ äâà
îòðåçêà ðàçáèåíèÿ ñ ðàçíîñòüþ, áîëüøåé 1 (à îïòèìàë ü-
íîå ðàçáèåíèå óñòðîåíî äðóãèì îáðàçîì). Ìû ïðåäîñ-
òàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïîïûòàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðî-
èòü òàêîé ïðèìåð.

È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ

Ô2043.  Ãðóç ìàññîé 3 êã ïîäíèìàþò è îïóñêàþò ïðè
ïîìîùè ëåãêîé íèòè è áëîêà, îñü êîòîðîãî çàêðåïëåíà
íåïîäâèæíî. Îäíàæäû áëîê «çàåëî» – îí ïåðåñòàë
âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ
ïîäíèìàòü ãðóç ñèëîé 40 Í, ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíî-
ìó êîíöó íèòè, è ãðóç â ýòîì ñëó÷àå äâèæåòñÿ ââåðõ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Êàêîé ãðóç
íóæíî ïîäâåñèòü ê ñâîáîäíîìó êîíöó
íèòè, âìåñòî òîãî ÷òîáû òÿíóòü
íèòü, ÷òîáû ãðóç ìàññîé 3 êã äâèãàë-
ñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âíèç? Òðåíèå
ìåæäó íèòüþ è áëîêîì – ñóõîå, êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ íå çàâèñèò îò ïðè-
æèìàþùåãî óñèëèÿ.

Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ãðóçà
ìàññîé Ì  ââåðõ ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè
ñëåâà îò áëîêà 1T Mg= , ñïðàâà

2T F=  (ñì. ðèñóíîê). Ðàçíèöà ýòèõ
ñèë îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ íèòè î «çàåâøèé» áëîê
è ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåé ñèëå ïðèæèìà íèòè ê
ïîâåðõíîñòè áëîêà:

2
F Mg

F Mg a
+

- = .

Ïðèíèìàÿ 210 ì ñg = , ïîëó÷èì

( ) ( )
( )

2 2 40 30 H 2
40 30 H 7

F Mg

F Mg
a

- -
= = =

+ +
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ãðóç ìàññîé Ì  ðàâíîìåðíî îïóñêàåò-
ñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîäâåøåííîãî ãðóçà ìàññîé m.
Ïðè ýòîì ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíû *

1T Mg=  è
*
2T mg=  ñëåâà è ñïðàâà îò áëîêà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

2
Mg mg

Mg mg a
+

- = ,

îòêóäà íàõîäèì èñêîìóþ ìàññó ãðóçà:

2 3
2,25 êã

2 4
m M M

a
a

-
= = =

+
.

Êñòàòè, òî÷íîå ðåøåíèå (ó÷èòûâàþùåå èçìåíåíèå ïðè-
æèìàþùåé ñèëû îò òî÷êè À äî òî÷êè Á – âìåñòî ðàñ÷åòà
ïî «ñðåäíåé ñèëå ïðèæèìà») äàåò òàêîé æå îòâåò.

À.Áëîêîâ

Ô2044.  Ãàíòåëüêà ñîñòîèò èç òîíêîãî ëåãêîãî ñòåð-
æíÿ äëèíîé L è äâóõ îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ øàðèêîâ
ìàññîé Ì êàæäûé íà êîíöàõ ñòåðæíÿ. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò ãàíòåëüêà ñòîèò â óãëó êîìíàòû âåðòèêàëü-
íî, îïèðàÿñü íà ïîë è âåðòèêàëüíóþ ñòåíó. Îò î÷åíü
ìàëîãî òîë÷êà ãàíòåëüêà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ, ïðè
ýòîì îäèí èç êîíöîâ ñêîëüçèò ïî ïîëó, à äðóãîé
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ïðîäîëæàåò êàñàòüñÿ
ñòåíû. Íàéäèòå ñèëû,
ñ êîòîðûìè ãàíòåëü-
êà äåéñòâóåò íà ïîë è
ñòåíó â òîò ìîìåíò,
êîãäà îíà ñîñòàâëÿåò
óãîë 45° ñ âåðòèêàëüþ.
Òðåíèÿ íåò.

Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü
âåðõíåãî øàðèêà v, óñêîðåíèå â èíòåðåñóþùåé íàñ
òî÷êå ïóñòü áóäåò à (ñì. ðèñóíîê). Ïðè çíà÷åíèè óãëà

45a = °  ñ ãîðèçîíòîì íèæíèé øàðèê èìååò òàêóþ æå
ñêîðîñòü v, à óñêîðåíèå åãî îáîçíà÷èì b. Èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò

2 2 1
1

2 2 2

Mv Mv
MgL

æ ö
+ = -ç ÷è ø

,

èëè

2 1
1

2
v gL

æ ö
= -ç ÷è ø.

Çàäàäèì î÷åíü ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè t . Ñêîðîñòè
øàðèêîâ èçìåíÿòñÿ íà î÷åíü ìàëûå âåëè÷èíû

âåðòv aD t=  è ãîðèçv bD t= . Ñíîâà ïðèìåíèì çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

( )2 2
âåðò

2 2

M v v Mv
Mg v

D
t

æ ö+
ç ÷× = - +
ç ÷è ø

+ 
( )2 2

ãîðèç

2 2

M v v MvDæ ö+
ç ÷-
ç ÷
è ø

,

îòêóäà
2 2

2 2
a b

gv va vb
t t

= + + + ,

èëè ïðè ìàëîì t

a + b = g .

Çà ìàëîå âðåìÿ t  óãîë a  íåìíîãî óìåíüøèòñÿ, íàéäåì
åãî òàíãåíñ:

( )
( )

ãîðèç

âåðò

2
tg

2

L v v v b
v v aL v

t t
a

tt

- +
= = =

++
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

2 2

2 2

L L
v a v avt t t+ - - = 2 2

2 2

L L
v b v bvt t t+ + + .

Ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé çàïèøåì

( ) 22
2

L
a b v- = ,

èëè

( )2 2 1a b g- = - .

Ðåøàÿ ïîëó÷åííûå äëÿ à è b óðàâíåíèÿ, íàéäåì

( )2 2 2 1
2 0,5 0,91

2
a g g g

- +
= = - » ,

3
2 0,09

2
b g gæ ö= - »ç ÷è ø

.

Íàéòè ñèëó Q ñî ñòîðîíû âåðòèêàëüíîé ñòåíû è ñèëó
N ñî ñòîðîíû ïîëà ïðîùå âñåãî, çàïèñàâ óðàâíåíèÿ
âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ öåíòðà ìàññ ãàíòåëüêè
(÷òîáû íå ñâÿçûâàòüñÿ ñ âåëè÷èíîé ñèëû íàòÿæåíèÿ
ñòåðæíÿ):

( )0 1,5 2Q M Mb Mg= × + = - ,

2 0Mg N M Ma- = × + ,

îòêóäà

Q = Mg ( )1,5 2- ,

( )2 2,5 2N Mg Ma Mg= - = - .

Ìîæíî áûëî çàðàíåå ïðîâåðèòü, íå îòîðâåòñÿ ëè
ãàíòåëüêà îò âåðòèêàëüíîé ñòåíû ðàíüøå, ÷åì óãîë a
óìåíüøèòñÿ îò 90°  äî 45° . Íî ýòî íå îáÿçàòåëüíî –
ñèëó Q ìû ïîëó÷èëè ïîëîæèòåëüíóþ.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2045.  Ìàññèâíûé êëèí ñ óãëîì 60° ïðè îñíîâàíèè
ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ñòî-
ëó. Íà íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè êëèíà íàõîäèòñÿ ìà-
ëåíüêàÿ òåëåæêà. Êîãäà òåëåæêà åäåò ïî íåïîäâèæ-
íîìó êëèíó – ìû åãî óäåðæèâàåì, ïðèëîæèâ ê íåìó
ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó, – îíà äàâèò íà åãî ïîâåðõíîñòü
ñèëîé f. Óâåëè÷èì ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó, äåéñòâóþ-
ùóþ íà êëèí, òàê, ÷òîáû îí äâèãàëñÿ ïî ãîðèçîíòàëè
ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Íàéäèòå âåëè÷èíó ýòîé
ñèëû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèëà, ñ êîòîðîé òåëåæêà
äàâèò íà ïîâåðõíîñòü êëèíà, ñòàëà â÷åòâåðî áîëüøå
ïî âåëè÷èíå. Ìàññà êëèíà â 5 ðàç áîëüøå ìàññû
òåëåæêè.

Îáîçíà÷èì ìàññó òåëåæêè m, ìàññó êëèíà Ì . Ïðè
íåïîäâèæíîì êëèíå ñèëà äàâëåíèÿ òåëåæêè íà êëèí
(îíà ðàâíà ïî âåëè÷èíå ñèëå íîðìàëüíîé ðåàêöèè,

äåéñòâóþùåé íà òåëåæêó ñî
ñòîðîíû êëèíà; ðèñ.1) ðàâ-
íà cosf mg a= . Ïóñòü óñêî-
ðåíèå êëèíà íàïðàâëåíî âëå-
âî è ñîñòàâëÿåò à (ðèñ.2).
Óñêîðåíèå òåëåæêè óäîáíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ âåêòîðîâ – óñêîðåíèÿ
âìåñòå ñ êëèíîì a

r
 è óñêîðåíèÿ îòíîñèòåëüíî êëèíà b

r
,

ïðè ýòîì âåêòîð b
r

, åãî íàñ íå ïðîñèëè íàõîäèòü,
ñîñòàâëÿåò óãîë a  ñ ãîðèçîíòàëüþ. Çàïèøåì óðàâíå-
íèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ òåëåæêè â ïåðïåíäè-
êóëÿðíîì ê b

r
 íàïðàâëåíèè:

4 cos sinf mg maa a- = ,

îòêóäà äëÿ óñêîðåíèÿ êëèíà ïîëó÷èì

4 cos
3 ctg 3

sin
f mg

a g g
m

a
a

a
-

= = = .

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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Äëÿ êëèíà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè çàïèøåì

4 sinF f Maa- = ,

îòêóäà íàéäåì èñêîìóþ ñèëó:

4 sin 4 sin 5 3F f Ma f mga a= + = + =

= 
5 3

4 sin 12 3
cos

f fa
a

æ ö
+ =ç ÷è ø

.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2046.  Â äâóõ îäèíàêîâûõ ñîñóäàõ íàõîäÿòñÿ îäèíà-
êîâûå ìàññû êèñëîðîäà è ãåëèÿ. Äàâëåíèå êèñëîðîäà
1 àòì, äàâëåíèå ãåëèÿ 2 àòì. Ñîñóäû ñîåäèíÿþò
òîíêîé òðóáêîé, è ãàçû ïåðåìåøèâàþòñÿ. Êàêèì
ñòàíåò äàâëåíèå â ñèñòåìå ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ? Òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðåíåáðå-
æèìî ìàë. Ìîëÿðíàÿ ìàññà êèñëîðîäà 32 ã/ìîëü,
ãåëèÿ 4 ã/ìîëü.

Ïðè îäèíàêîâûõ ìàññàõ êèñëîðîäà è ãåëèÿ èõ êîëè÷å-
ñòâà âåùåñòâà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2 18n n= . Ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî 2 12p p= , äëÿ òåìïåðàòóð ïîëó÷èì 1 24T T= .
Ïðè ñìåøèâàíèè ãàçîâ ñóììàðíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé (òåïëîîáìåíà íåò, ðàáîòà âíåø-
íèõ ñèë ðàâíà íóëþ). Òîãäà çàïèøåì

1 1 2 2
5 3
2 2

U R T R Tn n= + = 1 2
5 3
2 2x xR T R Tn n+ .

Îòñþäà íàéäåì óñòàíîâèâøóþñÿ òåìïåðàòóðó xT :

1 1 2 2
1

1 2

5 3 11
5 3 29x
T T

T T
n n

n n
+

= =
+

.

Óñòàíîâèâøååñÿ æå äàâëåíèå áóäåò ðàâíî

( )1 2 1 1 9 11
2 2 29

xRT RT
p

V V

n n n+ ×
= =

× 11,7 1,7 àòìp» = .

À.Ïîâòîðîâ

Ô2047.  Ìíîãîïðåäåëüíûé àìïåð-âîëüòìåòð äëÿ èç-
ìåðåíèé â öåïÿõ ïîñòîÿííîãî òîêà ñäåëàí íà îñíîâå

òî÷íîãî ìèêðîàìïåð-
ìåòðà ñ òîêîì ïîë-
íîãî îòêëîíåíèÿ
100 ìêÀ è ñîïðîòèâ-
ëåíèåì 850 Îì. Ïðè
ïîìîùè ìíîãîïîçèöè-
îííîãî ïåðåêëþ÷àòå-
ëÿ ê íåìó ïîäêëþ÷àþòñÿ òî÷íî ïîäîáðàííûå ðåçèñòî-
ðû – äîáàâî÷íûå ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ èçìåðåíèÿ íàïðÿ-
æåíèé è øóíòû äëÿ èçìåðåíèÿ òîêîâ. Ïðåäåëû èçìå-
ðåíèÿ íàïðÿæåíèé 1 Â, 10 Â è 100 Â, ïðåäåëû
èçìåðåíèÿ òîêîâ 1 ìÀ, 10 ìÀ è 100 ìÀ. Õîòåëîñü áû
èìåòü áîëåå «ïîäðîáíûå» ïðåäåëû èçìåðåíèé, íî
êàðäèíàëüíî ïåðåäåëûâàòü òî÷íûé è óäîáíûé ïðèáîð
ñîâñåì íå õî÷åòñÿ. Íà ïåðåäíåé ïàíåëè ïðèáîðà åñòü
îòäåëüíûé, íå èñïîëüçóåìûé äëÿ åãî ðàáîòû ïåðåêëþ-
÷àòåëü íà äâà ïîëîæåíèÿ – ó ïåðåêëþ÷àòåëÿ òðè
êîíòàêòà. Â îäíîì åãî ïîëîæåíèè ñîåäèíåíû ìåæäó
ñîáîé êîíòàêòû 1 è 2, à êîíòàêò 3 îòêëþ÷åí, ïðè
äðóãîì ïîëîæåíèè îòêëþ÷åí êîíòàêò 2, à ñîåäèíåíû
êîíòàêòû 1 è 3. Ïðèäóìàéòå è ðàññ÷èòàéòå ïðî-
ñòóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû «ðàñòÿíóòü»
øêàëû ïðèáîðà ðîâíî â òðè ðàçà íà âñåõ ïðåäåëàõ
èçìåðåíèÿ (øêàëà èçìåðåíèÿ íàïðÿæåíèé 10 Â ïðå-
âðàùàåòñÿ â 30 Â, øêàëà èçìåðåíèÿ òîêîâ 1 ìÀ – â
3 ìÀ è ò.ä.) â îäíîì èç ïîëîæåíèé ýòîãî ïåðåêëþ÷à-
òåëÿ, à â äðóãîì ïîëîæåíèè âñå äîëæíî îñòàâàòüñÿ
«êàê áûëî». Êñòàòè, ýòè ïîëîæåíèÿ ïåðåêëþ÷àòåëÿ
ìîæíî îáîçíà÷èòü 1´  è 3´ .

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ ñõåì (ïîïðîáóéòå
ðåøèòü ïðîáëåìó ïîïðîùå – íè÷åãî ó âàñ íå âûéäåò!)
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå. ßñíî, ÷òî

0
1
2

R r= , à 0
0

0

r R
r r

r R
+ =

+
, ò.å. 0

2
3

r r= .

Èòàê,

0
1

425 Îì
2

R r= = , 0
2

567 Îì
3

r r= » .

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ãîëîâîëîìêà  «Äåëüòà»

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñ. îáëîæêè)

Ñ ãîëîâîëîìêîé «Äåëüòà» ìîëîäàÿ èçîáðåòàòåëüíèöà
Èðèíà Íîâè÷êîâà â 2006 ãîäó åçäèëà íà ñúåçä ëþáèòå-
ëåé ãîëîâîëîìîê â Áîñòîí, ÑØÀ. Ïðèåõàâøèå òóäà
çíàòîêè íå ñìîãëè «ñ õîäó» ðåøèòü çàäà÷ó Èðèíû, è
áîëåå ñòà ýêçåìïëÿðîâ èãðóøêè ó÷àñòíèêè ñîðåâíîâà-
íèé óâåçëè â ðàçíûå ñòðàíû ìèðà â íàäåæäå, ÷òî äîìà
èì «ñòåíû ïîìîãóò» îäîëåòü ãîëîâîëîìêó èç Ðîññèè. Í à
ñàìîì äåëå, â Áîñòîíå ïðîñòî íåêîãäà áûëî ðåøàòü
òðóäíûå çàäà÷êè.

×òîáû ñäåëàòü ãîëîâîëîìêó «Äåëüòà», íóæíî âçÿòü 12
îäèíàêîâûõ ïëàñòèíîê êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ è òîëùèíîé ,
ðàâíîé ïîëîâèíå øèðèíû ïëàñòèíêè.

Êàæäóþ äåòàëü ãîëîâîëîìêè ñêëåèâàþò èç äâóõ ïëàñòè-
íîê ñî ñðåçàííûìè äâóìÿ ñïîñîáàìè óãëàìè. Ó øåñòè
ïëàñòèíîê îòðåçàþò óãëû íàèñêîñîê òàê, ÷òîáû îäíî è ç
îñíîâàíèé èìåëî ôîðìó ïÿòèóãîëüíèêà, à øåñòü îñòàëü -
íûõ ïëàñòèíîê ðàçðåçàþò íàèñêîñîê ïî äèàãîíàëè (ñì.
ôîòî íà 2-é ñ. îáëîæêè). Ïîëó÷àþò 12 çàãîòîâîê äâóõ
âèäîâ. Èõ ñêëåèâàþò ïîïàðíî òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü øåñ òü
äåòàëåé ãîëîâîëîìêè äâóõ ðàçíûõ êîíôèãóðàöèé – ïî ò ðè
êàæäîãî âèäà.

Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ñêëåèòü èç ïëîòíîé áóìàãè èëè
òîíêîãî êàðòîíà øåñòèãðàííóþ êîðîáî÷êó, è ãîëîâîëîì êà
ãîòîâà ê ðåøåíèþ. Äëèíà êàæäîé èç øåñòè áîêîâûõ
ñòîðîí êîðîáî÷êè äîëæíà áûòü â 3,5 ðàçà áîëüøå òîëù è-
íû ïëàñòèíêè, à âûñîòà êîðîáêè – áîëüøå â 2,5 ðàçà.

À.Êàëèíèí
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Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ. È

ëë
þñ

òð
àö

èÿ
  Ä

.Ã
ðè

ø
óê

îâ
îé

1. Îáîçíà÷èì Ï( n) ïðîèçâåäåíèå öèôð íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n, ïðè÷åì åñëè ÷èñëî n ñàìî ÿâëÿåòñÿ öèôðîé,
òî Ï( n) = n. Íàïðèìåð: Ï(5) = 5, Ï(25) = 10. Ïîñëåäî-
âàòåëüíî çàïèñàíû, òàêèå ÷èñëà:

1 + Ï(1), 2 + Ï(2), 3 + Ï(3), …

Ìîãóò ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2007 ïîäðÿä
èäóùèõ ÷èñåë îêàçàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

2. Íà îñòðîâå ïðîæèâàþò àáîðèãåíû, êàæäûé èç
êîòîðûõ ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî âñåãäà ëæå ò.
Êàê-òî âñòðåòèëèñü òðè àáîðèãåíà: Àõ, Îõ è Óõ. Îäèí  èç
íèõ ñêàçàë: «Àõ è Îõ – îáà ëæåöû», äðóãîé ñêàçàë: « Àõ
è Óõ – îáà ëæåöû» (íî êòî èìåííî ÷òî ñêàçàë –
íåèçâåñòíî). Ñêîëüêî âñåãî ëæåöîâ ñðåäè ýòèõ òðåõ
àáîðèãåíîâ?

Å.Áàðàáàíîâ

3. Ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì ìå÷òàåò ïîäîáðàòü
äåñÿòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òîáû èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñîâïàë ñ èõ ñðåäíèì
àðèôìåòè÷åñêèì. Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü?

À.Æóêîâ

4. Ïåòÿ íà êàæäîì ëèñòå òåòðàäè èç 96 ëèñòîâ
íàðèñîâàë âåñåëóþ ðîæèöó (â àíôàñ) ëèáî ñ îäíîé,
ëèáî ñ äðóãîé ñòîðîíû ëèñòà, òàê ÷òî åñëè ïîëîæèòü
çàêðûòóþ òåòðàäü íà ñòîë, òî íåêîòîðûå ðîæèöû áóäóò
«ñìîòðåòü» íà íåãî, à îñòàëüíûå – îò íåãî. Âåðíî ëè ,
÷òî ìîæíî ðàñêðûòü òåòðàäü (èëè âîîáùå íå ðàñêðû-
âàòü) â òàêîì ìåñòå, ÷òîáû íà Ïåòþ è îò íåãî «ñìîòð å-
ëî» îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðîæèö?

È.Àêóëè÷

5. Ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê ðàçðåçàí íà ÷àñòè,
êîòîðûå çàêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî
êàæäûì öâåòîì çàêðàøåíà îäíà è òà æå ïëîùàäü.

Â.Ïðîèçâîëîâ



Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»
Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8

êëàññîâ. Â ýòîì íîìåðå ìû ñîáðàëè çàäà÷è àâòîðîâ èç  ðàçíûõ ñòðàí ìèðà: ÑØÀ, Èçðàèëÿ, Ðóìûíèè,
Ðîññèè, Áåëîðóññèè. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åí èå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà
æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåê ò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ
«Ìàòåìàòèêà 6–8»).  Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñè ì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîã î êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Ê  Ì  Ø 27

1. Íóìèçìàò âûëîæèë 100 ìîíåò ðàçíûõ ñòðàí â îäíó
ëèíèþ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâå ñîñåäíèå ìîíåòû
âåñÿò ïî÷òè îäèíàêîâî, à èìåííî, ðàçíèöà èõ ìàññ
ñòðîãî ìåíüøå 0,01 ãðàììà. Âñåãäà ëè óäàñòñÿ ýòè
ìîíåòû òàê ïåðåãðóïïèðîâàòü, à ïîòîì ðàñïîëîæèòü ïî
êðóãó, ÷òîáû ìàññû ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ìîíåò íà
îêðóæíîñòè îòëè÷àëèñü ìåíåå ÷åì íà 0,02 ãðàììà?

Ã.Ãàëüïåðèí

2. à) Íàðèñóéòå òðè êðóãà, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ
îáðàçóþòñÿ øåñòü îáëàñòåé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: â íèõ ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 6 ò àê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë âíóòðè êàæäîãî êðóãà áûëà îäíîé
è òîé æå è ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé.

á) Íàðèñóéòå òðè êðóãà, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ
îáðàçóþòñÿ øåñòü îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæíà
ðàññòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî 6 òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë
âíóòðè âñåõ êðóãîâ áûëè îäèíàêîâû.

â) Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ñóììó, ïîëó÷åííóþ â
ðåøåíèè çàäà÷è à), ÷åðåç Ì . Íàðèñóéòå òðè ìíîãî-
óãîëüíèêà, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ øåñòü
îáëàñòåé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â íèõ
ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 6 òàê, ÷òîáû ñóììà

÷èñåë âíóòðè êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà áûëà îäíîé è
òîé æå è ïðåâûøàëà Ì .

È.Õåéôåö

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íå÷åò-
íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m, n, p, q, r  óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó
 mnpq + mnpr + mnqr + mpqr + npqr +

+ 201 £ 2mnpqr.
Â.Êèðèàê

4. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ðàçðåçàë åãî äèàãî-
íàëü ïîïîëàì. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåò-
ñÿ òðàïåöèåé èëè ïàðàëëåëîãðàììîì.

Â.Ïðîèçâîëîâ

5. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî ïåðåêðà-
ñèòü â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò ëþáóþ êëåòêó øàõìàò-
íîé äîñêè, à òàêæå âñå êëåòêè, èìåþùèå ñ íåé îáùóþ
ñòîðîíó. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ ïåðåêðàñèòü â
ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò âñå êëåòêè äîñêè?

È.Àêóëè÷

Ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ â êîíêóðñå äîáèëèñü ñëåäóþ-
ùèå øêîëüíèêè:

Êàãàëîâñêèé Òàëü – Áåýð-Øåâà (Èçðàèëü), øêîëà
«Ýøåëü-Õàíàñè», 8 êë.,

Ëèñè÷êèí Ñåðãåé – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47, 7 êë.,
Ãàáèäóëèíà Íàäåæäà  – Ñåâàñòîïîëü, 8 êë.,
Êàäåö Áîðèñ  – Õàðüêîâ, «Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ»

45, 7 êë.,
Äóäêèí Àëåêñàíäð  – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 8 êë.,
Ðîäèîíîâ Ãåîðãèé  – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ãóëèí Âñåâîëîä  – Õàðüêîâ, «Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíà-

çèÿ» 45, 7 êë.,
Èáðàèìîâà Àéæàíà  – Áèøêåê, ÔÌØË 61, 8 êë.,
Ðóáàíåíêî Ìàðèÿ  – Õàðüêîâ, øêîëà 106, 7 êë.,

Õðóù¸â Òèìóð  – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Òåïëîâà Äàøà  – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ìèùåíêî Íèêîëàé  – Êðàñíîäàð, øêîëà 93, 6 êë.

è êðóæêè:
Ìàòåìàòè÷åñêîãî êëóáà ïðè óíèâåðñèòåòå èì. Ä.Áåí-

Ãóðèîíà â Íåãåâå (Èçðàèëü), ðóêîâîäèòåëè Ï.Ñàìî-
âîë, É.Õåéôåö ,

«Ýâðèêà» ïðè ÔÌË 27, Õàðüêîâ, ðóêîâîäèòåëè
À.Ë.Áåðøòåéí, Å.Ë.Àðèíêèíà ,

øêîëû 146, Ïåðìü, ðóêîâîäèòåëè Î.Í.×è÷àãîâà,
À.Ì.Áóðøòåéí,

Öåíòðà äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ, Êóðãàí, ðóêîâîäèòåëü Î.È.Þæàêîâ,

Ìàëîãî óíèâåðñèòåòà ïðè Õàðüêîâñêîì íàöèîíàëüíîì

Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà èìåíè À.Ï. Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6 -8» 2006/07 ó÷åáíîãî ãîäà
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óíèâåðñèòåòå èì. Â.Í.Êàðàçèíà,  ðóêîâîäèòåëè
Ñ.À.Ëèôèö, À.Ñ.Ùåðáèíà,

øêîëû 9, Ïåðìü, ðóêîâîäèòåëü Ã.À.Îäèíöîâà,
øêîëû 5, Ìàãíèòîãîðñê, ðóêîâîäèòåëü À.Â.Õðèñòåâà,
«Ñèãíóì» ïðè ôèëèàëå ÐÃÑÓ, ×åáîêñàðû, ðóêîâîäè-

òåëü Ñ.À.Èâàíîâ,
ëèöåÿ 130, Íîâîñèáèðñê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Í.×óñîâèòèíà,
ãèìíàçèè 1, Ñàìàðà, ðóêîâîäèòåëü À.À.Ãóñåâ,
ÔÌØË 61, Áèøêåê, ðóêîâîäèòåëü Ë.Ñ.Õîõëîâà.

Æþðè êîíêóðñà îòìå÷àåò òàêæå õîðîøèå ðàáîòû
ñëåäóþùèõ ó÷åíèêîâ:
Êèñëèíñêîãî Àëåêñåÿ  – Õàðüêîâ, «Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèì-

íàçèÿ» 45, 7 êë.,

Ôèëèìîíîâîé Êàðèíû – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Öûáûøåâà Àëåêñåÿ  – Ñàìàðà, ãèìíàçèÿ 1, 7 êë.,
Ñîôðîíîâà Àëåêñàíäðà  – Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 7 êë.,
Ìåéíñòåðà Äàâèäà  – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 366, 8 êë.,
Êîìèñàð÷óêà Åâãåíèÿ  – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 8 êë.,
Ìàòâååâñêîãî Äìèòðèÿ   –  Õàðüêîâ, ÔÌË 27, 6 êë.,
Ëèéêî Âèêòîðèè – Õàðüêîâ, «Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíà-

çèÿ» 45, 7 êë.,
Êîíøèíà Àëåêñàíäðà  – Ìîñêâà, øêîëà 1361, 8 êë.,
Áóëãàêîâîé Äàðüè  – Íèæíèé Òàãèë, 8 êë.

è êðóæêà
ëèöåÿ 67, Èâàíîâî, ðóêîâîäèòåëü À.Â.Øåðîíîâà.

Í ÀÂÅÐÍßÊÀ ÂÀÌ ÇÍÀÊÎÌÀ ÑËÅÄÓÞÙÀß ÇÀÄÀ-
÷à. Çàäóìàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùåå N. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ íàäî çàäàòü,
ïîëó÷àÿ â îòâåò ëèøü «äà» èëè «íåò», ÷òîáû îòãàäàòü
ýòî ÷èñëî?

Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ 12nN += .
Âåñü ìàññèâ ÷èñåë äåëÿò ïîïîëàì è ñïðàøèâàþò: «Çà-
äóìàííîå ÷èñëî íàõîäèòñÿ â ïåðâîé ïîëîâèíå?» Â
çàâèñèìîñòè îò îòâåòà âûáèðàþò ïîëîâèíó, ñîäåðæà-
ùóþ èñêîìîå ÷èñëî, âíîâü äåëÿò åå ïîïîëàì è ïîâòîðÿ -
þò àíàëîãè÷íûé âîïðîñ. Âñåãî ïîíàäîáèòñÿ ( )1n +
âîïðîñîâ. Î÷åâèäíî, ñòîëüêî æå âîïðîñîâ ïîíàäîáèòñÿ
è â ñëó÷àå, êîãäà 12 2n nN +< < ; íî çäåñü ìîæåò îêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî n âîïðîñîâ, ïîñêîëüêó íà íåêîòîðîì
øàãå ïðè äåëåíèè ÷èñëîâîãî ìàññèâà ïîëó÷àþòñÿ íå-
ðàâíûå ÷àñòè è çàäóìàííîå ÷èñëî ìîæåò îêàçàòüñÿ â

Òîëüêî íîëü è åäèíèöà
Ë . Ø È Á À Ñ Î Â ,  Ç . Ø È Á À Ñ Î Â À

ìåíüøåé èç íèõ.
Ïðè òàêîì ðåøåíèè âîïðîñû çàäàâàëèñü â çàâèñèìî-

ñòè îò ïîëó÷àåìûõ îòâåòîâ. À ìîæíî ëè îáîéòèñü n
âîïðîñàìè, áåç ó÷åòà îòâåòîâ? Îêàçûâàåòñÿ, äà. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî íà÷àòü ñ âîïðîñà: «Äåëèòñÿ ëè ÷èñë î
íà 2?» Åñëè äåëèòñÿ, òî çàïèñàòü 0, åñëè íåò – òî 1 .
Ñëåäóþùèì íàäî çàäàòü âîïðîñ: «Äåëèòñÿ ëè ïîëó÷åí-
íîå ÷àñòíîå íà 2?» è ñíîâà çàïèñàòü îñòàòîê îò äåëå íèÿ
íà 2 è ò.ä. Çàíóìåðîâàâ âîçíèêøóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íóëåé è åäèíèö: 0 1, , , na a aK , íàõîäèì èñêîìîå
÷èñëî 2

0 1 22 2 2n
nm a a a a= + × + × + + ×K . Â íåì êîýô-

ôèöèåíòû 0 1, , , na a aK  – îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 2
çàäóìàííîãî ÷èñëà è ñòî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷àñòíûõ.

Íàïðèìåð, çàäóìàíî ÷èñëî 83. Ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîì äåëåíèè íà äâà âûïèñûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå
÷àñòíûå, à â ñêîáêàõ – îñòàòêè îò äåëåíèÿ: 83(1),

È
ëë

þñ
òð

àö
èÿ

  
Â

.È
âà

íþ
êà



–

–

–

41(1), 20(0), 10(0), 5(1), 2(0), 1(1). Îòêóäà íàõîä èì

 2 31 1 2 0 2 0 2+ × + × + × + 4 5 61 2 0 2 1 2 83× + × + × = .

×èñëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ñòåïåíåé äâîéêè.
Òàêàÿ çàïèñü íàçûâàåòñÿ äâîè÷íîé , ïðàâäà, êàê è â
ïðèâû÷íîé äåñÿòè÷íîé çàïèñè, åå ïðèíÿòî íà÷èíàòü ñ
íàèâûñøåãî ðàçðÿäà:

1
1 1 02 2 2n n

n nm a a a a-
-= × + × + + × +K ,

ãäå êîýôôèöèåíòû 0 1 1, , , na a a -K  ðàâíû 0 èëè 1, 1na = .
×àñòî èñïîëüçóþò áîëåå êîìïàêòíóþ çàïèñü:

( )2 1 0 2nm a a a a= K . Â ÷àñòíîñòè,

6 5 483 1 2 0 2 1 2= × + × + × +

+ ( )3 2
2

0 2 0 2 1 2 1 1010 011× + × + × + = .
×òîáû èìåòü ïðàâî ãîâîðèòü î äâîè÷íîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ, íàäî ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëå-
íèÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â òàêîì âèäå. Äîïóñ-
òèì, ÷òî ÷èñëî m èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ:

( ) ( )1 0 1 02 2n km a a a b b b= =K K , n k³ ,

òîãäà

 ( )1 1
1 1 0 02 2 2n k

n ka a b b b a- -× + + - × - - = -K K .

Â ýòîì ðàâåíñòâå ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 2, çíà÷èò,
0 0b a= . Àíàëîãè÷íî, 1 1b a=  è ò.ä. Íà k-ì øàãå ïîëó-

÷àåì 12 0n k
n ka a-

+× + + =K , ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè

1 0n ka a += = =K .
Èçâåñòíî, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ âîçíèê-

ëà â Èíäèè ïðèìåðíî â V âåêå. À êîãäà âîçíèêëà
äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ? Òî÷íî óñòàíîâèòü äàòó
íåâîçìîæíî, íî óæå çà 4 òûñÿ÷è ëåò äî íàøèõ äíåé â
Äðåâíåì Åãèïòå îíà ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàëàñü. Ïî-
êàæåì íà ïðèìåðå, êàê åãèïåòñêèå æðåöû ïåðåìíîæàëè
÷èñëà.

Óìíîæèì ÷èñëî 213 íà 37. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ
åãèïåòñêàÿ çàïèñü âûãëÿäèò ãàê:

/1 213
  2 426
/4 852
  8 1704
 16 3408
/32 6816
âìåñòå 7881

Ïîÿñíèì åå. Ïðàâûé ñòîëáåö ñîäåðæèò íàèáîëüøèé
ñîìíîæèòåëü è åãî óäâîåíèÿ (èõ ïîëó÷àëè ñëîæåíèåì
÷èñëà ñ ñàìèì ñîáîé); ëåâûé – ÷èñëà âèäà 2m , íà
êîòîðûå ïðîèçâîäèëîñü óìíîæåíèå. Òàáëèöà âûïèñû-
âàëàñü äî òåõ íîð, ïîêà â ëåâîì ñòîëáöå íå ïîÿâëÿëà ñü
ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ ìåíü-
øåãî ñîìíîæèòåëÿ: 52 37< . Çàòåì â ëåâîì ñòîëáöå
îòìå÷àëè íàêëîííîé ÷åðòî÷êîé òå ÷èñëà (ñòåïåíè äâîé -
êè), êîòîðûå â ñóììå äàþò ìåíüøèé ñîìíîæèòåëü:
37 = 32 + 4 + 1. Ñêëàäûâàÿ ÷èñëà ïðàâîãî ñòîëáöà,
ñòîÿùèå íàïðîòèâ îòìå÷åííûõ ÷èñåë ëåâîãî, ïîëó÷àëè
îòâåò. Èòàê,

 ( )5 2 0213 37 213 2 2 2´ = × + + =6816 852 213 7881+ + = .

Ñïîñîá óäâîåíèÿ ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë îêàçàëñÿ
ñòîëü óäîáíûì, ÷òî ïðèìåíÿëñÿ ïîçæå â äðóãèõ ñòðà-
íàõ, â ÷àñòíîñòè íà Ðóñè. Ïðè÷åì ó íàñ òîðãîâûå ëþä è
ïîëüçîâàëèñü èì òàê ÷àñòî, ÷òî â ñòðàíàõ Çàïàäíîé
Åâðîïû ñïîñîá óäâîåíèÿ íàçûâàëè «ðóññêèì». Âîò êàê
â îäíîé èç ñòàðèííûõ ðóññêèõ ðóêîïèñåé âû÷èñëÿëîñü
ïðîèçâåäåíèå 46 28´ :

46     28
92    14

184    7(1)
368   3(1)
736     1

×èñëà ëåâîãî ñòîëáöà óäâàèâàëèñü, à ïðàâîãî – ðàçäâà-
èâàëèñü, ò.å. äåëèëèñü íà 2; òàê êàê 7 è 3 íå÷åòíûå
÷èñëà, òî â ñêîáêàõ çàïèñûâàëñÿ îñòàòîê. Ñëîæèâ
÷èñëà ïåðâîãî ñòîëáöà, ñòîÿùèå ïðîòèâ åäèíèö âòîðî-
ãî, ïîëó÷àëè îòâåò. Îáúÿñíÿåòñÿ ïðàâèëî ïðîñòî – âå äü
ðàçäâîåíèå ÷èñëà 28 ðàâíîñèëüíî åãî ïåðåâîäó â äâîè ÷-
íóþ çàïèñü: 4 3 228 1 2 1 2 1 2= × + × + × ,  à ïîýòîìó

( )4 3 246 28 46 2 2 2 736 368 184 1288× = × + + = + + = .
Èç âñåõ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ äâîè÷íàÿ ñàìàÿ ïðîñòàÿ.

Ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëàìè â ýòîé çàïèñè íóæíî ïîìíèòü
ëèøü, ÷òî ïðè ñëîæåíèè äâóõ åäèíèö ëþáîãî ðàçðÿäà
ïîëó÷àåòñÿ åäèíèöà ñëåäóþùåãî ðàçðÿäà (1 + 1 = 10),
à óìíîæåíèå åäèíèö âíîâü äàåò åäèíèöó òîãî æå
ðàçðÿäà ( 1 1 1× = ). Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó äåéñòâèé,
ðàáîòàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íåóäîáíî èç-ç à
ãðîìîçäêîé çàïèñè. Ðàçäåëèì, íàïðèìåð, ÷èñëî

( )210 0 011  íà ( )2101 :

100011 101
 101    111
  111
  101
    101
    101

Òîò æå ïðèìåð â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå âûãëÿäèò çíà÷è-
òåëüíî êîðî÷å (35 : 5 = 7). Åñòåñòâåííî, äâîè÷íàÿ
çàïèñü ÷èñåë ïî ýòîé ïðè÷èíå íå ìîãëà êîíêóðèðîâàòü
ñ äåñÿòè÷íîé. Íî äëÿ ýëåêòðîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí, áëàãîäàðÿ èõ áûñòðîäåéñòâèþ è îãðîìíîé
ïàìÿòè, ýòîò íåäîñòàòîê – íå ïîìåõà. À ïîñêîëüêó âñ å
îíè ðàáîòàþò íà ýëåìåíòàõ, íàõîäÿùèõñÿ ëèøü â äâóõ
óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿõ (òîê ïðîïóñêàåòñÿ èëè íåò), ò î
äëÿ íèõ äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ îêàçàëàñü íàèáî-
ëåå óäîáíîé. Ïðèìåíÿåòñÿ îíà è â äðóãèõ ïðèáîðàõ, â
êîòîðûõ ñèãíàë ëèáî ïîñòóïàåò, ëèáî íå ïîñòóïàåò,
íàïðèìåð â òåëåãðàôèè.

Â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ê äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ïî÷òè íå îáðàùàþòñÿ, íî åå èñïîëüçóþò â
òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñàõ è ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ
çàäà÷. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.

Çàäà÷à 1 (âûáèðàíèå êàìíåé). Èìåþòñÿ òðè êó÷êè
êàìíåé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êàìíåé â êàæäîé. Äâà
èãðîêà ïîî÷åðåäíî çàáèðàþò èç ëþáîé êó÷êè ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî êàìíåé. Âûèãðûâàåò òîò, êòî çàáèðà-
åò êàìíè ïîñëåäíèì.

Ê  Ì  Ø 29
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Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê ×.Áóòîí íàçâàë (1901 ã.)

ýòó èãðó «íèì» (îò óñòàðåâøåé ôîðìû àíãëèéñêîãî
ãëàãîëà nim – «áðàòü») è îïèñàë àëãîðèòì âûèãðûøà
â ýòîé èãðå. Ðàçáåðåì åãî äëÿ ïåðâîãî èãðîêà (íà÷èí à-
þùåãî èãðó). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â äâó õ
êó÷êàõ îäèíàêîâîå ÷èñëî êàìíåé. Ïåðâûì õîäîì èãðîê
íå òðîãàåò ýòè êó÷êè, à çàáèðàåò âñå êàìíè èç òðåòüåé.
Äàëåå ïðè ëþáîì õîäå âòîðîãî èãðîêà ïåðâûé óðàâíè-
âàåò ÷èñëî êàìíåé â äâóõ îñòàâøèõñÿ êó÷êàõ è âûèãðû -
âàåò.

×òîáû äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áûëè áîëåå ïðî-
çðà÷íûìè, çàïèøåì ÷èñëà à, b, ñ, âûðàæàþùèå êîëè-
÷åñòâî êàìíåé â êó÷êàõ, â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíè ÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâîè÷íûå çàïèñè ÷èñåë à, b, ñ èìåþò
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ. Åñëè ýòî íå òàê, òî
ïðèïèøåì íóëè â íåäîñòàþùèõ ðàçðÿäàõ. Èòàê,

( )1 1 0 2n na a a a a-= K , ( )1 1 0 2n nb b b b b-= K ,

 ( )1 1 0 2n nc c c c c-= K .

Íàéäåì ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ â îäèíàêîâûõ ðàçðÿäàõ:

n n n nS a b c= + + , …, 1 1 1 1S a b c= + + ,

 0 0 0 0S a b c= + + .

Â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå ïîñëå êàæäîãî õîäà
ïåðâîãî èãðîêà âñå ñóììû iS  îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè 0
èëè 2, ò.å. ÷åòíûìè. À ïîñêîëüêó âûèãðûø ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèÿì 1 0 0nS S S= = = =K , òî ñòðàòåãèÿ
âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà ñëåäóþùàÿ: ïîñëå êàæäîãî
ñâîåãî õîäà îí îñòàâëÿåò â êó÷êàõ òàêîå ÷èñëî êàìíå é,
÷òîáû âñå iS  áûëè ÷åòíûìè. Äëÿ äâóõ êó÷åê ýòî
ñäåëàòü ëåãêî, à êàê îáñòîèò äåëî ñ òðåìÿ êó÷êàìè?

Î÷åâèäíî, ëþáîé õîä âòîðîãî èãðîêà â ñèòóàöèè,
êîãäà âñå iS  ÷åòíûå, ìåíÿåò ÷åòíîñòü îäíîé èëè íå-
ñêîëüêèõ ñóìì iS . Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò
ñäåëàòü òàêîé ñëåäóþùèé õîä, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
âñå iS  ñíîâà ñòàíóò ÷åòíûìè. Ïóñòü k – íàèáîëüøèé èç
íîìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóììû iS  íå÷åòíû. Â ñóììå

k k k kS a b c= + +  îäíî èç ñëàãàåìûõ ëèáî âñå òðè ðàâíû
1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1ka = . Áóäåì âûáèðàòü êàìíè èç
ïåðâîé êó÷êè (ñîäåðæàùåé à êàìíåé). Äåëàåòñÿ ýòî
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òå ia , äëÿ
êîòîðûõ ñóììû iS  íå÷åòíû; åñëè 1ia = , òî îíà çàìå-
íÿåòñÿ íóëåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå – åäèíèöåé. Â
ðåçóëüòàòå âñå iS  ñòàíóò ÷åòíûìè. Òàê êàê â íàèáîëü-
øåì èç èçìåíåííûõ ðàçðÿäîâ âìåñòî 1ka =  ïîÿâèòñÿ 0,
òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî ìåíüøå èñõîäíîãî. Ðàçíîñòü ìåæ-
äó ýòèìè ÷èñëàìè óêàçûâàåò, êàêîå êîëè÷åñòâî êàìíåé
íóæíî âçÿòü èç äàííîé êó÷êè. Íàïðèìåð, â êó÷êàõ 58,
42 è 13 êàìíåé. Òàê êàê

( )
( )
( )

2

2

2

58 111010 ,

42 101010 ,

13 0 01101 ,

=

=

=

òî íå÷åòíû ñóììû 4 3 2 0, , ,S S S S . Ïîýòîìó ïåðâîå ÷èñëî

58 íàäî çàìåíèòü ÷èñëîì ( )210 0111 39= . Òàêèì îáðà-
çîì, èç ïåðâîé êó÷êè âûáèðàåòñÿ 19 êàìíåé.

Î÷åâèäíî, àëãîðèòì âûèãðûøà íå èçìåíèòñÿ, åñëè

âìåñòî òðåõ êó÷åê ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå èõ ÷èñëî .
Çàäà÷à 2 (ñèñòåìà ðàçíîâåñîâ). Óêàæèòå íàèìåíü-

øåå ÷èñëî ãèðü, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî óðàâíîâå-
ñèòü ëþáóþ öåëóþ ìàññó ð îò 1 äî N ãðàììîâ ïðè
óñëîâèè, ÷òî ãðóç è ãèðè êëàäóòñÿ íà ðàçíûå ÷àøè
âåñîâ.

ßñíî, ÷òî ãèðè â 1 ã è 2 ã íåîáõîäèìû; èìè ìîæíî
âçâåñèòü ãðóç, íå ïðåâîñõîäÿùèé 3 ã, íî óæå äëÿ
ñëåäóþùåé ìàññû ïðèäåòñÿ áðàòü íîâóþ ãèðþ, ìàññà
êîòîðîé íå ìîæåò ïðåâûøàòü 4 ã. Âûãîäíî âçÿòü
èìåííî ÷åòûðåõãðàììîâóþ ãèðþ: âìåñòå ñ íåé óäàñòñÿ
óðàâíîâåñèòü âñå öåëûå ìàññû, ìåíüøèå 8 ã. Ëåãêî
ñîîáðàçèòü, ÷òî åñëè 12 2n nN- £ < , òî ïîòðåáóåòñÿ n

ãèðü ìàññàìè 2 11,2,2 , ,2n-K  ãðàììîâ. Äîêàæåì ýòî
óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 îíî î÷åâèäíî;
ïðåäïîëîæèì åãî âåðíîñòü ïðè n = m: âñå ãðóçû p,
ìåíüøèå 2m , ìîæíî âçâåñèòü m ãèðÿìè â 2 11,2,2 , ,2m-K
ãðàììîâ. Ðàññìîòðèì ãðóç ìàññîé 12mp +< . Åñëè ïðè
ýòîì 2mp < , òî äîñòàòî÷íî m ãèðü. Â ñëó÷àå

12 2m mp +£ <  ãðóç ìàññîé 2mp -  ñíîâà ìåíüøå 2m ,
çíà÷èò, äëÿ åãî âçâåøèâàíèÿ õâàòèò m ãèðü, à äëÿ ãðóçà
â ð ãðàììîâ îñòàåòñÿ äîáàâèòü ãèðþ ìàññîé 2m  ãðàì-
ìîâ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Êàêèå ãèðè êîíêðåòíî êëàäóòñÿ íà ÷àøó âåñîâ äëÿ
óðàâíîâåøèâàíèÿ ãðóçà p N£ , îïðåäåëÿåòñÿ íåíóëå-
âûìè êîýôôèöèåíòàìè çàïèñè ÷èñëà ð â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ýòà çàäà÷à äëÿ îòäåëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé
N ñòàëà ïîïóëÿðíîé ïîñëå òîãî, êàê ïîÿâèëàñü â êíèãå
ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà è ïîýòà Áàøå äå Ìåçèðèàêà
«Ïðèÿòíûå è çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è» (1612 ã.). Íà
ïðàêòèêå æå ïðè âçâåøèâàíèè íà ðû÷àæíûõ âåñàõ
ïðîäàâåö ÷àñòî êëàäåò ãèðè íà îáå ÷àøè âåñîâ. Â òàê îé
áîëåå åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âïåðâûå ïîÿâè-
ëàñü åùå ðàíüøå â «Êíèãå àáàêà» (1202 ã.) èòàëüÿíñ-
êîãî ìàòåìàòèêà Ëåîíàðäî Ïèçàíñêîãî. Ïðè åå ðåøå-
íèè Ëåîíàðäî èñõîäèë èç òîãî, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû èëè ðàçíîñòè ñòåïåíåé
òðîéêè. Èíûìè ñëîâàìè, îí ôàêòè÷åñêè çàïèñûâàë
÷èñëî â âèäå

1 2
1 2 1 03 3 3n

nN b b b b-
-= × + + × + × +K .

Òîëüêî çäåñü, â îòëè÷èå îò çàïèñè â òðîè÷íîé ñèñòåì å
ñ÷èñëåíèÿ, êîýôôèöèåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íå 0,
1, 2, à 0, 1, –1. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè çàïèñÿìè óñòàíà â-
ëèâàåòñÿ ëåãêî. Åñëè â òðîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà åñòü

ñëàãàåìîå 2 3m× , òî, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå

( ) 13 1 3 3 3m m m+- × = - , ïðèäåì ê çàïèñè, â êîòîðîé
êîýôôèöèåíò 2 çàìåíåí íà –1, à êîýôôèöèåíò ñëåäóþ-
ùåãî ðàçðÿäà óâåëè÷åí íà 1. Ñëàãàåìîå 3m-  ïîÿâëÿåò-
ñÿ òîãäà, êîãäà ãèðÿ ìàññîé 3m  ïîëîæåíà íà òó æå ÷àøó
âåñîâ, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ãðóç. Íàèáîëüøèì ÷èñ-
ëîì, çàïèñûâàåìûì òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ñóììà

( )11 3 3 3 1 2n n-+ + + = -K . Ïîýòîìó äëÿ óðàâíîâåøè-

âàíèÿ âñåõ öåëûõ ìàññ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ( )3 1 2n - ,

äîñòàòî÷íî n ãèðü 11,3, ,3n-K .
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À.ÊÀÐËÞ×ÅÍÊÎ, Ã.ÔÈËÈÏÏÎÂÑÊÈÉ

Ï ÓÑÒÜ ÄÀÍ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊ ÀÂÑ (ÐÈÑ.1), I  – ÅÃÎ ÈÍÖÅÍÒÐ,
ò.å. öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, 1 2 3, ,K K K  – òî÷êè

êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ñî ñòîðîíàìè, 1M  –
ñåðåäèíà ñòîðîíû ÂÑ ,

1AH  – âûñîòà, ïðîâåäåí-
íàÿ èç âåðøèíû À. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ 1M I  (è
åùå äâå àíàëîãè÷íûå ïðÿ-
ìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäè-
íû äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ñ
èíöåíòðîì) îáëàäàåò öå-
ëûì ðÿäîì ñâîéñòâ, ïîìî-
ãàþùèõ ðåøàòü áîëüøîå

êîëè÷åñòâî çàäà÷. Îá ýòèõ ñâîéñòâàõ è èõ ïðèìåíåíèÿ õ ìû
è ïîãîâîðèì.

Ñâîéñòâà ïðÿìîé 1M I

Ñâîéñòâî 1.  Ïðÿìûå 1M I  è 1AT , ãäå 1T  – òî÷êà êàñàíèÿ
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñî ñòîðîíî é
ÂÑ, ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü 1K D  – äèàìåòð âïèñàííîé â
ABCD  îêðóæíîñòè (ðèñ.2). Êàñàòåëüíàÿ EF ê ýòîé îêðóæ-

íîñòè â òî÷êå D  áóäåò, î÷åâèäíî, ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå ÂÑ.
Òî÷êà D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
AEF ñî ñòîðîíîé EF. Â ñâîþ
î÷åðåäü, 1T  – òî÷êà êàñàíèÿ
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñî ñòî-
ðîíîé ÂÑ. Òðåóãîëüíèêè
AEF è ÀÂÑ ãîìîòåòè÷íû ñ
öåíòðîì ãîìîòåòèè â òî÷êå
À. Ïîýòîìó À, D  è 1T  ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Êðîìå
òîãî, 1 1BK CT p b= = - ,
ãäå p – ïîëóïåðèìåòð òðå-
óãîëüíèêà (äîêàæèòå
ýòî!). Ñëåäîâàòåëüíî,

1 1 1 1T M M K=  è 1M I  – ñðåä-
íÿÿ ëèíèÿ â 1 1DK TD . À ýòî
è çíà÷èò, ÷òî 1 1M I ATP .

Ñâîéñòâî 2.  Ïðÿìàÿ 1M I
äåëèò îòðåçîê 1AK  ïîïî-
ëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ 1M I  ïåðåñåêàåò 1AK  â
òî÷êå N (ðèñ.3). Ïîñêîëüêó 1 1M I ATP  è 1 1 1 1T M M K= , òî

1M N  – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â 1 1AK TD . Òàêèì îáðàçîì, 1AN NK= .
Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 2 ìîæåò áûòü ýëåãàíòíî äîêàçà íî ñ

ïîìîùüþ òåîðåìû Íüþòîíà : åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñà-
íà îêðóæíîñòü, òî åå öåíòð ðàñïîëîæåí íà ïðÿìîé, ñî åäè-
íÿþùåé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ABCD  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðîæ-
äåííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê 1ABK C  ( 1 180BK CÐ = ° ). Òîãäà,
ñîãëàñíî òåîðåìå Íüþòîíà, òî÷êè 1M  è N (ñåðåäèíû äèàãî-
íàëåé), à òàêæå öåíòð îêðóæíîñòè I  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñâîéñòâî 3 Ïðÿìàÿ
1M I  îòñåêàåò îò âûñî-

òû 1AH  îòðåçîê AQ, ðàâ-
íûé ðàäèóñó âïèñàííîé â

ABCD  îêðóæíîñòè .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî-

ñêîëüêó ADIQ  – ïàðàëëå-
ëîãðàìì (åãî ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû ïàðàë-
ëåëüíû), òî AQ = DI = r
(ðèñ.4).

Ñâîéñòâà 2 è 3 ïðåäëàãà-
ëèñü â êà÷åñòâå çàäà÷ íà II è III Âñåñîþçíîé ìàòåìà òè÷åñêîé
îëèìïèàäå ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê «ðàáîòàþò» ñâîéñòâà 1 – 3 ïðÿ ìîé
1M I .

Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Çàäà÷à 1. Ïóñòü Ì –
öåíòðîèä, ò.å. òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ. Äîêàæè-
òå, ÷òî 1M I  äåëèò îòðå-
çîê 1MK  â îòíîøåíèè 1:3,
ñ÷èòàÿ îò öåíòðîèäà Ì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó
1 1 1 1T M M K=  è :AM

1: 2 : 1MM = , òî òî÷êà Ì
– öåíòðîèä â 1 1AK TD
(ðèñ.5). À çíà÷èò,

1 : 2 : 1K M MG = . Âìåñòå ñ òåì, 1 1M I ATP  (ñâîéñòâî 1) è
1K L LG= .  Òåïåðü íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

1: 1 : 3ML LK = .
Çàäà÷à 2. Ïóñòü 2 3,M M  – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÑ è ÂA

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ 1M I  äåëèò ïåðè-
ìåòð 1 2 3M M MD  ïîïîëàì.

Ðåøåíèå.  Ïðÿìàÿ 1AT  äåëèò ïåðèìåòð ABCD  ïîïîëàì.
Äåéñòâèòåëüíî, 1AC CT b p b p+ = + - =  è 1 1M I ATP
(ðèñ.6). Òîãäà 1AT  è 1M I  – ñîîòâåòñòâåííûå ïðÿìûå â
ãîìîòåòè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ ÀÂÑ è 1 2 3M M M .

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1M I , 1T M  è 1AK
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ðåøàÿ çàäà-
÷ó 1, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
òî÷êà Ì  ÿâëÿåòñÿ öåíòðî-
èäîì â òðåóãîëüíèêå

1 1AK TD , à çíà÷èò, òî÷êè
1T , Ì  è N ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé (ñì. ðèñ.5). Ïî
ñâîéñòâó 2 òî÷êè 1M , I ,
N  ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ.34)



·  Ñîãëàñíî äðåâíåé ëåãåíäå, ïåðâóþ ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó ðåøàëà öàðèöà Äèäîíà. Ñïàñàÿñü îò ïðåñëåäîâà -
íèé ñâîåãî áðàòà, îíà âûñàäèëàñü âî âëàäåíèÿõ íóìè-
äèéñêîãî êîðîëÿ ßðáà. ßðá ðàçðåøèë âûäåëèòü åé
òàêîé êëî÷îê çåìëè, êîòîðûé ìîæíî îãðàíè÷èòü áû÷ü-
åé øêóðîé. Íàõîä÷èâàÿ Äèäîíà âûðåçàëà èç øêóðû
äëèííûé òîíêèé ðåìåøîê è îêðóæèëà èì äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ ïëîùàäü â ôîðìå ïîëóêðóãà. Ïî ïðåäàíèþ, íà
ýòîì ìåñòå âîçíèê ãîðîä Êàðôàãåí.

·  Âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí,  âñòðå÷àþòñÿ â «Íà÷àëàõ» Åâ ê-
ëèäà (3 â. äî í.ý.). Íàïðèìåð, â VI êíèãå «Íà÷àë»
ñîäåðæèòñÿ Ïðåäëîæåíèå 27, â ñîâðåìåííîé ôîðìóëè-
ðîâêå çâó÷àùåå òàê: «Èç âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, êîòî ðûå
ìîæíî âïèñàòü â äàííûé òðåóãîëüíèê, íàèáîëüøóþ ïëî-
ùàäü èìååò òîò, îñíîâàíèå êîòîðîãî ðàâíî ïîëîâèíå
îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà». Ñðåäíåâåêîâûå êîììåíòàòîðû
çàìåòèëè, ÷òî òàêèì ïðèåìîì Åâêëèäà ðåøàåòñÿ ñàìàÿ
ïðîñòàÿ è ñàìàÿ äðåâíÿÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à íà ýê ñò-
ðåìóì: «Êàêîé èç âñåõ  ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàäàííîãî
ïåðèìåòðà èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü?» Êàê óêàçàë
Ïàïï Àëåêñàíäðèéñêèé (III â.), òàêèì ñâîéñòâîì îáëà äà-
åò êâàäðàò.

·  Óæå â Äðåâíåé Ãðåöèè áûëî èçâåñòíî, ÷òî êðóã
èìååò á• ëüøóþ ïëîùàäü, ÷åì âñå äðóãèå ôèãóðû ðàâíî-
ãî ñ íèì ïåðèìåòðà, à øàð èìååò íàèáîëüøèé îáúåì
ñðåäè âñåõ òåë ñ òîé æå ïîâåðõíîñòüþ. Â íà÷àëå âòîð îãî
âåêà äî íàøåé ýðû ãðå÷åñêèé ãåîìåòð Çåíîäîð íàïèñàë
ñïåöèàëüíûé òðàêòàò «Î ôèãóðàõ, èìåþùèõ ðàâíóþ
ïåðèôåðèþ». Ýòî ñî÷èíåíèå äî íàñ íå äîøëî. Îäíàêî
ó Ïàïïà (III â.) è Òåîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî (IV â.)
ñîõðàíèëèñü 14 ïðåäëîæåíèé, çàèìñòâîâàííûõ èç ýòîãî
ñî÷èíåíèÿ. Ñðåäè íèõ åñòü òàêèå óòâåðæäåíèÿ: «Ïðè
îäèíàêîâîì ÷èñëå ñòîðîí è ðàâíûõ ïåðèìåòðàõ ó ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïëîùàäü áîëüøå, ÷åì ó íå-
ïðàâèëüíîãî», «Èç äâóõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
òîò áîëüøå, ó êîòîðîãî áîëüøå ñòîðîí», «Ïëîùàäü
êðóãà áîëüøå ïëîùàäè ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà, èìåþùåãî ñ êðóãîì îäèíàêîâûå ïåðèìåò-
ðû».

·  Â 1833 ãîäó øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê ßêîá Øòåéíåð
èçäàë êíèãó «Î íàèáîëüøèõ è  íàèìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ
ïëîñêèõ ôèãóð è î ñôåðå», â êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêèìè
ñðåäñòâàìè èññëåäîâàë ìíîãî÷èñëåííûå ïðîáëåìû, êà-
ñàþùèõñÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Â ÷àñòíîñòè, â íåé
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðóã ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé ôèãóðîé,
èìåþùåé íàèìåíüøèé ïåðèìåòð èç âñåõ ôèãóð çàäàí-
íîé ïëîùàäè.

·  Øèðèíîé âûïóêëîé ôèãóðû
íàçûâàåòñÿ øèðèíà ñàìîé óçêîé
ïîëîñû, â êîòîðóþ ìîæíî ïîìåñ-
òèòü äàííóþ ôèãóðó. Ñðåäè âñåõ
ôèãóð çàäàííîé øèðèíû w íàè-

ìåíüøóþ ïëîùàäü 
2

3
S

w
=  èìååò

ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê
(ðèñ.1). Ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîä-
íî ìíîãî ôèãóð çàäàííîé øèðè-

íû w ñ íàèáîëüøèì ðàäèó-
ñîì r âïèñàííîé îêðóæíîñ-
òè w/2 – ãîäèòñÿ ëþáàÿ
ôèãóðà, ðàñïîëîæåííàÿ â
ïîëîñå øèðèíû w è ñîäåð-
æàùàÿ êðóã ðàäèóñà w/2 (ðèñ.2). Çäåñü, êàê îáû÷íî,
âïèñàííûì êðóãîì ôèãóðû íàçûâàåòñÿ ñàìûé áîëüøîé
êðóã, ñîäåðæàùèéñÿ â ôèãóðå.

·  Ñðåäè ôèãóð çàäàííîé øèðèíû w íàèìåíüøèì
ïåðèìåòðîì pw îáëàäàþò ôèãóðû, äëÿ êîòîðûõ øèðèíà
ñàìîé óçêîé ïîëîñû, ñîäåðæàùåé
ôèãóðó, íå çàâèñèò îò íàïðàâëå-
íèÿ ïîëîñû. Òàêèå ôèãóðû ïîëó-
÷èëè íàçâàíèå ôèãóð ïîñòîÿííîé
øèðèíû . Íàðÿäó ñ êðóãîì èìåþò-
ñÿ è äðóãèå ôèãóðû ïîñòîÿííîé
øèðèíû, íàïðèìåð òðåóãîëüíèê
Ðåëî. Îí ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñ öåí-
òðîì â êàæäîé âåðøèíå ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåñòè
äóãè îêðóæíîñòåé, ñîåäèíÿþùèõ
äâå äðóãèå âåðøèíû (ðèñ.3).

·  Äèàìåòðîì âûïóêëîé ôèãóðû íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó åå òî÷êàìè. Ñðåäè âñåõ
ôèãóð çàäàííîé øèðèíû w ôèãóðû ïîñòîÿííîé øèðèíû
èìåþò íàèìåíüøèé äèàìåòð D = w, à ñðåäè âñåõ ôèãóð
çàäàííîãî äèàìåòðà D  îíè èìåþò íàèáîëüøèé ïåðèìåòð
Ð = pD.

·  Ñðåäè âñåõ ôèãóð çàäàííîãî äèàìåòðà D  íàèìåíü-
øèì ðàäèóñîì R îïèñàííîé îêðóæíîñòè
D/2  îáëàäàþò ôèãóðû ñ öåíòðîì
ñèììåòðèè. ( Îïèñàííûì êðóãîì
ôèãóðû íàçûâàåòñÿ ñàìûé ìà-
ëåíüêèé êðóã, â êîòîðîì ñîäåð-
æèòñÿ ôèãóðà.) Íàèáîëüøèì ðà-
äèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè

3

D
 ñðåäè âñåõ ôèãóð çàäàííîãî

äèàìåòðà D îáëàäàåò ôèãóðà ßìà-
ãóòè. Â îáùåì ñëó÷àå îíà ñòðîèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç êàæäîé âåðøèíû ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïðîâîäèòñÿ äóãà îêðóæíîñòè
ðàäèóñà, íå ïðåâûøàþùåãî ñòîðîíó è íå ìåíüøåãî
âûñîòû òðåóãîëüíèêà. Çàòåì èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà
ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå ê ýòèì äóãàì (ðèñ.4).

Çàäà÷ ñ äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè áîëü-
øå, îíè òðóäíåå, êëàññ ýêñòðåìàëüíûõ ôèãóð áîãà÷å,
íåêîòîðûå çàäà÷è äî ñèõ ïîð íå ðåøåíû. Â äàëüíåéøåì
íàì óäîáíî áóäåò íàçûâàòü (À , Â , Ñ)-çàäà÷åé ïðîáëåìó
ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîé ïëîñêîé ôèãóðû, ó êîòîðîé äâà
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðà À è Â ôèêñèðîâàíû, à õàðàê-
òåðèñòèêà Ñ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ. Çäåñü ïàðàìåòðû – ýòî ðàññìîòðåííûå
ðàíåå õàðàêòåðèñòèêè D , w, r, R , P, S. Ôîðìóëû äëÿ
ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â
ðÿäå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî ñëîæíûå, è ìû èõ çäåñü íå
ïðèâîäèì.

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÂÛÏÓÊËÛÅ ÔÈÃÓÐÛ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4



·  Â ( S, R, r )-çàäà÷å ìàêñèìóì r
äîñòèãàåòñÿ íà êðóãîâîì ñëîå , ò.å.
íà ïåðåñå÷åíèè êðóãà ñ ïîëîñîé,
ñåðåäèíà êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð êðóãà (ðèñ.5), à ìèíèìóì r –
íà êðóãå ñ øàïêàìè  (ðèñ.6). Ïîñ-
ëåäíÿÿ ôèãóðà ñòðîèòñÿ òàê: áå-
ðóòñÿ äâå òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îò-
íîñèòåëüíî öåíòðà êðóãà, è èç ýòèõ
òî÷åê ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå ê
êðóãó.

·  Â ( S, R, D )-çàäà÷å ìàêñèìóì
D  äîñòèãàåòñÿ íà ôèãóðå ïîñòî-

ÿííîé øèðèíû, à ìèíèìóì – íà âûòÿíóòîì ðàâíîáåä-
ðåííîì òðåóãîëüíèêå. Âûòÿíóòûì ðàâíîáåäðåííûì
òðåóãîëüíèêîì  ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîé ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì áîêîâûå ñòîðîíû íå ìåíü-
øå îñíîâàíèÿ.

·  Â ( S, R, P)-çàäà÷å ìàêñèìóì Ð äîñòèãàåòñÿ íà ëèíçå
– ôèãóðå, îáðàçîâàííîé ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ðàâíûõ
êðóãîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîòîðûõ ìåíüøå
äèàìåòðà (ðèñ. 7), à ìèíè-
ìóì Ð – íà ïî÷òè ïðàâèëü-
íîì ìíîãîóãîëüíèêå (ðèñ.8).
Ïîä ïîñëåäíèì ìû ïîäðàçó-
ìåâàåì òàêîé ìíîãîóãîëüíèê,

êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R,
ïðè÷åì äëèíû âñåõ ñòîðîí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êðî-
ìå îäíîé, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à îñòàâøàÿñÿ ñòîðîíà í å
ìåíüøå îñòàëüíûõ.

·  Â ( S, D , w )-çàäà÷å ìàêñèìóì w  äîñòèãàåòñÿ íà
êðóãîâîì ñëîå, à âîò ìèíèìóì çàâèñèò îò âåëè÷èíû D .

Ïðè 
3
2
D

w =  ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê,

êîòîðûé ïðè 
3
2
D

w <  ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðàâèëüíûé

(ïðè÷åì òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò ìíîæå-

ñòâî), à ïðè 
3
2
D

Dw< £  âîçíèêàåò ôèãóðà ßìàãóòè.

·  Èíòåðåñíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê ìåíÿåòñÿ ýêñò-
ðåìàëüíàÿ ôèãóðà, åñëè çàôèêñèðîâàòü îäèí ïàðà-
ìåòð è ìåíÿòü äðóãîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó ( S, w , P)-ìèíèìóì. Çàôèêñèðóåì çíà÷å-
íèå w (íàïðèìåð, ïðèìåì w  = 1). Òîãäà P p³ . Åñëè
P p= , òî îòâåò – òðåóãîëüíèê Ðåëî, ò.å. ôèãóðà
ßìàãóòè ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà (1 â íàøåì ñëó÷àå). Ñ ðîñòîì Ð ñòîðîíà
áàçîâîãî òðåóãîëüíèêà äëÿ ôèãóðû ßìàãóòè óâåëè÷è-
âàåòñÿ (ïðè ñîõðàíåíèè ðàäèóñà äóã 1). Òàê ïðîäîë-
æàåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ïåðèìåòðîì çíà÷åíèÿ 2 3 . Â
ýòîì ñëó÷àå ðàäèóñ ôèãóðû ßìàãóòè ñîâïàäàåò ñ âû-
ñîòîé ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíîé 1, ò.å.
îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ èìåííî ýòîò òðåóãîëüíèê. Ïðè äàëü-
íåéøåì ðîñòå Ð äåôîðìèðóåòñÿ óæå òðåóãîëüíèê – èç
ðàâíîñòîðîííåãî îí ñòàíîâèòñÿ ðàâíîáåäðåííûì, ó êî-

òîðîãî áîêîâûå âûñîòû ñîõðàíÿþò çíà÷åíèå 1, à îñíî-
âàíèå óìåíüøàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðîàíàëèçèðóåì çàäà÷ó ( S,  w , P )-ìàê-
ñèìóì (êàê è âûøå, ïîëàãàÿ w  = 1). Ïðè P p=
ýêñòðåìàëüíîé ôèãóðîé ÿâëÿåòñÿ êðóã äèàìåòðà 1. Ñ
ðîñòîì Ð êðóã ïðåâðàùàåòñÿ â
«ïóëþ» (ðèñ.9), ó êîòîðîé ïîëó-
êðóãè äèàìåòðà 1 ñîåäèíÿþòñÿ âñå
áîëåå è áîëåå äëèííûì ïðÿìîó-
ãîëüíèêîì. Íàïðèìåð, îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî èç ôèãóð, äëÿ êîòîðûõ
P wp= , ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü
èìååò êðóã, à ìèíèìàëüíóþ – òðå-
óãîëüíèê Ðåëî.

·  Â çàäà÷å (P, D , w )-ìàêñèìóì ýêñòðåìàëüíàÿ ôèãó-
ðà ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî êðóãîâîìó ñëîþ, åñëè âìåñòî
êðóãà áåðåòñÿ ëþáàÿ ôèãóðà ïîñòîÿííîãî äèàìåòðà
(ðèñ.10). Çäåñü äîïîëíèòåëüíî
äëèíû îòðåçêîâ AQ è ÂÐ äîëæ-
íû ðàâíÿòüñÿ äèàìåòðó D  – äëÿ
êðóãà ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè.

Â çàäà÷å (P, D, w )-ìèíèìóì
ýêñòðåìàëüíàÿ ôèãóðà ñòðîèòñÿ
àíàëîãè÷íî êðóãó ñ øàïêàìè,
åñëè âìåñòî êðóãà áåðåòñÿ ëþ-
áàÿ ôèãóðà ïîñòîÿííîé øèðèíû
(ðèñ.11). Çäåñü áàçîâàÿ îáëàñòü
èìååò ïîñòîÿííóþ øèðèíó w , äëèíû îòðåçêîâ ÀÂ è
CF ðàâíû w , ïðÿìûå 1 2,l l  (ñîîòâåòñòâåííî 3 4,l l )
ïåðïåíäèêóëÿðíû ÀÂ (ñîîòâåòñòâåííî CF). Êñòàòè,
èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî
âñå ïðÿìûå 1 2 3 4, , ,l l l l  èìåþò
ñ áàçîâîé îáëàñòüþ ïî îä-
íîé îáùåé òî÷êå. Îïÿòü äëÿ
êðóãà ñ øàïêàìè âñå óñëî-
âèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè.

·  Â çàäà÷å ( w , R , r )-ìàê-
ñèìóì ýêñòðåìàëüíîé ôèãó-
ðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòûé ïðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ñòðîèòñÿ òàê. Îòëî-
æèì íà ëó÷àõ ñ ïîëþñîì â öåíòðå ïðàâèëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç åãî âåðøèíû, ðàâíûå
îòðåçêè è ñ öåíòðàìè â ïîëó÷åííûõ òî÷êàõ ïðîâåäåì
êðóãîâûå äóãè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà. Åñëè äëèíû îòðåçêîâ «áåñêîíå÷-
íî áîëüøèå», òî ïîëó÷èì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê,
åñëè æå òî÷êè ñîâïàäàþò ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà, òî
ïîëó÷èì êðóã. Â ÷èñëî ýòèõ ôèãóð âõîäèò è òðåóãîëü-
íèê Ðåëî. Òîëüêî äëÿ òàêèõ ôèãóð ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî R rw = + , äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî R rw < + .

Â çàäà÷å ( w , R, r )-ìèíèìóì ýêñòðåìàëüíûõ ôèãóð
òàêæå ñóùåñòâóåò ìíîãî. Äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ,
îïðåäåëÿþùåìó ôèãóðû ñ ìàêñèìàëüíûì w  ïðè çàäàí-
íîì r , çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàäèóñ îïèñàííîãî êðóãà
ðàâíÿëñÿ R.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë Å. Áðîíøòåéí

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿ-
ìûå 1M I  è 1T M  ïåðåñåêà-
þòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà

1AK .
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå,

÷òî 1T I  äåëèò âûñîòó
1AH  ïîïîëàì.

Ðåøåíèå.  Ïðÿìàÿ 1T I
äåëèò 1DK  ïîïîëàì ( DI  =

1IK r= = ; ðèñ.7). Ïî-
ñêîëüêó 1 1DK AHP , òî

ïðÿìàÿ 1T I  ðàçäåëèò ïîïîëàì è âûñîòó 1AH .

Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå

Çàäà÷à 5. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïî òðåì òî÷êàì:
âåðøèíå À, èíöåíòðó I è öåíòðîèäó Ì.

Ðåøåíèå. Ñîåäèíèì òî÷êè À è Ì , ïðîäëèì ÀÌ  íà ïîëî-
âèíó ýòîãî îòðåçêà è ïîëó÷èì 1M  – ñåðåäèíó ÂÑ (ðèñ.8).

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ 1M I .
Ñîãëàñíî åå ñâîéñòâàì,

1 1M I ATP  è 1M I  îòñåêàåò
îò âûñîòû 1AH  îòðåçîê
AQ = r  . Àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî åñëè ïðîâåñòè ÷å-
ðåç òî÷êó Q ïðÿìóþ ïà-
ðàëëåëüíî ÂÑ – äî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ 1AT  â òî÷êå F, òî

1 1AQF IK MD D=  (ïî êà-
òåòó è îñòðîìó óãëó).

Îòñþäà è ïîñòðîåíèå:
÷åðåç âåðøèíó À ïðîâåäåì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé

1M I . Îòëîæèì íà íåé îòðåçîê 1AF M I= . Îêðóæíîñòü,
ïîñòðîåííàÿ íà AF êàê íà äèàìåòðå, ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ 1M I
â òî÷êå Q. Ïðè ýòîì AQ BC^ . Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå
î÷åâèäíî.

Çàäà÷à 6. Âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïî èíöåíòðó
I, òî÷êå 1M  – ñåðåäèíå ÂÑ, à òàêæå ïðÿìîé l, ñîäåðæàùåé

âûñîòó 1AH .
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì

÷åðåç 1M  ïðÿìóþ m,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ l ,
ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè
I  íà ýòó ïðÿìóþ äàñò òî÷-
êó 1K  è îòðåçîê 1IK r=
(ðèñ.9). Ïóñòü 1M I  ïå-
ðåñå÷åò l  â òî÷êå Q. Îò-
ëîæèâ îò òî÷êè Q ââåðõ
îòðåçîê, ðàâíûé r, ïî-
ëó÷èì âåðøèíó À. Êàñà-

òåëüíûå èç òî÷êè À ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì I  ðàäèóñà
1IK r=  ïåðåñåêóò ïðÿìóþ m â íåäîñòàþùèõ âåðøèíàõ

Â è Ñ.
Çàäà÷à 7. Ïîñòðîéòå

òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïî âû-
ñîòå è ìåäèàíå, ïðîâåäåí-
íûì èç âåðøèíû À, è ðà-
äèóñó r âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ïðÿ-
ìîóãîëüíûé 1 1AH MD  ïî
êàòåòó ah  è ãèïîòåíóçå am
(ðèñ.10). Îòêëàäûâàåì îò
À îòðåçîê AQ = r.  Ïðÿìàÿ
t , ïðîâåäåííàÿ ïàðàëëåëü-

íî 1 1H M  íà ðàññòîÿíèè r
îò íåå, ïåðåñå÷åò 1M Q  â
èíöåíòðå I . Äàëüíåéøåå
î÷åâèäíî.

Çàäà÷à 8. Âîññòàíîâè-
òå ABCD  ïî òî÷êàì Ì,
I è ïðÿìîé m , ñîäåðæà-
ùåé ñòîðîíó ÂÑ.

Ðåøåíèå. Èç òî÷êè I
ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð

1IK  ê ïðÿìîé m, ïðè÷åì
1IK r=  (ðèñ.11). Ñîåäèíèì Ì  è 1K  è, ðàçäåëèâ ýòîò îòðåçîê

â îòíîøåíèè 1:3, ïîëó÷èì òî÷êó L  (çàäà÷à 1). Ïðÿìàÿ IL
ïåðåñå÷åò m â òî÷êå 1M  – ñåðåäèíå ÂÑ. Óäâîèâ îòðåçîê

1M M , ïîëó÷èì âåðøèíó À. Êàñàòåëüíûå èç À ê îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì I  ðàäèóñà r ïåðåñåêóò m â âåðøèíàõ Â è Ñ.

Çàäà÷è ïðî òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì b + c = 2a

Èíîãäà, â ñâÿçè ñ òåì ÷òî b – a = a – c,  òàêîé òðåóãîëüíèê
íàçûâàþò ðàçíîñòíûì. À âîîáùå ýòî òðåóãîëüíèê, ó êîòîðî-
ãî îäíà èç ñòîðîí ðàâíà
ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-
ìó äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

Çàäà÷à 9. Äàí ABCD ,
â êîòîðîì b + c = 2a.
Äîêàæèòå, ÷òî â íåì

1QH = 2r.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

1M I  îòñåêàåò îò âûñîòû

ah  îòðåçîê AQ = r  (ðèñ.
12), òî

1 2
1 1a aQH h r h S a

QA r r S p
-

= = - = - =
2 2

2
p a b c a

a a a
- +

= = = ,

ãäå S – ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC. Çíà÷èò, 1 2QH r= .
Ñëåäñòâèå. Â ðàçíîñòíîì òðåóãîëüíèêå 3ah r= .
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçíîñòíîì òðåóãîëüíèêå
1 1 1 1M K K H= .
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 1 2QH r= , à 1IK r=  è ê òîìó æå

1 1IK QHP , òî 1IK  ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé â 1 1QH MD  (ñì.
ðèñ.12), ò.å. 1M I IQ=  è 1 1 1 1M K K H= .

Çàäà÷à 11. Â ðàçíîñòíîì òðåóãîëüíèêå MI BCP . Äîêà-
æèòå ýòî.

Ðåøåíèå. Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðî-
èäà Ì  è èíöåíòðà I  â òàêîì òðåóãîëüíèêå äî ñòîðîíû ÂÑ

ñîñòàâëÿþò 
1
3 ah r= .

Ñëåäñòâèå. Â ðàçíîñòíîì òðåóãîëüíèêå ïðÿìûå 1M I  è MI
äåëÿò âûñîòó ah  íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

Çàäà÷à 12. Èíöåíòð I ðàçíîñòíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîèäîì òðåóãîëüíèêà 1 1AT H . Äîêàæèòå
ýòî.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó
1M I IQ=  (çàäà÷à 10), òî

ìåäèàíà 1H G  òðåóãîëü-
íèêà 1 1AT H  ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êó I  (ðèñ.13). Íî
òîãäà èç ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ 1M I  è 1AT , à
òàêæå èç ðàâåíñòâà

1 1 1 1 1 1T M M K K H= =  ñëå-
äóåò 1 2H I IG= . À ýòî
çíà÷èò, ÷òî I  – öåíòðîèä

1 1AT HD .

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

(Íà÷àëî ñì. íà ñ.31)
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Çàäà÷è ñ ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå,
÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì

ABCD  ( C 90Ð = ° ) òî÷-
êè 1T , I, 2M  ïðèíàäëå-
æàò îäíîé ïðÿìîé
(ðèñ.14).

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðÿ-
ìàÿ 1T I  äåëèò âûñîòó ah

ïîïîëàì (çàäà÷à 4), à â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò
ÀÑ ñîâïàäàåò ñ ah , òî çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 14. Äàí ïðÿìîóãîëü-
íûé ABCD  ( C 90Ð = ° ) ñ çà-
äàííûìè ïîëîæåíèÿìè öåíòðî-
èäà Ì è èíöåíòðà I. Ïðè ïîìî-
ùè îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòå
ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ ÀÌ  ïåðåñå-
÷åò ÂÑ â òî÷êå 1M  (ðèñ.15).
Ïðÿìàÿ 1M I  ïåðåñå÷åò ÀÑ â
òî÷êå Q òàêîé, ÷òî AQ = r  (ñâîé-
ñòâî 3). Ïðÿìàÿ BQ ðàçäåëèò
ïåðèìåòð ABCD  ïîïîëàì, èáî

c r+ =

2 2
a b c a b c

c p
+ - + +

= + = = .

Çàäà÷à 15. Â ïðÿìîóãîëüíîì
ABCD  ÷åðåç ñåðåäèíó ãèïîòåíóçû ÂÑ è èíöåíòð I ïðîâåäå-

íà ïðÿìàÿ. Îíà ïåðåñåêàåò êàòåò ÀÂ ïîä óãëîì 75° .
Íàéäèòå îñòðûå óãëû

ABCD .
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿ-

ìàÿ 1M I  ïåðåñåêàåò
1AH  â òî÷êå Q è ÀÂ – â

òî÷êå F (ðèñ.16). Òîãäà,
ñîãëàñíî óñëîâèþ,

1 75BFMÐ = ° , à AQ = r
(ñâîéñòâî 3). Êðîìå òîãî,

2AI r=  è 30AIFÐ = °

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

(òàê êàê 1 75BFMÐ = °  – âíåøíèé äëÿ AIFD ).
Ïóñòü AQI jÐ = . Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ AQID  èìååì

sin sin 30
AI AQ

j
=

°
, èëè 

2
sin 1 2
r r

j
= ,

îòêóäà

2
sin

2
j = , è 135j = ° .

Èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà 1BFQH  íàéäåì óãîë Â:

 360 90 135 75BÐ = ° - ° - ° - ° 60= ° .

Òîãäà 30CÐ = ° .

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå âûøåóêàçàííûì,
ìîæíî íàáëþäàòü è ïðè
ðàññìîòðåíèÿ âíåâïèñàí-
íûõ îêðóæíîñòåé òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ.

Ïóñòü aI  – öåíòð âíå-
âïèñàííîé îêðóæíîñòè
w , êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû
ÂÑ è ïðîäîëæåíèé ÀÂ è
ÀÑ (ðèñ.17). Âîò íå-
ñêîëüêî ôàêòîâ, êîòîðûå
ìû ïðåäëàãàåì âàì äîêà-
çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî:

à) 1aI K  äåëèò ah  ïî-
ïîëàì;

á) 1aI M  îòñåêàåò íà
ïðîäîëæåíèè ah  çà òî÷-
êó À îòðåçîê AY , ðàâíûé
ðàäèóñó îêðóæíîñòè w ;

â) 1 1aI M AKP ;
ã) 1aI M  äåëèò îòðåçîê

1AT  ïîïîëàì.

Êâàíòîâûå
÷óäåñà

Ì.ÊÀÃÀÍÎÂ

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå «Êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà îïèñûâàåò ìèêðîìèð »
(ñì. «Êâàíò» ¹2, 3 çà 2006 ã.) ðàññêàçûâàëîñü î ôóí äàìåí-
òàëüíîì óðàâíåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè – óðàâíåíèè Øð ¸-
äèíãåðà – è ñ åãî ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïî âåäå-
íèÿ ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå . Â
ïðåäëàãàåìîé âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ïóáëèêàöèè ãëàâíîå âíè-

ìàíèå áóäåò óäåëåíî ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ïðîäåìî íñò-
ðèðîâàòü íåîáû÷íîñòü ïîâåäåíèÿ ìèêðî÷àñòèö ïî ñðàâí åíèþ
ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè òåëàìè. Èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû  ìû
îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíîìåðíûìè çàäà÷àìè.

Ïðåäëàãàåìûå çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, íå ìîãóò ïðåòåíäî âàòü
íà îïèñàíèå êàêîãî-òî ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ . Íî
îíè ìîãóò ïîìî÷ü ïîíÿòü ðåàëüíûå ÿâëåíèÿ, äîñòîéíûå
íàçûâàòüñÿ êâàíòîâûìè ÷óäåñàìè.

×àñòèöà èëè âîëíà? Îäíà èëè ìíîãî?

Íàèáîëüøåé ïñèõîëîãè÷åñêîé òðóäíîñòüþ êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè ñ÷èòàåòñÿ íåïðåäñòàâèìîñòü îñíîâíîãî îáúåêòà , äëÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî îíà ñîçäàíà. Òî ÷àñòèöà ïðîÿâ-
ëÿåò ñâîè âîëíîâûå ñâîéñòâà, òî êîðïóñêóëÿðíûå. Ìàò åìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè óñòðîåí òàê, ÷ò î,
ðåøàÿ ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ çàäà÷ó, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ î á-

Ðèñ. 17
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ùèìè ïðèåìàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàòü
ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåò íåî áõîäè-
ìîñòè ïðåäïîëàãàòü çàðàíåå , êàêóþ ÷åðòó ïîâåäåíèÿ ìèêðî-
ñêîïè÷åñêîé ÷àñòèöû ìû óñòàíîâèì – âîëíîâóþ èëè êîð ïóñ-
êóëÿðíóþ. Ðåøèâ çàäà÷ó, ìû ïîéìåì , êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíè-
êà îïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû. Ïîéìåì, äàæå åñëè íå
ñìîæåì ñåáå ïðåäñòàâèòü.

Â äàííîé ñòàòüå ñòðîãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îçíà÷àåò âîç-
ìîæíîñòü çàïèñàòü óðàâíåíèå Øð¸äèíãåðà, óñòàíîâèòü íåîá-
õîäèìûå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ðåøåíèå ïîñò àâ-
ëåííîé çàäà÷è ñîñòîèò íå òîëüêî â íàõîæäåíèè y -ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Øð¸äèíãåðà ñ íà÷àëüíûìè è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íî è â âû÷èñëåíèè èíòåðåñóþùè õ
íàñ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Áóäóò ðåøàòüñÿ òîëüêî òàêèå
çàäà÷è, ãäå y -ôóíêöèÿ îïèñûâàåò äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû
ïîä äåéñòâèåì ñèëû, íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Îäíàêî
êîíêðåòíûå ôèçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå «ñîäåðæàò ñÿ»
â y -ôóíêöèè îäíîé ÷àñòèöû è êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ
ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà, îòíîñÿòñÿ íå ê îäíîé ÷àñ òèöû,
à ê àíñàìáëþ , êîëëåêòèâó âî âñåì ïîäîáíûõ ÷àñòèö.

×òî æå îïèñûâàåò óðàâíåíèå Øð¸äèíãåðà: äâèæåíèå îä-
íîé ÷àñòèöû èëè ìíîãèõ ÷àñòèö? Îäíîé! Íî ÷òîáû âîñï îëü-
çîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, èõ íóæíî ïåðåâåñ òè íà
ÿçûê ìàêðîñêîïè÷åñêîé, êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Èìåííî äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèì ïåðåõîä ê àíñàìáëþ ìíîãèõ ÷àñòèö.

Ïåðåõîä èç ìèêðîìèðà â ìàêðîìèð íå ïðîõîäèò «áåçíàê à-
çàííî»: ìåíÿåòñÿ îïèñàíèå ïðè÷èííîé ñâÿçè ìåæäó ñîá ûòè-
ÿìè. Â ìàêðîìèðå âëàñòâóåò îáû÷íûé ìåõàíè÷åñêèé äåò åð-
ìèíèçì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î äâèæåíè è îäíîé
÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé ñèëû. Çíàÿ íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü äâèæåíèå ÷àñòèöû âî âñ å
ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû. Óòî÷íèì: ïóñòü ïðè t = 0 èçâåñòíû
êîîðäèíàòà 0x  è ñêîðîñòü 0v  ÷àñòèöû. Ðåøèâ óðàâíåíèå
Íüþòîíà (ñèëà èçâåñòíà), ìû íàéäåì ïîëîæåíèå ÷àñòèö û â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. ôóíêöèþ ( )x x t= , ðàâíóþ 0x

ïðè t = 0. Ïðîèçâîäíàÿ ( )dx t dt  åñòü ñêîðîñòü ÷àñòèöû

( )v t . Åñòåñòâåííî, êîãäà t = 0, òî 0v v= . Èìåííî ýòî
óòâåðæäåíèå è íîñèò ïûøíîå íàçâàíèå ìåõàíè÷åñêîãî äå-
òåðìèíèçìà.

Ïóñòü íå îáìàíåò âàñ ñëîâî «ìàêðîìèð». Â ìàêðîìèðå
ïðîèñõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ñîáûòèÿ, ïðåäñêàçàòü ðåçóë üòà-
òû êîòîðûõ àáñîëþòíî äîñòîâåðíî íåâîçìîæíî. Èíîãäà ýòî
ñâÿçàíî òîëüêî ñ íåïîëíûì çíàíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé .
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð – áðîñàíèå êîñòè. Åñëè áû çíàòü , íî
àáñîëþòíî òî÷íî(!), êàê áðîñèòü êóáèê, ÷òîáû îí âûï àë
íóæíîé ãðàíüþ ââåðõ, çàäà÷à èìåëà áû îäíîçíà÷íîå ðå øå-
íèå. À òàê íàäî äîâîëüñòâîâàòüñÿ îöåíêîé âåðîÿòíîñò è òîãî,
÷òî ïðîèçîéäåò.

Áûâàåò, è âåñüìà ÷àñòî, èíà÷å: òî÷íî èçâåñòíà ñèëà,
ïðèâîäÿùàÿ ìàêðîòåëî â äâèæåíèå, è èçâåñòíî, êàê áó äåò
äâèãàòüñÿ òåëî ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû. Íî åñëè òåë î
äâèæåòñÿ, íàïðèìåð, â âîçäóõå èëè ñêîëüçèò ïî íàêëî ííîé
ïëîñêîñòè, òî íà òåëî, êðîìå èçâåñòíîé ñèëû, äåéñòâ óþò
òàêæå ñèëû ñî ñòîðîíû ìîëåêóë âîçäóõà èëè àòîìîâ òî ãî
òåëà, ïî êîòîðîìó îíî ñêîëüçèò. Êîíå÷íî, îïèñàòü âî  âñåõ
ïîäðîáíîñòÿõ äâèæåíèå òåëà è âñåõ ÷àñòèö (âîçäóõà, íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè) íåâîçìîæíî. Îáû÷íî äîñòàòî÷íî îãðàíè -
÷èòüñÿ óñðåäíåííûì îïèñàíèåì âëèÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðå äû
ñ ïîìîùüþ ñèëû òðåíèÿ èëè ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû.
Ó÷èòûâàÿ ñèëó òðåíèÿ (ñîïðîòèâëåíèÿ), îïèñûâàòü äâè æå-
íèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà ìîæíî âïîëíå íàäåæíî, íî
âàæíûå ÷åðòû äâèæåíèÿ ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èçìåíÿþò ñÿ.

Òàê, ÷àñòü ýíåðãèè òåëà èç-çà òðåíèÿ íåîáðàòèìî òåð ÿåòñÿ,
ïðåâðàùàÿñü â òåïëî, – èñ÷åçàåò îáðàòèìîñòü. Îáðàòè ìîñòü
óðàâíåíèé ìåõàíèêè – ôîðìàëüíîå ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî  îíè

íå èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå t  íà – t : óñêîðåíèå – âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû – ïðè çàìåíå t  íà – t  íå ìåíÿåòñÿ.
Ñèëà æå òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè òåëà – ïåðâ îé
ïðîèçâîäíîé îò êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ ïðè òàêîé çàìåíå
èçìåíÿåòñÿ. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è åñòü ôîðìàë üíàÿ
ïðè÷èíà ïîòåðè îáðàòèìîñòè.

Â òàêîì îïèñàíèè ñèë òðåíèÿ âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü
îùóòèò íåïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàæäàÿ ìîëåêóëà âîçäóõ à
èëè íàêëîííîé ïëîñêîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ òåì æå çàêîíàì,  ÷òî
è ñàìî òåëî (ñåé÷àñ ðå÷ü íå èäåò îá èçìåíåíèÿõ, âíî ñèìûõ
êâàíòîâîé ìåõàíèêîé). Ïî÷åìó æå ïîÿâëÿåòñÿ íåîáðàòè -
ìîñòü? Ýòî – âåñüìà ñëîæíûé âîïðîñ. Â îñíîâå îòâåòà  íà íåãî
ëåæèò ÿâëåíèå äèññèïàöèè, îáóñëîâëåííîé ïåðåõîäîì ý íåð-
ãèè îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ìåõàíè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáî äû
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà ê ïî ñóòè áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó  ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö. Äâèæåíèå ìèêðî ÷à-
ñòèö ñòîëü õàîòè÷íî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ ýí åðãèè
îáðàòíî ê òåëó ðàâíà íóëþ. Ïî ýòîìó ïîâîäó ãîâîðÿò î
íåîáðàòèìîì çàïóòûâàíèè, à áîëåå ñòðîãèì ÿçûêîì – î  ðîñòå
ýíòðîïèè , êîòîðàÿ ñëóæèò ìåðîé áåñïîðÿäêà.

Âåðíåìñÿ ê îäíîé êâàíòîâîé ÷àñòèöå, äâèæåíèå êîòîðî é
îïèñûâàåòñÿ y -ôóíêöèåé – ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãå-
ðà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ – ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Çàäàâ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ìû íàéäåì âïîëíå îïðåäåë åííîå
ðåøåíèå ( ),x tY Y= . Êàçàëîñü áû, âïîëíå äåòåðìèíèðîâàí-
íûé ïðîöåññ. Íî, çàäàâ ñåáå ïðîñòåéøèé âîïðîñ î òîì , ãäå
íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà â ìîìåíò âðåìåíè t , ìû âûíóæäåíû
îãðàíè÷èòüñÿ óòâåðæäåíèåì, ÷òî íàì èçâåñòíà ëèøü âå ðîÿò-
íîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â èíòåðâàëå dx âîêðóã òî÷êè õ, è

âåðîÿòíîñòü ýòà ðàâíà ( )2
,x t dxY . Ïîä÷åðêíåì: íåñîìíåí-

íî, ðå÷ü èäåò îá àíñàìáëå ÷àñòèö, à íå îá îäíîé ÷àñ òèöå. Áåç
àíñàìáëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ò åðÿåò
ñìûñë. È äåëî íå â íåïîëíîòå çíàíèé èëè âî âçàèìîäå éñòâèè
ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èíûõ ÷àñòèö. Âåðîÿòíîñòü – ïå ðâè÷-
íîå ïîíÿòèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ñòðîãîå ðàññìîòðåíè å
ïîêàçàëî, ÷òî äîáèòüñÿ áîëüøåé òî÷íîñòè ïðåäñêàçàíè é
íåëüçÿ, íåëüçÿ èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ï ðè
îïèñàíèè äâèæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö.

Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì êâàíòîâûõ ÷àñòèö íå
òîëüêî äåëàåò èõ äâèæåíèå î÷åíü íåïîõîæèì íà äâèæåí èå
êëàññè÷åñêèõ òåë, íî çàñòàâëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå
àíñàìáëÿ ÷àñòèö äàæå òîãäà, êîãäà, êàçàëîñü áû, óðà âíåíèå
îïèñûâàåò äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû. Â ýòîì ñîñòîèò åù å îäíà
ïñèõîëîãè÷åñêàÿ òðóäíîñòü ïîíèìàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàí èêè.

Òðàåêòîðèÿ, ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå

Îáùåå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö êâà í-
òîâîé ìåõàíèêîé óáåæäàåò íàñ: êâàíòîâûå çàêîíû äâèæ åíèÿ
íå ïîõîæè íà êëàññè÷åñêèå. Íî ÷òîáû âîçíèêëî îùóùåí èå
÷óäà, ïîÿâèëîñü âïå÷àòëåíèå, ÷òî ïðîèñõîäèò íå÷òî, ÷åãî «íå
ìîæåò áûòü», íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðèìåðû. Ñäåëàò ü
íàãëÿäíûì îòëè÷èå ïîâåäåíèÿ êâàíòîâûõ ìèêðî÷àñòèö î ò
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë ìîæíî, åñëè ÷åòêî ïðåäñòàâèòü äâè-
æåíèå êëàññè÷åñêèõ ìàêðîòåë â óñëîâèÿõ, òî÷íî ñîâïà äàþ-
ùèõ ñ óñëîâèÿìè, â êîòîðûõ áóäåò ðàññìîòðåíî äâèæåí èå
êâàíòîâûõ ÷àñòèö. Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêè õ
òåë è êâàíòîâûõ ÷àñòèö ìû ïîñòàðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü îäèíà-
êîâûå òåðìèíû – òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êàê-òî íåóäîáíî ãîâîðèòü î òðàåê-
òîðèè.  Êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà â îäíîìåðíîì ìèðå, êîíå÷íî,
âñåãäà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé. Èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé, íå çàâèñÿùåé î ò
âðåìåíè ñèëû ( )F F x=  ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ çàâèñèìî-
ñòè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû îò âðåìåíè – ê íàõîæäåíèþ ôó íê-
öèè ( )x x t= . Ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î äâèæåíèè ÷àñòèöû



ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ôóíêöèè. Ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà
( ) ( )v t dx t dt= , èìïóëüñ ÷àñòèöû (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ)

åñòü ( ) ( )p t mv t= .

Ôóíêöèÿ ( )x t  – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà. Èç óðàâíå-
íèÿ Íüþòîíà ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )
2

const
2

mv
U xe = + = , èëè ( )

2

const
2
p

U x
m

e = + = . (1)

Ñèëà – ïðîèçâîäíàÿ, âçÿòàÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì , îò

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè: ( ) ( )dU x
F x

dx
= - . Äëÿ ïîíèìàíèÿ

ñâÿçè óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãè è
ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ïåðâîå èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ ïî âðå-
ìåíè, ïîìíÿ, ÷òî êîîðäèíàòà õ çàâèñèò îò âðåìåíè t , è
íåìåäëåííî ïîë  ÷èòå óðàâíåíèå Íüþòîíà:

( ) ( )dv t
m F x

dt
= .                       ( 1¢)

Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ ëèáî â âèäå ïîòåíöè-
àëüíîãî áàðüåðà (ðèñ.1),
ëèáî â âèäå ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìû (ðèñ.2). Íà ðè-
ñóíêàõ 1 è 2 ïîêàçàíî òàê-
æå, êàê âûãëÿäèò ñèëà,
ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé óñ-
êîðÿåòñÿ èëè çàìåäëÿåòñÿ
÷àñòèöà.

Ðèñóíîê 3 èçîáðàæàåò
ïðåäåëüíî óïðîùåííûé
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, à
ðèñóíîê 4 – ïðåäåëüíî óï-
ðîùåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ
ÿìó. Ýòî èäåàëèçàöèÿ, êî-
íå÷íî, íî î÷åíü óäîáíàÿ
äëÿ ðàñ÷åòà. Íà âñåé îñè
õ, êðîìå òî÷åê x d= ± ,
ñèëà ðàâíà íóëþ, à â òî÷-
êàõ x d= ±   F = ± ¥ .
Ôóíêöèÿ ( )F x , ðàâíàÿ
íóëþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
õ, êðîìå õ = 0, à ïðè õ = 0
ðàâíàÿ áåñêîíå÷íîñòè, ýòî
òà ñàìàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà, î êîòîðîé ãîâî-
ðèëîñü â óïîìÿíóòîé ðà-
íåå ñòàòüå. Îáîçíà÷àåòñÿ
îíà òàê: ( )xd . Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ïðÿìîóãîëü-
íîãî áàðüåðà

( ) ( )0F x U x dd= - + +

( )0U x dd+ - ,  (2)

à äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû

( ) ( )0F x U x dd= + -

( )0U x dd- - .( 2¢)

Óòî÷íèì îïðåäåëåíèå d -
ôóíêöèè: èíòåãðàë îò

( )xd  ïî èíòåðâàëó, ñî-
äåðæàùåìó òî÷êó õ = 0,
ðàâåí åäèíèöå.

Â òåõ çàäà÷àõ, êîòîðûå

çäåñü îáñóæäàþòñÿ, âñåãäà è
ñïðàâà è ñëåâà ñ îïðåäåëåííîãî
ðàññòîÿíèÿ äî áåñêîíå÷íîñòè
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ åñòü
íîëü èëè êîíñòàíòà. Óðàâíå-
íèÿ (1) çàäàþò çàâèñèìîñòü ñêî-
ðîñòè v è èìïóëüñà ð îò êîîð-
äèíàòû õ:

( )( )2 U x
v

m

e -
= ,

( )( )2p m U xe= - ,

à èç ðèñóíêîâ 1 è 2 âèäíî,
÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ
êîîðäèíàòîé õ íà êðèâîé

( )U U x=  äî ïðÿìîé
conste =  ïî âåðòèêàëè

ðàâíî êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ìàêðî÷àñòèöû. Ïðè
çàäàííîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè çíà÷åíèå ýíåðãèè e  îïðåäåëÿåò õàðàêòåð äâèæåíèÿ.
Òàê, ñîãëàñíî ðèñóíêó 1, ÷àñòèöà ñ ýíåðãèåé, ïðåâûø àþùåé

( ) 0maxU x U= , äâèæåòñÿ áåñïðåïÿòñòâåííî âäîëü âñåé îñè
õ, à ÷àñòèöà ñ ýíåðãèåé 0Ue <  äâèæåòñÿ òîëüêî ïî ïîëóîñè:
ëèáî ñïðàâà îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, ëèáî ñëåâà. Â ñëó÷àå
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ðàçëè÷èå åùå áîëåå ðàçèòåëüíî: åñ ëè

0Ue > , òî ÷àñòèöà ñîâåðøàåò èíôèíèòíîå äâèæåíèå, ò.å. ãä å
áû ÷àñòèöà íè íà÷àëà ñâîå äâèæåíèå, îíà óéäåò íà áå ñêîíå÷-
íîñòü. Ïðè 0Ue <  äâèæåíèå ôèíèòíî: ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â
ïðåäåëàõ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.

Çíàÿ, ÷òî ïðåäñêàçàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîãóò áûò ü
ïðîâåðåíû òîëüêî â ýêñïåðèìåíòàõ ñ àíñàìáëÿìè ÷àñòè ö
äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû, âûÿñí èì,
êàê äâèæåíèå ìíîãèõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñ ÿ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé.

Îñíîâíûìè òåðìèíàìè äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîëëåêòè-
âà òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñëóæàò ïëîòíîñòü ÷àñòèö n è
ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö j

r
. Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòîêà

÷àñòèö – ýòî âåêòîð. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçì åðíîñòü
ïëîòíîñòè ÷àñòèö åñòü 3ñì - , à ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö –

1 2c ñì- -× . Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå n – ýòî ÷èñëî ÷àñòèö íà
åäèíèöå äëèíû, ðàçìåðíîñòü n åñòü 1ñì - , à ïëîòíîñòü ïîòîêà
÷àñòèö j = vn  – ýòî ÷èñëî ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó â
åäèíèöó âðåìåíè, ðàçìåðíîñòü j  åñòü 1ñ- .

È n, è j  – ôóíêöèè õ è t . Ìåæäó n è j  åñòü ñâÿçü, íàçûâàåìàÿ
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè :

0
n j
t x

¶ ¶
+ =

¶ ¶
.                           (3)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ: t¶ ¶K  –
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè êîîð äè-
íàòû õ, à x¶ ¶K  – ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå ïðè ïîñòîÿí-
íîì çíà÷åíèè âðåìåíè t . Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè íàäî âû÷èñëèòü èçìåíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö íà èíòåðâ àëå dx
çà âðåìÿ dt , îáÿçàííîå ðàçëè÷èþ ïëîòíîñòè ïîòîêà íà êîíöàõ
èíòåðâàëà (÷èñëî ÷àñòèö íà èíòåðâàëå dx  ðàâíî ndx, à çà
âðåìÿ dt  ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîõîäèò jdt ÷àñòèö). Óðàâíå-
íèå íåïðåðûâíîñòè âñòðå÷àåòñÿ âñåãäà, êîãäà ïëîòíîñ òü ÷åãî-
ëèáî èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå òîëüêî çà ñ÷åò ïåðåì åùåíèÿ,
à ïîÿâëåíèå (ðîæäåíèå) èëè óíè÷òîæåíèå (ãèáåëü) îòñ óò-
ñòâóþò.

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñòàöèîíàð-
íîå ñîñòîÿíèå . Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, êîãäà ðå÷ü èäåò îá
îäíîé ÷àñòèöå, ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå êàê òåðìèí íå  óïîò-
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ðåáëÿåòñÿ. Åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, òî ãîâîðÿò,
÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî ñòàöèîíàðíîé òðàåêòîðèè, ïî ä÷åð-
êèâàÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Êî ãäà æå
ðå÷ü èäåò îá àíñàìáëå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ñòàöèîí àðíîå
ñîñòîÿíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Â ïîíÿòèå òîæäåñòâåíí îñòè
âõîäÿò îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ÷àñòèö .
Ïóñòü â îáëàñòü, ãäå íà ÷àñòèöû äåéñòâóåò ñèëà, âõî äèò
ïîñòîÿííûé ïîòîê ÷àñòèö ïëîòíîñòüþ 0j j=  ñ îäíîé è òîé æå
äëÿ âñåõ ÷àñòèö ýíåðãèåé 2

0 0 2mve = . Âñÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ
ïîòîêà ÷àñòèö íå çàâèñèò îò âðåìåíè – îñóùåñòâëÿåòñ ÿ
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå : ïëîòíîñòü ïîòîêà íå çàâèñèò îò
âðåìåíè (ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè v íà ïëîòíîñòü ÷àñòèö n,
ðàâíîå ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö j , íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìå-
íåì). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü v çàâèñèò îò êîîðäèíàòû, êàê ýòî
ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, è, ñëåäîâàòåë üíî,
ïëîòíîñòü ÷àñòèö çàâèñèò îò êîîðäèíàòû: ( )n n x= . Òàì, ãäå
ñêîðîñòü áîëüøå, òàì ïëîòíîñòü ìåíüøå, à ãäå ñêîðîñ òü
ìåíüøå, òàì ïëîòíîñòü áîëüøå, – ýòî õîðîøî èçâåñòíû é
ýôôåêò (íàïðèìåð, ÷àñòî íàáëþäàåìîå ñêîïëåíèå àâòîì à-
øèí íà ó÷àñòêàõ çàìåäëåííîãî äâèæåíèÿ). Ñòàöèîíàðíî å
ñîñòîÿíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïîòîê ÷àñòèö ñ ðàçëè÷ íûìè
ýíåðãèÿìè. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñòîëêíîâåíèÿìè, òî êàæäà ÿ
ãðóïïà ÷àñòèö ñ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè, è êàæäàÿ, íåçà âèñè-
ìî îò äðóãèõ, äâèæåòñÿ òàê, êàê îïèñàíî âûøå.

×òîáû â äàëüíåéøåì ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå ïîâåäåíèÿ êâ àí-
òîâûõ ÷àñòèö â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêèìè, îòìåòèì í å-
ñêîëüêî î÷åâèäíûõ ôàêòîâ.

Êàêîâà áû íè áûëà ôîðìà èëè âûñîòà ïîòåíöèàëüíîãî
áàðüåðà, êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñ ýíåðãèåé, ìåíüøåé âûñîòû
áàðüåðà, ïîä áàðüåð ïðîíèêíóòü íå ìîæåò. Îò áàðüåðà  îíà
îòðàçèòñÿ è ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ïî âåëè÷èíå, íî íà ïðàâëåí-
íîé ïðîòèâîïîëîæíî ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòè, äâèíåòñ ÿ îò
áàðüåðà. Ïîòîê òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ïîâåäåò ñåáÿ òà ê æå.
Åñëè ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ê áàðüåðó îáîçíà÷èòü j + , à
ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö îò áàðüåðà îáîçíà÷èòü j - , òî èõ
îòíîøåíèå j j- +  åñòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì
åãî áóêâîé R, òîãäà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö R = 1.

Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìà è ðàçìåð ïîòåíöèàëüíîé ÿìû,
åñëè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ìåíüøå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â íå
ÿìû, êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ îò îäíîé ñòåíêè
ê äðóãîé è ïîêèíóòü ÿìó íå ñìîæåò. Íè÷òî íå çàïðåùà åò
÷àñòèöå íåïîäâèæíî ëåæàòü íà äíå ÿìû. Ïåðèîä äâèæåí èÿ
÷àñòèöû â ÿìå çàâèñèò îò åå ýíåðãèè. Â ïðÿìîóãîëüíî é ÿìå
øèðèíîé 2 d, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 4, ïåðèîä ðàâåí

( )0

4

2

d
T

U me
=

-
.

Ñîâñåì î÷åâèäíûé è óæå îòìå÷åííûé âûøå ôàêò: êëàññè -
÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñ ýíåðãèåé ( )U xe >  ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
êîîðäèíàòû õ äâèæåòñÿ ñâîáîäíî ñî ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé
îò êîîðäèíàòû. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö j  ïðè ýòîì íåèçìåí-
íà. Íàêîíåö, ýíåðãèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ìîæåò èìå òü
ëþáîå çíà÷åíèå. Åñòü åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: ïîëí àÿ
ýíåðãèÿ e  äîëæíà áûòü áîëüøå èëè ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ( )U x . Èíà÷å: ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êëàññè÷åñêîé
÷àñòèöû íåïðåðûâåí.

Óðàâíåíèå Øð¸äèíãåðà. Ïëîòíîñòü ïîòîêà…

Êàê Øð¸äèíãåð ñôîðìóëèðîâàë óðàâíåíèå, íîñÿùåå òå-
ïåðü åãî èìÿ, äîâîëüíî ïîäðîáíî ðàññêàçàíî â óïîìÿí óòîé
âûøå ñòàòüå. Íå ïîâòîðÿÿ ñêàçàííîãî, íàïîìíèì òîëüê î, ÷òî
ââåäåíèå y -ôóíêöèè ïîñëóæèëî îñíîâîé ñîçäàíèÿ âîëíî-
âîé ìåõàíèêè. Ñíà÷àëà êâàíòîâóþ òåîðèþ â øð¸äèíãåðî âñ-
êîì âàðèàíòå íàçûâàëè èìåííî âîëíîâîé ìåõàíèêîé, ïîä÷åð-
êèâàÿ âîëíîâûå ñâîéñòâà àòîìíûõ è ñóáàòîìíûõ ÷àñòèö .

Äåéñòâèòåëüíî, èíîãäà ïîíÿòü êâàíòîâîå ÿâëåíèå ëåã÷ å,
ñðàâíèâàÿ äâèæåíèå êâàíòîâûé ÷àñòèöû íå ñ äâèæåíèåì
êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû, à ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû, í àïðè-
ìåð ýëåêòðîìàãíèòíîé.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó-
÷àÿ. Ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî (óðàâíåíèÿ) èñïîëüçîâàíî ï îòî-
ìó, ÷òî ìû âûïèøåì äâà óðàâíåíèÿ: íåñòàöèîíàðíîå è
ñòàöèîíàðíîå. Íåñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ – îò êîîðä èíàòû
è îò âðåìåíè: ( ),x tY Y= , à ñòàöèîíàðíàÿ  âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ, òîæå îáîçíà÷àåìàÿ áóêâîé y , íî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ,
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû: ( )xy y= . Äëÿ ñîñòîÿíèÿ
÷àñòèöû, ýíåðãèÿ êîòîðîé èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíè å,
ñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ( )xy  – ýòî àìïëèòóäà â
âûðàæåíèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé ôóíêöèè:

( ) ( ), exp
i t

x t x
e

Y yæ ö= -ç ÷è øh
.                 (4)

Èòàê, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¸-
äèíãåðà èìååò âèä

( )
2 2

22
ih U x

t m x

Y Y
Y

æ ö¶ ¶
= - +ç ÷¶ ¶è ø

h
,              (5)

à ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå –

( )( )
2

2 2

2
0

d m
U x

dx

y
e y+ - =

h
.              (6)

Ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü äîïîëíåí û
ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, íî îá ýòîì ïîçæå .

Â öèòèðîâàííîé ñòàòüå (è, êîíå÷íî, íå òîëüêî â íåé)
ñêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèå dxYY * , ãäå çâåçäî÷êà * îáîçíà÷àåò
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, åñòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü  ÷àñ-
òèöó â òî÷êå õ ïðè ìíîãîêðàòíîì îñóùåñòâëåíèè ýêñïåðèìåí-
òà, â êîòîðîì ÷àñòèöà äâèæåòñÿ òàê, êàê îïèñûâàåò y -
ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ( )2

, ,x t x tr YY Y*= =  åñòü ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â òî÷êå õ â ìîìåíò
âðåìåíè t . Åñëè ( ), 0x tr ¹  â íåáîëüøîé îáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, òî íàïðàøèâàåòñÿ çðèòåëüíûé îáðàç – îáëàêî âåðîÿò-
íîñòè . Íåñîìíåííî, èíòåðåñíî è âàæíî çíàòü, êàê îíî
äâèæåòñÿ, êàêîâ åãî çàêîí äâèæåíèÿ.

Âûâåñòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ( ),x tr , íåòðóäíî. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
óðàâíåíèå (5) äëÿ Y  è àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ Y * .
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èòñÿ

( ),
0

x t j
t x

r¶ ¶
+ =

¶ ¶
, 

2
i

j
m x x

Y Y
Y Y

h *
*æ ö¶ ¶

= -ç ÷¶ ¶è ø
.    (7)

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Åñòåñòâåííî, ç äåñü
j  – ïëîòíîñòü ïîòîêà.  Íî ïîòîêà ÷åãî? Òàê êàê r  – ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè, òî j  – ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòè.

Óäèâèòåëüíîå äåëî: âåëè÷èíû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæí î
òîëüêî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ïîïàäåò ëè ÷àñòèöà  â
äàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ( r  è j ), ñ õîäîì âðåìåíè
èçìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå òàê, áóäòî îïèñûâàþò äâèæ åíèå
ãàçà ÷àñòèö. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷ò î ïðè
äâèæåíèè âåðîÿòíîñòü íå ðîæäàåòñÿ è íå èñ÷åçàåò, à òîëüêî
ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿí èå
÷àñòèöû òàêîâî, ÷òî îíà ñ äîñòîâåðíîñòüþ íàõîäèòñÿ â êàêîé-
òî îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, òî ñ õîäîì âðåìåíè ìîæåò è çìå-
íèòüñÿ îáëàñòü, ãäå ÷àñòèöó ìîæíî îáíàðóæèòü, íî ïî -
ïðåæíåìó âî âñåé äîñòóïíîé îáëàñòè ÷àñòèöà ñ äîñòîâ åðíî-
ñòüþ íàõîäèòñÿ.

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè  (7) îïèñûâàåò çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ÷àñòèöû.

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)
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Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü
äèôôåðåíöèàëîâ

â ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷àõ

Ê.ÐÛÁ

Ì ÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ
ïðîöåññîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèÿì, ñâÿçûâàþùèì ìåæäó ñîáîé ïåðåìåííûå âåëè÷èíû  è
èõ ïðîèçâîäíûå. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâ ëÿ-
åò ìàòåìàòè÷åñêóþ òðóäíîñòü äëÿ ó÷àùèõñÿ. Îäíàêî âî ç-
ìîæíî ïðèìåíåíèå îáõîäíîãî ïóòè, íå òðåáóþùåãî âëàä åíèÿ
ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàê, åñëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè êàêîãî-ëèáî ôèçè÷åñêîãî
ïðîöåññà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âçàèìîñâÿ çü
äâóõ èçìåíÿþùèõñÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, òî ìîæíî ãîâî -
ðèòü î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èõ äèôôåðåíöèàëîâ. Ïðè ýò îì
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâåñòè ðåøåíèå ê êîíå÷íûì ïð èðà-
ùåíèÿì âçàèìîñâÿçàííûõ âåëè÷èí íà îñíîâå ïðîïîðöèè.
Ñóììèðóÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè,
êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ äèôôå-
ðåíöèàëîâ , è âûíîñÿ êîýôôèöèåíò çà çíàê ñóììèðîâàíèÿ,
ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó êîíå÷íûìè èçìåíåíèÿìè âåëè÷èí.
Åñëè èçìåíåíèå îäíîé èç âåëè÷èí â õîäå ïðîöåññà çàä àíî
óñëîâèåì çàäà÷è, òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèò èçìåíåíèå è âòîðîé âåëè÷èíû.

À òåïåðü – íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ìîäåëè êîðàáëÿ ìàññîé m ñîîáùàþò íåêîòî-

ðóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû
ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè: cF kv= - . Êàêîå ðàññòîÿíèå
ïðîéäåò ìîäåëü äî ìåñòà, ãäå åå ñêîðîñòü óìåíüøèòñÿ
âäâîå? Êàêîâî îáùåå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîéäåò ìîä åëü?

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ îïðåäåëÿåò áûñòðîòó óáûëè ñêîðîñ -
òè. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ è âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà çàïèø åì

cF kv= - , c
dv

F m
dt

= ,

èëè
dv

m kv
dt

= - .

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà dt  è ó÷òåì, ÷òî vdt = ds ,
ãäå s – ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì

m
ds dv

k
= - .

Äâà äèôôåðåíöèàëà ñâÿçàíû ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì,
êîòîðûé ïðè ñóììèðîâàíèè ìîæíî âûíåñòè, è ìû íàéäåì
ñâÿçü ìåæäó êîíå÷íûìè ïðèðàùåíèÿìè:

m
s v

k
D D= - .

Òàê êàê ïî óñëîâèþ â ïåðâîì ñëó÷àå 0
1 2

v
vD = -  è 1s sD = ,

òî
0

1 2
mv

s
k

= .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ:

s2
0mv

k
= .

Ïîïðîáóéòå ðåøèòü çàäà÷ó ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ è
èíòåãðèðîâàíèåì è ñðàâíèòå òðóäîåìêîñòè äâóõ ñïîñîá îâ
ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïàðàëëåëüíûì ðåëüñàì,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè L, ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ
ïåðåìû÷êà ìàññîé m. Ðåëüñû ñîåäèíåíû ðåçèñòîðîì ñîï ðî-
òèâëåíèåì R è íàõîäÿòñÿ â âåðòèêàëüíîì îäíîðîäíîì
ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â. Ïåðåìû÷êå ñîîáùàþò
ñêîðîñòü 0v . Êàêîå ðàññòîÿíèå îíà ïðîéäåò äî îñòàíîâêè?

ÝÄÑ èíäóêöèè â äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v ïåðåìû÷êå
ñîçäàåò èíäóêöèîííûé òîê:

ie BLv= , ie BLv
i

R R
= = .

Ñèëà Àìïåðà, äåéñòâóþùàÿ íà ïðîâîäíèê ñ òîêîì, òîðì îçèò
äâèæåíèå ïåðåìû÷êè:

A sinF iBL a= , A
dv

F m
dt

= - .

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ( 90a = o ) ïîëó÷àåì
2 2dv B L

m v
dt R

- = .

Â ýòîì óðàâíåíèè ìû âèäèì ïðèçíàê ýêñïîíåíöèàëüíîé
óáûëè ñêîðîñòè: áûñòðîòà óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè ïðîïîð öè-
îíàëüíà ñàìîé ñêîðîñòè. Ýòî – äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ íå-
íèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Íî ìû íå áóäåì åã î
èíòåãðèðîâàòü (ïî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ), à ñäåëà-
åì ñëåäóþùåå.

Óìíîæèì íàøå óðàâíåíèå íà dt  è ó÷òåì, ÷òî vdt = ds , ãäå
s – ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå. Òîãäà

2 2

mR
ds dv

B L
= - .

Ïîëó÷èëè ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äèôôåðåíöèàëîâ. Ñóììèðî -
âàíèå ïîçâîëèò ïåðåéòè ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì:

2 2

mR
s v

B L
D D= - ,

è, ïîñêîëüêó îáù 0v vD = - , ïåðåìåùåíèå äî îñòàíîâêè áóäåò
ðàâíî

0
îáù 2 2

mRv
s

B L
= .

Çàäà÷à 3. Öåïî÷êó ìàññîé m è äëèíîé l ïîäâåñèëè çà äâà
êîíöà ê ïîòîëêó. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî â ìåñòàõ ç àêðåï-
ëåíèÿ öåïî÷êà îáðàçóåò óãîëû a  ñ âåðòèêàëüþ. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå 0H  îò íèæíåé òî÷êè öåïî÷êè äî ïîòîëêà.

Ïóñòü ñèëà íàòÿæåíèÿ â íèæíåé òî÷êå öåïî÷êè OT , à â
òî÷êå ïîäâåñà AT  (ðèñ.1). Ê ïîëîâèíå öåïî÷êè åùå ïðèëîæå-

íà ñèëà òÿæåñòè 
2

mg
.

Çàïèøåì óñëîâèå ðàâ-
íîâåñèÿ ñèë, äåéñòâó-
þùèõ íà ïîëîâèíó öå-
ïî÷êè, â ïðîåêöèÿõ íà
ãîðèçîíòàëüíóþ è âåð-
òèêàëüíóþ îñè:

sin 0O AT T a- = ,

 cos 0
2A

mg
T a - = .

Ðèñ. 1
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Îòñþäà

2 cosA
mg

T
a

=  è tg
2O

mg
T a= .

Äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî çâåíà öåïî÷êè, îáðàçóþùåã î
ñ âåðòèêàëüþ óãîë j , êîòîðûé ìåíÿåòñÿ îò 90°  âáëèçè òî÷êè
Î  äî a  âáëèçè òî÷êè À, ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
äëÿ ïðîåêöèé ñèë íà íàïðàâëåíèå çâåíà. Ïóñòü äëèíà çâåíà

dl , òîãäà åãî ñèëà òÿæåñòè ðàâíà 
mg

dP dl
l

= . Ïðèðîñò ñèëû

íàòÿæåíèÿ íà ýëåìåíòå çâåíà ðàâåí cos
mg

dT dl
l

j= . Îáðà-

òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî cosdl dhj =  îïðåäåëÿåò ïðèðîñò
âûñîòû íà ýëåìåíòå çâåíà. Òîãäà

mg
dT dh

l
= .

Ìû ïîëó÷èëè ñâÿçü ìåæäó ïðèðîñòîì âûñîòû è ïðèðîñòî ì
ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ â âèäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äèô ôå-

ðåíöèàëîâ. Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì 0dh H=å  – âûñîòó ïðî-

âèñà è A OdT T T= -å  – ðàçíîñòü ìîäóëåé ñèë íàòÿæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì,

0A O
mg

T T H
l

- = ,

èëè

0
1

tg
2 cos

mg mg
H

l
a

a
æ ö- =ç ÷è ø .

Îòñþäà íàõîäèì

( )
0

1 sin

2 cos

l
H

a

a

-
= .

Ïðèìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è. Ðàçóìååòñÿ, îí ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçó ëüòàòó.
Óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 4. Â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé
B xa=  (x > 0) ñòàðòóåò ÷àñòèöà ìàññîé m è çàðÿäîì q ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v , íàïðàâëåííîé âäîëü îñè Õ (ðèñ.2).
Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå ÷àñòèöû âäîëü îñè Õ.

Ñî ñòîðîíû ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ íà ÷àñòèöó áóäåò
äåéñòâîâàòü ñèëà Ëîðåí-
öà. Îíà ïåðïåíäèêóëÿð-
íà ñêîðîñòè è ìåíÿåò òîëü-
êî åå íàïðàâëåíèå. Îäíà-
êî â íåîäíîðîäíîì ïîëå
ñêîðîñòü áóäåò íàðàñòàòü,
÷òî âûçîâåò óìåíüøåíèå
ðàäèóñà êðèâèçíû òðàåê-
òîðèè, ïîýòîìó òðàåêòî-
ðèÿ ÷àñòèöû íå áóäåò äó-
ãîé îêðóæíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ ñèëû Ëîðåíöà íà îñü Y  ìåíÿåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

Ë
y

y

dv
F m

dt
= .

Íî ýòà ïðîåêöèÿ ñèëû çàâèñèò îò ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé
ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ÷àñòèöû xv :

( )Ëy xF qB x v= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )y
x

dv
m qB x v

dt
= .

Óìíîæàÿ íà ïðèðàùåíèå âðåìåíè, íàõîäèì

( )ymdv qB x dx= .

Ïîñêîëüêó ( )B x xa= , òî

y
q

dv xdx
m
a

= , èëè 
2

2y
q x

dv d
m
a æ ö

= ç ÷è ø
.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äèôôåðåíöèàëîâ.
Ñìåùåíèå ÷àñòèöû âäîëü îñè X äîñòèãíåò ìàêñèìóìà, êîãäà
ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû íà ýòó îñü óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ.
Òîãäà ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû íà îñü Y  äîñòèãíåò çíà÷å-
íèÿ ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

0ydv v=å , è 
2
max

0 2
q x

v
m
a

= .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå ñìåùåíèå ÷àñòèöû:

0
max

2v m
x

qa
= .

Çàäà÷à 5. Äâå ÷àñòèöû ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè m è
çàðÿäàìè q, ðàâíûìè ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî
çíàêó, ïîìåùåíû â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, èíäóêö èÿ
êîòîðîãî Â ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó R, ñîåäèíÿþùåìó
çàðÿäû. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè â ìîìåíò
íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ, åñëè èõ ñòàðòîâûå ñêîðîñòè í óëå-
âûå. Èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íà äëÿ ïðåäîò â-
ðàùåíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ.

Ïóñòü îñü X íàïðàâëåíà ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé çàðÿäû.
Âäîëü ýòîé îñè äåéñòâóþò ñèëû êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåí èÿ,
ðàçãîíÿþùèå ÷àñòèöû. Ïðèðîñò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷ àñ-
òèö îïðåäåëÿåòñÿ óáûëüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êóëîí îâ-
ñêîãî ïðèòÿæåíèÿ:

2
2 1 1

2
2

mv
kq

R r
æ ö= - -ç ÷è ø

,

îòêóäà
1 1k

v q
m r R

æ ö= -ç ÷è ø.

Ñèëà Ëîðåíöà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñêîðîñòè, èçìåíÿåò å å
íàïðàâëåíèå. Ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ÷àñòèö íà îñü Y  îáóñëîâ-
ëåíà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèåé ñèëû Ëîðåíöà:

Ë
y

y

dv
m F

dt
= , èëè y

x

dv
m qBv

dt
= .

Óìíîæàÿ íà ïðèðàùåíèå âðåìåíè, ïîëó÷èì

y
qB

dv dx
m

=

– ìåæäó èçìåíåíèåì ïðîåêöèè ñêîðîñòè è ñáëèæåíèåì
÷àñòèö çàâèñèìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíàÿ. Äëÿ êîíå÷íûõ ï ðè-
ðàùåíèé ó÷òåì ñëåäóþùåå. ×àñòèöû íå ñòîëêíóòñÿ, åñë è
óñïåþò âûéòè íà ïàðàëëåëüíûå êóðñû âäîëü îñè Y  ïðè
R – r > 0. Êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ ðàâíû

ydv v=å  è 0
2

R r
dx

-
= >å . Òîãäà

( )
2
qB

v R r
m

= - .

Ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ðàíåå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè v,
ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî ñáëèæåíèÿ ÷àñòèö r îò
íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ä åé-
ñòâèòåëüíî,

( ) ( )22 2 2

24

q B R r q k R r

mRrm

- -
= ,

Ðèñ. 2
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ñîêðàòèì è ïðèâåäåì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ, ïîäñòà âèâ

0

1
4

k
pe

= :

2
2

0

0
m

r Rr
B Rpe

- + = , è 2 3
0

4
1 1

2
R m

r
B R

æ ö
= ± -ç ÷ç ÷peè ø

.

Ïîëîæèòåëüíûé äèñêðèìèíàíò îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå èíäó ê-
öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðåäîòâðàùàþùåå ñòîëêíîâåíèå ÷ àñ-
òèö. Ïðè ýòîì äëÿ r âûáèðàåòñÿ áîëüøèé êîðåíü, òàê êàê ïðè
äîñòèæåíèè ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ñáëèæåíèå ÷àñòèö ïðåêðà ùàåò-
ñÿ. Ìàãíèòíàÿ è êóëîíîâñêàÿ ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷à ñòè-
öó, êîìïåíñèðóþòñÿ. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

2 3
0

4
1 1

2
R m

r
B Rpe

æ ö
= + -ç ÷

è ø
.

Çàäà÷à 6. Â ñõåìå íà ðèñóíêå 3 çàìûêàþò âíà÷àëå êëþ÷
1K , à ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà çàìûêà-

þò êëþ÷ 2K . Êàêîé çàðÿä
ïðîòå÷åò ÷åðåç ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì R ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à 2K ? Âå-
ëè÷èíû R, r, E , 1L , 2L
ñ÷èòàòü çàäàííûìè.

Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à
1K  òîê ñòàöèîíàðíîãî ðå-

æèìà áóäåò ðàâåí

1I R r
=

+
E

. Ïîñëå çàìûêà-

íèÿ êëþ÷à 2K  êàòóøêà èí-
äóêòèâíîñòüþ 2L  áóäåò îñó-

ùåñòâëÿòü øóíòèðóþùåå äåéñòâèå, òàê êàê îíà îáëàäàå ò
ïðåíåáðåæèìî ìàëûì àêòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì. Â íåé

óñòàíîâèòñÿ òîê êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ 2I
r

=
E , à òîê â ïåðâîé

êàòóøêå óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ.
Ïî âòîðîìó ïðàâèëó Êèðõãîôà äëÿ êîíòóðà èç äâóõ

êàòóøåê, 2 1e e+ = i 1R. Íî 2
2 2

di
e L

dt
= -  è 1

1 1
di

e L
dt

= - . Òîãäà

2 1
2 1 1

di di
L L i R

dt dt
- - = .

Îòìåòèì, ÷òî óáûëü òîêà 1i  äàåò îòðèöàòåëüíóþ ïðîèçâîä-
íóþ. Óìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà dt  è çàìåòèì, ÷òî

1i dt dq= , 2
2

di
dt di

dt
= , 1

1
di

dt di
dt

= . Ïîëó÷èì

( )2 2 1 1
1

L di L di dq
R

- + = .

Ó÷èòûâàÿ îáùèå èçìåíåíèÿ òîêîâ â ïðîöåññàõ è ïåðåõî äÿ ê
êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì, íàéäåì èñêîìûé çàðÿä:

2 1
îáù

L L
q

R r R r
æ ö= +ç ÷è ø+

E
.

Çàäà÷à 7. Ïàðàëëåëüíî
ñîåäèíåííûå êàòóøêà èí-
äóêòèâíîñòüþ L è ðåçè-
ñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R
ïîäêëþ÷åíû ÷åðåç êëþ÷ ê
áàòàðåå ñ ÝÄÑ E  è âíóò-
ðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
r (ðèñ.4). Êàêîé çàðÿä
ïðîòå÷åò ÷åðåç ðåçèñòîð
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à?
Ñîïðîòèâëåíèåì êàòóø-
êè ïðåíåáðå÷ü.

Â ìîìåíò çàìûêàíèÿ êëþ÷à ÷åðåç ðåçèñòîð òå÷åò òîê

0I
R r

=
+
E

, à òîê â êàòóøêå ðàâåí íóëþ. Â ïîñëåäóþùåå

âðåìÿ òîê ÷åðåç êàòóøêó áóäåò íàðàñòàòü äî çíà÷åíèÿ  òîêà

êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ êI
r

=
E

. Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå ìåæäó

òî÷êàìè À è Â ñõåìû áóäåò óáûâàòü äî íóëÿ.
Äëÿ êàêîãî-ëèáî ìîìåíòà âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

2
1

di
L i R

dt
- = .

Óìíîæàÿ íà dt , ïîëó÷èì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äèôôåðåíöè-
àëîâ:

2Ldi Rdq- = .

Ñóììèðóÿ, ïåðåéäåì ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì:

2
L

i q
R

D D= .

Î÷åâèäíî, ÷òî òîê ÷åðåç êàòóøêó ïåðåñòàíåò ìåíÿòüñÿ ,
êîãäà ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè â íåé ñòàíåò íóëåâîé, à çíà÷ èò, òîê

÷åðåç ðåçèñòîð ïðåêðàòèòñÿ. Òîãäà ïîëó÷èì 2i r
D =

E
, è

qR

L
Rr

=
E

.

Çàäà÷à 8. Òåëî áðîøåíî ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó ñ âûñîêîãî
îáðûâà èç òî÷êè Î (ðèñ.5). Èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçä óõà
ðàçíîñòü âðåìåíè ïîäúåìà òåëà äî íàèáîëüøåé âûñîòû è
âðåìåíè âîçâðàòà íà
ïðåæíèé óðîâåíü â òî÷-
êó À ñîñòàâëÿåò t . Â
òî÷êå À âåðòèêàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñ-
òè íà vD  ìåíüøå âåð-
òèêàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñêîðîñòè â òî÷êå
ñòàðòà, à ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàâ-
íà v Ax. Íà êàêóþ âûñî-
òó îò ëèíèè ãîðèçîíòà
ÎÀ ïîäíÿëîñü òåëî, åñëè
íàèáîëüøåå óäàëåíèå åãî
ïî ãîðèçîíòàëè îò òî÷-
êè À çà âñå âðåìÿ ïîëå-
òà ñîñòàâèëî 0LD ? Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ òåëà â
âîçäóõå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà åãî ñêîðîñòè.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè â òî÷êå À ðàâíà
xAv , à ìàêñèìàëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå ïîñëå ïðî-

õîæäåíèÿ òî÷êè À ñîñòàâëÿåò 0LD . Çíà÷èò, ýòà ñêîðîñòü
ãàñèòñÿ ïîëíîñòüþ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Çàïè øåì
óðàâíåíèå äèíàìèêè â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü :

x
x

dv
m kv

dt
= - ,

ãäå k – êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ñèëîé
ñîïðîòèâëåíèÿ è ñêîðîñòüþ. Óìíîæàÿ íà ïðèðàùåíèå âð åìå-
íè dt , ïîëó÷àåì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äèôôåðåíöèàëîâ:

xmdv kdx= - , èëè x
m

dv dx
k

- = .

Ñóììèðóÿ, ïåðåéäåì ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì:

0Ax
m

v L
k

D= , èëè 0

Ax

Lm
k v

D
= .

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â ïðîåêöèè íà âåð òè-

êàëüíóþ îñü äëÿ äâèæåíèÿ òåëà ââåðõ è âíèç:

y
y

dv
m kv mg

dt
= - - , 

y
y

dv
m kv mg

dt
= - + .

Óìíîæèì íà ïðèðàùåíèå âðåìåíè è ïîëó÷èì äëÿ äâèæåíè ÿ
ââåðõ è äëÿ äâèæåíèÿ âíèç, ñîîòâåòñòâåííî,

ymdv kdy mgdt= - - ,

ymdv kdy mgdt= - + .

Äëÿ âñåãî ïóòè çàïèøåì

1Oymv kH mgt- = - - , 2Aymv kH mgt= - + .

Ñêëàäûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

2m v kH mgD t- = - + .

Îòñþäà íàéäåì èñêîìóþ âåëè÷èíó:

0

2 2Ax

Lm v g v g
H

k v
DD t D t+ +

= = .

Çàäà÷à 9*. Â ñåðåäèíå äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè ñ
ãëèöåðèíîì íàõîäèòñÿ âîçäóøíûé ïóçûðåê. Ïðè âåðòè-
êàëüíîì ïîëîæåíèè òðóáêè ïóçûðåê ïîäíèìàåòñÿ ñî ñêî ðî-
ñòüþ 1 ì/ñ. Òðóáêó ðàñïîëîæèëè ãîðèçîíòàëüíî è ðàçî ãíà-
ëè âäîëü äëèííîé ñòîðîíû äî ñêîðîñòè 20 ì/ñ. Ãäå îñ òàíî-
âèòñÿ ïóçûðåê? Êóäà îí ñìåñòèòñÿ, åñëè ñêîðîñòü ïëà âíî
óâåëè÷èòü äî 30 ì/ñ?

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåðòèêàëüíûé ïîäúåì ïóçûðüêà. Äë ÿ
óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà ïðè óñëîâèè ìàëîñòè ìàññû ïó -
çûðüêà àðõèìåäîâà ñèëà êîìïåíñèðóåòñÿ ñèëîé ñîïðîòè âëå-
íèÿ ãëèöåðèíà:

A c 0F F+ =
ur ur

, èëè æ 0Vg kvr = ,

ãäå ær  – ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãëèöåðèíà), k – êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ è ñêîð îñ-
òüþ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äàííûõ ñêîðîñòÿõ ñèëà ñ îïðî-

òèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà
ñêîðîñòè ïóçûðüêà), 0 1 ì ñv = .

Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì óñêîðåííîì äâèæåíèè òðóáêè íà
æèäêîñòü äåéñòâóþò ñèëû èíåðöèè, ñîçäàâàÿ «èñêóññòâåí-
íóþ òÿæåñòü». Íà ýëåìåíò æèäêîñòè ìàññîé m äåéñòâóåò
ñèëà èíåðöèè ma-

r , íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ óñêîðåíèÿ. Ïîëå
ñèë èíåðöèè ñîçäàåò ñîñòàâëÿþùóþ àðõèìåäîâîé ñèëû,
íàïðàâëåííóþ ïî óñêîðåíèþ òðóáêè è ðàâíóþ

A æ æ
dv

F Va V
dt

= r = r .

Ýòî ïðèâåäåò ïóçûðåê â äâèæåíèå. Èç-çà ïðåíåáðåæèìî é
ìàññû ïóçûðüêà ìîæíî çàïèñàòü

A c 0F F
ur ur

+ = , èëè æ
dv

V kv
dt

r = .

Óìíîæèì íà dt  è ïîëó÷èì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äèôôåðåí-
öèàëîâ:

æVdv kdxr = .

Ñóììèðóÿ è óòî÷íÿÿ êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ, äëÿ ïåðâîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà òðóáêó ðàçãîíÿþò äî ñêîðîñòè 1 20 ì ñv = ,
çàïèøåì

æ
1 1

V
v x

k
r

= .

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíîãî ïîäúåìà ïóçûðü êà
íàéäåì

0 1
1 2 ì

v v
x

g
= = .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñêîðîñòü òðóá êè
óâåëè÷èâàþò äî 2 30 ì ñv = , ïîëó÷èì

0 2
2 3 ì

v v
x

g
= = .

Âèäíî, ÷òî ñìåùåíèå ïóçûðüêà ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñ òè
òðóáêè.

Çàìå÷àíèå. Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ýòó çàäà÷ó áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ ñèëû èíåðöèè.

Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé
ôóíêöèè

Ñ.ËÀÂÐÅÍÎÂ

×ÀÑÒÎ, ÐÅØÀß ÇÀÄÀ×È, ÀÁÈÒÓÐÈÅÍÒ (ÈËÈ ØÊÎËÜÍÈÊ,
ñäàþùèé ÅÃÝ) ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ îòûñêà-

íèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé òîé èëè èíîé ôóíêöèè. Íàïîìíèì , ÷òî
åñëè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå [ ]D f Ì R  çàäàíà ôóíêöèÿ

( )y f x= , y Î R , òî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé [ ]E f  ýòîé ôóí-
êöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ y Î R , ÷òî ( )y f x=
ïðè íåêîòîðîì [ ]x D fÎ .

Öåëü ýòîé ñòàòüè – ïðåäñòàâèòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû íàõ îæ-
äåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè. Äëÿ äåìîíñòðàöèè
ýôôåêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ íåêîòîðûå çàä à÷è
è óïðàæíåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ â ñòàòüå íåñêîëüêî ðàç. Íî ìåðà
òàêèõ çàäà÷ è óïðàæíåíèé ñîõðàíÿþòñÿ.

Íà÷íåì ñ íåñëîæíûõ ïðèìåðîâ.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

sin cosy x x= + .
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñïîñîáîì ââåäåíèÿ âñïîìîãà-

òåëüíîãî óãëà:

1 1
2 sin cos

2 2
y x x

æ ö
= + =ç ÷è ø

2 sin
4

x
pæ ö+ç ÷è ø.

Îòâåò : 2; 2é ù-ë û.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

2cos siny x 2 2x
4
pæ ö= + -ç ÷è ø

.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóÿ äàííîå âûðàæåíèå è ââîäÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûé óãîë j , ïîëó÷èì

1 1
sin 2 cos 2

2 2
y x x= + - = ( )1 5

sin 2
2 2

x j+ - .



Îòâåò : 
1 5 1 5

;
2 2

é ù- +
ê ú
ë û

.

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè 2 1y ax x= + +  âêëþ÷àåò îòðåçîê [ ]1; 1- .

Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ ( )=f x a

Îòûñêàíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàíî ñ
ðåøåíèåì óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå ( )f x a=  èìååò ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà à ïðèíàäëåæèò îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè ( )y f x= .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåí èÿ
ìíîæåñòâà [ ]E f .

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ [ ]E f  äîñòàòî÷íî

íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå ( )f x a=  èìååò

êîðåíü [ ]x fÎ . Ìíîæåñòâî òàêèõ à è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

[ ]E f .
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

2y 15 2x x= + - .
Ðåøåíèå. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå

215 2x x a+ - =  èìååò ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî
ñèñòåìå

2 215 2 ,

0.

x x a

a

ì + - =ï
í

³ïî

Óðàâíåíèå ñèñòåìû èìååò ðåøåíèå ïðè 24 16 0D a= - ³ ,

ïîýòîìó 0 4a£ £ .

Îòâåò : [ ]0; 4 .
Èíîãäà àáèòóðèåíòû ïðèñîåäèíÿþò ê ñèñòåìå íåðàâåíñò âî

215 2 0x x+ - ³ . Îäíàêî ýòîãî äåëàòü íå íóæíî, òàê êàê îíî
âûòåêàåò èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
cos

sin
3 x 1

y
3 x

+
=

+
.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå 
3 cos 1
3 sin

x
a

x
+

=
+

 ðàâíîñèëüíî óðàâ-

íåíèþ 3 cos sin 3 1x a x a- = - , ò.å.

( )
2

3 1
cos

3

a
x

a
j

-
+ =

+
,

ðàçðåøèìîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

( )2
2

3 1
1

3

a

a

-
£

+
, ò.å. ïðè [ ]1 4; 1a Î - .

Îòâåò : [ ]1 4; 1- .
Çàìå÷àíèå. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëü-

íîãî óãëà. ßâíî ðàçðåøàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ ìû íå
ñòàëè, òàê êàê ýòîãî îò íàñ íå òðåáîâàëîñü. Äîñòàòî ÷íî
îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ÷òî è áûë î
ñäåëàíî.

Óïðàæíåíèÿ

Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:

2. 
2

2
3 1

1

x x
y

x

- +
=

+
.

3. 
2 cos

4 3 sin

x
y

x

-
=

+
.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ïðèìåíèì è äëÿ ôóíêöèé íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûå íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáû÷íî òàêîâà: íàéòè ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ( ),z f x y=  ïðè îãðàíè÷åíèè

( ), 0g x y =  (èëè ( ), 0g x y £ ). Â òàêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ
íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ èìååò ðåøåíèå
ñèñòåìà

( )
( )

, ,

, 0.

f x y a

g x y

=ìï
í

=ïî
Çàäà÷à 5. ×èñëà õ è ó óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
2 27x 4xy 4y 12- + = . Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-

æåò ïðèíèìàòü ñóììà 2 2x y+ .
Ðåøåíèå. Íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ èìååò

ðåøåíèå ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 2

2 2

,

7 4 4 12.

x y a

x xy y

ì + =ï
í

- + =ïî
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 12, âòîðîå íà à è âû÷òåì îäíî
èç äðóãîãî. Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

( ) ( )2 2

2 2

7 12 4 4 12 0,

7 4 4 12.

a x axy a y

x xy y

ì - - + - =ï
í

- + =ïî

Åñëè ó = 0, òî ïîëó÷èì à = 12/7, 12 7x = ± . Ïóñòü 0y ¹ .
Ïîäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2y  è ïîëîæèì t = x/y . Òîãäà

( ) 27 12 4 4 12 0a t at a- - + - = . Ïðè à = 12/7 êîýôôèöèåíò
ïåðåä 2t îáðàùàåòñÿ â 0, íî ïðè ýòîì çíà÷åíèè ñèñòåìà
èìååò ðåøåíèå. Åñëè 12 7a ¹ , òî óðàâíåíèå èìååò ðåøå-
íèå, åñëè 24 24 132 144 0D a a= - + - ³ . Îòñþäà [ ]3 2; 4a Î .

Ïðè ýòîì [ ]12 7 3 2; 4Î . Èòàê, x ty=  ïðè íàéäåííûõ à.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷ èì

( )2 27 4 4 12y t t- + = . Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, ñòîÿùèé â ñêîá-
êàõ, ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò  ó, à ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò è õ.

Îòâåò : [ ]3 2; 4 .
Çàìå÷àíèå. Ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ õ è ó îáÿçàòåëüíà.

Åñëè íåìíîãî èçìåíèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïîëîæèâ â ïð àâîé
÷àñòè îãðàíè÷åíèÿ ÷èñëî –12, òî ìû ïîëó÷èì [ ]4; 3 2a Î - - .
Íî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îêà çûâà-
åòñÿ ïóñòûì.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2 22z x y= + , åñëè 2 22 1x xy y- + = .

Îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè.
Ýêñòðåìóìû

Äàëåêî íå äëÿ âñåõ ôóíêöèé ìû ñìîæåì ðåøèòü óðàâíåí èå
( )f x a= . Âîò ïðèìåð: ( )1 xy x e -= - . Çäåñü ìîæåò ïîìî÷ü

èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.
Íî ñíà÷àëà ïðèäåòñÿ ââåñòè íîâûå îïðåäåëåíèÿ.
Ñóæåíèåì ôóíêöèè ( )y f x=  íà ìíîæåñòâî [ ]A D fÌ

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ( )y f x= , äëÿ êîòîðîé x AÎ . Îáîçíà-

÷åíèå: ( )
A

y f x= . Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè – ýòî
óæå äðóãàÿ ôóíêöèÿ. Ó íåå èìååòñÿ ñâîå ìíîæåñòâî çí à÷åíèé

[ ] ( ){ } è AE f y x A D f y f xé ù= Î Î Í =ë û R . Îíî ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì  ôóíêöèè ( )f x  íà ìíîæåñòâå À.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ( )y f x=  íåïðåðûâíà è ìîíîòîííà íà
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îòðåçêå [ ];a b . Òîãäà åñëè ( )f x  âîçðàñòàåò íà [ ];a b , òî

[ ] ( ) ( ); ;a bE f f a f bé ù= é ùë ûë û . Åñëè ( )f x  óáûâàåò íà [ ];a b , òî

[ ] ( ) ( ); ;a bE f f b f aé ù= é ùë ûë û .

Òåîðåìó èëëþñòðèðóþò ðèñóíêè 1 è 2.

Îòðåçîê [ ];a b  ìîæíî çàìåíèòü ïðîìåæóòêàìè äðóãèõ
òèïîâ: èíòåðâàëàìè, ëó÷àìè. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû èç ìå-
íèòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ( )f x  âîçðàñòàåò íà [ );a + ¥ , òî

[ ] ( ) ( )); ; lima x
E f f a f x+¥ ®+¥

éé ù= êë û ë .

Ïîòðåíèðóåìñÿ. Âû÷èñëèì îáðàç îòðåçêà [ ]1; 4  äëÿ ôóíê-
öèè 1 2logy x= . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Çíà÷å-
íèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà ðàâíû 0 è –2. Ïîýòîì ó

[ ]
[ ]1 2 1 2 1 21;4

log log 4; log 1 2; 0x é ù= = -ë û . Ïîêàæèòå ýòî íà ãðà-
ôèêå.

À òåïåðü èñïîëüçóåì ýòî äëÿ âû÷èñëåíèÿ [ ]E f . Ïðåäñòà-
âèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ [ ]D f  â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðîìå-

æóòêîâ ìîíîòîííîñòè kD . Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðîìåæóòêà

âû÷èñëèì åãî îáðàç 
kk DE E fé ù= ë û

. Òîãäà [ ] kE f E= U .
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

( )1 xy x e -= - .
Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè. Ïîñêîëüêó

( )2 xy x e -= -¢ , òî ïðè ( ]; 2x Î -¥  ôóíêöèÿ óáûâàåò, à ïðè

[ ]2;x Î + ¥  – âîçðàñòàåò, ò.å. õ = 2 – òî÷êà ìèíèìóìà, òàê ÷òî

( ) 2
min 2y y e-= = - . Äàëåå,

( ) ( )lim 1 lim 1x x

x x
x e x e-

®-¥ ®+¥
- = + = +¥ ,

( ) ( )1
lim 1 lim 0x

xx x

x
x e

e
-

®+¥ ®+¥

-
- = = .

Ïîýòîìó ( ] )2
1 ;2 ;E E y e -

-¥
é ù é= = - + ¥ê ú ëë û

, [ )2 2;E E y +¥
é ù= =ê úë û

)2; 0e-é= -ë . Òîãäà )2
1 2 ;E E E e -é= = - + ¥ëU . Íàðèñóéòå ýñ-

êèç ãðàôèêà ôóíêöèè.
Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ ( )f x  íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[ ];a b , òî  [ ]
[ ]

( )
[ ]

( )
; ;

min ; max
x a b x a b

E f f x f x
Î Î

é ù
= ê úë û

.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íóæíî âû÷èñëèòü
íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå . Ýòè
çíà÷åíèÿ çàäàþò ãðàíèöû ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Ïîèñê í àè-
ìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå
ïðîâîäèòñÿ ïî èçâåñòíîé ñõåìå. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ (òî÷êàõ, â êîòîðûõ ïðî èçâîä-
íàÿ ôóíêöèè îáðàùàåòñÿ â íîëü èëè íå ñóùåñòâóåò), à  òàêæå
â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà. Èç ýòèõ çíà÷åíèé âûáèðà þòñÿ
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå.

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷ å-
íèÿ ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
( ) sin cosf x 10 2x x= + .
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

( ) 20 cos 2 7 sinf x x x= - =¢ 240 sin 7 sin 20 0x x- - + = ,

òî èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

1) 
4 3

sin cos
5 5

x x= - Þ = ±  Þ

 Þ ( ) 4 3 3
20 7

5 5 5
f x æ ö æ ö æ ö= - ± + ± =ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

48 21 27
5 5 5

± = ±m ;

2) 
5 39

sin cos
8 8

x x= Þ = ±  Þ  ( ) 39
39

16
f x = ± .

Çàìåòèâ, ÷òî 
39 39 27

16 5
> , ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò : 
39 39

39; 39
16 16

é ù-ê úë û
.

Óïðàæíåíèÿ

Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:
5. ( )1 cos siny x x= + .

6. 38 3 cos 18 siny x x= + .

7. 
2 2 8
2 1

x x
y

x
- -

=
+

.

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîìïîçèöèè ôóíêöèé

Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò-
ñÿ, åñëè óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ â âèäå
êîìïîçèöèè äðóãèõ ôóíêöèé: ( ) ( )( )y f x g h x= = . Òîãäà

[ ]E f  ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ôóíêöèè ( )g z  íà ìíîæåñòâå

[ ] [ ]D g E hI , ò.å. [ ] [ ] [ ]D g E hE f E gé ù= ê úë ûI .

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

( )2
1 2logy 2x x 3= - + .

Ðåøåíèå. Äëÿ ôóíêöèè ( ) (22 3 4z h x x x x= = - + = - -

)21-  èìååì [ ] ( ]; 4E h = -¥ ; äëÿ ôóíêöèè ( ) 1 2logy g z z= =

èìååì [ ] ( )0;D g = + ¥ . Ïîëó÷èì [ ] [ ] ( ]0; 4D g E h =I , çíà-

÷èò, [ ] [ )2;E f = - + ¥ .
Ýòè ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò íàãëÿäíîñòü ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ãðàôèêîâ. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè
( )z h x= , ìíîæåñòâî çíà÷å-

íèé âûäåëåíî æèðíî. Ïîâåð-

íåì îñü z èç âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîå è
ïîìåñòèì åå íà ðèñóíêå 4, ãäå ïîêàçàí ãðàôèê ( )y g z=  è
âûäåëåíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Âèäíî, ÷ òî

îáðàçîì ïðîìåæóòêà ( ]0; 4  ÿâëÿåòñÿ ëó÷ [ )2;- + ¥ .
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ïåðâûì è âòîðûì ìåò î-

äàìè.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4



Äàâàéòå òåïåðü åùå ðàç ðåøèì çàäà÷ó 3. Ôóíêöèÿ

( )215 2y x x f x= + - =  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ( )f x =

( )( )g h x= , ãäå ( )y g z z= = , ( ) 2 2z h x x x= = - +  + 15 =

( )216 1x= - - . Äàëåå, [ ] ( ]; 16E h = -¥ ; [ ] [ )0;D g = + ¥ ;

[ ] [ ] [ ]0; 16E h D g =I . Ôóíêöèÿ ( )g z  âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòî-

ìó E [ ] ( ) ( ) [ ]0 ; 16 0; 4e f g g= =é ùë û . (Ñàìîñòîÿòåëüíî íàðèñóéòå
ãðàôèêè â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò Îõz è Oyz.)

Óïðàæíåíèÿ

Íàéäèòå ïåðâûì è òðåòüèì ìåòîäàìè ìíîæåñòâî çíà÷åíè é
ôóíêöèè:

8. 
2 5

lg 1
1

x
y

x
+æ ö= -ç ÷è ø-

.

9. 
2 1

1
3

x
y

x
+

= -
-

.

10. ( )3log 1 2 cosy x= - .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
cos cosy 2 x 2x= - .

Ðåøåíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä íå âèäíî, êîìïîçèöèåé êàêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ( )y x . Ïðåîáðàçóåì åå: 2 cosy x= -

2cos 2 2 cos 2 cos 1x x x- = - + . Äàëåå, ( ) 22 2y z z z= - + +
21 3

1 2
2 2

zæ ö+ = - - +ç ÷è ø
; cosz x= . Òîãäà [ ] [ ]1; 1E z = - .  Èùåì

íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ( )y z  íà îòðåçêå [ ]1; 1- .

Ïîëó÷àåì îòâåò : [ ]3; 3 2- .

Óïðàæíåíèÿ

Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:

11. 2 24 cos 3sin 2y x x= + .

12. 2sin cos 2 7siny x x x= + .

Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà êàê êîìïîçèöèÿ
íåñêîëüêèõ ôóíêöèé: ( )( )( )1 1n ny f f f x-= K K , òî ñíà÷àëà
íóæíî âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âíóòðåííåé ôóíêö èè

( )n nE E f x= é ùë û. Çàòåì âû÷èñëèòü îáðàç [ ](1 1 1n n nE f D f- - -= I

)nEI  è òàê äàëåå.

Óïðàæíåíèå 13.  Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2 27 3 2 3 4y x x x x= + - - - + + .

Çàäà÷à 10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå

( ) ( )2 22 2 2 1cos sinx x x x2 2 a 3 2- - += +  èìååò õîòÿ áû îäíî

ðåøåíèå?
Ðåøåíèå. Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: íàéäåì ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé ôóíêöèè ( ) ( ) ( )2 22 2 22 cos 2 3 sin 2 2x x x xf x - -= - × .

Ïðåäñòàâèì åå êàê êîìïîçèöèþ ôóíêöèé:

( ) ( ) ( )22 cos 3 sin 2f u u u= - =

= ( ) ( )1 cos 2 3 sin 2u u+ - = 1 2 cos 2
3

u
pæ ö+ +ç ÷è ø

; ( ) 2zu z = ;

 ( ) ( )222 1 1z x x x x= - = - - .

Òîãäà [ ] ( ]; 1E z = -¥ , [ ] ( ]0; 2E u = . (Íàðèñóéòå ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðàôèêè.)

Ïîñêîëüêó 4 2
3 3 3

u
p p p

+ ³ + > , òî 
1

1 cos 2
3 2

u
pæ ö- £ + <ç ÷è ø , è

( ) [ )1; 2E f = - .

Îòâåò : [ )1; 2- .
Ìîæíî âñòðåòèòü ðåêîìåíäàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö

èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ íåð à-
âåíñòâ, íàïðèìåð íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè ÷åñ-
êèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì. Äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ î íî

èìååò âèä 
2

a b
ab

+
³ , , 0a b ³ . Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî,

íàïðèìåð, ïîêàçàòü, ÷òî 
1

2x
x

+ ³ , x > 0. Íî ñ ïîìîùüþ

ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ëè øü
îöåíêó äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Â äàííîì ñëó÷àå îíî
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé [ )2; + ¥ . À ñêàæåì, äëÿ
ôóíêöèè

( )2 2 2

2 22 2

2 3 10 2 8 2

2 2 82 2 4

x x x
y

x xx x

+ + +
= = +

+ ++ +

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé [ )3 2 5
; 2;

2 2

æ ù
Ì + ¥úçè û

 (äîêàæèòå ýòî).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè ( )y f x=  óäàëîñü íàéòè ôóíêöèþ

( )x g t= , [ ]t D gÎ  òàêóþ, ÷òî [ ] [ ]D f E gÌ , à íîâàÿ ôóíê-

öèÿ ( )( ) ( )y f g t p t= =  ïðîùå äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ÷åì èñõîä-

íàÿ. Ïðè ýòîì [ ] [ ]E f E p= . Â êà÷åñòâå ( )x g t=  ïîäáèðàþò
òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Ñàì âèä òðèãîíîìåòðè÷åñ -
êèõ ôîðìóë ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííûõ óïðîùåíè é.

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå ( )2 21x 1 4x 8x a- - =  èìååò ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 
1 1

;
2 2

x é ùÎ -ê úë û
, âûáåðåì ôóíêöèþ

1
sin

2
x t= , ;

2 2
t

p pé ùÎ -ê úë û
. Òîãäà

( )2 21
sin 1 sin 1 2 sin

2
x t t t= - - =

1 1
sin cos cos 2 sin 4

2 8
t t t t= .

Îòâåò : 
1 1

;
8 8

a é ùÎ -ê úë û
.

Çàìå÷àíèå. Áëàãîäàðÿ óäà÷íîìó âûáîðó îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ( )g t  ìû ñóùåñòâåííî ñîêðàòèëè ðåøå-

íèå: 21 sin cos cost t t- = = ,  òàê êàê cos 0t ³  ïðè

;
2 2

t
p pé ùÎ -ê úë û

.

Ìîæíî äàòü ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè äëÿ óïðîùåíèÿ
ðàäèêàëîâ:

2 2a x-  sin , ;
2 2

x a t t
p pé ù= Î -ê úë û

 èëè [ ]cos , 0;x a t t= Î p ;

2 2a x+  tg , ;
2 2

x a t t
p pæ ö= Î -ç ÷

è ø
 èëè ( )ctg , 0;x a t t= Î p ;

2 2x a-  { }, ; \ 0
sin 2 2

a
x t

t
p pé ù= Î -ê úë û

 èëè

 [ ] { }, 0; \
cos 2

a
x t

t
p

= Î p .

Íî ýòî íå áîëåå ÷åì ðåêîìåíäàöèè. Îíè ìîãóò è íå ïð èâåñòè
ê óñïåõó.

Óïðàæíåíèÿ

Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:

14. 
2 2

2

4

4

x x x
y

x

+ -
=

+
.
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15. 
2 1

x
y

x x x
=

- -
.

16. 16 2

5 12
log 5

1

x
y

x

-æ ö= -ç ÷è ø+
.

Çàäà÷à 12. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2 2z y 1 x x 4 y= - + - .

Ðåøåíèå. Ïóñòü sinx u= , 2siny v= , , ;
2 2

u v
p pé ùÎ -ê úë û.

Òîãäà ( )2sin cos 2sin cos 2sinz v u u v u v= + = + .

Îòâåò : [ ]2;2- .
Åùå ðàç ðåøèì çàäà÷ó 5.
Çàäà÷à 5. ×èñëà õ è ó óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
2 27x 4xy 4y- + = 12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-

æåò ïðèíèìàòü ñóììà 2 2x y+ .
Ðåøåíèå. Ïóñòü cosx r= j , siny r= j , 0r ³ , [ )0;2j Î p .

Òîãäà 2 2 2x y r+ = . Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèå: 2 27 cosr j -
2 2 24 sin cos 4 sin 12r r- j j + j = , ( )2 23 cos 2 sin 2 4r j - j + =

= 12, ( )2 11 3 cos 2 4 sin 2 24r + j - j = , 
( )

2 24
5 cos 2 11

r =
j + y +

,

ãäå 
3

arcos
5

y = , [ ]2 24 24 3
; ;4

5 11 5 11 2
E r é ù é ù= =ê ú ê ú+ - + ë ûë û

.

Îòâåò : 
3

;4
2

é ù
ê úë û

.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2 22z x y= + , åñëè 2 22 1x xy y- + = .

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Åñëè óäàåòñÿ óâèäåòü â çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå ìíîæåñò âà
çíà÷åíèé ôóíêöèè ãåîìåòðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå, òî ýòî ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2y 15 + 2x x= - .

Ðåøåíèå.  Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

( )2 2 21 4 ,

0.

x y

y

ì - + =ï
í

³ïî
Óðàâíåíèå ñèñòåìû – óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 4 ñ
öåíòðîì â òî÷êå ( )1;0 , íåðàâåíñòâî – âåðõíÿÿ ïîëóïëîñ-
êîñòü. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ýòèõ ìíîæåñòâ ïîêàçàíî íà ð èñóíêå

5. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè íà  îñü
îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì [ ]0;4 .

Çàäà÷à 13. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2 2y x 2x 4 x 3x 9= - + + - + .

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ

( ) ( ) ( ) ( )2 2221 0 3 3 2 0 3 3 2y x x= - + - + - + +

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ( );0x , ëåæà-

ùåé íà îñè Îõ , äî òî÷åê ( )1; 3A  è ( )3 2; 3 3 2B - . Ýòà

ñóììà íå ìåíüøå, ÷åì äëèíà îòðåçêà 19AB = .

Îòâåò : )19;é + ¥ë .
Çàäà÷à 14. Ïóñòü õ è ó óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

,

,

.

y x 5

y 4x 5

3y 2x 5

- £ì
ï + £ -í
ï + ³ -î

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü 2 2x y+

è 
y
x

.

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ îïèñûâàåò òðåóãîëüíèê íà
ïëîñêîñòè õÎó . Åãî âåðøèíû: ( )4;1A - , ( )2;3B - , ( )1; 1C - -

(ðèñ.6); 2 2x y+  – ýòî êâàä-
ðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè òðå-
óãîëüíèêà ( x; y) äî íà÷àëà
êîîðäèíàò. Íàèìåíüøåå ðàñ-
ñòîÿíèå – ðàññòîÿíèå äî ïðÿ-
ìîé ÂÑ . Âûðàæåíèå

( )22 24 5 17 40x x x x+ - - = + +

25+  ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå 
25
17

 ïðè 
20
17

x = - Î

[ ]2; 1Î - - . Íàèáîëüøåå ðàñ-
ñòîÿíèå – äëèíà îòðåçêà

ÀÎ = 17. Ïîñêîëüêó 
y
x

 –

òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àë î
êîîðäèíàò è òî÷êó òðåóãîëüíèêà ( );x y , íàèáîëüøåå è íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ íà ïðÿìûõ ÑÎ  è ÂÎ .

Îòâåò : 
25

;17
17

é ù
ê úë û

, 
3

;1
2

é ù-ê úë û
.

Óïðàæíåíèå 17. Ïóñòü õ è ó óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

3 6 2 3 12x y- + + £ . Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò

ïðèíèìàòü 2 2x y+  è 
y
x .

Çàìå÷àíèå îò ðåäàêöèè . Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñåìåéñòâ ôóíêöèé, çàâèñÿù èõ
îò ïàðàìåòðà, ðàññìîòðåíû òàêæå â ñòàòüå Â.Ãîëóáåâà  è
Ê.Ìîñåâè÷à «Ñåìåéñòâà ôóíêöèé», îïóáëèêîâàííîé â æó ð-
íàëå «Êâàíò» ¹2 çà 2006 ãîä.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå «Êâàíò» è íåêîòîðûå
ìàòåðèàëû èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî
àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»
kvant.info
Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îáðàçîâàíèÿ
kvant.mccme.ru
Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»
math.child.ru
Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

«Ýâðèêà»
ceemat.ru



Î Ë È Ì Ï È À Ä Û 47Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

Çàäà÷è LXX  Ìîñêîâñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

6 êëàññ

1. Ïî äâóì òåëåâèçèîííûì êàíàëàì îäíîâðåìåííî íà÷àëè
ïîêàçûâàòü îäèí è òîò æå ôèëüì. Íà ïåðâîì êàíàëå ôè ëüì
ðàçáèëè íà ÷àñòè ïî 20 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè ìåæä ó íèìè
äâóõìèíóòíûå ðåêëàìíûå ïàóçû. À íà âòîðîì êàíàëå ôè ëüì
ðàçáèëè íà ÷àñòè ïî 10 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè ìåæä ó íèìè
ìèíóòíûå ðåêëàìíûå ïàóçû. Íà êàêîì êàíàëå ôèëüì çàê îí-
÷èòñÿ ðàíüøå?

È.Ðàñêèíà, Ò.Êàðàâàåâà

2. Â êîíöå ÷åòâåðòè Âîâî÷êà âûïèñàë ïîäðÿä â ñòðî÷êó
ñâîè òåêóùèå îòìåòêè ïî ïåíèþ è ïîñòàâèë ìåæäó íåêî òîðû-
ìè èç íèõ çíàê óìíîæåíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷èâøèõñÿ
÷èñåë îêàçàëîñü ðàâíûì 2007. Êàêàÿ îòìåòêà âûõîäèò ó
Âîâî÷êè â ÷åòâåðòè ïî ïåíèþ? («Êîëîâ» ó÷èòåëüíèöà ï åíèÿ
íå ñòàâèò.)

À.Õà÷àòóðÿí

3. Âîëê ñ òðåìÿ ïîðîñÿòàìè íàïèñàëè äåòåêòèâ «Òðè
ïîðîñåíêà-2», à ïîòîì âìåñòå ñ Êðàñíîé Øàïî÷êîé è å å
áàáóøêîé – êóëèíàðíóþ êíèãó «Êðàñíàÿ Øàïî÷êà-2». Â
èçäàòåëüñòâå âûäàëè ãîíîðàð çà îáå êíèæêè ïîðîñåíêó  Íàô-
Íàôó. Îí çàáðàë ñâîþ äîëþ è ïåðåäàë îñòàâøèåñÿ 2100
çîëîòûõ ìîíåò Âîëêó. Ãîíîðàð çà êàæäóþ êíèãó äåëèòñ ÿ
ïîðîâíó ìåæäó åå àâòîðàìè. Ñêîëüêî äåíåã Âîëê äîëæå í
âçÿòü ñåáå?

À.Áëèíêîâ

4. Â Ñîâåðøåííîì ãîðîäå øåñòü ïëîùàäåé. Êàæäàÿ ïëî-
ùàäü ñîåäèíåíà ïðÿìûìè óëèöàìè ðîâíî ñ òðåìÿ äðóãèì è
ïëîùàäÿìè. Íèêàêèå äâå óëèöû â ãîðîäå íå ïåðåñåêàþò ñÿ.
Èç òðåõ óëèö, îòõîäÿùèõ îò êàæäîé ïëîùàäè, îäíà ïðî õîäèò
âíóòðè óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ äðóãèìè. Íà÷åðòèòå  âîç-
ìîæíûé ïëàí òàêîãî ãîðîäà.

Ã.Ïàíèíà

5. Íàðèñóéòå, êàê èç
äàííûõ òðåõ ôèãóðîê
(ðèñ.1), èñïîëüçîâàâ
êàæäóþ ðîâíî îäèí ðàç,
ñëîæèòü ôèãóðó, èìå-
þùóþ îñü ñèììåòðèè.

Ñ.Ìàðêåëîâ

6. Êîùåé Áåññìåðòíûé ïîõèòèë ó öàðÿ òðåõ äî÷åðåé.
Îòïðàâèëñÿ Èâàí-öàðåâè÷ èõ âûðó÷àòü. Ïðèõîäèò îí ê
Êîùåþ, à òîò åìó è ãîâîðèò:

«Çàâòðà ïîóòðó óâèäèøü ïÿòü çàêîëäîâàííûõ äåâóøåê.
Òðè èç íèõ – öàðåâû äî÷åðè, à åùå äâå – ìîè. Äëÿ òå áÿ îíè
áóäóò íåîòëè÷èìû, à ñàìè äðóã äðóæêó ðàçëè÷àòü ñìîã óò. ß
ïîäîéäó ê îäíîé èç íèõ è ñòàíó ó íåå ñïðàøèâàòü ïðî  êàæäóþ
èç ïÿòåðûõ: «Ýòî öàðåâíà»?». Îíà ìîæåò îòâå÷àòü è ï ðàâäó,
è íåïðàâäó, íî åé äîçâîëåíî íàçâàòü öàðåâíàìè ðîâíî  äâîèõ
(ñåáÿ òîæå ìîæíî íàçûâàòü). Ïîòîì ÿ òàê æå îïðîøó ê àæäóþ
èç îñòàëüíûõ äåâóøåê, è îíè òîæå äîëæíû áóäóò íàçâà òü
öàðåâíàìè ðîâíî äâîèõ. Åñëè ïîñëå ýòîãî óãàäàåøü, ê òî èç
íèõ è âïðàâäó öàðåâíû, îòïóùó òåáÿ âîñâîÿñè íåâðåäè ìûì.
À åñëè åùå è äîãàäàåøüñÿ, êîòîðàÿ öàðåâíà ñòàðøàÿ, êîòîðàÿ
ñðåäíÿÿ, à êîòîðàÿ ìëàäøàÿ, òî è èõ çàáèðàé ñ ñîáîé ».

Èâàí ìîæåò ïåðåäàòü öàðåâíàì çàïèñêó, ÷òîáû íàó÷èòü  èõ,
êîãî íàçâàòü öàðåâíàìè. Ìîæåò ëè îí íåçàâèñèìî îò î òâåòîâ
Êîùååâûõ äî÷åðåé: à) âåðíóòüñÿ æèâûì; á) óâåçòè öàð åâåí
ñ ñîáîé?

È.Ðàñêèíà

7 êëàññ

1. Äàøà è Òàíÿ æèâóò â îäíîì ïîäúåçäå. Äàøà æèâåò íà
6 ýòàæå. Âûõîäÿ îò Äàøè, Òàíÿ ïîøëà íå âíèç, êàê åé  áûëî
íóæíî, à ââåðõ. Äîéäÿ äî ïîñëåäíåãî ýòàæà, Òàíÿ ïîí ÿëà
ñâîþ îøèáêó è ïîøëà âíèç íà ñâîé ýòàæ. Îêàçàëîñü, ÷ òî
Òàíÿ ïðîøëà â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, ÷åì åñëè áû îíà ñðàçó
ïîøëà âíèç. Ñêîëüêî ýòàæåé â äîìå?

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, È.ßùåíêî

2. Ó Àëåíû åñòü ìîáèëüíûé òåëåôîí, çàðÿäà àêêóìóëÿòîðà
êîòîðîãî õâàòàåò íà 6 ÷àñîâ ðàçãîâîðà èëè íà 210 ÷à ñîâ
îæèäàíèÿ. Êîãäà Àëåíà ñàäèëàñü â ïîåçä, òåëåôîí áûë
ïîëíîñòüþ çàðÿæåí, à êîãäà îíà âûõîäèëà èç ïîåçäà, òåëå-
ôîí ðàçðÿäèëñÿ. Ñêîëüêî âðåìåíè îíà åõàëà íà ïîåçäå , åñëè
èçâåñòíî, ÷òî Àëåíà ãîâîðèëà ïî òåëåôîíó ðîâíî ïîëî âèíó
âðåìåíè ïîåçäêè?

À.Õà÷àòóðÿí

3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå îòìå÷åíû ÷åòûðå óçëà ñåòêè,
îáðàçóþùèå êâàäðàò 4 4´ . Îòìåòüòå åùå äâà óçëà è ñîåäè-
íèòå èõ çàìêíóòîé ëîìàíîé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ øåñò è-
óãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ïëîùàäüþ 6 êëåòî ê.

Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, È.ßùåíêî

4. Áóðàòèíî õîäèò ïî óëèöàì ãîðîäà, íà îäíîì èç ïåðåêð å-
ñòêîâ êîòîðîãî çàðûò êëàä. Íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå åì ó ïî
ðàäèî ñîîáùàþò, ïðèáëè-
çèëñÿ îí ê êëàäó èëè óäà-
ëèëñÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðå-
äûäóùèì ïåðåêðåñòêîì).
Ðàäèî ëèáî âñåãäà ãîâîðèò
ïðàâäó, ëèáî âñåãäà ëæåò
(íî Áóðàòèíî íå çíàåò, ëæåò
îíî èëè íåò). Ñìîæåò ëè
Áóðàòèíî òî÷íî óçíàòü, ãäå
çàêîïàí êëàä, åñëè ïëàí ãîðîäà èìååò âèä, ïîêàçàííû é íà
ðèñóíêå 2?

(Ïåðåêðåñòêè îòìå÷åíû òî÷êàìè.)
Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà

8 êëàññ

1. Çà ïåðâûé ãîä íàñåëåíèå íåêîòîðîé äåðåâíè âîçðîñëî  íà
n ÷åëîâåê, à çà âòîðîé – íà 300 ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì çà  ïåðâûé
ãîä íàñåëåíèå óâåëè÷èëîñü íà 300%, à çà âòîðîé – íà  n%.
Ñêîëüêî æèòåëåé ñòàëî â äåðåâíå?

Á.Ôðåíêèí

2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè öåëîå
÷èñëî, áëèæàéøåå ê N , âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñïîñî-
áîì: íàéäåì ñðåäè êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÷èñëî  2a ,
áëèæàéøåå ê ÷èñëó N; òîãäà a è áóäåò èñêîìûì ÷èñëîì.
Îáÿçàòåëüíî ëè ýòîò ñïîñîá äàñò ïðàâèëüíûé îòâåò?

À.Õà÷àòóðÿí



48 Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 4

Ðèñ. 3

3. Â ôóòáîëüíîì ÷åìïèîíàòå ó÷àñòâîâàëè 16 êîìàíä.
Êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó, çà ïîáåäó
äàâàëîñü 3 î÷êà, çà íè÷üþ 1 î÷êî, çà ïîðàæåíèå 0. Í àçîâåì
êîìàíäó óñïåøíîé, åñëè îíà íàáðàëà õîòÿ áû ïîëîâèíó  îò
íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ. Êàêîå íàèá îëü-
øåå êîëè÷åñòâî óñïåøíûõ êîìàíä ìîãëî áûòü â òóðíèðå ?

À.Áëèíêîâ

4. Â òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C âïèñàíà îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí AC, BC è AB â òî÷êàõ M , K  è N
ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç òî÷êó K  ïðîâåëè ïðÿìóþ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ îòðåçêó MN . Îíà ïåðåñåêëà êàòåò AC â òî÷êå X.
Äîêàæèòå, ÷òî CK  =  AX.

Ì.Âîë÷êåâè÷

5. Êàïèòàí Âðóíãåëü â ñâîåé êàþòå ðàçëîæèë ïåðåòàñîâàí -
íóþ êîëîäó èç 52 êàðò ïî êðóãó, îñòàâèâ îäíî ìåñòî ñâîáîä-
íûì. Ìàòðîñ Ôóêñ ñ ïàëóáû, íå îòõîäÿ îò øòóðâàëà è íå çíàÿ
íà÷àëüíîé ðàñêëàäêè, íàçûâàåò êàðòó. Åñëè ýòà êàðòà  ëåæèò
ðÿäîì ñî ñâîáîäíûì ìåñòîì, Âðóíãåëü åå òóäà ïåðåäâè ãàåò,
íå ñîîáùàÿ Ôóêñó. Èíà÷å – íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. Ïîò îì
Ôóêñ íàçûâàåò åùå îäíó êàðòó, è òàê ñêîëüêî óãîäíî ðàç,
ïîêà ñàì íå ñêàæåò «ñòîï». Ìîæåò ëè Ôóêñ äîáèòüñÿ ò îãî,
÷òîáû ïîñëå «ñòîïà» êàæäàÿ êàðòà íàâåðíÿêà îêàçàëàñ ü íå
òàì, ãäå áûëà âíà÷àëå?

Ë.Ìåäíèêîâ, À.Øàïîâàëîâ

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD  ñòîðîíû AB, BC
è CD  ðàâíû, M  – ñåðåäèíà ñòîðîíû AD . Èçâåñòíî, ÷òî óãîë
BMC  ðàâåí 90° . Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD .

Ì.Âîë÷êåâè÷

9 êëàññ

1. Íîìåð íûíåøíåé îëèìïèàäû (70) îáðàçîâàí ïîñëåäíè-
ìè öèôðàìè ãîäà åå ïðîâåäåíèÿ, çàïèñàííûìè â îáðàòí îì
ïîðÿäêå. Ñêîëüêî åùå ðàç ïîâòîðèòñÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ â ýòîì
òûñÿ÷åëåòèè?

À.Çàñëàâñêèé

2. Íà ïàðàáîëå 2y x=  âûáðàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D
òàê, ÷òî ïðÿìûå AB è CD  ïåðåñåêàþòñÿ íà îñè îðäèíàò.
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè D, åñëè àáñöèññû òî÷åê A, B è C
ðàâíû a, b è c ñîîòâåòñòâåííî.

Í.Àíäðååâ, À.Áëèíêîâ

3. Íàéäèòå âñå âîçðàñòàþùèå êîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå
ïðîãðåññèè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïðîñòûõ ÷èñåë è ó êî òîðûõ
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ áîëüøå, ÷åì ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.

Á.Ôðåíêèí

4. Âûïóêëàÿ ôèãóðà F îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ëþáîé ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî ïà ðàë-
ëåëüíî ïåðåíåñòè òàê, ÷òî âñå åãî âåðøèíû ïîïàäóò í à
ãðàíèöó F. Îáÿçàòåëüíî ëè F – êðóã? (Ôèãóðà íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé, åñëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå åå òî ÷êè,
öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ôèãóðå.)

Ñ.Ìàðêåëîâ

5. Â îäíîêðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå èãðàëè n  > 4
êîìàíä. Çà ïîáåäó äàâàëîñü 3 î÷êà, çà íè÷üþ 1, çà ï ðîèãðûø
0. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå êîìàíäû íàáðàëè ïîðîâíó î÷êîâ . à)
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ 4 êîìàíäû, èìåþùèå ïîðîâíó
ïîáåä, ïîðîâíó íè÷üèõ è ïîðîâíó ïîðàæåíèé. á) Ïðè ê àêîì
íàèìåíüøåì n ìîãóò íå íàéòèñü 5 òàêèõ êîìàíä?

À.Çàñëàâñêèé

10 êëàññ

1. Íà ñòîðîíàõ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà îòìåòèëè òî÷êè K , L ,
M  è N òàê, ÷òî ïðÿìàÿ KM  ïàðàëëåëüíà äâóì ñòîðîíàì

êâàäðàòà, à ïðÿìàÿ LN  – äâóì äðóãèì ñòîðîíàì êâàäðàòà.
Îòðåçîê KL  îòñåêàåò îò êâàäðàòà òðåóãîëüíèê ïåðèìåòðà 1.
Òðåóãîëüíèê êàêîé ïëîùàäè îòñåêàåò îò êâàäðàòà îòðå çîê
MN ?
Ñ.Äîðè÷åíêî, Ð.Æåíîäàðîâ,

Ñ.Òîêàðåâ

2. Ìîæíî ëè ïîêðàñèòü 15
îòðåçêîâ, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêå 3, â 3 öâåòà òàê, ÷òîáû
íèêàêèå 2 îòðåçêà îäíîãî öâå-
òà íå èìåëè îáùåãî êîíöà?

È. Ïóøêàð¸â

3. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí
â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O.
Òî÷êà X – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-
êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC,
òàêàÿ, ÷òî XAB XBC jÐ = Ð = , à P – òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
PX OX^ , XOP jÐ = , ïðè÷åì óãëû XOP  è XAB  îäèíà-
êîâî îðèåíòèðîâàíû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå òî÷êè P
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

À.Çàñëàâñêèé

4. Ñ íåíóëåâûì ÷èñëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü ñëåäóþ-

ùèå îïåðàöèè: 
1 x

x
x
+

a , 
1 x

x
x
-

a . Âåðíî ëè, ÷òî èç

êàæäîãî íåíóëåâîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷è òü
êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
òàêèõ îïåðàöèé?

À.Ïåòóõîâ

11 êëàññ

1. Êðóãëàÿ ìèøåíü ðàçáèòà íà 20 ñåêòîðîâ, êîòîðûå
íóìåðóþòñÿ ïî êðóãó â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå ÷èñëàìè 1,  2, …
..., 20. Åñëè ñåêòîðû çàíóìåðîâàíû, íàïðèìåð (êàê ï ðè èãðå
â äàðòñ), â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 1, 20, 5, 12, 9, 14,  11, 8, 16,
7, 19, 3, 17, 2, 15, 10, 6, 13, 4, 18, òî íàèìåíüøà ÿ èç ðàçíîñòåé
ìåæäó íîìåðàìè ñîñåäíèõ (ïî êðóãó) ñåêòîðîâ ðàâíà 1 2 –
– 9 = 3 (èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå). Ìîæ åò
ëè óêàçàííàÿ âåëè÷èíà ïðè íóìåðàöèè â äðóãîì ïîðÿäê å
áûòü áîëüøå 3? Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
ýòîé âåëè÷èíû?

È.Ñåðãååâ

2. Çíà÷åíèå a ïîäîáðàíî òàê, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ïåðâîãî èç
óðàâíåíèé

4 4 2 cosx x ax-- = ,   4 4 2 cos 4x x ax-+ = +

ðàâíî 2007. Ñêîëüêî êîðíåé ïðè òîì æå a èìååò âòîðîå
óðàâíåíèå?

Â.Àëåêñååâ

3. Êàêèì ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, åñëè îíî êðàòíî êàæäîìó èç íèõ, óìåí üøåí-
íîìó íà 1? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïðî èçâå-
äåíèÿ.

À.Áåãóíö

4. Â îñíîâàíèè 1 2 nA A AK  ïèðàìèäû 1 2 nSA A AK  ëåæèò
òî÷êà O , ïðè÷åì 1 2 nSA SA SA= = =K  è 1SA OÐ =

2 nSA O SA O= Ð = = ÐK . Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè n
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SO – âûñîòà ïèðàìèäû?

È.Ñåðãååâ

5. Êâàäðàò ñîñòîèò èç n n´  êëåòîê: äâå ïðîòèâîïîëîæ-
íûå óãëîâûå êëåòêè – ÷åðíûå, à îñòàëüíûå – áåëûå. Ê àêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áåëûõ êëåòîê äîñòàòî÷íî ïåðåê ðà-
ñèòü â ÷åðíûé öâåò, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïðå îáðà-
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Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

7 êëàññ

1. Ìàðñ óäîáíåå âñåãî èçó÷àòü âî âðåìÿ ïðîòèâîñòîÿíèÿ ,
êîãäà Çåìëÿ íàõîäèòñÿ ìåæäó Ìàðñîì è Ñîëíöåì. Îïðåä å-
ëèòå, ÷åðåç êàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïîâòîðÿþòñÿ ïð îòè-
âîñòîÿíèÿ Çåìëè è Ìàðñà. Ìàðñ ñîâåðøàåò îáîðîò âîêð óã
Ñîëíöà çà 687 çåìíûõ äíåé, à Çåìëÿ – çà 365 äíåé.

Ì.Ðîìàøêà

2. Íà çåìëå ëåæèò ñëîé ñíåãà òîëùèíîé h = 70 ñì.
Äàâëåíèå ñíåãà íà çåìëþ (áåç ó÷åòà àòìîñôåðíîãî äàâ ëåíèÿ)
p = 630 Ïà. Ïîãîäà ìîðîçíàÿ, è ñíåã ñîñòîèò èç âîçäó õà è
ëüäà. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îáúåìà ñíåãà çà íèìàåò
ëåä, à ñêîëüêî – âîçäóõ. Ïëîòíîñòü ëüäà 3

ë 0,9 ã ñìr = .
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = .

Ì.Ðîìàøêà

3. Íà çàâîäå äëÿ ïîäúåìà òÿæåëûõ
çàãîòîâîê èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà èç ÷å-
òûðåõ áëîêîâ è îäíîãî òðîñà, çàêðåï-
ëåííûõ íà ïîòîëêå, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 1. Ñ êàêîé ñèëîé F íàäî òÿ-
íóòü âíèç çà êîíåö òðîñà, ÷òîáû óäåð-
æèâàòü èëè ìåäëåííî è ðàâíîìåðíî
ïîäíèìàòü çàãîòîâêó, âåñ êîòîðîé ðà-
âåí P? Ó÷àñòêè òðîñà, íå ëåæàùèå íà
áëîêàõ, ãîðèçîíòàëüíû èëè âåðòèêàëü-
íû, âåñîì áëîêîâ, òðîñà è òðåíèåì
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ñåìåíîâ

4. Ñïëîøíîé øàðèê ïîäâåøåí â ñî-
ñóäå íà äâóõ ëåãêèõ íèòÿõ, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 2. Ñâîáîäíûå êîíöû
íèòåé çàêðåïëåíû íà îäíîé âûñîòå.
Ïîñëå òîãî êàê ñîñóä çàïîëíèëè âîäîé
è øàðèê îêàçàëñÿ ïîëíîñòüþ ïîãðó-
æåííûì â âîäó, íàòÿæåíèå íèòåé íå
èçìåíèëîñü. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü r
ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí øà-
ðèê. Ïëîòíîñòü âîäû 3

â 1000 êã ìr = .
È.Ãîðáàòûé

8 êëàññ

1. Â øèðîêèé ñîñóä ñ âîäîé ìåäëåííî îïóñêàþò íà íèòè
öèëèíäðè÷åñêèé áðóñîê òàê, ÷òî îñü öèëèíäðà âñå âðå ìÿ
îñòàåòñÿ âåðòèêàëüíîé. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû íàòÿ æå-
íèÿ íèòè F îò ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ h íèæíåãî îñíîâàíèÿ
öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì
ïðÿìîé ëèíèè, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 3. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà è
åãî ìàññó. Ïëîòíîñòü âîäû

3
0 1 ã ñìr = , óñêîðåíèå ñâî-

áîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = .
Ì.Ðîìàøêà

2. Â ñîñóäå íàõîäèëñÿ ëåä
ïðè òåìïåðàòóðå ë 0 C°t = .
Òóäà âëèëè âîäó ìàññîé

â 0,4 êãm = , âçÿòóþ ïðè òåìïåðàòóðå â 60 C°t = . Êàêàÿ
òåìïåðàòóðà óñòàíîâèëàñü â ñîñóäå, åñëè êîíå÷íûé îá úåì åãî
ñîäåðæèìîãî V  = 1 ë? ×åìó ðàâíà ìàññà ñîäåðæèìîãî
ñîñóäà? Ïëîòíîñòè âîäû è ëüäà 3

â 1000 êã ìr =  è
3

ë 900 êã ìr = ,  èõ óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè âñ =

( )4200 Äæ êã Ñ°= ×  è ( )ë 2100 Äæ êã Ñ°ñ = × , óäåëüíàÿ òåï-
ëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà 335 êÄæ êãl = . Òåïëîåìêîñòüþ ñîñó-
äà è ïîòåðÿìè òåïëà ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

3. Â îäíîì èç äâóõ îäèíàêîâî äëèííûõ «÷åðíûõ ÿùèêîâ»
íàõîäèòñÿ ïîñòîÿííûé ìàãíèò, à â äðóãîì – äëèííàÿ ê àòóøêà
èç ìåäíîé ïðîâîëîêè, ïîäêëþ÷åííàÿ ê èñòî÷íèêó ïîñòî ÿííî-
ãî òîêà. Êàê, èñïîëüçóÿ òîëüêî ýòè «÷åðíûå ÿùèêè», îïðå-
äåëèòü, â êàêîì èç íèõ íàõî-
äèòñÿ ïîñòîÿííûé ìàãíèò?
Íåëüçÿ çàãëÿäûâàòü âíóòðü
ÿùèêîâ, ðàçáèðàòü ÿùèêè è
ðàçðóøàòü èõ.

È.Ãîðáàòûé

9 êëàññ

1. «×åðíûé ÿùèê» ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, èçîá-

Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé
ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäû

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

çîâàíèé, ñîñòîÿùèõ â ïåðåêðàøèâàíèè âñåõ êëåòîê êàê îãî-
ëèáî ñòîëáöà èëè êàêîé-ëèáî ñòðîêè â ïðîòèâîïîëîæíû é
öâåò, ìîæíî áûëî ñäåëàòü ÷åðíûìè âñå êëåòêè ýòîãî ê âàä-
ðàòà?

Â.Àëåêñååâ

6. Òî÷êè ,A B¢ ¢ è C¢ – ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA è AB
òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî, à BH  – åãî âûñîòà.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AHC ¢
è CHA ¢ îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó M , îòëè÷íóþ îò
H, òî ABM CBB ¢Ð = Ð .

Â.Ôèëèìîíîâ

7. Ìèøà ìûñëåííî ðàñïîëîæèë âíóòðè äàííîãî êðóãà
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàù èé
öåíòð êðóãà, à Êîëÿ ïûòàåòñÿ óãàäàòü åãî ïåðèìåòð. Çà îäèí
øàã Êîëÿ óêàçûâàåò Ìèøå êàêóþ-ëèáî ïðÿìóþ è óçíàåò îò
íåãî, ïåðåñåêàåò ëè îíà ìíîãîóãîëüíèê. Èìååò ëè Êîë ÿ
âîçìîæíîñòü íàâåðíÿêà óãàäàòü ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíè êà
÷åðåç 3 øàãà ñ òî÷íîñòüþ äî 0,3?

Î.Êîñóõèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Á.Ôðåíêèí
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ðàæåííóþ íà ðèñóíêå 4. Âíóòðè íàõîäÿòñÿ âîäà è ïîãð óæåí-
íûé â íåå óçêèé âåðòèêàëüíûé öèëèíäð ñ ïîðøíåì. Ê
ïîðøíþ ïðèêðåïëåí âûõîäÿùèé íàðóæó âåðòèêàëüíûé øòî ê.
Ïîòÿíóâ çà øòîê è ïîäâèãàâ åãî ââåðõ-âíèç, øêîëüíèê
ðåøèë, ÷òî â «÷åðíîì ÿùèêå» íàõîäèòñÿ ïðèêðåïëåííàÿ  ê
øòîêó ïðóæèíà, è èçìåðèë åå æåñòêîñòü. Îíà îêàçàëàñ ü
ðàâíîé k = 100 Í/ì. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ïîðøíÿ? Òðåíè-
åì è ìàññîé ïîðøíÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïëîòíîñòü âîäû

31000 êã ìr = , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg = .
Ì.Ðîìàøêà

2. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 5,
íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà ðàâíî U  = 9 Â, ñîïðîòèâëåíèÿ ðå-

çèñòîðîâ 1 3R R=  = 60 Îì è
2R  = 100 Îì. Àìïåðìåòð,

êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü èäå-
àëüíûì, ïîêàçûâàåò ñèëó òîêà
I  = 0,185 À. Íàéäèòå ñèëû
òîêîâ, òåêóùèõ ÷åðåç ðåçèñòî-
ðû ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè 2R  è

3R , è ñîïðîòèâëåíèå ÷åòâåð-
òîãî ðåçèñòîðà.

Ì.Ðîìàøêà

10 êëàññ

1. Ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó ñêîëüçèò îäíîðîä-
íàÿ ëèíåéêà äëèíîé L  = 25 ñì. Â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè êîíöîâ ëèíåéêè ïåðïåíäèêóëÿ ð-
íû ê íåé, íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû è ðàâíû

1v  = 10 ñì/ñ è 2v  = 30 ñì/c. Êàêàÿ ñêîðîñòü áóäåò ó
öåíòðàëüíîé òî÷êè ëèíåéêè ÷åðåç âðåìÿ t  = 5 ñ ïîñëå
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà? Çà êàêîå âðåìÿ îò íà÷àëüíîãî ìî ìåí-
òà ëèíåéêà ïîâåðíåòñÿ íà óãîë 90° îò èñõîäíîãî ïîëîæå-
íèÿ?

À.Çèëüáåðìàí

2. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 6, ãðóçû 1 è 2
ïðèêðåïëåíû ê íèòÿì, ìàññû ãðóçîâ 1, 2 è 3 ðàâíû M , 2M  è

3M  ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå èõ óñêîðåíèÿ.
Òðåíèå îòñóòñòâóåò. Áëîêè íåâåñîìû, íèòè
íåâåñîìû è íåðàñòÿæèìû, íå ëåæàùèå íà
áëîêàõ ó÷àñòêè íèòåé âåðòèêàëüíû.

À.Çèëüáåðìàí

3. Ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó êàòèòñÿ áåç
òðåíèÿ òåëåæêà ìàññîé M  ñî ñêîðîñòüþ 0v .
Íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü òåëåæêè
ïîëîæèëè êèðïè÷ ìàññîé m, íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî ñòîëà áûëà
ðàâíà íóëþ. Êèðïè÷ ïðîäâèíóëñÿ ïî òåëåæ-
êå íà ðàññòîÿíèå l  è îñòàíîâèëñÿ îòíîñè-
òåëüíî íåå.  Íàéäèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó êèðïè÷îì è òåëåæêîé.

Ì.Ðîìàøêà

4. Èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 7 ýëåêòðè-
÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç äâóõ ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóã îì
«÷åðíûõ ÿùèêîâ», êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò òðè âûâîäà .

Ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê êëåììàì A è
C îììåòð ïîêàçûâàåò çíà÷åíèå
ñîïðîòèâëåíèÿ RAC, ïðè ïîäêëþ-
÷åíèè ê êëåììàì B è D  – çíà÷å-
íèå BDR , ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê
êëåììàì A è D  – çíà÷åíèå ADR .
×òî ïîêàæåò îììåòð ïðè ïîä-
êëþ÷åíèè ê êëåììàì B è C?
Èçâåñòíî, ÷òî â «÷åðíûõ ÿùè-

êàõ» íàõîäÿòñÿ òîëüêî ðàçëè÷íûì îáðàçîì ñîåäèíåííûå
ðåçèñòîðû.

Ä.Õàðàáàäçå
11 êëàññ

1. Îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé òàê íàçûâàåìîé ïëàíåòàðíîé
ïåðåäà÷è ñîñòîèò èç öåíòðàëüíîé (ñîëíå÷íîé) øåñòåðí è (Ñ),
íåñêîëüêèõ ïëàíåòàðíûõ øåñòåðåí (Ï), îñè êîòîðûõ ñî åäè-
íåíû æåñòêîé ðàìîé – âîäè-
ëîì (Â), è êîëüöåâîé øåñòåð-
íè (Ê), èìåþùåé âíóòðåííåå
çàöåïëåíèå ñ ïëàíåòàðíûìè
(ðèñ.8). Ïóñòü ðàäèóñû ñîë-
íå÷íîé è ïëàíåòàðíûõ øåñòå-
ðåí ðàâíû è ñîëíå÷íàÿ øåñ-
òåðíÿ ïðèâîäèòñÿ âî âðàùå-
íèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w . Ñ
êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ áó-
äåò âðàùàòüñÿ êîëüöåâàÿ øåñ-
òåðíÿ, åñëè âîäèëî çàôèêñè-
ðîâàíî? Ñ êàêîé óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ áóäåò âðàùàòüñÿ âîäèëî, åñëè êîëüöåâàÿ øåñòå ðíÿ
çàôèêñèðîâàíà? Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ â ïîñëåäíå ì
ñëó÷àå áóäåò âðàùàòüñÿ ïëàíåòàðíàÿ øåñòåðíÿ?

Á.Îáìîðîøåâ

2. Íà äëèííîé íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê, âèñÿò ãðóç û
ìàññàìè 1m  è 2m  (ðèñ.9). Íà âûñîòå 0h  íàä áîëåå ëåãêèì
ãðóçîì äåðæàò øàéáó èç ïëàñòèëèíà ìàññîé 3m . Èçâåñòíî,
÷òî 3 2 1 0m m m> - > . Â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò ãðóçû ìàññàìè 1m  è 2m  ïðèõîäÿò â
äâèæåíèå áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Êîãäà
ïåðâûé ãðóç äîõîäèò äî øàéáû, åå îòïóñ-
êàþò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, è øàéáà
ïðèëèïàåò ê ãðóçó. Íà êàêóþ ìàêñèìàëü-
íóþ âûñîòó íàä íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì
ïîäíèìåòñÿ øàéáà? Òðåíèå è ìàññà áëîêà
ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íèòü íåâåñîìàÿ è
íåðàñòÿæèìàÿ, åå ó÷àñòêè, íå ëåæàùèå íà
áëîêå, âåðòèêàëüíû.

Ì.Ðîìàøêà

3. Åñëè íàïðàâèòü ïîòîê ïðîòîíîâ íà
êóñîê ëüäà èç òÿæåëîé âîäû 2D O , òî ïðè
ìèíèìàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîòîíîâ 1E  = 1,4 ÌýÂ
ïðîèñõîäèò ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ñ îáðàçîâàíèåì ÿäåð 3

2He .
Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ 2E  íàäî ñîîá-
ùèòü ÿäðàì äåéòåðèÿ, ÷òîáû ïðè èõ ïîïàäàíèè íà êóñî ê ëüäà
èç îáû÷íîé âîäû ïðîèçîøëà òà æå ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ?

Ñ.Âàðëàìîâ

4. Â ñîñóäå íàõîäèëñÿ ëåä ïðè òåìïåðàòóðå ë 20 C°t = - .
Òóäà âëèëè âîäó ìàññîé âm  = 0,4 êã, âçÿòóþ ïðè òåìïåðà-
òóðå â 60 C°t = . Êàêèì ìîæåò áûòü êîíå÷íûé îáúåì ñèñòå-
ìû, åñëè 

 
óñòàíîâèâøàÿñÿ â ñèñòåìå òåìïåðàòóðà: à) ïîëîæè-

òåëüíà; á) îòðèöàòåëüíà; â) ðàâíà íóëþ? Ïëîòíîñòè â îäû è

ëüäà 3
â 1000 êã ìr =  è 3

ë 900 êã ìr = , èõ óäåëüíûå òåï-

ëîåìêîñòè ( )â 4200 Äæ êã C°ñ = ×  è ( )ë 2100 Äæ êã C°ñ = × ,

óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà l = 335 êÄæ/êã. Òåïëî-
åìêîñòüþ ñîñóäà è ïîòåðÿìè òåïëà ïðåíåáðå÷ü.

Ì.Ðîìàøêà

5. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç äâóõ êîíäåíñàòîðîâ
åìêîñòüþ C, äâóõ îäèíàêîâûõ êàòóøåê èíäóêòèâíîñòüþ L  è
èäåàëüíîãî òðàíñôîðìàòîðà ñ êîýôôèöèåíòîì òðàíñôîðì à-
öèè, ðàâíûì åäèíèöå (ðèñ.10). Åñëè çàðÿäèòü îäèí èç
êîíäåíñàòîðîâ è çàìêíóòü êëþ÷, ïîäñîåäèíÿþùèé åãî ê

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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òðàíñôîðìàòîðó, â
öåïè âîçíèêíóò
ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé
w . Íàéäèòå âîç-
ìîæíûå ÷àñòîòû
ãàð ì î í è÷åñêèõ
ýëåêòðè÷åñêèõ êî-

ëåáàíèé â öåïè, åñëè çàìêíóòû îáà êëþ÷à.
Î.Øâåäîâ

Âòîðîé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. Äâà âåëîñèïåäèñòà îäíîâðåìåííî âûåçæàþò íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó èç äåðåâåíü Ëèïîâêà è Äåìóøêèíî, íàõîäÿù èõñÿ
íà ðàññòîÿíèè L  = 10 êì äðóã îò äðóãà. Êàæäûé ïëàíèðóåò
åõàòü ñî ñêîðîñòüþ v = 20 êì/÷ è, äîñòèãíóâ ïðîòèâîïî-
ëîæíîé äåðåâíè, ñðàçó ïîâåðíóòü îáðàòíî. Íî íà ïóòè  âñå
âðåìÿ äóåò âåòåð, ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ï îñòîÿí-
íû. Ïðè äâèæåíèè ïî âåòðó ñêîðîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ íà
ñòîëüêî æå, íà ñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ïðî òèâ
âåòðà. Âåëîñèïåäèñò, êîòîðûé ñíà÷àëà åõàë ïî âåòðó,  äîñòèã-
íóâ ïðîòèâîïîëîæíîé äåðåâíè, ñðàçó ïîâåðíóë íàçàä, à
âåëîñèïåäèñò, êîòîðûé ñíà÷àëà åõàë ïðîòèâ âåòðà, çà äåð-
æàëñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîé äåðåâíå, ÷òîáû îòäîõíóòü, è
òîëüêî ïîòîì ïîâåðíóë îáðàòíî. Èçâåñòíî, ÷òî âåëîñè ïåäè-
ñòû âñòðå÷àëèñü â òî÷êàõ A è B, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ

AL  = 2 êì è BL  = 6 êì îò Ëèïîâêè. Íàéäèòå âðåìåíà
äâèæåíèÿ èç Ëèïîâêè â Äåìóøêèíî è èç Äåìóøêèíî â
Ëèïîâêó. Â êàêîé äåðåâíå è â òå÷åíèå êàêîãî ïðîìåæó òêà
âðåìåíè îòäûõàë âåëîñèïåäèñò, åõàâøèé ñíà÷àëà ïðîòè â
âåòðà?

Ì.Ðîìàøêà

2. Ïëîòíîñòü ìàñëà èçìå-
ðÿþò â îïûòå, ñõåìà êîòîðîãî
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 11. Ñî-
ñóä ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè
âåðòèêàëüíîé ïåðåãîðîäêîé.
Â îäíó ÷àñòü ñîñóäà íàëèòà
âîäà, â äðóãóþ – ìàñëî. Â
ïåðåãîðîäêó âñòðîåí øàðíèð,
êîòîðûé ìîæåò âðàùàòüñÿ áåç
òðåíèÿ. Â øàðíèð âñòàâëåíà

îäíîðîäíàÿ ñîñíîâàÿ ëèíåéêà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ðà âíîâå-
ñèè. Äëèíà ëåâîé ÷àñòè ëèíåéêè 1l  = 40 ñì, ïðàâîé

2l  = 60 ñì. Ïëîòíîñòü âîäû 3
â 1000 êã ìr = , ïëîòíîñòü

ëèíåéêè 3600 êã ìr = . ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü ìàñëà?
Ì.Ðîìàøêà

3. Âàçîí äëÿ öâåòîâ, ñòîÿùèé íà óëèöå, èìååò ïëîñêîå ä íî
è âåðòèêàëüíûå ñòåíêè. Òîëùèíà ñëîÿ çåìëè â âàçîíå
h = 15 ñì, à òåìïåðàòóðà çåìëè 11 C°t = . Íà óëèöå ïîõî-
ëîäàëî, è ïîøåë ñíåã. Ñíåæèíêè ñîñòîÿò èçî ëüäà, èì åþò
ìàññó m  = 50 ìã, îáúåì 30,5 ñìV =  è òåìïåðàòóðó

0 0 C°t = . Îíè ïàäàþò âåðòèêàëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v = 1 ì/ñ. Â îáúåìå âîçäóõà 3

0 1 ìV =  íàõîäèòñÿ
0N  = 100 ñíåæèíîê. Çà êàêîå âðåìÿ íà çåìëå â âàçîíå

íàðàñòåò ñëîé ñíåãà òîëùèíîé H  = 10 ñì? Ñ÷èòàéòå, ÷òî
âñÿ çåìëÿ â âàçîíå ðàâíîìåðíî ïðîïèòûâàåòñÿ âîäîé, èìååò
â ëþáîé ìîìåíò îäíó è òó æå òåìïåðàòóðó âî âñåì îáú åìå è
ïî÷òè íå îáìåíèâàåòñÿ òåïëîì ñî ñòåíêàìè âàçîíà è ñ
âîçäóõîì. Ïëîòíîñòü çåìëè 31500 êã ìr = , óäåëüíàÿ òåï-
ëîåìêîñòü çåìëè ñ  = 900 Äæ/(êã·°C), óäåëüíàÿ òåïëîòà
ïëàâëåíèÿ ëüäà l  = 335 êÄæ/êã.

Ì.Ñåìåíîâ, Ì.Ðîìàøêà

9 êëàññ

1. Íà íåïîäâèæíî çàêðåïëåííîì öèëèíäðå ðàäèóñîì R
ëåæèò òîíêàÿ ëèíåéêà äëèíîé 2l Rp=  è ìàññîé M . Ëè-
íåéêà ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ê î ñè
öèëèíäðà è îïèðàåòñÿ íà íåãî ñâîåé ñåðåäèíîé. Íà ñå ðåäè-
íå ëèíåéêè ñèäèò æóê ìàññîé 0,2 M , êîòîðûé íà÷èíàåò
ìåäëåííî ïîëçòè ê îäíîìó èç êîíöîâ ëèíåéêè, ïðî÷íî
öåïëÿÿñü çà åå øåðîõîâàòîñòè; ëèíåéêà ïðè ýòîì ìåíÿ åò
óãîë ñâîåãî íàêëîíà ê ãîðèçîíòó, ïåðåêàòûâàÿñü ïî ö èëèí-
äðó áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ñåð åäè-
íû ëèíåéêè áóäåò ðàñïîëîæåíà òî÷êà ñîïðèêîñíîâåíèÿ ëè-
íåéêè è öèëèíäðà, êîãäà æóê äîïîëçåò äî êîíöà ëèíåé êè?
Ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó áóäåò ïðè ýòîì íàêëîíåí à
ëèíåéêà? Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ìå æ-
äó öèëèíäðîì è ëèíåéêîé âîçìîæíî òàêîå åå ïåðåêàòûâ à-
íèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ?

È.Ãîðáàòûé

2. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü,
èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå
12, ñîñòîèò èç èäåàëüíîé
áàòàðåéêè, äâóõ îäèíàêî-
âûõ âîëüòìåòðîâ è äâóõ îäè-
íàêîâûõ ìèëëèàìïåðìåò-
ðîâ. Ïîêàçàíèå ìèëëèàì-
ïåðìåòðà 1A  ðàâíî

1I  = 1,6 ìÀ, ïîêàçàíèÿ
âîëüòìåòðîâ ðàâíû U  = 1,2 Â è 0,3 BU ¢= . Êàêîé èç
âîëüòìåòðîâ – 1V  èëè 2V  – ïîêàçûâàåò ìåíüøåå íàïðÿæå-
íèå? Íàéäèòå ïîêàçàíèå ìèëëèàìïåðìåòðà 2A  è íàïðÿæå-
íèå áàòàðåéêè.

À.Çèëüáåðìàí

3. Äëèííîå íàêëîííîå
çåðêàëî ñîïðèêàñàåòñÿ ñ
ãîðèçîíòàëüíûì ïîëîì è
íàêëîíåíî ïîä óãëîì a  ê
âåðòèêàëè (ðèñ.13). Ê çåð-
êàëó ïðèáëèæàåòñÿ øêîëü-
íèê, ãëàçà êîòîðîãî ðàñ-
ïîëîæåíû íà âûñîòå h îò óðîâíÿ çåìëè. Íà êàêîì ìàêñèìàëü-
íîì ðàññòîÿíèè îò íèæíåãî êðàÿ çåðêàëà øêîëüíèê óâè äèò:
à) èçîáðàæåíèå ñâîèõ ãëàç; á) ñâîå èçîáðàæåíèå ïîëí îñòüþ
âî âåñü ðîñò?

Ì.Ðîìàøêà

10 êëàññ

1. Øêîëüíèê áðîñàåò ìÿ÷ â áàñêåòáîëüíîå êîëüöî. ×òîáû
ïîïàñòü â öåëü ïðè áðîñêå ïîä óãëîì 1 30a = °  ê ãîðèçîíòó,
îí äîëæåí ñîîáùèòü ìÿ÷ó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 1v v= , à ïðè
áðîñêå ïîä óãëîì 2 60a = °  – íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 2 2v v= .
Íà êàêîé âûñîòå íàä òî÷êîé áðîñàíèÿ ðàñïîëîæåíî áàñ êåò-
áîëüíîå êîëüöî? Ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó íàêëîíå í
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó áðîñàíèÿ è êîëüöî? Áðîñî ê
êàæäûé ðàç ïðîèçâîäèòñÿ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè. Ñî ïðî-
òèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, óñêîðåíèå ñâîáî äíîãî
ïàäåíèÿ ðàâíî g.

À.Çèëüáåðìàí

2. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ ãðóçîâ 1 è 2 è ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè
â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 14. Ìàññû ãðóçîâ  1, 2,
3 è 4 ðàâíû 1 2 1, ,M M m  è 2m  ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóçû 3 è 4
êàñàþòñÿ ãðóçîâ 1 è 2, ó÷àñòêè íèòè, íå ëåæàùèå íà áëîêàõ,
ãîðèçîíòàëüíû èëè âåðòèêàëüíû. Íèòü íàòÿíóòà, íåâåñ îìà è
íåðàñòÿæèìà, áëîêè ëåãêèå, òðåíèå îòñóòñòâóåò.

À.Çèëüáåðìàí

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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11 êëàññ

1. Íà êîíöå íåâåñî-
ìîãî ïðîâîäÿùåãî ñòåð-
æíÿ çàêðåïëåí ìàëåíü-
êèé ìåòàëëè÷åñêèé øà-
ðèê, êàñàþùèéñÿ ãëàä-

êîé ïðîâîäÿùåé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì
R = 0,8 ì (ðèñ.15). Âòîðîé êîíåö ñòåðæíÿ çàêðåïëåí â

öåíòðå ñôåðû ïðè ïîìîùè
ïðîâîäÿùåãî øàðíèðà òàê,
÷òî ñòåðæåíü ìîæåò âðà-
ùàòüñÿ áåç òðåíèÿ âîêðóã
íåãî, ñîõðàíÿÿ ýëåêòðè÷åñ-
êèé êîíòàêò ñî ñôåðîé. Ýòà
ñèñòåìà ïîìåùåíà â îäíî-
ðîäíîå âåðòèêàëüíîå ìàãíèò-
íîå ïîëå ñ èíäóêöèåé
B = 0,5 Òë è ïîäêëþ÷åíà

ê áàòàðåå. Åñëè ñòåðæåíü çàêðóòèòü âîêðóã âåðòèêàëüíîé

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

îñè â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè ñ ÷àñòîòîé 15 cw -=  è
ïîä îïðåäåëåííûì óãëîì ê âåðòèêàëè, òî ýòîò óãîë è ÷àñòî-
òà âðàùåíèÿ â äàëüíåéøåì íå áóäóò ìåíÿòüñÿ. Îïðåäåë èòå
ýòîò óãîë è ÝÄÑ áàòàðåè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåí èÿ
ïðèíÿòü ðàâíûì 210 ì ñg = .

Þ.Ñòàðîêóðîâ, Ì.Ñåìåíîâ

2. Çâóêîâàÿ âîëíà îò óäàëåííîãî èñòî÷íèêà ïàäàåò íà
ñòåíó, èìåþùóþ âîãíóòóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó, ïîä
óãëîì, áëèçêèì ê a , ïðè÷åì ýòà âîëíà èäåò ïåðïåíäèêóëÿð-
íî îñè öèëèíäðà. Îïðåäåëèòå, â êàêóþ òî÷êó âáëèçè ñ òåíû
ñëåäóåò ïîìåñòèòü ÷óâñòâèòåëüíûé ìèêðîôîí, ÷òîáû îí
çàðåãèñòðèðîâàë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ èíòåíñèâíîñòü
çâóêà. Íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî ñòåíû è äî îñè
öèëèíäðà. Ðàäèóñ öèëèíäðà R ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ñòå-
íû, íî ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî èñòî÷íèêà. Äëèíà âîëíû
çâóêà ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ ñòåíû.

Î.Øâåäîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà

Â ïàìÿòü î ÿðêîì ÷åëîâåêå, òàëàíòëèâîì ìàòåìàòèêå è
âûäàþùåìñÿ ïåäàãîãå Èãîðå Ôåäîðîâè÷å Øàðûãèíå (1937 –
2004) ðÿä ðîññèéñêèõ íàó÷íûõ îðãàíèçàöèé è ó÷åáíûõ
çàâåäåíèé ðåøèëè åæåãîäíî, íà÷èíàÿ ñ 2005 ãîäà, ïðî âî-
äèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ îëèìïèàäó øêîëüíèêîâ. Â îðãêîìè -
òåò è æþðè îëèìïèàäû âîøëè èçâåñòíûå ó÷åíûå, ïåäàãî -
ãè, ýíòóçèàñòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ èç ðàçíû õ
ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ. Îëèìïèàäà ñîñòîèò èç äâóõ òóðî â:
çàî÷íîãî è ôèíàëüíîãî. Â çàî÷íîì òóðå, çàäà÷è êîòîð îãî
ïóáëèêóþòñÿ â ãàçåòå «Ìàòåìàòèêà» è íà ñàéòå Ìîñêîâ ñêî-
ãî öåíòðà íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
(www.mccme.ru), ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå âñå æåëàþùè å
øêîëüíèêè. Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà ïðèãëàøàþòñÿ íà
ôèíàë. Êðîìå òîãî, ê ó÷àñòèþ â ôèíàëüíîì òóðå äîïóñ êà-
þòñÿ ïîáåäèòåëè ðåãèîíàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îëèìïèà ä.
Ôèíàëüíûé òóð ïðîâîäèòñÿ â óñòíîé ôîðìå.

Ôèíàëüíûå òóðû äâóõ ïåðâûõ îëèìïèàä ïðîøëè â ñåí-
òÿáðå 2005 â Ìîñêâå è â èþëå 2006 ãîäà â Äóáíå. Ìàò åðè-
àëû ýòèõ îëèìïèàä îïóáëèêîâàíû â êíèãå «Ãåîìåòðè÷åñ -
êèå îëèìïèàäû èì. È.Ô.Øàðûãèíà» (Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007),
ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ È.Ô.Øàðûãèíà.

Ñðåäè ïîáåäèòåëåé äâóõ ïåðâûõ îëèìïèàä õî÷åòñÿ îò-
ìåòèòü Å.Àâêñåíòüåâà (Ðîñòîâ), Ñ.Ñàôèíà (Êðàñíîäàð) ,
Ì.Ëûñîâà, Í.Ïå÷¸íêèíà, Ð.Äåâÿòîâà, Ì.Èëþõèíó (âñå –  Ìîñ-
êâà), íå òîëüêî ïîêàçàâøèõ âûñîêèå ðåçóëüòàòû, íî è  íà-
øåäøèõ â ðÿäå çàäà÷ áîëåå êðàñèâûå ðåøåíèÿ, ÷åì áûë è
ó æþðè.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ èçáðàííûå çàäà÷è ïåðâûõ äâóõ îëèì-
ïèàä (ñ ðåøåíèÿìè) è íåñêîëüêî çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà
òðåòüåé îëèìïèàäû (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ).

Çàäà÷è
1 (Â.Ïðîòàñîâ). Äâå îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè 1 è 2 èìåþò

îáùèé öåíòð â òî÷êå Î. Âåðøèíà À ïðàâèëüíîãî òðåóãî ëü-
íèêà ÀÂÑ ëåæèò íà áîëüøåé îêðóæíîñòè, à ñåðåäèíà

ñòîðîíû ÂÑ – íà ìåíü-
øåé. ×åìó ìîæåò áûòü
ðàâåí óãîë ÂÎÑ?

Ðåøåíèå  (Ì.Ëûñîâ).
Ýòî, ïîæàëóé íàèáîëåå
ýëåãàíòíîå, ðåøåíèå îñ-
íîâàíî íà èñïîëüçîâà-
íèè ñëåäóþùåé êëàññè-
÷åñêîé òåîðåìû ýëåìåí-
òàðíîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü
èìååòñÿ íåêîòîðûé îò-
ðåçîê AB íà ïëîñêîñòè è
íåêîòîðîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî l . Òîãäà ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê

Õ, òàêèõ ÷òî 
AX
BX

l= ,

åñòü íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü. Åñëè Ð è Q – òî÷êè, êîòîðûå
äåëÿò îòðåçîê â îòíîøåíèè l  (âíóòðåííèì è âíåøíèì
îáðàçîì), òî ýòà îêðóæíîñòü ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ ,
ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå PQ êàê íà äèàìåòðå. Îíà íàçûâàåòñÿ
îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ.

Èç óñëîâèÿ íàøåé çàäà÷è ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî AG/KG =
= AB/KB = AC/KC = AO/KO = 2 (ðèñ.1), îòêóäà âûòåêàåò,
÷òî òî÷êè Â, G, Î , Ñ ëåæàò íà îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ äëÿ
îòðåçêà AK  è 2l = . Ïîíÿòíî, ÷òî 120BOC BGC oÐ = Ð =

(èëè 180 60BGC° - Ð = ° ).
2 (Â.Ïàéëñ, Íèäåðëàíäû). Íà ïëîñêîñòè äàíû äâà îòðåç-

êà 1 1A B  è 2 2A B , ïðè÷åì 2 2

1 1

A B
k 1

A B
= < . Íà îòðåçêå 1 2A A

âçÿòà òî÷êà 3A , à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî îòðåçêà çà òî÷êó

2A  – òî÷êà 4A , òàê ÷òî 3 2 4 2

3 1 4 1

A A A A
k

A A A A
= = . Àíàëîãè÷íî, íà

îòðåçêå 1 2B B  áåðåòñÿ òî÷êà 3B , à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî

Ãåîìåòðè÷åñêèå îëèìïèàäû
èìåíè È.Ô.Øàðûãèíà

Ðèñ. 1
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îòðåçêà çà òî÷êó 2B  –
òî÷êà 4B ,  òàê ÷òî

3 2 4 2

3 1 4 1

B B B B
k

B B B B
= = . Íàéäè-

òå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

3 3A B  è 4 4A B .
Ðåøåíèå  (Ñ.Ñàôèí).

Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîã-
ðàìì 1 2 2A A B X  è ïðîâå-
äåì áèññåêòðèñó 1AY  òðå-
óãîëüíèêà 1 1A XB  (ðèñ.2).

Òàê êàê 1 1 1

1

BY A B
k

XY A X
= = ,

ïîëó÷èì 3 2B Y B XP  è

3 2 1 3B Y kB X A A= = . Ñëåäîâàòåëüíî, 1 3 3A A B Y  – ïàðàëëå-
ëîãðàìì, ò.å. 3 3 1A B AYP . Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ 4 4A B  ïàðàë-
ëåëüíà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà X 1 1A B , è, çíà÷èò, ïðÿìûå

3 3A B  è 4 4A B  ïåðïåíäèêóëÿðíû.
3 (Â.Ïðîòàñîâ). Íà

ïëîñêîñòè äàí óãîë è
òî÷êà K âíóòðè íåãî.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåò-
ñÿ òî÷êà Ì, îáëàäàþ-
ùàÿ ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: åñëè ïðîèçâîëü-
íàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç K, ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíû óãëà â òî÷êàõ À è
Â, òî MK ÿâëÿåòñÿ áèñ-
ñåêòðèñîé óãëà ÀÌÂ.

Ðåøåíèå  (Ð.Äåâÿòîâ).
Ïóñòü Î  – âåðøèíà óãëà
(ðèñ.3). Ïîñòðîèì ïàðàë-
ëåëîãðàìì KXOY , äâå

ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà. Ïóñòü Ì  – òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ K îòíîñèòåëüíî XY. Äîêàæåì, ÷òî M –
èñêîìàÿ.

Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K , ïåðåñåêàåò ïðÿìûå
ÎÕ  è OY  â òî÷êàõ À è Â. Çàìåòèì, ÷òî MX = KX , MY = KY ,

MXY KXY OYXD D D= = , ïîýòîìó MOYX  – ðàâíîáîêàÿ
òðàïåöèÿ è MXO MYOÐ = Ð . Çíà÷èò, 180MXAÐ = ° -

MYO BYM- Ð = Ð . Äàëåå, òðåóãîëüíèêè AXK  è KYB  ïî-
äîáíû, òàê êàê èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüí û,
ïîýòîìó KX/XA = BY/YK . Îòñþäà ïîëó÷àåì

MX KX BY BY
XA XA YK YM

= = = .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è èç ðàâåíñòâà óãëîâ ÌÕÀ  è BYM
íàõîäèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ÌÕÀ è BYM  ïîäîáíû.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü äâóìÿ äîêàçàííûìè ïîäîáèÿìè, ïîëó -
÷àåì

MA MX KX AK
BM BY BY KB

= = = ,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî MK  – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ÀÌÂ .
4 (Á.Ôðåíêèí). Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî (íå

ìåíåå äâóõ) òðåóãîëüíèêîâ. Îäèí èç íèõ ðàâíîáåäðåíí ûé
(íå ðàâíîñòîðîííèé), à îñòàëüíûå ðàâíîñòîðîííèå. Íà éäèòå
óãëû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

( Îòâåò : 90 , 60 , 30 .° ° ° )
5 (Á.Ôðåíêèí). à) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü

êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê, ò.å. ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîí û êî-
òîðîãî ëåæàò íà ëèíèÿõ ëèñòà áóìàãè â êëåòêó? (Óêàæ èòå âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.)

á) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü êëåò÷àòûé ìíî ãî-
ãðàííèê, ò.å. ìíîãîãðàííèê, ñîñòàâëåííûé èç îäèíàêî âûõ
êóáèêîâ, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó ãðàíÿìè?

( Îòâåò : à) 0, 1, 2 èëè 4; á) 0, 1, 2, 3, 4, 5 èëè 9.)
6 (À.Çàñëàâñêèé). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðî â

ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷å-
ðåç 3 çàäàííûå òî÷êè À, Â, Ñ (ò.å. íà êàæäîé ñòîðîíå èëè åå
ïðîäîëæåíèè ëåæèò ðîâíî îäíà èç çàäàííûõ òî÷åê).

( Îòâåò : îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû ðàâíî-
áåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè ÀÂ, ÂÑ, ÑÀ è
óãëàìè 120° , ïîñòðîåííûõ âíóòðü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.)

7 (Ä.Øíîëü). Ìàëü÷èê ñ ïàïîé ñòîÿò íà áåðåãó ìîðÿ. Å ñëè
ìàëü÷èê âñòàíåò íà öûïî÷êè, åãî ãëàçà áóäóò íà âûñî òå 1 ì
îò ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, à åñëè ñÿäåò ïàïå íà ïëå÷è, òî  íà âûñîòå
2 ì. Âî ñêîëüêî ðàç äàëüøå îí áóäåò âèäåòü âî âòîðî ì ñëó÷àå?
(Íàéäèòå îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî 0,1; ðàäèóñ Çåìëè ñ÷è òàéòå
ðàâíûì 6000 êì.)

( Îòâåò : â 2  ðàç.)
8 (Ë.Åìåëüÿíîâ). Êàêèå òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü íà

òðè òðåóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè ðàäèóñàìè îïèñàííûõ îêðó æíî-
ñòåé?

( Îòâåò : âñå, êðîìå ðàâíîáåäðåííûõ íåîñòðîóãîëüíûõ.)
9 (Á.Ôðåíêèí). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí

òðåóãîëüíèêîâ ñ çàäàííûìè îðòîöåíòðîì è öåíòðîì îïè ñàí-
íîé îêðóæíîñòè.

( Óêàçàíèå: ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû À òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
äî åãî îðòîöåíòðà ðàâíî óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò öå íòðà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ñòîðîíû ÂÑ. )

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë À.Çàñëàâñêèé

Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà» – ÷àñòü ïðîãðàììû Ìåæ-
äóíàðîäíîãî èíòåëëåêò-êëóáà «Ãëþîí». Öåëü òóðíèðà –
ïîääåðæêà òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè, ïðîÿâèâøåé èíòåðåñ ê
ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì è íîâûì èíôîðìàöèîííûì òåõ-
íîëîãèÿì. Çàäà÷à îðãàíèçàòîðîâ òóðíèðà – ñîçäàíèå â ðå-
ìåííûõ òâîð÷åñêèõ êîëëåêòèâîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñîâðåìåíí ûõ

íàó÷íûõ ïðîáëåì. Â òàêèå êîëëåêòèâû âõîäÿò øêîëüíèê è,
ó÷èòåëÿ, ñòóäåíòû, àñïèðàíòû, ó÷åíûå.

Òóðíèð ïðîâîäèòñÿ â âèäå èíòåëëåêòóàëüíîãî ñîðåâíîâ à-
íèÿ ìåæäó êîìàíäàìè (ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé) â äâà ò óðà
– çàî÷íûé è î÷íûé.

Ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð
«Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»
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XI Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»
Ïî èòîãàì äâóõ òóðîâ òóðíèðà àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì

ñòàëà êîìàíäà ÔÌË 1580 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåíí îì
òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý.Áàóìàíà, ïî ëó÷èâ-
øàÿ ïåðåõîäÿùèé ïðèç «Õðóñòàëüíûé ãëîáóñ». Äèïëîìàì è
I ñòåïåíè áûëè íàãðàæäåíû êîìàíäû ÔÌË 1580 ïðè ÌÃÒÓ  è
ëèöåÿ 1511 ïðè Ìîñêîâñêîì èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêîì èíñò è-
òóòå, ñáîðíàÿ êîìàíäà Óäìóðòèè è ñáîðíàÿ êîìàíäà ãî ðîäà
Èæåâñêà. Äèïëîì II ñòåïåíè ïîëó÷èëà êîìàíäà Êëàññè÷ åñêî-
ãî ëèöåÿ 1 ïðè ÐÃÓ (ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó), à äèïëîì III  ñòåïåíè
– êîìàíäà ÌÒË ãîðîäà Ñàìàðû.

Çàî÷íûé òóð «Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå»

Ïðåäëàãàëîñü íà ïðèìåðå ïðîñòîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìî -
äåëè èçó÷èòü ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è îïð åäå-
ëèòü êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè ïî
çàäàííîìó ïîòåíöèàëó ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâè ÿ.
Ïîäðîáíî î ìîäåëè è êîíêðåòíîì çàäàíèè ìîæíî ïðî÷èò àòü
â «Êâàíòå» ¹ 5 çà 2006 ãîä. Çäåñü æå áóäåò ðàññêàçà íî ëèøü
î ðàçáîðå ýòîãî çàäàíèÿ.

Äâèæåíèå ÷àñòèö â êàïëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþ-
òîíà
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 – ðàäèóñ-âåêòîð
i -é ÷àñòèöû, ijF

ur
 – ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè i

è j , îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïîòåíöèàëó Ëåííàðòà–Äæîíñà. Ïðè
ìîäåëèðîâàíèè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñêîðîñòè ÷à ñòèö
âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâ åë-
ëà ñ íåêîòîðîé òåìïåðàòóðîé  T, óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïî
ñêîðîñòÿì çàäàåòñÿ èçîòðîïíûì. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññ òîÿíèå
ìåæäó ÷àñòèöàìè ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó 6

02r r* = , à
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êàïëè – ïðîèçâîëüíàÿ.

Íà÷àëüíàÿ ôîðìà äâóìåðíîé êàïëè áûëà âûáðàíà â âèäå
ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí 4:1 è ñîäåðæàë à
÷èñëî ÷àñòèö N = 160 ïðè Ò = 15 Ê. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðî-
âàíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ îòðû-
âàåòñÿ îò êàïëè (èñïàðÿåòñÿ) è îáðàçóåò ïàð, íàõîäÿ ùèéñÿ
â äèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñ æèäêîé ôàçîé. ×åðåç íåê îòî-
ðîå âðåìÿ êàïëÿ ïðèîáðåòàåò ôîðìó, áëèçêóþ ê øàðó. Òàêàÿ
ôîðìà ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíå ïîâåðõíîñò íîé
ýíåðãèè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå ïîòå í-
öèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ïðîïîðöèî -
íàëüíî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè êàïëè (äëÿ äâóìåðíîé êàï ëè â
êà÷åñòâå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âûñòóïàåò åå ïåðèìåòð) .

Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò èçìå íå-
íèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1. Âåëè-
÷èíà êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ îïðåäåëÿ åò-
ñÿ êàê òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïîëó÷åííîé ïðÿìîé è ñîñ òàâëÿåò

83,33 10-×  ýðã/ñì ïðè Ò = 20 Ê.
Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðè Ò = 20 Ê îò ÷èñëà ÷àñòèö,

îáðàçóþùèõ êàïëþ. Êàê âèäíî, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷à ñòèö
êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïëàâíî âîçðàñò àåò
è ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàêðîñê îïè-
÷åñêè áîëüøîìó ÷èñëó ÷àñòèö.

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
îò òåìïåðàòóðû äëÿ êàïëè, ñîäåðæàùåé 160 ÷àñòèö, ïð èâå-
äåíà íà ðèñóíêå 3. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ïîäòâåðæä àåò

èçâåñòíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò óáûâàíèÿ êîýôôèöè-
åíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðà òó-
ðû, ÷òî ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ì åæäó
àòîìàìè.

Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî êîìàíäîé ñáîðíîé  Óäìóðòèè â
ñîñòàâå: Æóéêîâ Áîãäàí, Çàäóìèí Åâãåíèé, Ëåáåäåâ Àð òåì,
Ìîçãóíîâ Êèðèëë, Ïå÷åðñêèé Ðîìàí.

XII Òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà»

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» ïðèãëà-
øàåò ðåãèîíàëüíûå öåíòðû, ãèìíàçèè è øêîëû, ðàáîòàþ ùèå
ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XII Òóðíèðå «Êîì-
ïüþòåðíàÿ ôèçèêà» â ÿíâàðå – ôåâðàëå 2007 ãîäà.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ìîñê âà,
Ïðîëåòàðñêèé ïð.,15/2, ÌÈÊ «Ãëþîí»

Òåëåôîí: (495)517-80-14, ôàêñ: (495) 396-82-27
E-mail: gluon@yandex.ru
Ñàéò: www. gluon.informika.ruÐèñ. 1

Ðèñ. 2
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Çàî÷íûé òóð «Ëàçåðíàÿ èñêðà»

Ñîçäàíèå ëàçåðíûõ èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó -
÷åíèÿ â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ïîçâîëèëî ï îëó÷èòü
èíòåíñèâíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â âèäèìîì  äè-
àïàçîíå ÷àñòîò âïëîòü äî 10 12 210 10  Âò ñì- . Òàêèå çíà÷å-
íèÿ íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàëè ìîùíîñòè ñâåòîâûõ
ïîòîêîâ, äîñòèæèìûå â äîëàçåðíóþ ýïîõó. Êàê ðåçóëüò àò, â
ïåðâîé ïîëîâèíå 60-õ ãîäîâ XX âåêà áûë ýêñïåðèìåíòàë üíî
îáíàðóæåí öåëûé ðÿä íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ïîëî -
æèâøèõ íà÷àëî áóðíîìó ðàçâèòèþ íîâîé îáëàñòè ôèçèêè  –
íåëèíåéíîé îïòèêè. Îäíèì èç íèõ áûë ýôôåêò ïðîáîÿ ã àçîâ
èçëó÷åíèåì îïòè÷åñêîé ÷àñòîòû (ëàçåðíàÿ èñêðà), îáí àðó-
æåííûé â 1963 ãîäó.

ßâëåíèå ïðîáîÿ ãàçîâ âíåøíèìè ïîñòîÿííûìè èëè ïåðå-
ìåííûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïîëÿìè áûëî èçâåñòíî äàâíî è
èçó÷àëîñü åùå â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà. È õîòÿ ôèçèêà
ðàçâèòèÿ ýëåêòðîííîé ëàâèíû â ãàçàõ ïîä äåéñòâèåì â íåø-
íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñòàëà ïîíÿòíà åùå â 20-õ ã îäàõ,
ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå ëàçåðíîé èñêðû â ïîëå èçëó-
÷åíèÿ ðóáèííîãî ëàçåðà âûçâàëî ñåíñàöèþ â íàó÷íîì ì èðå.

Ëàâèíîîáðàçíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â ôîêóñå
ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå èîíèçàöèè à òîìîâ
(ìîëåêóë) ãàçà ýëåêòðîíàìè, êîòîðûå íàáèðàþò ýíåðãè þ â
ïîëå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Â ñëó÷àå åñëè ýíåðãèÿ ýëå êòðîíà
ïðåâûøàåò ïîòåíöèàë èîíèçàöèè iI  àòîìà, òî ïðè ñòîëêíî-
âåíèè ýëåêòðîíà ñ àòîìîì ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ ì îæåò
ïðîèçîéòè ïðîöåññ èîíèçàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îáðàçó-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíûé èîí è åùå îäèí ýëåêòðîí:

2A e A e+++ ® + . Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà – â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì åå õàðàêòåðèçîâàòü êîíñòàíòîé ñêîðîñòè  ik  –
ðåçêî çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëíû.
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò è êàíàëû ãèáåëè ýëåêòðîíîâ: ýòî,
ïðåæäå âñåãî, äèôôóçèîííûé óõîä ýëåêòðîíîâ èç ôîêàë üíî-
ãî îáúåìà, à òàêæå ïðîöåññ ïðèëèïàíèÿ. (Ïîä ïðèëèïàí èåì
ïîíèìàþò ïðîöåññ ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíà íà íåéòðàëü íûé
àòîì (ìîëåêóëó) ñ îáðàçîâàíèåì îòðèöàòåëüíîãî èîíà.  Àòî-
ìû (ìîëåêóëû), ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå ñâÿç àí-
íûå ñîñòîÿíèÿ îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ, íàçûâàþò ýëåêòðî îò-
ðèöàòåëüíûìè. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, àòîìû  è
ìîëåêóëû êèñëîðîäà.) Â äàëüíåéøåì ïðîöåññ ïðèëèïàíè ÿ
áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êîíñòàíòîé ñêîðîñòè ak . Çíà÷åíèÿ
ýòîé êîíñòàíòû, à òàêæå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ýëåêò ðî-
íîâ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííûì è è
íåçàâèñÿùèìè îò èíòåíñèâíîñòè âîçäåéñòâóþùåãî èçëó÷ å-
íèÿ.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàçâèòèÿ ëàâèíû â ïîëå
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áà-
ëàíñà ýëåêòðîíîâ, ðîæäàþùèõñÿ â ïîëå ëàçåðíîãî èçëó ÷å-
íèÿ è ãèáíóùèõ â ðåçóëüòàòå ïðîöåññîâ ðåêîìáèíàöèè,
ïðèëèïàíèÿ è äèôôóçèè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðîöåññîâ óðàâ íå-
íèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ n â îáúå-
ìå ñôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà (â ïðèáëèæåíèè ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ôîêóñèðîâêè) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

( ) ( )( )2

2

,, 1
i a

rn r tn r t
D n n

t r r
n n

¶¶
= + -

¶ ¶
,      ( * )

ãäå D  – êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ýëåêòðîíîâ, i iNkn =  è
a aNkn =  – ÷àñòîòû èîíèçàöèè è ïðèëèïàíèÿ, ik  è ak  –

ââåäåííûå ðàíåå êîíñòàíòû ñêîðîñòè, N  – êîíöåíòðàöèÿ
àòîìîâ (ìîëåêóë). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ( * ) íåîáõîäèìî
çàäàòü íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàòðàâî÷íû õ ýëåê-
òðîíîâ, ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ðàçâèòèå ýëåêòðîííîé ë àâèíû
â ãàçå. Â ðåàëüíîñòè îíè âîçíèêàþò çà ñ÷åò ýôôåêòà ìíîãî-
ôîòîííîé èîíèçàöèè àòîìîâ ñèëüíûì ëàçåðíûì ïîëåì, è îíè-

çàöèè ïðèìåñíûõ ìèêðî÷àñòèö, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè âñ åãäà
ïðèñóòñòâóþò â ãàçàõ, ÷àñòèö êîñìè÷åñêîãî ôîíà èçëó ÷åíèÿ
è äðóãèõ ïðè÷èí.

Çàäàíèå

Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ( * ), îïèñûâà-
þùåãî ðàçâèòèå ýëåêòðîííîé ëàâèíû â ïîëå ëàçåðíîãî èì-
ïóëüñà ñ èíòåíñèâíîñòüþ P è äëèòåëüíîñòüþ t . Ñ÷èòàéòå,
÷òî èìïóëüñ èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó. Ðàçìåð îáëàñ òè
ôîêóñèðîâêè 0R . Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå ( * ) îïèñûâàåò
äèôôóçèþ ýëåêòðîíîâ â áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå, îä íàêî
ïðè ÷èñëåííîì åãî èíòåãðèðîâàíèè èç ôèçè÷åñêèõ ñîîá ðàæå-
íèé íåîáõîäèìî âûáðàòü íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé ðàçìå ð
îáëàñòè ñ÷åòà max 0R R> .

1. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîé èíòåíñèâíîñòè î ïòè-
÷åñêîãî èçëó÷åíèåì 2CO  ëàçåðà ( l = 10,6 ìêì) â çàâèñèìî-
ñòè îò äàâëåíèÿ îêðóæàþùåãî ãàçà. Ðàñïðåäåëåíèå èíò åíñèâ-
íîñòè èçëó÷åíèÿ ïî ðàäèóñó òàêîâî: ( )2 2

0 0expP P r R= - .
2. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîé èíòåíñèâíîñòè î ï-

òè÷åñêîãî ïðîáîÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïÿòíà ôîê óñè-
ðîâêè.

3. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîé èíòåíñèâíîñòè î ïòè-
÷åñêîãî ïðîáîÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèòåëüíîñòè ëàçåðí îãî
èìïóëüñà.

Âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäèòå äëÿ ãåëèÿ (ýôôåêò ïðèëèï à-
íèÿ îòñóòñòâóåò) è âîçäóõà (ñìåñü àçîòà è êèñëîðîäà , ìîëå-
êóëû êèñëîðîäà îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýëåêòðîîòðèöàòåëü íî-
ñòè). Ïîä ïîðîãîì ïðîáîÿ áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ èíòåí ñèâ-
íîñòü èçëó÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé çà âðåìÿ èìïóëüñà â öå íòðå
ôîêàëüíîãî ïÿòíà ñòåïåíü èîíèçàöèè îáðàçóþùåéñÿ ïëà çìû
óñïåâàåò âîçðàñòè äî çíà÷åíèÿ 0,01n Na = » .Èññëåäîâà-
íèÿ ïðîâåäèòå â äèàïàçîíå ð = 0,001 – 1 àòì (òåìïåðàòóðó
ãàçà ñ÷èòàòü ðàâíîé 300 Ê); ðàäèóñ ïÿòíà ôîêóñèðîâê è R =
= 0,01 – 0,3 ñì; äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà 9 610 10t - -= - ñ.

Èñïîëüçóéòå ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè è çíà÷åíèÿ ïàðàìå ò-
ðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ( * ):

êîíñòàíòà ñêîðîñòè ïðèëèïàíèÿ ýëåêòðîíîâ ê ìîëåêóëå
êèñëîðîäà 13 310  ñì cak -= ;

êîíñòàíòû ñêîðîñòè èîíèçàöèè â âîçäóõå ik =

( )expAN B E= - , 8 34,6 10  ñì ñA -= × , 61,37 10  ñì ÂB = × ,

â ãåëèè ( )expik AN B E= - , 8 30,9 10  ñì ñA -= × , 1,46B = ´

´ 710  ñì Â ;

êîýôôèöèåíò ýëåêòðîííîé äèôôóçèè D = C/N ,

( )223 10 1 ñì ñC = × × .
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Â.Àëüìèíäåðîâ, À.Ïîïîâ, Î.Ïîïîâè÷åâà
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1. Ïðîâåäåì 6 êðóãîâ ðàäèóñà à ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ àóäè-
òîðèè-øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ.1). Êàæäûé ñòóäåíò ïîïàäà åò
ëèáî â 2, ëèáî â 3, ëèáî â 6 êðóãîâ (òî÷êà â öåíòðå ). Ïî-

ñêîëüêó õðàïîìåòðû â ñóììå
çàôèêñèðîâàëè 7 ñïÿùèõ, òî
äâîå ñïÿùèõ ñòóäåíòîâ ïîïà-
ëè â ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðóãîâ,
à îäèí – â ïåðåñå÷åíèå 3 êðó-
ãîâ. Âñåãî íà ëåêöèè ñïàëè 3
ñòóäåíòà.
2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
òî÷êà Ð ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíà-
ëåé ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé êà-
êîé-ëèáî äèàãîíàëè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà (ðèñ.2).
Ïóñòü òî÷êà Ì  – ñåðåäèíà äè-

àãîíàëè BD . Åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ð, òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ÀÐÌ  ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÑÐÌ , òàê
êàê

1
2ABM CDM ABCD ABP CDPS S S S SD D D D+ = = + .

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÌÐ  ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé â òðåóãîëüíèêå
ÀÑÌ , ò.å. òî÷êà Ð – ñåðåäèíà äèàãîíàëè ÀÑ.
3. Íåâåðíî. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 288 íå ñóùåñòâóåò íàò ó-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

ðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ,
÷òî

288 = n + S (n)    (à)

èëè

288 = n – S (n),   (á)

ãäå S( n) – ñóììà öèôð
÷èñëà n.
Äîêàæåì íåâîçìîæíîñòü
ðàâåíñòâà (à). Ýòîìó ðà-
âåíñòâó ìîãóò óäîâëåòâî-
ðÿòü íå ïðåâûøàþùèå 288
íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äå-
ëÿùèåñÿ íà 9 (ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà n è S(n) èìåþò îäè-
íàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 9). Ïîñêîëüêó â ýòîì  ñëó÷àå
S(n) < 2 + 9 + 9 = 20, òî ñëåäóåò ïåðåáðàòü è ïðîâåðèòü  òîëü-
êî äâà ÷èñëà: 270 è 279. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, íè îä íî èç íèõ
íå ïîäõîäèò.
Äëÿ ïðîâåðêè íåâîçìîæíîñòè ðàâåíñòâà (á) ïåðåáåðèòå  òðåõ-
çíà÷íûå ÷èñëà n, áîëüøèå 288, íî ìåíüøèå 288 + 27 = 315,
ïîñêîëüêó äëÿ íèõ çàâåäîìî S( n) < 9 + 9 + 9 = 27.
4. Ïóñòü à – äëèíà ëåâîãî ïëå÷à ðû÷àæíûõ âåñîâ, b – äëèíà
ïðàâîãî ïëå÷à, k – âåñ êîëáàñû, ñ – âåñ ñàõàðà. Òîãäà, ïî
ïðàâèëó ðû÷àãà, ca = 8b, kb = 2a, îòêóäà kc = 16. Èç ðàçëè÷-
íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà 16 íà ìíîæèòåëè: 16 16 1 8 2= × = × =

4 4= ×  òîëüêî ïåðâûé âàðèàíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è .
Èòàê, êîëáàñà âåñèò 16 êã, à ñàõàð – 1 êã ñîîòâåòñòâåííî,

ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãèïîòåíóçà z áûëà òî÷íûì êâàäðàòîì:
2 2 2m n g+ = ,                        (2)

ãäå g – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî, ìû íàçîâåì èõ ïîäõîäÿùèìè .

Àëãîðèòì «ñáîðêè» ýéëåðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóþ-
ùèé.

1. Âîçüìåì äâà ïîäõîäÿùèõ òðåóãîëüíèêà, âûáðàâ
íóæíóþ ïàðó ÷èñåë 1 1,m n ; 2 2m n  è ðàññ÷èòàâ ïî íèì
äëèíû ñòîðîí 1 1 1, ,x y z ; 2 2 2, ,x y z  ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëü-
íèêîâ ïî ôîðìóëàì (1). Ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷èì
ñòîðîíû êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ: 1 1 1 1 1 1, ,k x k y k z ;

2 2 2 2 2 2, ,k x k y k z  òàê, ÷òîáû â èòîãå îêàçàëèñü ðàâíûìè
ñòîðîíû, ôîðìèðóåìûå ÷åòíûìè êàòåòàìè îñíîâíûõ ïè-
ôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ:

1 1 2 2k y k y= ,

èëè

1 1 1 2 2 2k m n k m n= ,                       (3)

ãäå 1 2,k k  – íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.
2. «Ñîáåðåì» íîâûé òðåóãîëüíèê, ñîâìåñòèâ ðàâíûå

êàòåòû äâóõ ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå òðåóãîëü-
íèêîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâîÿêî, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêàõ 1 è 2, íà êîòîðûõ èòîãîâûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ
âûäåëåí êðàñíûì öâåòîì. Ñòîðîíû à è b îêîí÷àòåëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà îáðàçîâàíû ãèïîòåíóçàìè ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå,
à òðåòüÿ ñòîðîíà ðàâíà ñóììå êàòåòîâ ýòèõ òðåóãîëüí è-

(Íà÷àëî  ñì. íà ñ. 16)

êîâ:

( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2c k m n k m n= - + -

èëè èõ ðàçíîñòè:

( ) ( )2 2 2 2
2 1 1 1 2 2 2c k m n k m n= - - - .

Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî, íî òåõíè÷åñêè ãðîìîçäêîãî óï-
ðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèò üñÿ
â òîì, ÷òî êàê â îäíîì, òàê è â äðóãîì ñëó÷àå òðåóã îëü-
íèê ÀÂÑ ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, ò.å. ó íåãî âñå òðè áèññåê-
òðèñû âûðàæàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïîñòðîåííûå íàìè òðåóãîëüíèêè îáëàäàþò öåëûì áó-
êåòîì è äðóãèõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, ó í èõ
íå òîëüêî ñòîðîíû, íî è ïëîùàäü âûðàæàþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè (òàêèå òðåóãîëüíèêè ïî òðàäèöèè íàçûâàþò
ãåðîíîâûìè). À îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå òðè âûñîòû,
ðàäèóñ âïèñàííîé è ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðå -
óãîëüíèêà ÀÂÑ âûðàæàþòñÿ ðàöèîíàëüíî. Íàâåðíîå,
Ëåîíàðä Ýéëåð ïîðàäîâàëñÿ áû òàêîìó ðåçóëüòàòó.

Ð.Ñàðáàø, À.Åëèçàðîâ

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ 40 ÷èñåë íå íàéäó òñÿ
äâà ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 81.
Íàçîâåì äîïîëíèòåëüíûì  ê âûáðàííîìó ÷èñëó äðóãîå ÷èñëî,
â ñóììå ñ âûáðàííûì äàþùåå 81. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âì åñòå
ñ âûáðàííûìè âñå äîïîëíèòåëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ïåð-
âûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 80 âêëþ÷èòåëüíî. Êðîì å òîãî,
èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ÷èñåë, äîïîëíèòåëüíûõ  ê âûá-
ðàííûì 20 íå÷åòíûì ÷èñëàì, ðàâíà ñóììå ÷èñåë, äîïîë íè-
òåëüíûõ ê âûáðàííûì 20 ÷åòíûì ÷èñëàì. À òàê êàê äîï îëíè-
òåëüíûì ê ÷åòíîìó ÷èñëó ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî íå÷åòíîå, à äîïîë-
íèòåëüíûì ê íå÷åòíîìó ÷èñëó – ÷åòíîå, òî ïîëó÷àåòñÿ , ÷òî
âñå ÷åòíûå ÷èñëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà îò 1 äî 80 äàþò òàêóþ
æå ñóììó, ÷òî è íå÷åòíûå ÷èñëà â ýòîì æå ïðîìåæóòêå , ÷òî
íåâåðíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæä åíèå
çàäà÷è.
17. Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñ òè
(îíà æå – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà  ÀÂÑ)
– òî÷êè Î  (ðèñ. 3).
Ïðîâåäåì PQ ^  AB è äîêàæåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê CPQO
– ðîìá. Èç ðàâåíñòâà DACP = DAQP (òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî

ãèïîòåíóçå è îñòðîìó
óãëó) ñëåäóåò CP =
= PQ  è ÐCPA =
= ÐQPA = 67,5o. Òàê
êàê ÐBCD  = 45 o, òî
ÐÑÎÐ  = 180 î  – ÐÎÑÐ –
–ÐÎÐÑ  = 67,5 î . Îòñþäà
ÑÐ = ÑÎ . Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ì  òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêîâ ÎÐ  è CQ.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå CPQ  îòðåçîê ÌÐ  ÿâëÿåòñÿ
áèññåêòðèñîé, çíà÷èò, îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìåäèàíîé è âûñîòîé.
Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ÎÑÐ  âûñîòà ÑÌ  ÿâëÿåòñÿ
ìåäèàíîé. Îòñþäà OM  = MP , CM  = MQ , ÷åòûðåõóãîëüíèê
CPQO  – ïàðàëëåëîãðàìì. Îí æå – ðîìá, òàê êàê ÎÑ = ÑÐ =
= PQ .
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå PBQ   ÐQPB  = 45 î , ïîýòîìó
QB = PQ = PC .
Âçÿâ ôèêñèðîâàííûé ðàñòâîð öèðêóëÿ, ðàâíûé ÐÑ, èç òî÷êè
Â íà ïðÿìîé ÀÂ ñòðîèì òî÷êó Q, à çàòåì èç òî÷åê Q è Ñ äâó-
ìÿ çàñå÷êàìè ñòðîèì òî÷êó Î .
Çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâå ííî.
18. à) Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

( )24 2 2 4 2 2 2 2x x y y x y x y+ + = + - = ( )( )2 2 2 2x y xy x y xy+ + + - .

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàòóðàëüíûõ õ, ó  ÷èñëî 4 2 2x x y+ +
4y+  äåëèòñÿ íà 2 2x xy y+ + .

Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ z, t  èìååì
16 8 8 16z z t t+ +  äåëèòñÿ íà 8 4 4 8z z t t+ + ,
8 4 4 8z z t t+ +  äåëèòñÿ íà 4 2 2 4z z t t+ + ,

4 2 2 4z z t t+ +  äåëèòñÿ íà 2 2z zt t+ + .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà 2a z= , b = zt, 2c t=  óäîâëåòâîðÿþò
òðåáóåìûì óñëîâèÿì äåëèìîñòè, à äëÿ âûïîëíåíèÿ îñòà ëüíûõ
óñëîâèé äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ïðè ýòîì 101 10z t= + > .
á) Ïóñòü a, b, c  – ÷èñëà, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü 2A a= , 2B b= , 2C c= .

Ðèñ. 3

îäíî èç ïëå÷åé ðû÷àæíûõ âåñîâ â 8 ðàç äëèííåå äðóãî ãî.
5. Ðå÷ü èäåò îá ýëåêòðèçàöèè ÷åðåç âëèÿíèå. Ïðè ïîäíå ñåíèè
ê ëèöó çàðÿæåííîãî ïðåäìåòà ïðîèñõîäèò ýëåêòðèçàöèÿ  ìèê-
ðîâîëîñêîâ íà êîæå ëèöà, êîòîðàÿ ïðè «øåâåëåíèè» âû çûâà-
åò íà êîæå îùóùåíèÿ, êàê áóäòî ëèöà êîñíóëàñü íåâèä èìàÿ
ïàóòèíà.

19. Ïî âèíå ðåäàêöèè â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è áûëà äîïóùå íà
íåòî÷íîñòü. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó óñëîâèÿ:
Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r íàçîâåì õîðîøèì, åñëè ìîæíî íàéòè
p + q  ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà ïåðâûõ p

èç êîòîðûõ ðàâíà ñóììå îñòàëüíûõ q, ïðè÷åì 
p

r
q

= . Óêàæè-
òå ìíîæåñòâî âñåõ õîðîøèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Î÷åâèäíî, ÷òî õîðîøèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà 
p
q  óäîâëåòâîðÿ-

þò íåðàâåíñòâó 1
p
q

> . Äîêàæåì, ÷òî 1 2
p
q

< + . Åñëè ÷èñëî
p
q  õîðîøåå, òî, ïî óñëîâèþ, äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòå ëüíî-

ãî öåëîãî m äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(m + 1) + ( m + 2) + … + ( m + p) = ( m + p + 1) +

+ ( m + p + 2) + … + ( m + p + q ).   (1)

Îáîçíà÷èì l = p – q . Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðà-
âåíñòâî (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

2 22 2ml l l q+ + = ,                          (2)

èëè 
2

2

2 1
2

l l m
q qq

+
+ × = . Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïîñ-

ëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó 
2

2 2
l

q
< , îòêóäà

ñëåäóåò 1 2
p
q

< + .

Ïóñòü 
a
b

g =  – ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâà-

ëà ( )1; 1 2+ . Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü m, p = na è

q = nb (n íàòóðàëüíîå) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî (1). Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ  p = na , q = nb  â ðàâåí-
ñòâî (2), ïîëó÷èì

( ) ( )
( )

222

2

b n n a b a b
m

a b

- - - -
=

- .               (3)

Ïóñòü 
( )

2

r a b
n

-
= , ãäå r – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

ïîäëåæàùåå äàëüíåéøåìó ïîäáîðó, ïðè÷åì ÷åòíîå, åñëè  ÷èñ-

ëà à è b ðàçíîé ÷åòíîñòè. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåí-
ñòâî (3), ïîëó÷èì

( )2 22 2

4

r b ab a
m

+ - -
= .                     (4)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü

!! !! !! !

4 1, åñëè    è    íå÷åòíû,

4 2, åñëè è  ðàçíîé  ÷åòíîñòè,

s a b
r

s a b

+ì
= í +î

ãäå s – ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî âûðàæåíèå â ï ðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, à ñ ó÷åòîì

îãðàíè÷åíèé 1 1 2
a
b

£ < +  – íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Èòàê, èñêîìîå ìíîæåñòâî õîðîøèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêî-

âî: ( )1; 1 2+ .
20. à) Â ðåçóëüòàòå ðàçðåçîâ êàæäàÿ êëåòêà äîñêè îêàçûâàåò-
ñÿ ðàçðåçàííîé íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà. Â  òåõ
÷àñòÿõ, íà êîòîðûå ðàçäåëèëàñü â ðåçóëüòàòå äîñêà, ýòè òðåó-
ãîëüíèêè ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïî îáùèì êàòåòàì. Ñóì-
ìàðíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ îáùèõ êàòåòîâ íà âñåé äîñêå  íå-
òðóäíî ïîäñ÷èòàòü – îíî ðàâíî 2 7 8 112´ ´ = , à îáùåå êîëè-
÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî 2 64 128´ = . Ïóñòü äîñêà ðàçäå-
ëèëàñü íà n ÷àñòåé è êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ â ýòèõ ÷àñòÿõ
ðàâíû 1 2, , , na a aK . Òîãäà 1 2 128na a a+ + + =K . Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ÷òîáû â i- é ÷àñòè  (äëÿ êàæäîãî i  = 1, 2, …, n) ñîåäè-
íèòü âñå òðåóãîëüíèêè â îäíî öåëîå, íåîáõîäèìî çàäå éñòâî-
âàòü íå ìåíüøå ( )1ia -  îáùèõ êàòåòîâ. Ïîýòîìó ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî îáùèõ êàòåòîâ íå ìåíüøå ( ) ( )1 21 1a a- + - + K

( )1 128na n+ - = -K . À òàê êàê ýòî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
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ãäå d öåëîå. Îòñþäà ( ) ( )11 1 1

ppa p k p k pda a +- = + - = + . Ïî-
ñêîëüêó k íå äåëèòñÿ íà ð, òî î÷åâèäíî, ÷òî b äåëèòñÿ íà ð è
íå äåëèòñÿ íà 2p . (Íåñêîëüêî èíîå äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåä-
íåãî óòâåðæäåíèÿ ñì. â ðåøåíèè çàäà÷è Ì2032.) Ëåììà  äîêà-
çàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü 2a ³ , ð – íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî è âûïîë-
íåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ 2a ¹  è 3p ¹ . Òîãäà 1pa +
èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì ÷èñ ëà
à + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

( )( )1 2 21 1 1p p pa a a a a a- -+ = + - + + - + =K ( )1a b+ .

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ÷èñëà à + 1 è b íå ìîãóò èìåòü îáùåãî
äåëèòåëÿ r, îòëè÷íîãî îò 1 è îò ð. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè à + 1
äåëèòñÿ íà r, òî è 1ka +  äåëèòñÿ íà r ïðè ëþáîì íå÷åòíîì k;
åñëè æå k = 2 m, òî 1ka -  äåëèòñÿ íà ÷èñëî 2 1a - , êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà r. Çíà÷èò, b = rl + p , ãäå l  – íåêîòî-
ðîå öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ÷èñëî b äåëèòñÿ íà r ëèøü ïðè
r = 1 èëè r = ð .
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé nb p= , à + 1
äåëèòñÿ íà ð. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Âíà÷àëå
ïîêàæåì, ÷òî b > p . Èìååì 2 1 1b a a a p³ - + ³ + ³ . Èç óñëî-
âèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íåðàâåíñòâ ýòîé öåïî÷ê è åñòü
ñòðîãèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ë åììû 1,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî b íå äåëèòñÿ íà 2p , ÷òî è çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî.
Èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 1yx -  è 1tz +
èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû 2 ñðàçó ñëåäóåò è åäèíñòâåííî ñòü ðå-
øåíèÿ ( ) ( ), , 3, 2, 3x z t =  óðàâíåíèÿ 2 1tx z- = , ãäå x Î P ,

,z t Î N , t > 1. (Ñð. ýòî çàìå÷àíèå ñ óïðàæíåíèåì 2.)
5. ×èñëî 1px -  äåëèòñÿ íà ð, è â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà
õ – 1 äåëèòñÿ íà ð. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 1px - + +K  äåëèòñÿ íà ð.
Âñëåäñòâèå ëåììû Ãåíçåëÿ (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è Ì2032)  ýòà
ñóììà íå äåëèòñÿ íà 2p .
6. à) 3 1x pt= + , ãäå z pt y= . Òàê êàê 2 1n +  ïðè n Î N  íå
äåëèòñÿ íà 3, òî ð íå÷åòíî. Çíà÷èò, òàê êàê

3
21 1

1 1 1
1 1

pt t
t t t

t t
+ +

³ = - + ³ + >
+ +

, òî 
1

, 1 1
1

pt
t t

t

æ ö+
+ = + =ç ÷+è ø

3a= , ãäå 0a > . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 3 pa , îòêóäà ð = 3,

1a = . Ïîëó÷èëè t + 1 = 3, t = 2. Äàëåå ñì. óïðàæíåíèå 1,á).
Îòâåò: ( )2, 2, 3 .
á) ( )1, 2, 2 .
7. à) 2 êðàòíî õ, õ = 2. Äàëåå ñì. óïðàæíåíèå 1, à). Ðåøåíèé
íåò.
á) ( )2, 2, 3 . Ýòî – ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 6 äëÿ 11 êëàññà
Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû 1999 ãîäà, êîòî ðàÿ
ôîðìóëèðîâàëàñü òàê: ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óð àâíå-

íèå ( )1 1
lk mn n+ = + , ãäå l  > 1. Äàäèì åå ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó 1 1k mn n+ + , òî k|m, è èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå ( )1 1 zyu u- = - , ãäå 3u ³ .

Ïóñòü 2 4y a= ³ . Òîãäà ( )1 zu -  êðàòíî 2 1u + . Çíà÷èò, åñëè
2 1u +  êðàòíî ð, òî u – 1 êðàòíî ð. Íî ( )2 21, 1 2u u+ - £ , ïî-

ýòîìó 2 1 2u b+ = . Îäíàêî 2 1u +  íå äåëèòñÿ íà 4.

Ïóñòü òåïåðü ó = 2. Òîãäà ( ) 11 1 zu u -+ = - , ( )1 2u - + =

( ) 11 zu -= - , ïîýòîìó 2 äåëèòñÿ íà u – 1, è u – 1 = 2.
Ïóñòü, íàêîíåö, ó êðàòíî ð, p > 2. Òîãäà 1 1pu - + +K  – íå-
÷åòíûé äåëèòåëü ÷èñëà ( )1 zu - . Ïîýòîìó ëþáîé ïðîñòîé äå-
ëèòåëü q ÷èñëà 1 1pu - + +K  äåëèò è u – 1; îòñþäà q = p , è

1 1pu pa- + + =K . Èç ëåììû Ãåíçåëÿ ñëåäóåò, ÷òî 1a = ; â òî
æå âðåìÿ, î÷åâèäíî, 1 1 1 1pu p- + + > + + =K K . Ïðîòèâîðå-
÷èå.

ðàâíî 112, òî 112 128 n³ - , è 16n ³ . Èòàê, ÷èñëî ÷àñòåé, íà
êîòîðûå ðàñïàäåòñÿ äîñêà, íå ìåíüøå 16. Ñ äðóãîé ñò îðîíû,
ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà îíî ðàâíî 16 (ðèñ. 4).  Òàêèì
îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: 16.

á) Ïëîùàäü ôèãóðû, êîòîðàÿ öåëèêîì íàõîäèòñÿ âíóòðè  äîñ-
êè (ò.å. íèêàêàÿ åå ñòîðîíà íå âûõîäèò íà ãðàíèöó ä îñêè), íå
ìåíüøå 2; ïëîùàäü ôèãóðû, êîòîðàÿ âûõîäèò íà ãðàíèö ó äîñ-
êè, íî íå ñîäåðæèò â ñåáå óãîë äîñêè, íå ìåíüøå 1; íàêîíåö,
ïëîùàäü ôèãóðû, ñîäåðæàùåé â ñåáå óãîë äîñêè, íå ìå íüøå
1
2

. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñóììàðíî å

÷èñëî ÷àñòåé íå ïðåâûøàåò 41. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæ íî
ïðèâåñòè ïðèìåð ðîâíî ñ 41 ÷àñòüþ (ðèñ.5). Ïîýòîìó îêîí÷à-
òåëüíûé îòâåò: 41.

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÀÒÀËÀÍÀ

1. à) Ðåøåíèé íåò. Óêàçàíèå: 3 3x º  èëè ( )1 mod 8 .
á) Òàê êàê ( )3 1 mod 4x º , òî x = 2 t ; îòñþäà 3 1tu = +  è

3 1tv = -  – ñòåïåíè äâîéêè. Çíà÷èò, ( ), 2v u v= = . Îòâåò:
( )2, 3 .
â) Ïðè ÷åòíîì õ àíàëîãè÷íî ïóíêòó á). Ïóñòü õ íå÷åòíî, òîã-

äà ( )( ) ( )11 1 1 2x yz z z A-- + + = - =K , ãäå À – ñóììà íå÷åòíî-

ãî ÷èñëà íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ. Çíà÷èò, À íå÷åòíî, îòêóäà
À = 1, õ = 1. Îòâåò: ( )2, 3, 3 .
ã) Ïðè ÷åòíîì õ ÷èñëî 1xn + , ãäå n Î N , íå äåëèòñÿ íà 4.
Ïðè íå÷åòíîì õ àíàëîãè÷íî ïóíêòó â) ïîëó÷àåì

1 1 1xz - - + =K , îòêóäà 1 1xz z+ = +  è, çíà÷èò, z = 1 ëèáî
õ = 1. Ðåøåíèé íåò.
2. ( )2, 3, 1  è ( )3, 2, 3 .
3. à) Ïóñòü , ,x y p Î N , x > y , p > 1. Òîãäà

p px y- =

( )( ) ( ) ( )1 1p px y x y x y x y- -= - + + ³ - + ³K ( ) 3 3x y- ´ ³ .

á) Ëåììà 1. Ïóñòü 2a ³ , ð – íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà
÷èñëî 1pa -  èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ÿâëÿþ-
ùèéñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà à – 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

( )( )1 2 21 1 1p p pa a a a a a- -- = - + + + + + =K ( )1a b- .

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ÷èñëà à – 1 è b íå ìîãóò èìåòü îáùåãî
äåëèòåëÿ q, îòëè÷íîãî îò 1 è îò ð. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè à – 1
äåëèòñÿ íà q, òî è 1ma -  äåëèòñÿ íà q ïðè ëþáîì íàòóðàëü-
íîì m. Çíà÷èò, b = ql + p , ãäå l  – íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïî-
ýòîìó b äåëèòñÿ íà q ëèøü ïðè q = 1 èëè q = p .
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà nb p=  è
à – 1 äåëèòñÿ íà ð. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Ïîñêîëüêó b > p , äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî b íå äåëèòñÿ íà

2p .
Åñëè 1a p ka= + , ãäå k íå äåëèòñÿ íà ð, òî

( ) 1 2 21
1 1

2

pp p
a p k p k p p ka a a+ -

= + = + + ´ ´ + =K

= 1 21 p k p da a+ ++ + ,
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â) Ñðàçó ñëåäóåò èç ïóíêòîâ à) è á).
9. Èìååì 11 t tx z a-- = , ãäå , 5z t ³ . Òàê êàê, êðîìå òîãî,
z t¹ , òî ëèáî 5z ³ è 7t ³ , ëèáî 7z ³ è 5t ³ . Îöåíèì

ñíèçó à. Ïî òåîðåìå Êàññåëñà 1 1t tx z a-= +  êðàòíî t . Ïî ìà-

ëîé òåîðåìå Ôåðìà ( )1 1 modtz t- º , ( )modta a tº . Çíà÷èò,
÷èñëî à + 1 êðàòíî t , 1a t³ - . Òàêèì îáðàçîì,

( ) { }1 6 7 4 5 61 min 5 6 , 7 4 2 10ttx z t-> - ³ ´ ´ > ´ .

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 710y > .

11. Òàê êàê ( )( )2 1 2 1 mk k z+ - =  è ( )2 1, 2 1 1k k+ - = , òî

2 1 mk u+ = , 2 1 mk v- = , ãäå ,u v Î N . Îòñþäà ïðè m > 1

áûëî áû 2 3m mu v= - ³ .
12. Åñëè m > 1, òî mx  êðàòíî 4.
13. à) Âñëåäñòâèå óïðàæíåíèÿ 10 ÷èñëî n + 1 ÷åòíî. Âîñïîëü-
çóéòåñü óïðàæíåíèåì 11. (Âòîðîé ñïîñîá: âîñïîëüçóéò åñü óï-
ðàæíåíèÿìè 11 è 12.)
á) Âñëåäñòâèå óïðàæíåíèÿ 10 ÷èñëî n íå÷åòíî. Âîñïîëüçóé-
òåñü óïðàæíåíèåì 12.

ÇÀÄÀ×È LXX ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

6 êëàññ

1. Íà ïåðâîì êàíàëå.
2. Òðîéêà. Ðàçëîæèì ÷èñëî 2007 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

2007 3 3 223= ´ ´ .

Îòñþäà ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îòìåòêè Âîâ î÷êè
– ýòî äâå äâîéêè è òðè òðîéêè. Íî íàäî åùå äîêàçàòü , ÷òî íåò
äðóãèõ âàðèàíòîâ îòìåòîê. Ïîñìîòðèì, êàê åùå ìîæíî ðàçëî-
æèòü 2007 íà ìíîæèòåëè: 2007 9 223 3 669= ´ = ´ . Ïîñêîëüêó
îòìåòêè áîëüøå 5 íå áûâàåò, ýòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà 20 07 íå
ìîãëè âîçíèêíóòü èç Âîâî÷êèíûõ îòìåòîê. Òàê êàê òðî åê ó
Âîâî÷êè áîëüøå, ÷åì äâîåê, è ïîñëåäíÿÿ îòìåòêà, êàê  íè ïå-
ðåñòàâëÿé ìíîæèòåëè, òðîéêà, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ò ðîéêó â
÷åòâåðòè îí ïîëó÷èò.
3. 700 çîëîòûõ ìîíåò. Çà êíèãó «Òðè ïîðîñåíêà-2» êàæäû é
àâòîð äîëæåí ïîëó÷èòü ÷åòâåðòü ãîíîðàðà. Íî òàê êàê  Íàô-
Íàô ñâîþ äîëþ óæå çàáðàë, Âîëêó ïðè÷èòàåòñÿ 1/3 îñò àòêà.

Çà êíèãó «Êðàñíàÿ øàïî÷êà-2» åìó
òàêæå ïîëàãàåòñÿ 1/3 ãîíîðàðà. Ïî-
ýòîìó âñåãî îí äîëæåí ïîëó÷èòü
òðåòü ïåðåäàííîé åìó ñóììû.
4. Ïëàí ãîðîäà ìîæåò áûòü, íàïðè-
ìåð, òàêèì, êàê íà ðèñóíêå 6.
5. Èç ïðåäëîæåííûõ ôèãóðîê ìîæíî
ñëîæèòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ôèãóðû,
èìåþùèå îñü ñèììåòðèè. Äâå ïðèâå-
äåíû íà ðèñóíêå 7. Ó îäíîé èç íèõ
îñü ñèììåòðèè âåðòèêàëüíàÿ, à ó
äðóãîé ïðîõîäèò ïî äèàãîíàëè. ÝòîÐèñ. 6
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íå ñëó÷àéíî – îñü ñèì-
ìåòðèè ôèãóðû, íàðèñî-
âàííîé ïî êëåòî÷êàì, ìî-
æåò áûòü ëèáî ïàðàë-
ëåëüíà ñòîðîíàì êëåòîê,
ëèáî èäòè ïîä óãëîì 45°
ê íèì. Ïîïðîáóéòå íàéòè
îñòàëüíûå äâà ðåøåíèÿ.
6. à) Äà; á) äà.   à) Ïóñòü âñå öàðåâíû íàçîâóò öàðåâ íàìè
Êîùååâûõ äî÷åê (ðèñ.8). Òîãäà Êîùååâûõ äî÷åê íàçîâó ò íå
ìåíåå òðåõ ðàç, à öàðåâåí – íå áîëåå ÷åì äâàæäû. Òà ê Èâàí
èõ è îòëè÷èò.
Ëþáîå èç ðåøåíèé ïóíêòà á), êîíå÷íî, ãîäèòñÿ è äëÿ
ïóíêòà à).

á) Ïóñòü òà öàðåâíà, êîòîðàÿ áóäåò îòâå÷àòü Êîùåþ ï åðâîé,
íàçîâåò ñðåäíþþ è ìëàäøóþ èç öàðåâåí, âòîðàÿ ïî ñ÷å òó –
ñòàðøóþ è ìëàäøóþ, ïîñëåäíÿÿ – ñòàðøóþ è ñðåäíþþ. Ò îãäà
äî÷åðè Êîùåÿ – òå äâå äåâóøêè, êîòîðûõ íå íàçâàëè ò ðîå îñ-
òàëüíûõ (ðèñ.9). Îøèáêè áûòü íå ìîæåò, âåäü êàæäóþ öà-
ðåâíó íàçûâàþò êàê ìèíèìóì äâîå. Òåïåðü Èâàí çíàåò,  êòî
öàðåâíû. Ñòàðøàÿ èç íèõ – òà, êîòîðóþ íå íàçâàëà ïå ðâàÿ èç
îòâå÷àâøèõ öàðåâåí. Ñðåäíÿÿ – òà, êîòîðóþ íå íàçâàë à âòî-
ðàÿ, à ìëàäøàÿ – îñòàâøàÿñÿ.

7 êëàññ

1. 7 ýòàæåé. Ïóñòü ñ øåñòîãî ýòàæà Òàíå íàäî áûëî ñïó ñòèòü-
ñÿ íà n ýòàæåé. Òîãäà Òàíÿ ïðîøëà «ëèøíèé ïóòü» ââåðõ äî
ïîñëåäíåãî ýòàæà è îáðàòíî äî øåñòîãî. Äëèíà ëèøíåã î ïóòè
1,5n – n = 0,5n ýòàæåé. Ïîëîâèíó ýòîãî ëèøíåãî ïóòè Òàíÿ
øëà ââåðõ, à ïîëîâèíó – âíèç. Çíà÷èò, ââåðõ îíà ïîä íÿëàñü
íà n/4 ýòàæåé. Åñëè îíà ïîäíÿëàñü íà îäèí ýòàæ ( n/4 = 1),
òî Òàíÿ æèâåò íà 4 ýòàæà íèæå Äàøè è â äîìå 7 ýòàæå é.
Åñëè æå n/4 ðàâíî 2 èëè áîëüøå, òî Òàíå ïðèøëîñü áû ñïóñ-
òèòüñÿ ñ øåñòîãî ýòàæà ìèíèìóì íà 8 ýòàæåé âíèç, ÷ò î íåâîç-
ìîæíî.
2. 11 ÷àñîâ 40 ìèíóò. Âî âðåìÿ ðàçãîâîðà ýíåðãèÿ àêêó ìóëÿ-

òîðà ðàñõîäóåòñÿ â 210
35

6
=  ðàç áûñòðåå, ÷åì â òî âðåìÿ,

êîãäà ðàçãîâîð íå âåäåòñÿ. Ïóñòü Àëåíà ïðîãîâîðèëà x ÷àñîâ.
Òîãäà ýíåðãèè àêêóìóëÿòîðà îñòàëîñü íà 6 – x ÷àñîâ ðàçãîâî-
ðà èëè íà 35(6 – x) ÷àñîâ îæèäàíèÿ. Ïî óñëîâèþ ýòî âðåìÿ
òàêæå ðàâíî x ÷àñîâ îæèäàíèÿ, ïîýòîìó 35(6 – x) = x, îòêóäà

35 6 35
36 6

x
´

= =  ÷àñîâ, ò.å. 5 ÷ 50 ìèí. È çíà÷èò, âñÿ ïîåçäêà

ïðîäîëæàëàñü 11 ÷ 40 ìèí.
Ïðèìå÷àíèå.  Îòâåòîì â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ãàðìî-
íè÷åñêîå ÷èñåë 6 è 210
(ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñ-
êèì ÷èñåë a è b íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

2 2
1 1

ab
a b a b

=
+ +

).

3. Ñì. ðèñ.10.
4. à) Íåò, íå âñåãäà;
á) äà, âñåãäà.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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Ðèñ. 12

à) Âñåãäà, êîãäà Áóðàòèíî
ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåðåêðåñòêó
A, îí óäàëÿåòñÿ îò ïåðåêðåñò-
êà C (ðèñ.11, à). Ïîýòîìó Áó-
ðàòèíî íå ñìîæåò ðàçëè÷èòü
ñëåäóþùèå äâå ñèòóàöèè:
1) êëàä çàêîïàí íà ïåðåêðåñò-
êå A, è ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó;
2) êëàä çàêîïàí íà ïåðåêðåñò-
êå C, è ðàäèî ëæåò.
á) Çàìåòèì, ÷òî åñëè Áóðàòè-

íî çíàåò, ÷òî ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó, òî îí ñìîæåò íà éòè êëàä.
Äåéñòâèòåëüíî, äâèãàÿñü ïî óëèöå BD ñâåðõó âíèç (ðèñ.
11,á), îí íàéäåò ãîðèçîíòàëüíóþ óëèöó, íà êîòîðîé ëåæèò
êëàä. Çàòåì, äâèãàÿñü ïî ýòîé ãîðèçîíòàëüíîé óëèöå ñëåâà
íàïðàâî, îí íàéäåò òî÷íîå ìåñòîïîëîæåíèå êëàäà. Åñë è æå
Áóðàòèíî çíàåò, ÷òî ðàäèî ëæåò, òî îí íàéäåò êëàä, äåéñòâóÿ
òåì æå ñïîñîáîì, íî çàìåíÿÿ óêàçàíèÿ ðàäèî íà ïðîòè âîïî-
ëîæíûå.
Ïóñòü âíà÷àëå Áóðàòèíî ïðåäïîëîæèò, ÷òî ðàäèî ãîâîð èò
ïðàâäó. Äåéñòâóÿ, êàê îïèñàíî âûøå, îí íàéäåò òî÷êó  T, â
êîòîðîé ìîæåò áûòü çàðûò êëàä, ëèáî ïîéìåò, ÷òî ðàä èî
ëæåò. Àíàëîãè÷íî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðàäèî ëæåò, Áóðà òèíî
íàéäåò òî÷êó L , â êîòîðîé ïðåäïîëîæèòåëüíî ëåæèò êëàä,
ëèáî ñìîæåò óñòàíîâèòü, ÷òî ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó.
Èòàê, ïðîäåëàâ ýòî, Áóðàòèíî ëèáî óæå óñòàíîâèë, ãî âîðèò
ëè ðàäèî ïðàâäó, ëèáî íàøåë äâå òî÷êè T è L , â îäíîé èç êî-
òîðûõ òî÷íî íàõîäèòñÿ êëàä.
Ðàññìîòðèì íà ïëàíå ãîðîäà òðè îòðåçêà (ðèñ.11, â).
Õîòÿ áû íà îäíîì èç íèõ íå ëåæèò íè T, íè L . Ïîýòîìó Áó-
ðàòèíî ìîæåò âñòàòü â îäèí èç êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà è ñîâåð-
øèòü ïåðåõîä â ñîñåäíþþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà ýòîì î òðåçêå
(ðèñ.11,ã). Ïðè ýòîì îí ïðèáëèçèòñÿ êàê ê T, òàê è ê L .
Òàêèì îáðàçîì Áóðàòèíî îïðåäåëèò, ëæåò ëè ðàäèî, è óçíàåò,
ãäå íàõîäèòñÿ êëàä.

8 êëàññ

1. 500 ÷åëîâåê.
2. Äà. ×èñëî N  ëåæèò íà ÷èñëîâîé îñè ìåæäó êàêèìè-òî
ïîäðÿä èäóùèìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè b è b + 1. Òîãäà ÷èñ-
ëî N  ëåæèò ìåæäó 2b  è ( )21b + .

Ñåðåäèíà îòðåçêà ( )22; 1b bé ù+ë û
 – ýòî ïîëóñóììà åãî êîíöîâ,

ò.å. ÷èñëî 2 1 2b b+ + . Òàê êàê ýòî ÷èñëî íåöåëîå, N íå ìî-
æåò ïîïàñòü òî÷íî íà ñåðåäèíó.
Åñëè N ëåæèò ñïðàâà îò ñåðåäèíû, òî

( )22 1 2 1 2 1 4N b b b> + + = + + , îòêóäà 1 2N b> + , ò.å.

N  áëèæå ê b + 1, ÷åì ê b.
Åñëè æå N ëåæèò ñëåâà îò ñåðåäèíû 2b , òîãäà

2 1 2N b b< + +  è, òàê êàê N íàòóðàëüíîå,

( )22 1 2 1 4N b b b£ + = + - , îòêóäà 1 2N b< + . Çíà÷èò,

N  áëèæå ê b, ÷åì ê b + 1.
3. 15. Êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà 15 èãð è ìîãëà íàáðàòü  ñàìîå
áîëüøåå 15 3 45´ =  î÷êîâ. Çíà÷èò, ó óñïåøíîé êîìàíäû íå
ìåíüøå 23 î÷êîâ.
Ïóñòü áûëî n óñïåøíûõ êîìàíä. Òîãäà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
íàáðàííûõ î÷êîâ íå ìåíüøå 23 n. C äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäîé
èãðå ðàçûãðûâàåòñÿ íå áîëåå 3 î÷êîâ, à âñåãî áûëî ñ ûãðàíî
16 15

2
´

 èãð. Ïîýòîìó âñåãî áûëî ðàçûãðàíî íå áîëåå

16 15
3 360

2
´

´ =  î÷êîâ. Çíà÷èò, 23 360n £ , îòêóäà n < 16.

Ïîêàæåì, ÷òî â ÷åìïèîíàòå ìîãëî áûòü 15 óñïåøíûõ êî ìàíä.
Ïðîíóìåðóåì êîìàíäû. Ïóñòü êîìàíäà íîìåð 16 ïðîèãðû âàåò
âñåì îñòàëüíûì. Ðàñïîëîæèì íîìåðà îñòàëüíûõ êîìàíä (÷èñ-

ëà îò 1 äî 15) ïî êðóãó.
Ïóñòü êàæäàÿ èç ýòèõ êî-
ìàíä âûèãðàåò ó ñëåäóþ-
ùèõ ïî êðóãó 7 êîìàíä (à
îñòàëüíûì ïðîèãðàåò).
Òîãäà 15 êîìàíä âûèãðàþò
ïî 8 èãð è íàáåðóò ïî 24
î÷êà.
4. Ïóñòü I  – öåíòð âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC (ðèc.12), òîãäà
I  ëåæèò íà áèññåêòðèñå
óãëà A. Òàê êàê òðåóãîëü-
íèê AMN  ðàâíîáåäðåí-
íûé, ïðÿìàÿ IA  ÿâëÿåòñÿ â
íåì íå òîëüêî áèññåêòðè-
ñîé, íî è âûñîòîé, ïîýòî-
ìó IA MN^ . Ïî óñëîâèþ KX MN^ , à çíà÷èò, IA  è KX
ïàðàëëåëüíû.
Çàìåòèì, ÷òî IK BC^ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî IK  è AC ïàðàë-
ëåëüíû. Çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê AXKI  – ïàðàëëåëîãðàìì,
ò.å. AX = KI . Íî â ïðÿìîóãîëüíèêå KIMC  ñòîðîíû IK  è IM
ðàâíû (êàê ðàäèóñû âïèñàííîé îêðóæíîñòè), à çíà÷èò,
KIMC  – êâàäðàò, îòêóäà CK = KI = AX .
5. Ìîæåò.  Ôóêñ çà 52 òóðà íàçûâàåò 252  êàðò – â êàæäîì
òóðå âñå êàðòû ïî ðàçó â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå, ïî ñëå ÷åãî
ãîâîðèò «ñòîï». Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé ðàç êàðòû ïåðåä âèãàþò-
ñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè: åñëè ïåðåäâèíóòà êàðòà a, òî ñëåäó-
þùåé áóäåò ïåðåäâèíóòà êàðòà b ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ñâî-
áîäíîãî ìåñòà (îíà áóäåò íàçâàíà ðàíüøå a). Â êàæäîì òóðå
õîòÿ áû îäíà êàðòà ñäâèíåòñÿ, çíà÷èò, ñäâèãîâ íå ìå íåå 52, è
êàæäàÿ êàðòà ñî ñâîåãî ìåñòà óéäåò. Ñ äðóãîé ñòîðîí û, êàæ-
äàÿ êàðòà ñäâèíóëàñü íå áîëåå 52 ðàç, ïîýòîìó ïîëíû é êðóã
(53 õîäà) îíà ñäåëàòü íå óñïååò è íà ñâîå ìåñòî íå âåðíåòñÿ.
Åñòü ìíîãî äðóãèõ âåðíûõ àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, Ôóêñ ó äî-
ñòàòî÷íî íàçâàòü âñå êàðòû â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì  ïîðÿä-
êå 51 ðàç (äîêàæèòå!).
6. 30°. Ïóñòü O, K , L  – ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC, AC è BD  ñî-
îòâåòñòâåííî, P – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD . Òî÷êè
K , L  ðàçëè÷íû (èíà÷å ABCD  – ðîìá è BMC BPCÐ < Ð =

90= ° ).
Ïîñêîëüêó óãëû BKC , BMC  è BLC  ïðÿìûå, òî÷êè K , M , L
ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BC. Õîðäà KM  ðàâíà
2
2

CD OC=  êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ACD , ïîýòîìó

òðåóãîëüíèê KOM ðàâíîñòîðîííèé è 60MOKÐ = ° . Àíàëî-
ãè÷íî, 60MOLÐ = ° , ïîýòîìó 120KOLÐ = ° . Âïèñàííûé
óãîë KBL îïèðàåòñÿ íà äóãó KL  èëè åå äîïîëíåíèå, ïîýòîìó
ðàâåí 60°  èëè 120° . Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðÿ-
ìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BKP  óãîë B ðàâåí 60°  è ïîýòî-
ìó 30BPKÐ = ° .
Çàìå÷àíèå . Ðåøåíèå â ðàâíîé ìåðå ïîäõîäèò äëÿ âûïóêëîãî
è íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

9 êëàññ

1. Äâà ðàçà. Ïóñòü â êàêîì-òî ãîäó âîçíèêëî îïèñàííîå  ñî-
âïàäåíèå. Åñëè íîìåð îëèìïèàäû äâóçíà÷íûé, òî åãî ñ óììà ñ
÷èñëîì, îáðàçîâàííûì ïîñëåäíèìè äâóìÿ öèôðàìè ãîäà,  äå-
ëèòñÿ íà 11 (ñóììà äâóõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öèôð a è b,
ðàâíà 11( a + b)). Ïîñêîëüêó êàæäûé ãîä ýòà ñóììà óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà 2, ñîáûòèå ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ íå ÷àùå ÷åì ÷åðåç 11
ëåò. È äåéñòâèòåëüíî, 81-ÿ è 92-ÿ îëèìïèàäû ïðîéäóò  â 2018
è 2029 ãîäàõ.
Åñëè íîìåð îëèìïèàäû òðåõçíà÷íûé, òî ïðåäïîñëåäíèå öèô-
ðû íîìåðà è ãîäà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ïðåäïîñëåäíåé ö èôðîé
èõ ðàçíîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî 0 èëè 9. Íî ðàçíîñòü ãîäà
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ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû è åå íîìåðà âñåãäà áóäåò ðàâíà  1937.
Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè íîìåð îëèìïèàäû ÷åòûðåõçíà÷íûé, òî ñóììû öèôð íî-
ìåðà è ãîäà ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó ëþáîå ÷èñëî äàåò ò àêîé æå
îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, ÷òî è ñóììà åãî öèôð,  ðà çíîñòü
ãîäà è íîìåðà äîëæíà äåëèòüñÿ íà 9. Íî îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 9 ÷èñëà 1937 ðàâåí 2. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìåòèì, ÷òî è â äàëüíåéøåì òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàò üñÿ íå
áóäåò.

2. 
ab
c

. Ïóñòü 0l  – îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è

CD . Òîãäà ïðÿìàÿ AB çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà 0y kx l= + ,
ïîýòîìó ÷èñëà a, b ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

2
0 0x kx l- + = . Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî

0l- . Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâåäåíèå àáñöèññ òî÷åê C è D  ðàâíî

0l- , è, ñëåäîâàòåëüíî, àáñöèññà òî÷êè D ðàâíà 
ab
c

.

3. (2; 3), (3; 5; 7). Ïóñòü d – ðàçíîñòü ïðîãðåññèè. Åñëè
d = 1, òî â ïðîãðåññèè åñòü ÷åòíûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó å äèí-
ñòâåííîå ÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî – ýòî 2, ïîëó÷àåì ïðî ãðåññèþ
(2; 3).
Åñëè d = 2, òî òðè ÷ëåíà ïðîãðåññèè a, a + 2 è a + 4 äàþò
ïðè äåëåíèè íà 3 ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè. Ïîýòîìó  îäèí
èç íèõ äåëèòñÿ íà 3 è, áóäó÷è ïðîñòûì ÷èñëîì, ðàâåí  3. Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì ïðîãðåññèþ (3; 5; 7).
Ïóñòü d > 2. Ïîñëåäíèå d – 1 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè äàþò ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà d – 1. Ïîýòîìó îäèí èç
íèõ (îáîçíà÷èì åãî a) äåëèòñÿ íà d – 1. Òàê êàê d – 1 > 1 è
a – ïðîñòîå ÷èñëî, òî a = d – 1 < d. Íî êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
ïðîãðåññèè áîëüøå d, ïîýòîìó a – d ïðèíàäëåæèò ïðîãðåññèè
è, çíà÷èò, ïîëîæèòåëüíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
4. Íåò. Ðàññìîòðèì ïîëóêðóã ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì 1.
Äàííûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè òàê,  ÷òî
îäíà èç åãî âåðøèí ïîïàäåò â íåêîòîðóþ òî÷êó X, ëåæàùóþ
íà ïðÿìîé l , êîòîðàÿ ñîäåðæèò äèàìåòð ïîëóêðóãà, à äâå äðó-
ãèå îêàæóòñÿ ïî òó æå ñòîðîíó îò l , ÷òî è ïîëóêðóã. Òåïåðü
ïîñëå ïåðåíîñà íà âåêòîð XO  îäíà âåðøèíà òðåóãîëüíèêà áó-
äåò ëåæàòü â öåíòðå ïîëóêðóãà, à äâå äðóãèå – íà åãî îêðóæ-
íîñòè.
Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò è îáùàÿ ÷àñòü äâóõ êðó ãîâ
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîòîð ûõ
òàêæå ðàâíî 1.
5. Åñëè äâå êîìàíäû íàáðàëè ïîðîâíó î÷êîâ, òî ðàçíîñ òü
ìåæäó êîëè÷åñòâàìè íè÷üèõ ó íèõ êðàòíà òðåì. Êîëè÷å ñòâà
íè÷üèõ íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî n – 1. Ïîýòîìó êîëè÷å-
ñòâî ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ êîìàíäû èìåþò ïîðîâ íó âû-

èãðûøåé, íè÷üèõ è ïîðàæåíèé, íå ïðåâîñõîäèò 
2

3
n

k
+é ù= ê úë û

.

Çíà÷èò, íåêîòîðàÿ ãðóïïà ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç òð åõ êî-
ìàíä.
Ïóñòü âñå ãðóïïû ñîñòîÿò èç òðåõ èëè ìåíåå êîìàíä. Òîãäà

ãðóïï ðîâíî k (èíà÷å n < 3 k – 2 è 
2

3
n

k
+é ù<ê úë û

 – ïðîòèâîðå-

÷èå). Ðàññìîòðèì ãðóïïû ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ê îëè-
÷åñòâîì íè÷üèõ.
Åñëè n = 3k – 2, òî ó êîìàíä ïåðâîé ãðóïïû êîëè÷åñòâî íè÷ü-
èõ ðàâíî 0, à ó êîìàíä âòîðîé 3 k – 3. Çíà÷èò, êîìàíäû âòî-
ðîé ãðóïïû ñâåëè âíè÷üþ âñå èãðû, â òîì ÷èñëå ñ êîì àíäàìè
ïåðâîé ãðóïïû, ó êîòîðûõ íåò íè÷üèõ. Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè n = 3k –1 è ó êîìàíä ïåðâîé ãðóïïû ïî l  íè÷üèõ, òî ó
êîìàíä âòîðîé ãðóïïû ïî l  + 3k – 3 íè÷üèõ, ò.å. ïî 1 – l   ðå-
çóëüòàòèâíûõ âñòðå÷. Åñëè l  = 1, òî âòîðàÿ ãðóïïà ìîæåò ñî-
äåðæàòü òîëüêî îäíó êîìàíäó, òàê êàê äâå êîìàíäû ñû ãðàëè
áû âíè÷üþ ñ êîìàíäîé ïåðâîé ãðóïïû, ó êîòîðîé òîëüê î îäíà
íè÷üÿ. Åñëè æå l  = 0, òî ïåðâàÿ ãðóïïà ìîæåò ñîäåðæàòü
ëèøü îäíó êîìàíäó, òàê êàê äâå êîìàíäû èìåëè áû ðåç óëüòà-

òèâíóþ èãðó ñ êîìàíäîé âòîðîé ãðóïïû, ó êîòîðîé ðåç óëüòà-
òèâíàÿ èãðà òîëüêî îäíà. Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç ýòè õ ãðóïï
ñîäåðæèò ëèøü îäíó êîìàíäó. Íî òîãäà îñòàâøèåñÿ êîì àíäû
íåëüçÿ ðàçáèòü íà k – 1 ãðóïïó, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
íå áîëåå òðåõ êîìàíä.
Åñëè n = 3k, òî âñå ãðóïïû
äîëæíû ñîäåðæàòü ðîâíî ïî 3
êîìàíäû. Ïðè ýòîì åñëè ó êî-
ìàíä ïåðâîé ãðóïïû ïî l  íè÷ü-
èõ, òî ó êîìàíä âòîðîé ãðóïïû
ïî 2 – l  ðåçóëüòàòèâíûõ èãð.
Ïîýòîìó äðóã ïðîòèâ äðóãà êî-
ìàíäû ýòèõ ãðóïï ïðîâîäÿò íå
áîëåå ÷åì ( )3 3 2 6l l+ - =  èãð.
Ïðîòèâîðå÷èå.
á) Íåòðóäíî ñîñòàâèòü òóðíèð
10 êîìàíä, òðè èç êîòîðûõ
èìåþò ïî 1 ïîáåäå è 8 íè÷üèõ,
÷åòûðå – ïî 2 ïîáåäû, 2 ïîðàæåíèÿ è 5 íè÷üèõ, è åùå  òðè –
ïî 3 ïîáåäû, 4 ïîðàæåíèÿ è 2 íè÷üèõ (ðèñ.13).
Äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé n < 10 íåâîçìîæåí. Òàê êàê íå âñå êî-
ìàíäû èìåþò ïîðîâíó ïîáåä, íè÷üèõ è ïîðàæåíèé, íàéä óòñÿ
êîìàíäû, êîòîðûå âûèãðàëè áîëüøå âñòðå÷, ÷åì ïðîèãð àëè, è
êîìàíäû, êîòîðûå ïðîèãðàëè áîëüøå, ÷åì âûèãðàëè. Ïð åäïî-
ëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï êîìàíä êî ëè÷å-
ñòâà ïîáåä è ïîðàæåíèé îòëè÷àþòñÿ íà 1, ò.å. â îäíî é ãðóïïå
êîìàíäû îäåðæàëè x ïîáåä, ïîòåðïåëè x – 1 ïîðàæåíèå è
n – 2 x âñòðå÷ çàâåðøèëè âíè÷üþ, à â äðóãîé ýòè ÷èñëà ðàâí û
y – 1, y è n – 2 y ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ íàáðàí-
íûå êîìàíäàìè î÷êè, ïîëó÷àåì, ÷òî x = y – 3. Òàê êàê

2 0n y- ³ , òî 2 6n x- ³ , à ïîñêîëüêó 1x ³ , ïîëó÷àåì, ÷òî
8n ³ . Ïóñòü òåïåðü åñòü êîìàíäû, ó êîòîðûõ ðàçíîñòü ìåæ äó

êîëè÷åñòâîì ïîáåä è ïîðàæåíèé ïî ìîäóëþ áîëüøå 1. À íàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìàí äû,
çàâåðøèâøèå âíè÷üþ ïî êðàéíåé ìåðå 9 âñòðå÷. Òàêèì îáðà-
çîì, íåðàâåíñòâî 8n ³  âûïîëíåíî âñåãäà, à ñëó÷àé n < 10
âîçìîæåí, òîëüêî êîãäà ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ï îáåä è
ïîðàæåíèé ó ëþáîé êîìàíäû ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 8. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî âûøå, åñòü k
êîìàíä, ó êîòîðûõ ïîáåä íà îäíó áîëüøå, ÷åì ïîðàæåí èé, k
êîìàíä, ó êîòîðûõ ïîáåä íà îäíó ìåíüøå, ÷åì ïîðàæåí èé, è
8 – 2k êîìàíä, ó êîòîðûõ ïîáåä è ïîðàæåíèé ïîðîâíó. Ïðè
ýòîì êîëè÷åñòâî íè÷üèõ ó êîìàíä ïåðâîé ãðóïïû íà 6 áîëü-
øå, ÷åì ó êîìàíä âòîðîé. Ýòî âîçìîæíî â åäèíñòâåííî ì ñëó-
÷àå, êîãäà ýòè êîìàíäû èìåþò îäíó ïîáåäó è 6 íè÷üèõ . Ñîîò-
âåòñòâåííî, ó êîìàíä âòîðîé ãðóïïû ïî 3 ïîáåäû è 4 ïîðàæå-
íèÿ. Êîìàíäû ïåðâîé ãðóïïû ïðîòèâ êîìàíä âòîðîé ïðî âîäÿò

2k  âñòðå÷, ñðåäè êîòîðûõ íåò íè÷åéíûõ è íå áîëüøå ÷åì  k
ðåçóëüòàòèâíûõ (ïî îäíîé íà êàæäóþ êîìàíäó ïåðâîé ã ðóï-
ïû). Çíà÷èò, 2k k£ , ò.å. k = 1 è n – 2 k = 8 – 2 k > 4 (òàêîé
òóðíèð ñóùåñòâóåò). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 2k £  ïðè
n = 9, îòêóäà n – 2 k = 9 – 2 k > 4.

10 êëàññ

1. 
1
4

. Îáîçíà÷èì âåðøèíû êâàäðàòà ÷åðåç A, B, C, D , òàê

÷òî L  ëåæèò íà AB, M  ëåæèò íà BC, N  ëåæèò íà CD , K ëå-
æèò íà AD . Ïóñòü Î –  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ KM  è LN . Îáîçíà-
÷èì äëèíû îòðåçêîâ AL  è AK  ÷åðåç x è y ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 2 21 x y x y- - = + . Îòñþäà âîç-
âåäåíèåì â êâàäðàò ïîëó÷àåì 1 = 2 x + 2y – 2xy . Òàê êàê
AD LN BCP P  è AB KM CDP P , òî OL = y è OK = x. Òîã-

äà OM = 1 – x è ON = 1 – y. Çíà÷èò, NC = 1 – x è MC =
= 1 – y. Ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà NMC  ðàâíà

( )( )1 1
1 1

2 2
NC MC x y× = - - = ( )1 1

1
2 4

x y xy- - + = .
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2. Íåò. Ïóñòü A, B, C, D , E – ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû
âíåøíåãî ïÿòèóãîëüíèêà, , , , ,A B C D E¢ ¢ ¢ ¢ ¢ – ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðøèíû âíóòðåííåé çâåçäû. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó öâå òó, â
êîòîðûé ïîêðàøåíà õîòÿ áû îäíà ñòîðîíà âíåøíåãî ïÿò è-
óãîëüíèêà, îòâå÷àþò äâà èç îáðàçóþùèõ çâåçäó îòðåçê îâ òîãî
æå öâåòà. Èç ýòîãî âûòåêàåò ðåøåíèå çàäà÷è: åñëè íà êîíòóðå
ïÿòèóãîëüíèêà âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî 2 öâåòà, òî îíè ÷å ðåäóþò-
ñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî èç-çà íå÷åòíîñòè ÷èñëà 5. Åñëè æ å íà êîí-
òóðå íàáëþäàþòñÿ âñå òðè öâåòà, òî îòðåçêîâ, îáðàçó þùèõ
çâåçäó, îáíàðóæèòñÿ íå ìåíåå 6 – õîòÿ áû ïî äâà îòð åçêà
êàæäîãî öâåòà, à èõ âñåãî 5. Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèç âîëüíóþ
ñòîðîíó âíåøíåãî ïÿòèóãîëüíèêà, ñêàæåì, AB. Ïóñòü îíà ñè-
íÿÿ. Òîãäà îòðåçêè AA¢ è BB¢ íå ñèíèå. Îñòàåòñÿ ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñèíèìè ÿâëÿþòñÿ îäèí îòðåçîê çâåçäû, ïðèì ûêàþ-
ùèé ê âåðøèíå A¢, è îäèí îòðåçîê, ïðèìûêàþùèé ê âåðøè-
íå B¢. Íî äâà îòðåçêà çâåçäû, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû A¢,
îòëè÷àþòñÿ ïî öâåòó îò îòðåçêà AA¢ (íå ñèíåãî) è, êðîìå
òîãî, ðàçëè÷íû ïî öâåòó. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ñèí èé. Òî÷-
íî òàê æå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòðåçêè çâåçäû, èñõîäÿùèå  èç
âåðøèíû B¢.
Çàìå÷àíèå . Ãðàô, îïèñàííûé â çàäà÷å, ýòî çíàìåíèòûé ãðàô
Ïåòåðñîíà.
3. Òàê êàê XAB XBCÐ = Ð , òî âñå òî÷êè X ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè w , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B. Îïóñòèì íà
ïðÿìóþ BP ïåðïåíäèêóëÿð OY . Èç ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè PX
è OX  ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Y , O, P, X ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà îðèåíòèðîâàííûõ óã ëîâ:

BYX PYX POX BAXÐ = Ð = Ð = Ð . Çíà÷èò, òî÷êà Y  ëåæèò
íà îêðóæíîñòè w . Ïîýòîìó âñå òî÷êè P ëåæàò íà ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ w  ñ îêðóæíî-
ñòüþ, ïîñòðîåííîé íà OB êàê íà äèàìåòðå.

4. Âåðíî. Îáîçíà÷èì íàøè îïåðàöèè ÷åðåç ( ) 1 x
f x

x
+

= ,

( ) 1 x
g x

x
-

= . Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìå-

íÿÿ èõ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îïåðàöèè, îáðàòíûå ê f  è g.

Èìååì ( )( )( )f g f x x= -  è ( )( )( )( )( ) 1
1

f g f g f x
x

=
+

 ïðè

1x ¹ - . Ïîýòîìó ( )( )( )( )( )( )f g f f g f x x=  ïðè 1x ¹ -  è

( )( )( )( )( )( )f g f g f g x x=  ïðè 1x ¹ - . Äàëåå, èç 2 ìîæíî ïîëó-

÷èòü –2 (è íàîáîðîò). Êðîìå òîãî, ( )2 1 2f - = , ( )1 2 1g = .
Çíà÷èò, ìîæíî ïîëó÷èòü 1 èç 2. Òàê êàê g(–1) = –2, à èç –2
ìîæíî ïîëó÷èòü 2, ìîæíî ïîëó÷èòü 2 èç –1. Òàê êàê g(2) =
= –1/2 è f (–1/2) = –1, ìîæíî ïîëó÷èòü –1 èç –2. Èòàê, îá-
ðàòèìîñòü äîêàçàíà. Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî  èç åäè-
íèöû ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñ-
ëà. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ñóììå ÷èñëèòåëÿ è çíàì åíàòå-
ëÿ íåñîêðàòèìîé äðîáè, ïðåäñòàâëÿþùåé íàøå ðàöèîíàë üíîå

÷èñëî 
m
n .

Áàçà èíäóêöèè äëÿ m + n = 2 î÷åâèäíà. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè

m + n < k ÷èñëî 
m
n  ìîæíî ïîëó÷èòü èç åäèíèöû. Äîêàæåì,

÷òî òîãäà è ïðè m + n = k ÷èñëî 
m
n  ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíèöû.

Åñëè m > n, òî 
1

1
m
n n

m n

= +

-

 è ( )n m n m m n+ - = < + , ïî-

ýòîìó ÷èñëî 
n

m n-  ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè.

Åñëè æå m < n, òî 
1

1

m
n n m

m

=
-

+
 è ( )n m m n m n- + = < + ,

ïîýòîìó ÷èñëî 
n m

m
-

 ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè.

Çíà÷èò, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî 
m
n  ìîæíî ïîëó÷èòü èç åäèíè-

öû, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

11 êëàññ

1. Ìîæåò; íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ðàâíî 9.
Åñëè ñåêòîðû çàíóìåðîâàíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

1, 11, 2, 12, 3, 13, 4, 14, 5, 15, 6, 16, 7, 17, 8,  18, 9, 19, 10, 20,

òî íàèìåíüøàÿ èç ðàçíîñòåé ìåæäó ñîñåäíèìè íîìåðàìè  ðàâ-
íà 9. Ýòà âåëè÷èíà íå ìîæåò áûòü áîëüøå 9, òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïðè ëþáîé íóìåðàöèè ðÿäîì (è ñëåâà, è  ñïðà-
âà) ñ ñåêòîðîì íîìåð 10 ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñåê òîð ñ
íîìåðîì 20, ÷òî íåâîçìîæíî.
2. 4014. Ïðåîáðàçóåì âòîðîå óðàâíåíèå:

4 4 2cos 4 4 2 4x x x xax- -+ = + Û - + = ( )2 1 cosax+ Û

( )
2 2

2 2

2 2

4 4 2cos ,
22 2 4cos

2
4 4 2cos .

2

x x

x x
x x

ax
ax

ax

-

-

-

é
- =ê

êÛ - = Û
ê

- =ê
ë

Îáà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíè þ èç
óñëîâèÿ çàäà÷è çàìåíàìè x = 2y è x = –2z ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîýòîìó êàæäîå èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé èìååò 2007 êî ðíåé.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáùåãî êîðíÿ ó íèõ íåò. Ñëå äîâà-
òåëüíî, âòîðîå óðàâíåíèå èç óñëîâèÿ çàäà÷è èìååò
2 2007 4014´ =  êîðíåé.
3. 6, 42, 1806.
Ïóñòü 1 2 kN p p p= × × ×K  ( 2k ³ ) – ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë 1 2 kp p p< < <K , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ N êðàòíî ÷åòíîìó
÷èñëó 2 1p - , îíî ñàìî ÷åòíî è 1 2p = . ×èñëî

1 2 kN p p p= × × ×K  èìååò åäèíñòâåííûé äåëèòåëü 1p  èç èíòåð-
âàëà (1; 2p ), íî 2 1p -  òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó èíòåðâàëó,
çíà÷èò, 2 11 2p p- = = . Òàêèì îáðàçîì, 2 3p = , à N  ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 2 3 6´ = .
Åñëè 3k ³ , òî ïî óñëîâèþ ÷èñëî 3 1p - , ïðèíàäëåæàùåå èí-
òåðâàëó (p

2
; p

3
), ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà N. Ýòîìó èíòåðâà-

ëó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü åäèíñòâåííûé äåëèòåëü N – ÷èñëî
1 2 6p p´ = . Ñëåäîâàòåëüíî, 3 1 2 1 7p p p= ´ + = . ×èñëî

2 3 7 42´ ´ =  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Åñëè 4k ³ , òî ïî óñëîâèþ ÷åòíîå ÷èñëî 4 1p - , ïðèíàäëåæà-
ùåå èíòåðâàëó ( p

3
; p

4
), òàêæå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì N . Èç ÷åò-

íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ýòîìó èíòåðâàëó ìîãóò ïðèíàäëåæàòü
ëèøü ÷èñëà 1 3 14p p´ =  è 1 2 3 42p p p´ ´ = . ×èñëî

1 315 1p p= ´ +  ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, çíà÷èò,

4 1 2 3 1 43p p p p= ´ ´ + = . ×èñëî 2 3 7 43 1806´ ´ ´ =  óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Åñëè 5k ³ , òî ïî óñëîâèþ ÷åòíîå ÷èñëî 5 1p - , ïðèíàäëåæà-
ùåå èíòåðâàëó ( p

4
; p

5
), òàêæå äîëæíî ÿâëÿòüñÿ äåëèòåëåì N .

Èç ÷åòíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ýòîìó èíòåðâàëó ìîãóò ïðèíàä-
ëåæàòü ëèøü ÷èñëà 1 4 86p p´ = , 1 2 4 258p p p´ ´ = ,

1 3 4 602p p p´ ´ =  è 1 2p p´ 3 4 1806p p´ ´ = . Êàæäîå èç ÷èñåë
87, 259, 603, 1807 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. Çíà÷èò, ó ÷è ñëà N íå
ìîæåò áûòü áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëå é.
4. 5. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ kSA O  ( k =
= 1,2,…,n) èìååì  (ðèñ.14)

sin kSOAÐ = sink
k

SA
SA O

SO
Ð .

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà
k = 1,2,…, n, âåëè÷èíà sin kSOAÐ  òàêæå íå çàâèñèò îò ýòîãî
âûáîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå k âåëè÷èíà
óãëà kSOAÐ  ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ âìåñòå ñ äëèíàìè SO, kSA  è óã-
ëîì kSOA  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òðåóãîëüíèê kSA O .
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Åñëè n ³ 5, òî ñðåäè òðå-
óãîëüíèêîâ kSA O  ( k =
= 1,2,…,5) åñòü ïî êðàéíåé
ìåðå òðè îäèíàêîâûõ.
Ïóñòü ýòî, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, òðåóãîëüíèêè

1SA O , 2SA O  è 3SA O .
Òàê êàê 1 2 3OA OA OA= = ,
òî÷êà O – öåíòð îïèñàí-
íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà

1 2 3A A A  îêðóæíîñòè.
Ïóñòü SH – âûñîòà ïèðà-
ìèäû 1 2 3SA A A . Òîãäà òî÷-
êà H òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåíò-
ðîì îïèñàííîé îêîëî

1 2 3A A A  îêðóæíîñòè, ò.å. H = O.
Ïðè n = 4 èç óñëîâèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî SO – âûñîòà ïèðàìèäû.
Íàïðèìåð, åñëè 1 2 3 4A A A A  – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, O – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ åå äèàãîíàëåé, H  – öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåå
îêðóæíîñòè, òî äëÿ ïèðàìèäû 1 2 3 4SA A A A , â êîòîðîé SH ÿâ-
ëÿåòñÿ âûñîòîé ê îñíîâàíèþ, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ç àäà÷è.
Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, 1 2 3 4SA SA SA SA= = =  â ñèëó ðà-
âåíñòâà (ïî äâóì êàòåòàì) òðåóãîëüíèêîâ SHA 1 , SHA 2 ,
SHA 3  è SHA 4 , à âî-âòîðûõ, 1 2 3SA O SA O SA OÐ = Ð = Ð =

4SA O= Ð  â ñèëó ðàâåíñòâà (ïî òðåì ñòîðîíàì) ðàâíîáåäðåí-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ 1 3SA A  è 2 4SA A . Ïðè ýòîì H ¹ O. Ïðè

4N £  èç óñëîâèÿ òåì áîëåå íå ñëåäóåò, ÷òî SO – âûñîòà ïè-
ðàìèäû (ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûä óùå-
ãî ðàññìîòðåíèåì åãî ÷àñòè – ïèðàìèäû 1 2 3SA A A ).
5. 2n – 4. Ïóñòü èç íåêîòîðîé ðàñêðàñêè P ìîæíî óêàçàííû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñäåëàòü ïîëíîñòüþ ÷åðíûé êâàäðà ò.
Òîãäà òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïåðåâ åäóò
ïîëíîñòüþ ÷åðíûé êâàäðàò â ðàñêðàñêó P. Ïðè êàæäîì èç
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îäèíàêîâî ðàñêðàøåííûå ñòðîêè è ëè
ïðîòèâîïîëîæíî ðàñêðàøåííûå ñòðîêè (ò.å. ñòðîêè, ñî îòâåò-
ñòâóþùèå êëåòêè êîòîðûõ ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà) ïåðå-
õîäÿò òàêæå â îäèíàêîâî èëè ïðîòèâîïîëîæíî ðàñêðàøå ííûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñòðîêè ðàñêðàñêè P áûëè îäèíàêîâî èëè
ïðîòèâîïîëîæíî ðàñêðàøåíû. Íàîáîðîò, èç êàæäîé ðàñê ðàñ-
êè ñ ýòèì ñâîéñòâîì ìîæíî óêàçàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìè
ñäåëàòü ñíà÷àëà âñå ñòðîêè îäèíàêîâûìè, à çàòåì – è  ïîëíîñ-
òüþ ÷åðíûìè. Êàæäàÿ òàêàÿ ðàñêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò î äíîìó
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé.
1) Â êàæäîé ñòðîêå âñå êëåòêè îäíîãî öâåòà. Òîãäà è ç óñëî-
âèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîêà õ âñå
êëåòêè ÷åðíûå, ò.å. âñåãî ÷åðíûõ êëåòîê íå ìåíåå 2 n.
2) Â êàæäîé ñòðîêå åñòü íå ìåíåå äâóõ ÷åðíûõ êëåòîê , ò.å.
âñåãî ÷åðíûõ êëåòîê íå ìåíåå 2 n.
3) Ñóùåñòâóåò ñòðîêà, â êîòîðîé ðîâíî îäíà ÷åðíàÿ ê ëåòêà.
Òîãäà ëèáî ïåðâàÿ, ëèáî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñ íåé íå ñ îâïàäàåò
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîïîëîæíà åé, ò.å. ñîäåðæèò n – 1
÷åðíóþ êëåòêó. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî ÷åðíûõ êëå òîê íå

ìåíüøå

( ) ( )1 1 1 1 2 2n n n- ´ + ´ - = - .

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó-
÷àå â ðàñêðàñêå P äîëæíî
áûòü íå ìåíåå 2 n – 2 ÷åðíûõ
êëåòîê. Çíà÷èò, ÷èñëî êëå-
òîê, êîòîðûå íóæíî ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïåðåêðàñèòü, äîëæ-
íî áûòü íå ìåíüøå 2 n – 4.
Íà ðèñóíêå 15 èçîáðàæåí
êâàäðàò n n´ , âñå ñòðîêè
êîòîðîãî ðàñêðàøåíû îäèíà-
êîâî èëè ïðîòèâîïîëîæíî, à

÷èñëî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåêðàøåííûõ â ÷åðíûé öâåò êë åòîê
ðàâíî 2 n – 4.
6. Ïóñòü Ag  è Cg  – îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëü-
íèêîâ AHC ¢ è CHA ¢ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 16). Òàê êàê òî÷-
êè B è H  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè A C¢ ¢

òðåóãîëüíèêà ABC, òî C H C B C A= =¢ ¢ ¢, A H A B A C= =¢ ¢ ¢ ,
ò.å. òðåóãîëüíèêè AHC ¢ è CHA ¢ ðàâíîáåäðåííûå. Ïîýòîìó
A C¢ ¢ ( ACP ) – îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòÿì Ag  è Cg .

Ïóñòü S – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ HM  è A C¢ ¢, òîãäà
2 2SC SM SH SA= ´ =¢ ¢, ò.å. S – ñåðåäèíà A C¢ ¢ è

CBB CBSÐ = Ð¢ .
Ïóñòü Bg  – îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã òðåóãîëüíèêà
BA C¢ ¢. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà M  ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè , ,a b g  – óãëû òðåóãîëüíèêà ABC,  òî

2C MA C MH A MHpÐ = - Ð - Ð =¢ ¢ ¢ ¢

= ( ) ( )2p p a p g a g p b- - - - = + = - .

Ïóñòü l  – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê A C¢ ¢. Îêðóæíîñòü

Bg  ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî l . Òàê êàê
HSC BSC A SBÐ = Ð = Ð¢ ¢ ¢ ¢, îòðåçêè SH è SB¢ ñèììåòðè÷íû

îòíîñèòåëüíî l . Çíà÷èò, òî÷êà N, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M îò-
íîñèòåëüíî l , ëåæèò íà Bg  è íà BB¢, à äóãè C M¢  è NA ¢
ðàâíû. Âïèñàííûå óãëû C BMÐ ¢  è A BNÐ ¢  îïèðàþòñÿ íà ýòè
äóãè, ò.å. ðàâíû. Èòàê, ABM C BM A BN CBBÐ = Ð = Ð = Ð¢ ¢ ¢.
7. Íåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Êîëå óäàëîñü ïðèäóìàòü ñïîñî á
íàâåðíÿêà óãàäàòü çà 3 õîäà ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà  ñ òî÷-
íîñòüþ äî 0,3. Äëÿ êàæäîé èç òðåõ óêàçàííûõ Êîëåé ï ðÿìûõ
Ìèøà îòâå÷àåò, ïåðåñåêàåò ëè ýòà ïðÿìàÿ çàãàäàííûé ìíîãî-
óãîëüíèê. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ êàæäîãî èç 8 âîçìîæí ûõ
íàáîðîâ òàêèõ îòâåòîâ Êîëÿ ïðèäóìàííûì èì ñïîñîáîì îïðå-
äåëÿåò çíà÷åíèå ïåðèìåòðà ñ òî÷íîñòüþ äî 0,3. Ñëåäî âàòåëü-
íî, íàñòîÿùåå çíà÷åíèå ïåðèìåòðà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü  îäíî-
ìó èç 8 ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ ñóììàðíîé äëèíû íå áîëåå
8 0,6 4,8´ = . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà èç
óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç èí òåðâà-
ëà (0; 2 p) äëèíû 2 4,8p > . Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ íàéäåò-
ñÿ òàêîé ìíîãîóãîëüíèê, óãàäàòü ïåðèìåòð êîòîðîãî ñ  òðåáóå-
ìîé òî÷íîñòüþ Êîëå íå óäàñòñÿ.
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