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Ýòþä î ôîðìóëå Ýéëåðà
Â.ÐÛÆÈÊ, Á.ÑÎÒÍÈ×ÅÍÊÎ

Ä Ëß ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÀ, ÂÏÈÑÀÍÍÎÃÎ Â ÎÊÐÓÆ-
íîñòü  ðàäèóñà  R  è  îïèñàííîãî  îêîëî  îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r, èçâåñòíà ôîðìóëà Ýéëåðà:

2 2 2d R Rr= - ,
ãäå d – ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.
Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷íèêàõ 1 . Â
íåêîòîðûõ êíèãàõ 2  ìîæíî íàéòè ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ
÷åòûðåõóãîëüíèêà; ïðè ýòîì óêàçàíà òîëüêî çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè, íî íåò ÿâíîãî âûðàæå-
íèÿ äëÿ îäíîé èç íèõ. Âñòàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ –
ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n-óãîëüíèêà (ðàçóìååòñÿ, âûïóêëîãî)?

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû
îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ, è
îòâåò áóäåò óòâåðäèòåëü-
íûì. Äîêàçàòåëüñòâî áó-
äåò îñíîâàíî íà êèíåìàòè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ñ
íèìè ìîæíî ïîçíàêîìèòü-
ñÿ ïî êíèãàì 3 , à òàêæå ïî
íàøèì ïðåäûäóùèì ñòà-
òüÿì (ñì. «Êâàíò» ¹5 çà
2002 ã. è ¹1 çà 2005 ã.).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
óïîòðåáëÿòü òàêóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîâ â
n-óãîëüíèêå (ðèñ.1):

k – íîìåð ýëåìåíòà n-óãîëüíèêà,
R – ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
r – ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè,

1O  – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
2O  – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè,
1 2O O  – ëèíèÿ öåíòðîâ,

d – ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè 1O , 2O ,
r Rr = ,
d Rd = ,

kA  – k-ÿ âåðøèíà n-óãîëüíèêà 1 2 3 nA A A AK ,
1k k ka A A +=  – ñòîðîíà n-óãîëüíèêà 1 2 3 nA A A AK ,

kB  – òî÷êà êàñàíèÿ ñòîðîíû n-óãîëüíèêà ka  è
âïèñàííîé îêðóæíîñòè,

1k kR O A=  – ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâå-
äåííûé â âåðøèíó kA ,

2k kr O B=  – ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâå-
äåííûé â òî÷êó êàñàíèÿ kB ,

kC  – ñåðåäèíà ñòîðîíû ka ,
k k kb A B=  – äëèíà îòðåçêà êàñàòåëüíîé,

1 2k kA O Oj = Ð  – óãîë ìåæäó ðàäèóñîì kR  è ëèíèåé
öåíòðîâ 1 2O O ,

1k k ka j j+= - – óãîë, ïîä êîòîðûì ñòîðîíà 1k kA A +
âèäíà èç öåíòðà 1O ,

( )tk k kj j w¢= =&  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàäèóñà kR .

Òðåóãîëüíèê è äâå îêðóæíîñòè
(òðåóãîëüíèê Ýéëåðà)

Íà÷íåì ñ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ. Ïóñòü íàì äàíû îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì 1O  (á • ëüøàÿ îêðóæíîñòü)
è îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì 2O  (ìåíüøàÿ
îêðóæíîñòü), ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïåðâîãî êðóãà.
Ïóñòü 1A  – ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà áîëüøåé îêðóæíîñ-
òè. Ïðîâåäåì åå ðàäèóñ

1 1O A . Èç òî÷êè 1A  ïðîâå-
äåì êàñàòåëüíóþ ê ìåíü-
øåé îêðóæíîñòè, è òî÷êó,
â êîòîðîé îíà ïåðåñå÷åò
áîëüøóþ îêðóæíîñòü, íà-
çîâåì 2A . Àíàëîãè÷íî ïî-
ëó÷èì òî÷êè 3A  è 4A  (ðèñ.
2,à,á). Íàì áû õîòåëîñü
ïîëó÷èòü ñîâïàäåíèå òî-
÷åê 4A  è 1A , òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â
áîëüøóþ îêðóæíîñòü è
îïèñàííûé îêîëî ìåíüøåé
îêðóæíîñòè. Åñëè çàôèê-
ñèðîâàòü R, d è òî÷êó 1A
íà áîëüøåé îêðóæíîñòè,
òî òàêîãî ñîâïàäåíèÿ ìîæ-
íî äîáèòüñÿ, èçìåíÿÿ ðà-
äèóñ r (ðèñ.2, â).

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîï-
ðîñîì: áóäóò ëè ñîâïàäàòü
òî÷êè 1A  è 4A , åñëè â
ñèòóàöèè íà ðèñóíêå 2, â
èçìåíèòü íà÷àëüíîå ïîëî-
æåíèå òî÷êè 1A ?

Ïóñòü â íà÷àëüíîì ïî-
ëîæåíèè ðàäèóñ 1R =

1 1O A= îáðàçóåò ñ ëèíèåé
öåíòðîâ óãîë 1j  è èìååò
óãëîâóþ ñêîðîñòü 1j& . Íàé-
äåì óãëîâóþ ñêîðîñòü ðà-
äèóñà 4R . Åñëè óãëîâûå ñêîðîñòè ýòèõ ðàäèóñîâ îäè-
íàêîâû, òî òî÷êè 1A  è 4A  ñîâïàäàþò; åñëè ýòè ñêîðîñòè
íå ðàâíû, òî òî÷êè 1A  è 4A  â ïðîöåññå âðàùåíèÿ
ðàäèóñà 1 1O A  ðàçîéäóòñÿ.

Ðèñ. 1

1 Ñì., íàïðèìåð, êíèãó: Â.Â.Ïðàñîëîâ. Çàäà÷è ïî ïëàí èìåò-
ðèè. – Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2001.

2 Ñì., íàïðèìåð, êíèãó: Ç.À.Ñêîïåö, Â.À.Æàðîâ. Çàäà÷ è è
òåîðåìû ïî ãåîìåòðèè. Ïëàíèìåòðèÿ. – Ì.: Ó÷ïåäãèç, 1962.

3 Ñì., íàïðèìåð, êíèãó: Þ.È.Ëþáè÷, Ë.À.Øîð. Êèíåìàòè -
÷åñêèé ìåòîä â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. – Ì.: Íàóêà,  1976.
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Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîäû êèíåìàòèêè ñëîæíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè è êèíå-
ìàòèêè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
(ñì. «Êâàíò» ¹6 çà 2003 ã. è ¹1 çà 2005 ã.).

Íàïîìíèì âêðàòöå, ÷òî ñëîæíîå äâèæåíèå òî÷êè ýòî
åå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî äâóõ ñèñòåì îòñ÷åòà, îäíà
èç êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, à äðóãàÿ – ïîä-
âèæíîé. Òîãäà äâèæåíèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî íåïîä-
âèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íàçûâàåòñÿ åå àáñîëþòíûì
äâèæåíèåì, à îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷å-
òà – îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ñêî-
ðîñòü òî÷êè ïðè àáñîëþòíîì äâèæåíèè íàçûâàåòñÿ åå
àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ, à ñêîðîñòü òî÷êè ïðè îòíîñè-
òåëüíîì äâèæåíèè íàçûâàåòñÿ åå îòíîñèòåëüíîé ñêî-
ðîñòüþ.

Áîëåå ñëîæíî ïîíÿòèå ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ è ïåðå-
íîñíîé ñêîðîñòè. Ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì òî÷êè íàçû-
âàåòñÿ äâèæåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíîé, ïåðåíîñíîé ñêîðîñòüþ òî÷êè –
ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
òîãî ïóíêòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñ êîòîðûì â
äàííûé ìîìåíò ñîâïàäàåò äâèæóùàÿñÿ òî÷êà.

Ïðèìåð. Òåïëîõîä ïëûâåò ïî ðåêå, à ïî ïàëóáå èäåò
÷åëîâåê. Ïóñòü íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà ñâÿçàíà
ñ áåðåãàìè ðåêè, à ïîäâèæíàÿ – ñ òåïëîõîäîì. Òîãäà
äâèæåíèå ÷åëîâåêà îòíîñèòåëüíî òåïëîõîäà ÿâëÿåòñÿ
åãî îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì, à îòíîñèòåëüíî áåðå-
ãîâ – àáñîëþòíûì. Ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì ÷åëîâåêà
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå òåïëîõîäà îòíîñèòåëüíî áåðåãîâ.
Ñîîòâåòñòâåííî: àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ÷åëîâåêà – ýòî
åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî áåðåãîâ, îòíîñèòåëüíàÿ –
åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî òåïëîõîäà, à ïåðåíîñíàÿ –
ýòî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî áåðåãîâ òîé òî÷êè ïàëóáû,
â êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ ÷å-
ëîâåê.

Òàêæå âêðàòöå íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè ïëîñêîãî (ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî) äâèæåíèÿ òâåð -
äîãî òåëà. Ïóñòü ïëîñêàÿ ôèãóðà äâèæåòñÿ â ïëîñêî-
ñòè, êîòîðàÿ åå ñîäåðæèò. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïð è
ëþáîì íåïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ýòîé ôèãóðû (êîã-
äà åå óãëîâàÿ ñêîðîñòü w  íå ðàâíà íóëþ) îíà ñîäåðæèò
òàêóþ òî÷êó Ð, ñêîðîñòü êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàâíà íóëþ: 0PV =

ruuur
. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ

ìãíîâåííûì öåíòðîì ñêîðîñòåé äàííîé ôèãóðû (èíà÷å
– ìãíîâåííûì öåíòðîì âðàùåíèé).

Ïðèìåð. Êîëåñî êàòèòñÿ ïî ðåëüñó áåç ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ; â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà êàñàíèÿ êîëåñà è ðåëüñà –
ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé êîëåñà. Ïðè ýòîì ñêîðî-
ñòè òî÷åê ýòîé ïëîñêîé ôèãóðû òàêîâû, êàê áóäòî
ôèãóðà âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè, ñîâïà-
äàþùåé ñ ìãíîâåííûì öåíòðîì ñêîðîñòåé Ð. Òàê,
ñêîðîñòü AV

uuur
 íåêîòîðîé òî÷êè À ðàâíà ïî ìîäóëþ

PA w×  è ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó ÐÀ: AV PA^
uuur uuur

.
Ïóñòü îòðåçîê 1 2A A  ëåæèò íà ïðÿìîé 1 2L L  (ðèñ.3).

Ïóñòü òåïåðü ïðÿìàÿ 1 2L L  îáêàòûâàåò îêðóæíîñòü
ðàäèóñà r áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå êàñàíèÿ 1B .
Òî÷êè 1A  è 2A  ó÷àñòâóþò â ñëîæíîì äâèæåíèè: îíè
ïåðåíîñÿòñÿ ýòîé ïðÿìîé è äâèæóòñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé.
Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ýòèõ äâèæåíèé êàæäàÿ èç
òî÷åê 1A  è 2A   äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R.

Ðàññìîòðèì äâèæå-
íèå òî÷êè 1A . Ïóñòü
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿ-
ìîé 1 2L L  (ñòîðîíû

1 1 2a A A=  òðåóãîëüíè-
êà, ëåæàùåé íà ïðÿ-
ìîé 1 2L L ) ðàâíà Lw .
Òîãäà 

1 1L a aw w j= = & .
Òàê êàê ïðÿìàÿ 1 2L L
íå ïðîñêàëüçûâàåò ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r,
ñêîðîñòü òî÷êè 1B
(òî÷êè êàñàíèÿ) ðàâ-
íà íóëþ è ïîýòîìó îíà
ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííûì
öåíòðîì ñêîðîñòåé ýòîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ïåðåíîñíàÿ
ñêîðîñòü ïåðV

ur
 òî÷êè 1A  ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó

1 1 1B A b=  è ðàâíà 
1ïåð 1 1 1L aV B A bw j&= = .

Âåêòîð 
1AV

uur
 àáñîëþòíîé ñêîðîñòè òî÷êè 1A  íàïðàâ-

ëåí ïî êàñàòåëüíîé ê áîëüøåé îêðóæíîñòè è ïî ìîäóëþ
ðàâåí 

1 àáñ 1 1AV V R Rw j&= = =  (çäåñü 1 1w j= &  – óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðàäèóñà 1 1O A ).

Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü îòíV
uur

 òî÷êè 1A  íàïðàâëåíà
ïî ïðÿìîé 1 2L L ; åå âåëè÷èíà íàñ íå èíòåðåñóåò.

Ïî òåîðåìå î ñëîæåíèè ñêîðîñòåé èìååì ðàâåíñòâî
àáñ ïåð îòíV V V= +

uur uur uur
. Íà ðèñóíêå 3 ýòà ñóììà ïîñòðîåíà.

Âèäíî, ÷òî

( ) 1
îòí àáñïåð àáñ àáñsin , sin

2
V V V V V

aur ur
= Ð =

(çäåñü 1a  – óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè 1 1O A  è 1 2O A ).
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà óêàçàííûå âûøå çíà÷åíèÿ ïåðV  è

àáñV , ïîëó÷èì 
1

1
1 1 sin

2a b R
a

j j& &= . Íî 1 1sin
2 2

a
R

a
= , è

ïîýòîìó

1

1
1 1 2a

a
bj j& &= .                      (1)

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äâèæåíèå òî÷êè
2A  êàê òî÷êè òîé æå ñòîðîíû 1a  è ïîëó÷èì

1

1
2 2 2a

a
bj j& &=    (çäåñü 2 1 2b B A= ).     (2)

Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ñòîðîí 2a  è 3a  è
ðàäèóñîâ 1 3O A  è 1 4O A . Ñòîðîíà 2a  ñîñòîèò èç äâóõ
îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ìàëîé îêðóæíîñòè:

2 2 3 2 2 2 3a A A A B B A= = + .

Íî 2 2 2 1 2A B A B b= = . Ïîýòîìó

( )2 2 3 3 2 3a b b b B A= + = .

Àíàëîãè÷íî,

3 3 4 3 4a A A b b= = +  ( )4 3 4b B A= .

Äëÿ ñòîðîíû 2 3A A  ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:

2

2
2 2 2a

a
bj j& &=                       (3)

è

2

2
3 3 2a

a
bj j& &= .                     (4)
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Äëÿ ñòîðîíû 3 4A A  ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

3

3
3 3 2a

a
bj j& &=                        (5)

è

3

3
4 4 2a

a
bj j& &= .                      (6)

Óðàâíåíèÿ (1) – (6) ìîæíî çàïèñàòü îäíîé ñòðîêîé:

31 2

1 2 3

22 2 aa a

a a a

jj j
= = =

&& &
31 2 4

1 2 3 4b b b b

jj j j
= = =

&& & &
.    (7)

Èç ðàâåíñòâà 1 4

1 4b b
j j

=
& &

 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ëîìàíàÿ

îêàçàëàñü çàìêíóòîé, òî 1 4b b= , à ïîòîìó óãëîâûå
ñêîðîñòè 4j&  è 1j&  ðàâíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
äâèæåíèè ïî îïèñàííîé îêðóæíîñòè âåðøèíû 1A  çàì-
êíóòîé ëîìàíîé (òðåóãîëüíèêà) åå çàìêíóòîñòü ñîõðà-
íèòñÿ.

Åñëè òðåóãîëüíèê (è âîîáùå ìíîãîóãîëüíèê) äâè-
æåòñÿ ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè òàê, ÷òî îí îïèñàí
îêîëî îäíîé îêðóæíîñòè è âïèñàí â äðóãóþ îêðóæ-
íîñòü, òî áóäåì íàçûâàòü òàêîå åãî äâèæåíèå ñêîëüæå -
íèåì ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè (èëè ïðîñòî ñêîëü-
æåíèåì), ïðî êàæäóþ åãî âåðøèíó è ñòîðîíó áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îíè ñêîëüçÿò âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé
îêðóæíîñòè. Òàêîé òðåóãîëüíèê (ìíîãîóãîëüíèê) áó-
äåì íàçûâàòü òðåóãîëüíèêîì (ìíîãîóãîëüíèêîì) Ýé-
ëåðà.

Ìíîãîóãîëüíèê è äâå îêðóæíîñòè

Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, êàê ýòî ìû ñäåëàëè äëÿ
òðåóãîëüíèêà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè n-óãîëüíèê
(çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ) îäíîâðåìåííî âïèñàí è îïèñàí,
òî ïðè ñêîëüæåíèè îäíîé èç åãî âåðøèí ïî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè îñòàëüíûå åãî âåðøèíû áóäóò ñêîëüçèòü
ïî òîé æå îêðóæíîñòè, à åãî ñòîðîíû – ïî âïèñàííîé
â íåãî îêðóæíîñòè.

Íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî çàìêíóòîñòü ëîìàíîé
1 2 1nA A A +K  îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì óãëîâûõ ñêî-

ðîñòåé ðàäèóñîâ 1 1O A  è 1 1nO A + : 1 1nj j& &+= .
Ïðè ñêîëüæåíèè ìíîãîóãîëüíèêà 1 2 nA A AK  ìåíÿþò-

ñÿ âåëè÷èíû åãî óãëîâ è äëèíû ñòîðîí, íî íåêîòîðûå
ñâîéñòâà íåèçìåííû. Î òàêèõ ñâîéñòâàõ ðå÷ü ïîéäåò
äàëüøå. Ïîêà æå çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåãî ñîõðàíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (7), êîòîðîå êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

2
ka k

k k

c
a b

j j
= =

& &
   ( k = 1, 2, …, n).        (8)

Ñëîâàìè ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: îòíîøåíèÿ
2

ka

ka

j&
 è k

kb

j&
 ðàâíû è íå çàâèñÿò îò èíäåêñà k.

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû áóäóò îñíîâàíû íà ñëåäóþ-
ùåì «ðóêîâîäÿùåì ïðèíöèïå»:

Ïîñêîëüêó ïðè ñêîëüæåíèè ìíîãîóãîëüíèêà îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè R, r è d, òî ìîæíî íàéòè ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè, ïåðåìåñòèâ äàííûé
ìíîãîóãîëüíèê â òàêîå ïîëîæåíèå, â êîòîðîì ýòî
ñîîòíîøåíèå íàõîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, à èìåí-
íî, â òàêîå ïîëîæåíèå, êîãäà ìíîãîóãîëüíèê ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ 1 2O O .

Ïðåæäå ÷åì íàõîäèòü
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó R, r
è d â êîíêðåòíûõ ñëó÷à-
ÿõ, ïîëó÷èì îäíî âàæ-
íîå ðàâåíñòâî. Ðàññìîò-
ðèì ðèñóíîê 4. Íà íåì
èçîáðàæåí ýëåìåíò ìíî-
ãîóãîëüíèêà, ñîäåðæà-
ùèé ñòîðîíó 1a =

1 2A A= , ðàäèóñû 1 1O A  è
1 2O A  è ðàäèóñ 2 1r O B= ,

ïðîâåäåííûé â òî÷êó êà-
ñàíèÿ ñòîðîíû 1a  è âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè.

Ïóñòü óãîë ìåæäó ðàäèóñîì 1 1O A  è ëèíèåé öåíòðîâ
1 0O A  ðàâåí 1j , à óãîë ìåæäó ðàäèóñîì 1 2O A  è ëèíèåé

öåíòðîâ 1 0O A  ðàâåí 2j . Òîãäà óãîë 1a  ìåæäó ðàäèó-
ñàìè 1 1O A  è 1 2O A  ðàâåí ðàçíîñòè ýòèõ óãëîâ:

1 2 1 1 2 1A O Aa j j= Ð = - . Âûñîòà òðåóãîëüíèêà 2 1 1A O A
– îòðåçîê 1 1O C  – ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ áèññåêòðèñîé
óãëà ïðè âåðøèíå 1O , ïîýòîìó

1 2 1
2 1 1 2 2

A O C
a j j-

Ð = = ,

è

1 1 0 1 1 1 1 1 0C O A C O A A O AÐ = Ð + Ð = 1 2 1
12 2

a j j
j

+
+ = .

Ýòà âûñîòà ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ îòðåçêîâ:

2 1
1 1 1 1 cos

2
O C O K KC d r

j j+
= + = +

(çäåñü òî÷êà K  – ïðîåêöèÿ òî÷êè 2O  íà ïðÿìóþ 1 1O C ).
Íî âåðíî è òàêîå ðàâåíñòâî:

1 2 1
1 1 1 2 cos cos

2 2
O C O A R

a j j-
= = .

Èòàê, èìååì

2 1 2 1cos cos
2 2

R r d
j j j j- +

= + .          (9)

Ðàçäåëèëè îáå ÷àñòè íà R:

2 1 2 1cos cos
2 2

r d
R R

j j j j- +
= + .

Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ 
r
R

r= , d
R

d= , ïîëó÷èì òàêóþ
ôîðìóëó:

2 1 2 1cos cos
2 2

j j j j
r d

- +
= + .          (10)

Òàêîå æå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî àíàëî-
ãè÷íîãî ýëåìåíòà ìíîãîóãîëüíèêà, ò.å.

1 1cos cos
2 2

k k k kj j j j
r d+ +- +

= +    ( k = 1, 2, …, n).
 (11)

Ýòà ôîðìóëà âåðíà êàê äëÿ çàìêíóòîé ëîìàíîé, òàê è
äëÿ íåçàìêíóòîé. Åñëè ëîìàíàÿ çàìêíóòà, òî÷êà 1nA +
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé 1A  è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 1 360nj j+ = + °.
Íà÷íåì òåïåðü âû÷èñëåíèå r  è d  â êîíêðåòíûõ

ñëó÷àÿõ.
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Âû÷èñëåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà Ýéëåðà

Ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà; êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå â «ðóêîâîäÿùåì

ïðèíöèïå», îíà áóäåò
âåðíà äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà.

Íà ðèñóíêå 5 òðå-
óãîëüíèê 1 2 3A A A  ðàñ-
ïîëîæåí ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ëèíèè
öåíòðîâ è 1 2O O .

Çäåñü íóæíûå íàì
ñîîòíîøåíèÿ ïîÿâëÿ-
þòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
èç ðèñóíêà. Èç íåãî
ïîëó÷àåì òàêèå ðàâåí-
ñòâà:

1 2 1

2 1

cos
2 1

O B r
O A R d

a r
d

= = =
- -

.

Êðîìå òîãî,

1 2 1 1 2 1 2cos cos cosA O A C O Aa = Ð = - Ð =

= ( )1 2

1 2

O C r d
O A R

r d
-

- = - = - - .

Ïîñêîëüêó 2 1
1cos 2cos 1

2
a

a = - , òî

( )
( )

2

22 1
1

r
r d

d
- - = -

-
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )2 222 1 1 1 0r r d d d+ - - - + = .

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîé:

( )20,5 1r d= - ,

îòêóäà
2 2

0,5
R d

r
R
-

= .                   (12)

Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èëè èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó âåëè÷èíàìè R, r è d, à èìåííî ôîðìóëó Ýéëåðà
äëÿ òðåóãîëüíèêà.

Âû÷èñëåíèå äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ýéëåðà

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåí âïèñàííûé è îïèñàííûé
÷åòûðåõóãîëüíèê, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ëèíèè
öåíòðîâ 1 2O O  (äåëüòîèä).

Â ýòîì ñëó÷àå

1 2 1

2 1

cos
2 1

O B r
O A R d

a r
d

= = =
- -

,

à

2 2 2

2 3

cos
2 1

O B r
O A R d

a r
d

= = =
+ + .

Êðîìå òîãî, 1 2 180a a+ = ° , ò.å. 1 2 90
2 2
a a

+ = ° , à ïî-

ýòîìó

2 21 2cos cos 1
2 2
a a

+ = ,

èëè

 
( ) ( )

2 2

2 2
1

1 1

r r

d d
+ =

- +
.

  (13)

Îòñþäà 
( )22

2
2

11
2 1

d
r

d

-
=

+
,

è
2

2

1 1

2 1

d
r

d

-
=

+
,

èëè
2 2

2 2

1

2

R d
r

R d

-
=

+
.                  (14)

Ýòó ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëå (12) äëÿ òðåó-
ãîëüíèêà, áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà.

Âû÷èñëåíèå äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà Ýéëåðà

Â ýòîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå íóæíîé íàì çàâèñèìîñòè
ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì â ïðåäûäóùèõ. Â îáùåì
ñëó÷àå îíî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðîãî êóáè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïÿòèóãîëüíèê Ýéëåðà, ñèììåòðè÷íûé
(ñîãëàñíî «ðóêîâîäÿùåìó ïðèíöèïó») îòíîñèòåëüíî
ëèíèè öåíòðîâ 1 2O O
(ðèñ.7).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ
ïåðâûìè ðàâåíñòâàìè èç
(11), ò.å. ïðè k = 1 è k =
= 2. Òàê êàê â íàøåì
ñëó÷àå 1 0j =  è (ïîýòî-
ìó) 2 1j a= , ïåðâîå ðà-
âåíñòâî (ïðè k = 1)
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

1cos
2 1
a r

d
=

-
,

à âòîðîå ðàâåíñòâî (ïðè k = 2) çàïèøåòñÿ òàê:

3 1 3 1cos cos
2 2

j a j a
r d

- +
= + .

Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

( ) ( )3 31 11 cos cos 1 sin sin
2 2 2 2

j ja a
d d r- + + = .  (15)

Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñóí-
êà 7:

3 3
3cos cos 180 cos

2 2

a a
j

æ ö
= ° - = - =ç ÷è ø

= ( )1 3

1 3

O B r d
O A R

r d d r
-

- = - = - - = - .

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâû. Ïîäñòàâèì
â óðàâíåíèå (15) çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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ôóíêöèé:

3 31 cos 1
cos

2 2 2

j j d r+ + -
= = ,

3 31 cos 1
sin

2 2 2

j j d r- - +
= = ,

( )
( )2 22

21 1
2

1
sin 1 cos 1

2 2 11

d ra a r
dd

- -
= - = - =

--
è ïîëó÷èì

( )1 1 1
1

2 1 2
d r d d r

r d r r
d

+ - + - -
+ - + =

-
.

Ïîñëå èçáàâëåíèÿ îò èððàöèîíàëüíîñòåé è íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ òðåòüåé ñòåïå-
íè îòíîñèòåëüíî r :

( )3 2 2 28 4 1r d r d× + × - - ( ) ( )2 32 22 1 1 0r d d× - + - = .

Ýòî óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ, åñëè ââåñòè íîâóþ ïåðå-

ìåííóþ 
21

2
y

d
r

-
= . Îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
3 2 2 0y y y d+ - - = .                (16)

Èñòèííîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ
ñëó÷àÿ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, êîãäà 0d = . Âû
ìîæåòå ïðîäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî èññëåäîâàòü ãðàôè÷åñ-
êè, à òàêæå ðåøèòü ïî ôîðìóëå Êàðäàíî èëè èñïîëüçóÿ
òðèãîíîìåòðèþ. È ýòî òîæå âû ìîæåòå ïðîäåëàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âû÷èñëåíèå äëÿ øåñòèóãîëüíèêà Ýéëåðà

Ðàññìîòðèì øåñòèóãîëüíèê Ýéëåðà, ñèììåòðè÷íûé
(ñîãëàñíî «ðóêîâîäÿùåìó ïðèíöèïó») îòíîñèòåëüíî

ëèíèè öåíòðîâ 1 2O O
(ðèñ.8).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåð-
âûìè òðåìÿ ðàâåí-
ñòâàìè èç (11), ò.å.
ïðè k = 1, k = 2 è k =
= 3.

Òàê êàê 1 0j =  è
(ïîýòîìó) 2 1j a= ,
ïåðâîå ðàâåíñòâî çà-
ïèøåòñÿ òàê:

1cos
2 1
a r

d
=

-
, (17)

à âòîðîå – òàê:

( ) 3 11 cos cos
2 2

j a
d- + ( ) 3 11 sin sin

2 2

j a
d r+ = .  (18)

Òðåòüå æå ðàâåíñòâî

4 3 4 3cos cos
2 2

j j j j
r d

- +
= +

(ïîñêîëüêó 4 180j = ° ) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

3sin
2 1

j r
d

=
+

.                    (19)

Ïîäñòàâèâ (17) è (19) â (18), ïîëó÷èì:

31sin cos 1
2 2

ja
+ = ,               (20)

èëè

( ) ( )

2 2

2 21 1 1
1 1

r r
- + - =

- d + d
.       (21)

Ýòà ôîðìóëà ñèìïàòè÷íà, à ïîïûòêà íàéòè ÿâíóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó r  è d  ïðèâîäèò ê òàêîìó, óâû,
íåêðàñèâîìó âûðàæåíèþ:

( )

2

22 2 2

3 1
2

1 1 12

- d
r =

+ d + + d + d

.

Äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ Ýéëåðà ñ ÷èñëîì ñòîðîí, áîëü-
øèì 6, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
çíà÷åíèÿ r  è d  â íåÿâíîì âèäå. Ïîëó÷åíèå ÿâíîé
çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè ñâÿçàíî ñ ãðîìîçäêèìè è âðÿä
ëè ïðåîäîëèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ïîòîìó ìû è îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîëó÷åíèåì ôîðìóëû
Ýéëåðà òîëüêî äëÿ òðåõ-, ÷åòûðåõ-, ïÿòè- è øåñòè-
óãîëüíèêîâ Ýéëåðà.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Öåíòð îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
îêðóæíîñòè ëåæèò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Âû-
÷èñëèòå îòíîøåíèå ðà-
äèóñîâ ýòèõ îêðóæíîñ-
òåé.

Ðåøåíèå . Ðàñïîëîæèì
òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû
îäíà èç åãî ñòîðîí êàñà-
ëàñü âïèñàííîé â íåãî
îêðóæíîñòè â öåíòðå
îïèñàííîé îêðóæíîñòè

1O  (ðèñ.9). Òîãäà ýòà
ñòîðîíà áóäåò äèàìåòðîì
îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
à ñàì òðåóãîëüíèê – ïðÿ-
ìîóãîëüíûì è ðàâíîáåäðåííûì. Ïîýòîìó

1 1 1 2 2 1R O A O O O A= = + = ( )2 1 2r r r+ = + .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

 
1

2 1
2 1

r
R

r = = = -
+

.

Çàäà÷à 2. Îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè è îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó ïîñëåäíåé

ðàâíî 
d
R

d= . Â êàêèõ ãðàíèöàõ ëåæàò óãëû ýòîãî

òðåóãîëüíèêà?
Ðåøåíèå. Îöåíèì îäèí èç óãëîâ äàííîãî òðåóãîëüíè-

êà 1 2 3A A A  – ïóñòü ýòî áóäåò óãîë ïðè âåðøèíå 1A ,
êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê a  (ðèñ.10, à). Òîãäà

sin
2

r
l

a
= , ãäå r – ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à

2 1l O A= . Ïðè ñêîëüæåíèè òðåóãîëüíèêà çíà÷åíèå l

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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ìåíÿåòñÿ îò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ minl R d= -
(ðèñ.10, á) äî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ maxl =

R d= +  (ðèñ.10, â). Ïîýòîìó max

min

sin
2

r r
l R d

a
= = =

-

=
1

r
d-

 è min

max

sin
2 1

r r
l R d

a r
d

= = =
+ +

. Òàê êàê

21
2
d

r
-

= , òî max 1
sin

2 2
a d+

=  è min 1
sin

2 2
a d-

= .

Îòñþäà îòâåò: 
1 1

2arcsin 2arcsin
2 2

d d
a

- +
£ £ .

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïîìèìî çíà÷åíèÿ d  çàäàíî òàêæå
çíà÷åíèå r , òî ýòà çàäà÷à èìååò è äðóãîå ïðîñòîå
ðåøåíèå – íàéäèòå åãî. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ áîëåå
êðàñèâûé îòâåò:

( ) ( )arccos arccosr d a r d+ £ £ - .

Çàìå÷àíèå 2. Îöåíèâ îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà,
ìû òåì ñàìûì îöåíèëè ëþáîé óãîë ñêîëüçÿùåãî òðåó-
ãîëüíèêà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà.

Çàäà÷à 3. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ÷åòûðåõóãîëü-
íèê Ýéëåðà, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêîëî
íåãî îêðóæíîñòè. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ðàäèóñîâ
ýòèõ îêðóæíîñòåé?

Ýòó çàäà÷ó âû ñìîæåòå ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îòâåò: 5 2r d= = - .
Çàäà÷à 4. Îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè

âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê îêðóæíîñòè è îïèñàí-
íîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó

ïîñëåäíåé ðàâíî 
d
R

d= . Â êàêèõ ãðàíèöàõ ëåæàò óãëû

ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà?
Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå 6 ÷åòûðåõóãîëüíèê 1 2 3 4A A A A

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ 1 2O O . Âåð-
øèíà ñêîëüçÿùåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ýéëåðà ïîî÷å-
ðåäíî çàíèìàåò ïîëîæåíèå 1 2 3, ,A A A  è 4A . Êàê è ïðè
ñêîëüæåíèè òðåóãîëüíèêà (çàäà÷à 2), óãîë ïðè âåðøè-
íå ÷åòûðåõóãîëüíèêà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ maxb , êîãäà ðàññòîÿíèå îò öåíòðà âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè äî ýòîé âåðøèíû ìèíèìàëüíî è ðàâíî R – d
(â âåðøèíå 1A ), à ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ minb  –  êîãäà
ýòî ðàññòîÿíèå ìàêñèìàëüíî è ðàâíî R + d  (â âåðøèíå

3A ).

Î÷åâèäíî, ÷òî

 min 2sin cos
2 2 1

b a r
d

= =
+

,
 à

 min 1cos cos
2 2 1

b a r
d

= =
-

.

Ïîýòîìó
 minsinb =

min min2sin cos
2 2

b b
= =

2

2

2

1

r

d
=

-
.

Ïîäñòàâèì ñþäà çíà÷åíèå 2r  èç ôîðìóëû (14) è

ïîëó÷èì 
2

min 2

1
sin

1

d
b

d

-
=

+
. Ïîñêîëüêó min maxb b+ =

180= ° , òî
2 2

2 2

1 1
arcsin 180 arcsin

1 1

d d
b

d d

- -
£ £ ° -

+ +
.

Çàäà÷à 5. Âåðøèíû 1A  è 4A  øåñòèóãîëüíèêà Ýéëå-
ðà 1 2 3 4 5 6A A A A A A  ëåæàò íà ëèíèè öåíòðîâ 1 2O O  (ñì.
ðèñ.8). Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R. Äîêà-
æèòå, ÷òî 1 3a a 2R+ =  ( 1 1 2a A A= , 3 3 4a A A= ).

Ðåøåíèå. Èìååì òàêèå ðàâåíñòâà:

2 1
1 2 sin 2 sin

2 2
a R R

j a
= = ,

4 3
3 2 sin

2
a R

j j-
= = 3 3180

2 sin 2 cos
2 2

R R
j j° -

= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (20),

1 3
1 3 2 sin cos 2

2 2
a a R R

a jæ ö+ = + =ç ÷è ø
.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü èçâåñòíû öåíòðàëüíûå óãëû ka ,
ïîä êîòîðûìè ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà Ýéëåðà âèä-
íû èç öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. ×åìó ðàâíî
îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé?

Ðåøåíèå. Óìíîæèì êàæäîå èç ðàâåíñòâ (11) íà

1sin
2

k kj j+ -
 è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà:

1 1

1

sin cos
2 2

n
k k k k

k

j j j j+ +

=

- -
=å

1 1 1

1 1

sin cos
2 2 2

n n
k k k k k k

k k

+ + +

= =

j - j j - j j + j
= r + då å .

Ïðåîáðàçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

( )1
1

1
sin

2

n

k k
k

+
=

j - j =å

( )1
1

1 1

1
sin sin sin

2 2

n n
k k

k k
k k

+
+

= =

j - j
= r + d j - jå å .

Íî ( )1
1

sin sin
n

k k
k

j j+
=

-å  = 0 (ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1nj + =

Ðèñ. 10
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1360 j= ° + ). È òàê êàê 1k k kj j a+ - = , ïîëó÷èì

1

1

sin

2 sin
2

n

k
k

n
k

k

=

=

a

r =
a

å

å
.                   (22)

Çàìå÷àíèå.  Åñëè ìíîãîóãîëüíèê Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíèêîì ñ óãëàìè , ,a b g , òî ôîðìóëà (22) âûã-
ëÿäèò òàê:

( )
sin 2 sin 2 sin 2
2 sin sin sin

a b g
r

a b g
+ +

=
+ + .            (23)

Çàäà÷à 7. ×åòûðåõ-
óãîëüíèê Ýéëåðà ÿâëÿ-
åòñÿ òðàïåöèåé (ðèñ.
11). Çíàÿ d , íàéäèòå
óãîë a  ìåæäó åå äèàãî-
íàëÿìè.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî
òðàïåöèÿ 1 2 3 4A A A A  –
ðàâíîáîêàÿ. Óãîë a
ðàâåí ïîëóñóììå äóã,
êîòîðûå âûñåêàþò íà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè
äèàãîíàëè 1 3A A  è

2 4A A , ò.å. ( )1 30,5a a a= + . Òàê êàê ó òðàïåöèè

1 3a a= , òî 1a a= . Î÷åâèäíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

4 2
1 180

2
a a

a a
+

= = ° - ,

ãäå 4
1 1 42

A O B
a

= Ð , 2
2 1 22

A O B
a

= Ð . Íàéäåì

4 2 4 2 4 2cos cos cos sin sin
2 2 2 2 2

a a a a a a+
== - .

Èç ðèñóíêà 11 ñëåäóåò

4 1 4

1 1

cos
2

O B r d
O A R

a
r d

+
= = = + ,

2 1 2

1 2

cos
2

O B r d
O A R

a
r d

-
= = = - ,

à ïîòîìó
2 24 2cos cos

2 2
a a

r d= - .

Íàéäåì òåïåðü 4 2sin sin
2 2

a a
:

4 2sin sin
2 2

a a
= ( ) ( )2 2 21 1r d r d r- + - - = .

Òîãäà

24 2cos
2 2

a a
dæ ö+ = -ç ÷è ø

.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: 2cosa d= , è 2arccosa d= .
Çàäà÷à 8. ×åòûðåõóãîëüíèê Ýéëåðà ïðè ñêîëüæåíèè

ñòàíîâèòñÿ â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè òðàïåöè-
åé (ðèñ.12,à) èëè äåëüòîèäîì (ðèñ.12,á). Â êàêîì
ñëó÷àå åãî ïåðèìåòð ìåíüøå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðàïåöèè 1 2 3 4A A A A  1 2 1A A a= ,
2 3 2A A a= , 3 4 3A A a= , 4 1 4A A a= . Ïîñêîëüêó òðàïå-

öèÿ îïèñàíà îêîëî îêðóæíîñòè, ñóììû ïàð åå ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû: 1 3 2 4a a a a+ = + . Ïîýòîìó
ïåðèìåòð Ð ðàâåí ( )1 32 a a+ . Íî 1 3a a= , è ïîòîìó
ïåðèìåòð Ð ðàâåí 14a . Òàê êàê òðàïåöèÿ âïèñàíà â

îêðóæíîñòü, òî 1
1 2 sin

2
a R

a
= . Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å

ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî 2
1cos cosa a d= = . Ïîýòîìó

21
1

1 cos
2 2 1

2
a R R

a
d

-
= = - ,

è

24 2 1P R d= - .

Â äåëüòîèäå 1 2 3 4A A A A   1 2 1A A a= , 2 3 2A A a= ,

3 4 3A A a= , 4 1 4A A a= . Åãî ïåðèìåòð ðàâåí

( ) ( )1 1 3 1 22 2P a a a a= + = + =

= 1 22 2 sin 2 sin
2 2

R R
a aæ ö+ =ç ÷è ø

1 24 sin sin
2 2

R
a aæ ö+ç ÷è ø.

Òàê êàê 1 2 90
2 2
a a

+ = ° , òî

1 2 2 2

2 3

sin cos
2 2

O B
O A

a a
= = =

1
r

R d
r

d
=

+ +
,

2 1 2 1

2 1

sin cos
2 2

O B
O A

a a
= = =

1
r

R d
r

d
=

- -
.

Òîãäà

1 2

8
4

1 1 1

R
P R

r r r
d d d

æ ö= + =ç ÷è ø+ - -
.

Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî 
2

2

1

2 1

- d
r =

+ d
 è ïîëó÷èì

1 2

4 2

1

R
P =

+ d
.

×òîáû âûÿñíèòü, êàêîé èç íàéäåííûõ ïåðèìåòðîâ
ìåíüøå, íàéäåì îòíîøåíèå ïåðèìåòðà òðàïåöèè ê ïå-

ðèìåòðó äåëüòîèäà. Îíî ðàâíî 41 1d- < . Ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî ïåðèìåòð òðàïåöèè ìåíüøå ïåðèìåòðà äåëü-
òîèäà.

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)
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Ââåðõ è âíèç ÷åðåç
àòìîñôåðó

Ê.ÁÎÃÄÀÍÎÂ

Ìîæíî ëè óëåòåòü â êîñìîñ
íà âîçäóøíîì øàðå?

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ýòîò âîïðîñ âîëíîâàë èçâåñòíî-
ãî ðóññêîãî ó÷åíîãî è èçîáðåòàòåëÿ â îáëàñòè àýðî- è
ðàêåòîäèíàìèêè Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî. Ñíà÷àëà îí ïû-
òàëñÿ îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü, à ïîòîì – íåâîçìîæ-
íîñòü òàêèõ ïîëåòîâ. È òîëüêî â 1903 ãîäó ó÷åíûé äà ë
îêîí÷àòåëüíûé îòðèöàòåëüíûé îòâåò â ñòàâøåé êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòå «Èññëåäîâàíèå ìèðîâûõ ïðîñòðàíñòâ
ðåàêòèâíûìè ïðèáîðàìè».

Ðàññ÷èòûâàÿ íåîáõîäèìûå ðàçìåðû øàðà ìàññîé
1 êã, íàïîëíåííîãî âîäîðîäîì, êîòîðûé ìîã áû ïîäíÿò ü
1 êã ïîëåçíîãî ãðóçà íà âûñîòó 27 êì, Öèîëêîâñêèé
ïðèøåë ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî «…äàæå ïàïèðîñíàÿ áóìàãà
áóäåò â 5 ðàç òÿæåëåå òîé ìàòåðèè, êîòîðàÿ äîëæíà
áûòü óïîòðåáëåíà íà íàø àýðîñòàò. Òàêàÿ ìàòåðèÿ, â
ïðèìåíåíèè ê àýðîñòàòó, íåâîçìîæíà, ïîòîìó ÷òî îáî-
ëî÷êà, ñäåëàííàÿ èç íåå, áóäåò ðâàòüñÿ è ñèëüíî
ïðîïóñêàòü ãàç». È äàëåå: «×òî æå ñêàçàòü î ïîäíÿòè è
ïðèáîðîâ íà áîëüøóþ âûñîòó? Ðàçìåðû àýðîñòàòîâ
äîëæíû áûòü åùå çíà÷èòåëüíî áîëüøå, íî íå íàäî ïðè
ýòîì çàáûâàòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ âîçäóøíîã î
øàðà ðàçðûâàþùèå îáîëî÷êó ñèëû âñå áîëåå è áîëåå
áåðóò ïåðåâåñ íàä ñîïðîòèâëåíèåì ìàòåðèàëà. Çà ïðå-
äåëû àòìîñôåðû ïîäíÿòèå ïðèáîðîâ, ñ ïîìîùüþ âîç-
äóøíîãî øàðà, ðàçóìååòñÿ, ñîâñåì íåìûñëèìî…»

Èòàê, ïî ìíåíèþ Öèîëêîâñêîãî, ïîëåò àýðîñòàòîâ â
êîñìîñ íåâîçìîæåí õîòÿ áû òîëüêî èç-çà îòñóòñòâèÿ
äîñòàòî÷íî òîíêèõ è ïðî÷íûõ ìàòåðèàëîâ äëÿ îáîëî÷åê
àýðîñòàòîâ.

Ïðîøëî áîëåå ñòà ëåò, è ñåé÷àñ ñîçäàíî äîâîëüíî
ìíîãî ìàòåðèàëîâ, î êîòîðûõ Öèîëêîâñêèé íå ìîã è
ìå÷òàòü. Òàê, èñïîëüçîâàíèå ïîëèýòèëåíîâîé ïëåíêè
òîëùèíîé 3,4 ìêì äàëî âîçìîæíîñòü ÿïîíñêèì ó÷åíûì
èç Èíñòèòóòà êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé èçãîòîâèòü
ñòðàòîñòàò îáúåìîì 360000 ì  (äèàìåòðîì 50 ì), ìàññà
êîòîðîãî ñîñòàâèëà âñåãî 35 êã. Â ìàå 2002 ãîäà ýòî ò
ñòðàòîñòàò óñòàíîâèë ðåêîðä, ïîäíÿâøèñü íà âûñîòó
53 êì ñ ïîëåçíûì ãðóçîì îêîëî 5 êã, ñîñòîÿùèì èç äâ óõ
òåëåâèçèîííûõ êàìåð è ïðèáîðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ âû-
ñîòû. Ãðàôèê ðåêîðäíîãî ïîäúåìà ýòîãî ñòðàòîñòàòà
èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòèå òåõíîëîãèé ïîêàçàëî, ÷òî
ïðîðî÷åñòâî Öèîëêîâñêîãî â îòíîøåíèè âîçäóøíûõ
øàðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, îêàçàëîñü íå ñîâñåì âåðíûì.
Âåäü íà âûñîòå 53 êì ïëîòíîñòü àòìîñôåðû ñîñòàâëÿåò
ìåíüøå 1/1000 îò åå ïëîòíîñòè íà óðîâíå ìîðÿ,

ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ âîçäóøíûõ
øàðîâ ïðèáîðû çà ïðåäåëû àòìîñôåðû âñå-òàêè ïîäíÿ-
ëè! Òàê, ìîæåò áûòü, âîîáùå íå ñóùåñòâóåò âåðõíåãî
ïðåäåëà äëÿ âûñîòû, íà êîòîðóþ ìîæåò ïîäíÿòüñÿ
ñòðàòîñòàò? Ïîïðîáóåì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

Îöåíèâàåì ýíåðãèþ îïóñêàþùåãîñÿ
àòìîñôåðíîãî ñòîëáà

Àýðîñòàò äâèæåòñÿ ââåðõ, ïîñêîëüêó ñíèçó íà íåãî
äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà Àðõèìåäà ñî ñòîðîíû
îêðóæàþùåãî âîçäóõà. Ïîäíèìàÿñü, àýðîñòàò îñâîáîæ-
äàåò ïîä ñîáîé ìåñòî, êîòîðîå çàíèìàåò âîçäóõ, âûòå ñ-
íåííûé àýðîñòàòîì ñâåðõó. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ýòîãî äâèæóùåãîñÿ ñâåðõó âíèç âîçäóõà óìåíüøàåòñÿ,
è ÷àñòü ýòîé ýíåðãèè ïåðåõîäèò â ìåõàíè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ ñòðàòîñòàòà. Åñëè aM  – ìàññà ïåðåìåùàþùåãîñÿ
àòìîñôåðíîãî âîçäóõà, à Í  – õàðàêòåðíàÿ âûñîòà
ñòðàòîñòàòà, òî ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïåðåäàíà ñòðàòîñòàòó îò îïóñêàþùåãîñÿ âîçäóõà,



Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 110
ðàâíà

max aW M gH= .

Èç ñïðàâî÷íèêà ïî
ôèçèêå ìîæíî óçíàòü,
÷òî ïëîòíîñòü r  âîç-
äóõà â àòìîñôåðå
óìåíüøàåòñÿ ñ âûñîòîé
h ïî ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó çàêîíó (ðèñ.2)

0
bher r -= ,

ãäå 3
0 1,23 êã ìr =  –

ïëîòíîñòü âîçäóõà íà
óðîâíå ìîðÿ, 10,00013 ìb -= – êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïëîòíîñòüþ 0r , óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

29,8 ì cg =  è àòìîñ-
ôåðíûì äàâëåíèåì ó
ïîâåðõíîñòè çåìëè

a 101 êÏàp =  ñîîòíî-
øåíèåì 0 ab g pr= .
Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ñòðàòîñòàòà â
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè ðàâíà S, òî, èí-
òåãðèðóÿ âûðàæåíèå
äëÿ ïëîòíîñòè r , ëåã-
êî íàéòè ìàññó ïåðå-

ìåùàþùåãîñÿ ñâåðõó âíèç àòìîñôåðíîãî âîçäóõà:

0
aM S

b
r

= .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ìàññó â ôîðìóëó äëÿ ìàêñèìàëüíîé
ýíåðãèè, ïîëó÷àåì

0 0
max

g g
W SH V

b b
r r

= = ,

ãäå V  – îáúåì ñòðàòîñòàòà.

Ìîæíî ëè íàâñåãäà ïîêèíóòü Çåìëþ
íà ñòðàòîñòàòå?

Ñðàâíèì ýíåðãèþ îïóñêàþùåãîñÿ ñòîëáà àòìîñôåðû
maxW  ñ ýíåðãèåé IIW , êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïåðåäàòü

òåëó ìàññîé m, ÷òîáû íàâñåãäà âûâåñòè åãî çà ïðåäåëû
òÿãîòåíèÿ Çåìëè, ïðèäàâ åìó âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ
ñêîðîñòü II 11,2 êì ñv = . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

II ÇW mgR= ,

ãäå Ç 6400 êìR =  – ðàäèóñ Çåìëè. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
âñÿ ýíåðãèÿ îïóñêàþùåãîñÿ ñòîëáà àòìîñôåðû ïåðåõî-
äèò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïîäíèìàþùåãîñÿ òåëà, òî
ýòî òåëî, ïîäíèìàÿñü, ìîæåò äîñòè÷ü âòîðîé êîñìè÷åñ -
êîé ñêîðîñòè ïðè óñëîâèè

II maxW W£ , èëè 3 30

Ç

1,5 10  êã ì
m
V bR

r -£ » × .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óëåòåòü äàëåêî â êîñìîñ, çàòðàòèâ
òîëüêî ýíåðãèþ àòìîñôåðû, ìû ñìîæåì, êîãäà íàó÷èì-
ñÿ çàïîëíÿòü ïî÷òè íåâåñîìûå è î÷åíü ïðî÷íûå ñòðàòî -
ñòàòû… âàêóóìîì. Íàïðèìåð, åñëè èçãîòîâèòü çàïîë-

íåííûé âàêóóìîì ñòðàòîñòàò ìàññîé 1 êã è îáúåìîì
31000 ì , òî òàêîé ãèïîòåòè÷åñêèé ñòðàòîñòàò â ïðèíöè-

ïå ìîã áû óëåòåòü íàâñåãäà â êîñìîñ ïðè óñëîâèè, ÷ò î
àòìîñôåðà íå áóäåò ñîïðîòèâëÿòüñÿ åãî äâèæåíèþ.

Êîíå÷íî, âñå ýòî èç îáëàñòè ôàíòàñòèêè, íî âåäü è
Öèîëêîâñêèé ñòî ëåò òîìó íàçàä òîæå ôàíòàçèðîâàë.

Êîí÷àåì ôàíòàçèðîâàòü è îöåíèâàåì
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ âûñîòó ïîäúåìà

ñòðàòîñòàòà

Èçâåñòíî, ÷òî îáîëî÷êó ñòðàòîñòàòà íà çåìëå çàïîë-
íÿþò ëèøü ÷àñòè÷íî, è âîò ïî÷åìó. Åñëè ñðàçó ïîëíî-
ñòüþ íàäóòü ñòðàòîñòàò ãåëèåì, ïðèäàâ åìó øàðîîáðàç -
íóþ ôîðìó è óâåëè÷èâ äî ïðåäåëà ïîäúåìíóþ ñèëó, òî,
ïîäíÿâøèñü âûñîêî, îí ìîæåò ëîïíóòü, íå âûäåðæàâ
ðàçíîñòè äàâëåíèé. Ïîýòîìó îòðûâàþùèéñÿ îò çåìëè
ñòðàòîñòàò ïîõîæ íà äëèííûé ñìîðùåííûé ÷óëîê,
ñëåãêà ðàñøèðÿþùèéñÿ êâåðõó. Ïîäíèìàÿñü â ðàçðå-
æåííûå ñëîè àòìîñôåðû, ñòðàòîñòàò ïîñòåïåííî ðàñ-
øèðÿåòñÿ è ïðèíèìàåò ôîðìó, áëèçêóþ ê øàðîîáðàç-
íîé. Îöåíèì ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúåìà òàêîãî
ñòðàòîñòàòà.

Ñòðàòîñòàò ïåðåñòàíåò äâèãàòüñÿ ââåðõ è äîñòèãíåò
ìàêñèìàëüíîé âûñîòû maxh , êîãäà ñèëà Àðõèìåäà
îêàæåòñÿ ðàâíîé ñèëå òÿæåñòè. Ê ýòîìó âðåìåíè ñòðà-
òîñòàò ðàçäóåòñÿ ïîëíîñòüþ, åãî îáúåì áóäåò maxV , à
ñèëà Àðõèìåäà ñòàíåò ðàâíîé

max
A 0 max

bhF e V gr -= .

Ïóñòü ìàññà îáîëî÷êè è îáîðóäîâàíèÿ ñòðàòîñòàòà
ðàâíà Ì , à ìàññà ãåëèÿ, êîòîðûì áûë çàïîëíåí ñòðàòî-
ñòàò íà çåìëå ïðè òåìïåðàòóðå a 293 ÊT =  è íîðìàëü-
íîì àòìîñôåðíîì äàâëåíèè ap , ñîñòàâëÿåò ã ã minm Vr= ,
ãäå 3

ã 0,17 êã ìr =  – ïëîòíîñòü ãåëèÿ è minV  – çàíè-
ìàåìûé èì îáúåì. Òîãäà ñèëà òÿæåñòè ñòðàòîñòàòà
áóäåò ðàâíà

( )ò ã ã minF M m g Mg V gr= + = + .

Ïðèðàâíèâàÿ ñèëû AF  è òF , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà maxh ãå-
ëèåâîãî ñòðàòîñòàòà:

0 max
max

ã min

1
ln

V
h

b M V
r

r
=

+
.

Èç ôîðìóëû äëÿ maxh  ñëåäóåò, ÷òî, ÷åì ìåíüøå minV ,
òåì âûøå ïîäíèìåòñÿ ñòðàòîñòàò. Îäíàêî óìåíüøàòü

minV  ìû ìîæåì òîëüêî äî òåõ âåëè÷èí, ïðè êîòîðûõ
ñòðàòîñòàò ñóìååò îòîðâàòüñÿ îò çåìëè. À èìåííî, ïî êà

min

0 ã

1V
M r r

>
-

.

Âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà
î÷åíü áëèçêà ê åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòîñòàò
ìàññîé 40 êã (áåç ãàçà) äîñòàòî÷íî çàïîëíèòü ãåëèåì  â
îáúåìå 340 ì , è îí ìåäëåííî ïîéäåò ââåðõ. Íî íà
ñàìîì äåëå minV  äîëæåí áûòü íà ïîðÿäîê áîëüøå
ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû, òàê êàê, çàïîëíÿÿ ñòðàòîñòàò, ì û
äîëæíû åãî ðàñïðàâèòü. Èíà÷å, ïîäíèìàÿñü ââåðõ,
íåçàïîëíåííûé øëåéô ñòðàòîñòàòà ìîæåò çàïóòàòüñÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ãåëèé îáúåìîì minV  äîëæåí îêà-

Ðèñ.2. Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè àòìîñôå-
ðû ñ âûñîòîé

Ðèñ.1. Ðåêîðäíûé ïîäúåì â âîçäóõ
ÿïîíñêîãî ñòðàòîñòàòà 22 ìàÿ 2002
ãîäà



çàòüñÿ â âåðõíåé ÷àñòè ñòðàòîñòàòà. ×òîáû ñäåëàòü òàê,
ñîîðóæàþò ñïåöèàëüíóþ ïëàòôîðìó, íà êîòîðîé è
çàïîëíÿþò ñòðàòîñòàò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî min max 100V V= . Ïîä-
ñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîé âûñîòû Ì  =
= 40 êã, 3

max 60000 ìV = , 3
min 600 ìV =  (ïðè ýòîì

3
min 15 ì êãV M = ), ïîëó÷àåì max 48,2 êìh » .
Èòàê, íàøà îöåíêà ïî÷òè ñîâïàëà ñ ðåêîðäíîé âûñî-

òîé ïîäúåìà îáñóæäàåìîãî ÿïîíñêîãî ñòðàòîñòàòà.
À ìîæíî ëè, çàïîëíèâ òîò æå ñòðàòîñòàò ìåíüøèì

îáúåìîì ãåëèÿ, äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåé âûñîòû
ïîäíÿòèÿ? Ïîëîæèâ, íàïðèìåð, 3

min 400 ìV =
( 3

min 10 ì êãV M = ), ïîëó÷àåì max 50,3 êìh » , ÷òî
âñåãî íà 2 êì áîëüøå. Äàëüøå óìåíüøàòü minV , î÷åâèä-
íî, óæå íåâîçìîæíî.

Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ maxh , ÷òîáû
ïîäíÿòü ñòðàòîñòàò åùå âûøå, ìû ìîæåì íå òîëüêî
óìåíüøàòü minV , íî è óâåëè÷èâàòü maxV . Íàéäåì
çàâèñèìîñòü maxh  îò maxV , ñ÷èòàÿ, ÷òî minV M =

310 ì êã=  è ñòðàòîñòàò íå ïîäíèìàåò íèêàêîãî ïîëåç-
íîãî ãðóçà. Ïóñòü ïîëíîñòüþ ðàçäóòûé ñòðàòîñòàò
èìååò ôîðìó øàðà ðàäèóñîì maxR . Òîãäà ïîâåðõíîñòü
ýòîãî øàðà ðàâíà 2

max4 Rp , à ìàññà îáîëî÷êè ñîñòàâëÿåò
2

c max4M R dr p= × , ãäå ñr  – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáî-
ëî÷êè ñòðàòîñòàòà, à d – åå òîëùèíà. Ðàçäåëèâ ÷èñëè-
òåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè, îò êîòîðîé áåðåòñÿ ëîãà-
ðèôì â ôîðìóëå äëÿ maxh , íà Ì , ïîëó÷àåì

maxmax
00

c
max

min min
ã ã

31 1
ln ln

1 1

RV
dMh

V Vb b
M M

rr r

r r
= =

+ +
.

Çàâèñèìîñòü maxh  îò maxV  ïîêàçàíà ñïëîøíîé ëèíè-
åé íà ðèñóíêå 3 äëÿ ñòðàòîñòàòà, ñäåëàííîãî èç ïîëè -
ýòèëåíîâîé ïëåíêè ïëîòíîñòüþ 3

c 1000 êã ìr =  è òîë-
ùèíîé d  = 3,4 ìêì ïðè óñëîâèè ÷òî

3
min 10 ì êãV M = . Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ìàêñèìàëü-

íîãî îáúåìà ñòðàòîñòàòà óâåëè÷èâàåòñÿ è ìàêñèìàëü-
íàÿ âûñîòà åãî ïîäúåìà, íî â äèàïàçîíå îò 60000 äî

3120000 ì  ýòà âûñîòà âîçðàñòàåò ëèøü íà 1 êì. Â òî
æå âðåìÿ, èñïîëüçîâàíèå áîëåå òîíêîé ïëåíêè, íàïðè-
ìåð òîëùèíîé 2 ìêì, äàåò óâåëè÷åíèå âûñîòû ïîäúå-
ìà ïî÷òè íà 5 êì äëÿ ñòðàòîñòàòîâ ëþáûõ ðàçìåðîâ
(ñì. ïóíêòèðíóþ ëèíèþ íà ðèñóíêå 3).

Îöåíèâàåì ñêîðîñòü ïîäúåìà ñòðàòîñòàòà

Ñòðàòîñòàò ÿâëÿåòñÿ íåçàìåíèìûì óñòðîéñòâîì äëÿ
ïîñëîéíîãî èçó÷åíèÿ àòìîñôåðû, ïîñêîëüêó îí ïîäíè-
ìàåòñÿ ââåðõ äîâîëüíî ìåäëåííî. Òàê, íàïðèìåð, óïî-
ìÿíóòûé ÿïîíñêèé ñòðàòîñòàò äî ñâîåé ðåêîðäíîé
âûñîòû ïîäíèìàëñÿ áîëåå òðåõ ÷àñîâ ïðàêòè÷åñêè
ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ îêîëî 260 ì/ìèí (ñì. ðèñ.1) .
Îò êàêèõ æå ïàðàìåòðîâ çàâèñÿò ñêîðîñòü è âðåìÿ
ïîäúåìà ñòðàòîñòàòà, è ìîæíî ëè èõ îöåíèòü òåîðåòè-
÷åñêè?

Íà ñòðàòîñòàò äåéñòâóþò òðè ñèëû – ñèëà Àðõèìåäà,
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà è ñèëà òÿæåñòè. Ñèëà
Àðõèìåäà, òîëêàþùàÿ ââåðõ ñòðàòîñòàò îáúåìîì V ,
íàõîäÿùèéñÿ íà âûñîòå h, ðàâíà

A 0
bhF Vg e Vgr r -= = .

Ñèëà òÿæåñòè ñòðàòîñòàòà, çàïîëíåííîãî ãåëèåì, áûëà
íàìè âûâåäåíà ðàíåå:

ò ãF Mg Vgr= + .

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, äåéñòâóþùàÿ íà ñòðàòî-
ñòàò ïðè åãî ðàâíîìåðíîì ïîäúåìå ñî ñêîðîñòüþ v,
ðàâíà

2

ñîïð 2
v

F CS
r

= ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòðàòîñòàòà, à
Ñ – áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, íàçûâàåìûé êîýô-
ôèöèåíòîì àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, êîòî-
ðûé äëÿ øàðîîáðàçíîé ôîðìû ñòðàòîñòàòà ñîñòàâëÿåò
0,24. (Ïîäðîáíåå îá àýðîäèíàìè÷åñêîé ñèëå, îäíîé èç
ñîñòàâëÿþùèõ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ,
ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå À.Ë.Ñòàñåíêî «Ôèçè÷åñêèå
îñíîâû ïîëåòà» – âûï.91 «Áèáëèîòå÷êè «Êâàíò».)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî âîçäóõ èãðàåò åùå îäíó ðîëü.
Ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè ñòðàòîñòàò âûíóæäåí ïðè-
äàâàòü óñêîðåíèå íåêîòîðîé ìàññå âîçäóõà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ ïåðåä íèì, ïîýòîìó ìàññà ñòðàòîñòàòà êàê áû
óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî óâåëè÷åíèå ìàññû íàçûâàþò ïðèñî-
åäèíåííîé ìàññîé. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ïðè óñêî-
ðåííîì ïîäúåìå øàðîîáðàçíîãî ñòðàòîñòàòà ïðèñîåäè-
íåííàÿ ìàññà ðàâíà ïîëîâèíå ìàññû âîçäóõà â îáúåìå,
çàíèìàåìîì ñòðàòîñòàòîì.

Èòàê, âñå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñòðàòîñòàò, îïèñà-
íû, íî, ïåðåä òåì êàê îöåíèòü ñêîðîñòü ïîäúåìà, íàì
íåîáõîäèìî îïèñàòü èçìåíåíèå ôîðìû è îáúåìà ñòðà-
òîñòàòà ïðè ïîäúåìå.

Ïóñòü âåðõíÿÿ ÷àñòü ñòðàòîñòàòà âñåãäà èìååò ôîðìó
ïîëóñôåðû ðàäèóñîì r, ðàâíûì ðàäèóñó ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ñòðàòîñòàòà, à íèæíÿÿ åãî ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëîâèíó ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ñ ïîëóîñÿìè r, r
è L  (ðèñ.4). Ïðè äâèæåíèè ââåðõ, êîãäà äàâëåíèå
âîçäóõà ñíàðóæè ïàäàåò, îáúåì ñòðàòîñòàòà óâåëè÷èâà-
åòñÿ, ïëîùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 2rp  ðàñòåò, à
âåðòèêàëüíûé ðàçìåð L  óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê

maxr . Â êîíöå êîíöîâ ñòðàòîñòàò ïðèíèìàåò øàðîîáðàç-
íóþ ôîðìó ñ ðàäèóñîì maxr . ×òîáû îïèñàòü âñå ïðîìå-
æóòî÷íûå ôîðìû ñòðàòîñòàòà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

max2r L r+ = .
Ðèñ.3. Òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü âûñîòû ïîäúåìà ñòð àòîñòàòà îò
åãî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
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Ïðè ýòîì îáúåì ñòðàòîñòàòà ðàâåí
2

max max
4 4
3 3

V r r Srp= = .

Íî ïîêà îáîëî÷êà ñòðàòîñòàòà íå íàòÿíóëàñü, åãî
îáúåì ìîæíî âû÷èñëèòü ïî óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà–
Ìåíäåëååâà, ñ÷èòàÿ, ÷òî äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ãåëè ÿ
ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì âîçäóõà ñíàðóæè.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîäúåìå ñèëà Àðõèìåäà, äî ò åõ
ïîð ïîêà îáîëî÷êà ñòðàòîñòàòà íå íàòÿíóëàñü, îñòàåò ñÿ
íåèçìåííîé è ðàâíîé âåñó âîçäóõà, âûòåñíåííîãî ñòðà -
òîñòàòîì ó ïîâåðõíîñòè çåìëè:

a â
A â â min min

a

p
F m g V g V g

RT
M

r= = = ,

ãäå â 29 ã ìîëüM =  – ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà. Òîãäà
îáúåì ñòðàòîñòàòà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çí à-
÷åíèÿ maxV  íà âûñîòå

0 max ã 0 max

A â ã min

1 1
ln ln

V g V
h

b F b V
r M r

M r*
æ ö

= = ç ÷è ø
.

Äëÿ ÿïîíñêîãî ñòðàòîñòàòà ñ 3
min 300 ìV =  âûñîòà

h* , âû÷èñëåííàÿ ïî ýòîé ôîðìóëå, ñîñòàâëÿåò ÷óòü
áîëåå 40 êì ( òî÷íåå – 40,9 êì). Òàêèì îáðàçîì, ïåð âûå
40 êì ñòðàòîñòàò ïîäíèìàëñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿí-
íîé  ñèëû Àðõèìåäà, ïîñëå ÷åãî åå âåëè÷èíà ñòàëà
óìåíüøàòüñÿ, òàê êàê îáúåì ñòðàòîñòàòà óæå íå ìîã
óâåëè÷èâàòüñÿ, è åùå ÷åðåç 13 êì ñèëà Àðõèìåäà îêà-
çàëàñü ðàâíîé ñèëå òÿæåñòè – ñòðàòîñòàò îñòàíîâèëñÿ.

Îïðåäåëèì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòðàòîñòàòà íà ó÷àñ-
òêå ïîäúåìà ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé Àðõèìåäà. Êàê óæå
ãîâîðèëîñü, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà çàâèñèò îò
ïðîèçâåäåíèÿ Sr , ïðè÷åì ïðè âñåõ èçìåíåíèÿõ ôîðìû
è îáúåìà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòðàòîñòàòà S
ñâÿçàíà ñ åãî îáúåìîì ñîîòíîøåíèåì ( ) max3 4S V r= .
Ñ ó÷åòîì ýòîãî äëÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëó÷àåì

2
2

ñîïð â
max

3
2 8

pVv C
F CS v

r RT
r

M= = = 2a min
â

max a

3
8

p VC
v

r RT
M .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæèòåëü ïðè 2v  èçìåíÿåòñÿ ñ
âûñîòîé òàê, êàê èçìåíÿåòñÿ êîýôôèöèåíò Ñ. Ñíà÷àëà
àýðîñòàò èìååò êàïëåâèäíóþ ôîðìó, äëÿ êîòîðîé êîýô-
ôèöèåíò àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà

0,04C » , à â êîíöå ïðèîáðåòàåò øàðîîáðàçíóþ ôîðìó,
äëÿ êîòîðîé 0,24C » . Åùå ðàç îáëåã÷èì ñåáå çàäà÷ó,
ñ÷èòàÿ, ÷òî â ñðåäíåì 0,14C » .

Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà ïðåíåáðå÷ü ïðèñîåäèíåííîé ìàñ-
ñîé. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ( )A ñîïð ãF F M m g= + +  ìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïîäúåìà

ñòðàòîñòàòà:

max ã

â

8
1

3
gr M m

v
C m

æ ö+
= -ç ÷è ø

,

ãäå âm  – óæå óïîìèíàâøàÿñÿ ìàññà âûòåñíåííîãî
ñòðàòîñòàòîì âîçäóõà íà çåìëå. Äëÿ íàøåãî «ïîäî-
ïûòíîãî» ñòðàòîñòàòà ñ max 25 ìr = , Ñ = 0,14, Ì  =
= 40 êã, ã 68 êãm = , 3

min 400 ìV = , â 492 êãm =  ïîñ-
ëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò v = 30,3 ì/ñ = 1818 ì/ìèí,
÷òî â 7 ðàç áîëüøå ðåàëüíîé ñêîðîñòè, êîòîðóþ ìîæ-
íî âû÷èñëèòü èç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 1.
Çíà÷èò, íàäî ñ÷èòàòü ÷åñòíî, ò.å. ó÷èòûâàÿ ïðèñîåäè -
íåííóþ ìàññó.

Ñ÷èòàåì ñêîðîñòü ïîäúåìà, ó÷èòûâàÿ
ïðèñîåäèíåííóþ ìàññó

Ó÷åñòü ýôôåêò ïðèñîåäèíåííîé ìàññû ïM  äîâîëüíî
ëåãêî: äîñòàòî÷íî â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ v ïîäñòà-
âèòü ïM M+  âìåñòî Ì . Íî îñíîâíóþ òðóäíîñòü ïðåä-
ñòàâëÿåò ïîäáîð ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñàìîé ïðè-
ñîåäèíåííîé ìàññû. Îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè
ïîäúåìà ñòðàòîñòàòà, ïîëó÷àåìîå ñ ó÷åòîì ïM , áëèæå
âñåãî ñîîòâåòñòâóåò äàííûì ðèñóíêà 1, åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà ñîñòàâëÿåò 0,77 ìàññû âîçä ó-
õà, âûòåñíÿåìîãî ñòðàòîñòàòîì. Ýòî çíà÷åíèå íå âûçû -
âàåò óäèâëåíèÿ, ïîñêîëüêó äëÿ øàðà îíî äîëæíî áûòü
0,5, à äëÿ öèëèíäðà, äâèæóùåãîñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî
ñâîåé îñè, – 1,0.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ñòðàòîñòàòà ìû ïîêàçàëè,
÷òî ðàññ÷èòàòü äâèæåíèå òåë ìàëîé ïëîòíîñòè â ñðåäà õ
áîëüøîé ïëîòíîñòè ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ó÷åñòü ýôôåêò ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Àíàëîãè÷íî
ñëåäóåò ïîñòóïàòü ïðè îáñóæäåíèè äâèæåíèÿ ïóçûðüêà
âîçäóõà, âñïëûâàþùåãî â æèäêîñòè. À âîò ëåòÿùèé â
âîçäóõå êàìåíü, õîòÿ è âîâëåêàåò â äâèæåíèå íåêîòî-
ðóþ ìàññó âîçäóõà ïåðåä ñîáîé, íî ïëîòíîñòü âîçäóõà
â òûñÿ÷è ðàç ìåíüøå ïëîòíîñòè êàìíÿ, è ïîýòîìó
ýôôåêò ïðèñîåäèíåííîé ìàññû â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
ñîâñåì íåçíà÷èòåëüíûì.

À åñëè ïðûãíóòü èç ñòðàòîñôåðû íà Çåìëþ?
Èìåííî òàê ñäåëàë àìåðèêàíåö Äæ.Êèòòåíäæåð 16

àâãóñòà 1960 ãîäà, ñïðûãíóâ ñî ñòðàòîñòàòà, ïîäíÿâø å-
ãîñÿ íà âûñîòó 31 êì. Â òå÷åíèå ïåðâûõ 13 ñåêóíä îí
ëåòåë â ñâîáîäíîì ïàäåíèè, ïîòîì îòêðûëñÿ ìàëåíüêèé
ñòàáèëèçèðóþùèé ïàðàøþò äèàìåòðîì 1,8 ì, êîòîðûé
ëèøü ñëåãêà çàìåäëèë ñâîáîäíîå ïàäåíèå, íî çàòî
ïðåäîòâðàòèë ñìåðòåëüíî îïàñíîå çàêðó÷èâàíèå. Òàê
îí ëåòåë åùå 4,5 ìèíóòû, îïóñòèâøèñü äî âûñîòû
5,3 êì, íà êîòîðîé óæå ðàñêðûëñÿ îáû÷íûé ïàðàøþò
äèàìåòðîì 8,5 ì.

Êîãäà ñâîáîäíîå ïàäåíèå ïàðàøþòèñòà ïðîèñõîäèò â
âûñîêèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû, ãäå âîçäóõ ñèëüíî ðàçðå-
æåí, åãî ñêîðîñòü ìîæåò äîñòèãàòü î÷åíü áîëüøèõ
çíà÷åíèé. Â ýòîì ïîëåòå ñêîðîñòü Êèòòåíäæåðà âïëîò-
íóþ ïðèáëèçèëàñü ê ñêîðîñòè çâóêà è ñîñòàâèëà áîëåå
900 êì/÷. Ïîýòîìó âõîä ïàðàøþòèñòà â áîëåå ïëîòíûå
ñëîè âîçäóõà ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòîëêíî-
âåíèå, ñî âñåìè âûòåêàþùèìè îòñþäà ïîñëåäñòâèÿìè.
Òàê, Êèòòåíäæåð, «óäàðèâøèñü» î ïëîòíûå ñëîè âîç-

Ðèñ.4. Èçìåíåíèå ôîðìû è îáúåìà ìîäåëüíîãî ñòðàòîñò àòà ïðè
ïîäúåìå



äóõà íà âûñîòå 23000 ì, ïî÷óâñòâîâàë ïåðåãðóçêè
îêîëî 1,2 g. Ýòîò ïðûæîê äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ íåîôè-
öèàëüíûì ðåêîðäîì ïî âûñîòå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïðûæîê áûë ñîâåðøåí ïðè ïîìîùè
ñòàáèëèçèðóþùåãî ïàðàøþòà, îí íå áûë çàðåãèñòðèðî-
âàí êàê ðåêîðä.

Ìîæíî îöåíèòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ïàäåíèÿ
Êèòòåíäæåðà, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàáèëèçèðóþùèé ïà-
ðàøþò íà âûñîòå h = 30000 ì ñäåëàë åãî ïîëåò
ðàâíîìåðíûì, ò.å. ñèëà òÿæåñòè áûëà ïîëíîñòüþ ñêîì-
ïåíñèðîâàíà ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà íà ýòîé
âûñîòå. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ çàâèñèìîñòè åãî ñêîðîñòè
îò âûñîòû áóäåò òàêîé:
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v e
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ãäå ÊM  – ìàññà Êèòòåíäæåðà âìåñòå ñ ïàðàøþòàìè,
ñîñòàâëÿâøàÿ îêîëî 200 êã, ÊS  – ïëîùàäü ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ïàðàøþòà äèàìåòðîì
1,8 ì, à Ñ – êîýôôèöèåíò àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ ïàðàøþòà, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì
åäèíèöå. Åñëè ïîäñòàâèòü âñå ýòè äàííûå â ôîðìóëó,
òî ìû ïîëó÷èì v = 250 ì/ñ = 900 êì/÷, ÷òî î÷åíü
áëèçêî ê ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè ðåêîðäíîãî
ïðûæêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîëåòå Êèòòåíäæåðà, êàê ìû
è ïðåäïîëàãàëè, ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà íå îêàçûâàåò
ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü Êèò-
òåíäæåðà â äåñÿòêè òûñÿ÷ ðàç áîëüøå ïëîòíîñòè âû-
ñîòíûõ ñëîåâ àòìîñôåðû, ãäå îí óñòàíîâèë ñâîé ðå-
êîðä.
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Øâåäñêàÿ ëèíèÿ
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

Â ÐßÄÓ ÂÛÄÀÞÙÈÕÑß ØÂÅÄÑÊÈÕ Ó×ÅÍÛÕ È
èçîáðåòàòåëåé,  ñðåäè  êîòîðûõ  Àíäåðñ  Éîíàñ
Àíãñòðåì (1814–1874), Èîãàííåñ Ðèäáåðã (1854–

1919), Ñâàíòå Àððåíèóñ (1859–1927), Õàííåñ Àëüôâåí
(1908–1995), áëèñòàþò òàêæå èìåíà Êðèñòîôåðà
Ïîëüõåìà (1661–1751) è Àíäåðñà Öåëüñèÿ (1701–
1744). Äâîå ïîñëåäíèõ óäîñòîåíû ÷åñòè áûòü ïðåäñòàâ -
ëåííûìè íà ìîíåòàõ è áàíêíîòàõ ýòîãî ñêàíäèíàâñêîãî
ãîñóäàðñòâà.

Çíàìåíèòîãî ìåõàíèêà è èçîáðåòàòåëÿ Êðèñòîôåðà
Ïîëüõåìà  åùå ïðè æèçíè ñðàâíèâàëè ñ Àðõèìåäîì è
Ëåîíàðäî äà Âèí÷è. Â âîçðàñòå øåñòíàäöàòè ëåò îí
ïîñòóïèë â Óïñàëüñêèé óíèâåðñèòåò, ãäå èçó÷àë ìàòå-
ìàòèêó è ôèçèêó, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ãëóáîêèé èíòåðåñ
ê ìåõàíèêå è èíæåíåðíûì íàóêàì. Åãî ïåðâûì ïðàêòè-
÷åñêèì äîñòèæåíèåì ñòàë ðåìîíò ñòàðèííûõ àñòðîíî-
ìè÷åñêèõ ÷àñîâ êàôåäðàëüíîãî ñîáîðà â Óïñàëå, ñî-
çäàííûõ Ïåòðóñîì Àñòðîíîìóñîì â 1506 ãîäó. Óñïåõ
ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðîèçâåë ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå íà
Êîëëåãèþ ãîðíûõ ïðåäïðèÿòèé â Øâåöèè, è Ïîëüõåìó
áûëî ïðåäëîæåíî ñîçäàòü óñòðîéñòâî äëÿ ïîäúåìà è
òðàíñïîðòèðîâêè ðóäû, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè èñïîëü-
çîâàëîñü íà âñåõ øàõòàõ. Ñïîíñèðóåìûé ýòèì âåäîì-
ñòâîì, Ïîëüõåì îáúåçäèë âñþ Åâðîïó, ñ òåì ÷òîáû
ïðèâíåñòè â Øâåöèþ íîâåéøèå òåõíè÷åñêèå äîñòèæå-
íèÿ. Â 1697 ãîäó â Ñòîêãîëüìå îí îñíîâàë ìåõàíè÷åñ-
êóþ ëàáîðàòîðèþ, ãäå íå òîëüêî ýêñïîíèðîâàëèñü
íîâèíêè òåõíè÷åñêîé ìûñëè, íî è îñóùåñòâëÿëàñü
ïîäãîòîâêà èíæåíåðíûõ êàäðîâ. Ýòà ëàáîðàòîðèÿ ñ÷è-
òàåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì çíàìåíèòîãî Êîðîëåâñêîãî

òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà.
Êðóïíåéøèì äîñòèæåíèåì Ïîëüõåìà ñòàëà ïîëíîñ-

òüþ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ôàáðèêà, ïðîèçâîäèâøàÿ ñà-
ìóþ ðàçíîîáðàçíóþ ïðîäóêöèþ è èñïîëüçîâàâøàÿ ëèøü
âîäÿíóþ ýíåðãèþ. Õîòÿ ïðîäóêöèÿ ôàáðèêè, ñêàæåì
÷àñû èëè âèñÿ÷èå çàìêè, îòëè÷àëàñü âûñîêèì êà÷å-
ñòâîì è íèçêîé öåíîé, ðàáî÷èå îòíåñëèñü ê ôàáðèêå á åç
âñÿêîãî ýíòóçèàçìà, ñïðàâåäëèâî ïîëàãàÿ, ÷òî áåçäóø -
íûå ìàøèíû ñî âðåìåíåì çàìåíÿò èõ óìåëûå ðóêè. Â
êîíöå êîíöîâ ôàáðèêà ñãîðåëà, îäíàêî, âîîäóøåâëåí-
íûé èäååé òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà, êîðîëü Øâåöèè
Êàðë XII îñâîáîäèë èçîáðåòàòåëÿ îò óïëàòû íàëîãîâ â
êîðîëåâñêóþ êàçíó.

Íåçàâèñèìî îò Äæèðîëàìî Êàðäàíî øâåäñêèé ó÷å-
íûé èçîáðåë êàðäàííîå ñîåäèíåíèå, êîòîðîå â åãî
ñòðàíå íàçûâàëîñü óçëîì Ïîëüõåìà. Âàæíûé âêëàä
Ïîëüõåì âíåñ â ðàçâèòèå ñèñòåìû âîäíûõ êîììóíèêà-
öèé. Îí ó÷àñòâîâàë â ñòðîèòåëüñòâå êàíàëà, ñîåäèíèâ -
øåãî çàïàäíîå è âîñòî÷íîå ïîáåðåæüÿ Øâåöèè, è
ñïðîåêòèðîâàë äëÿ íåãî ðÿä ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðó-
æåíèé. Ïåðó Ïîëüõåìà ïðèíàäëåæàò òðóäû ïî ìåäèöè-
íå, ýêîíîìèêå, îáùåñòâåííûì íàóêàì, ãåîëîãèè è àñò-
ðîíîìèè.

Ñåìåéíîé òðàäèöèåé Öåëüñèåâ áûëè çàíÿòèÿ àñòðî-
íîìèåé, ïðè÷åì íå â êà÷åñòâå õîááè, à â ðàíãå ïðîôå ñ-
ñîðîâ Óïñàëüñêîãî óíèâåðñèòåòà. Èìåííî ýòè ïîçèöèè
çàíèìàëè îáà äåäóøêè ñîçäàòåëÿ òåìïåðàòóðíîé øêà-
ëû (Ìàãíóñ Öåëüñèé è Àíäåðñ Ñïóëå), à òàêæå åãî îòå ö
(Íèëüñ Öåëüñèé).

Àíäåðñ Öåëüñèé áûë èçáðàí ïðîôåññîðîì àñòðîíî-
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ðèàíñêîãî êàëåíäàðÿ â Øâåöèè. Ïåðâàÿ ïîïûòêà çàìå-
íû Þëèàíñêîãî êàëåíäàðÿ çäåñü áûëà ïðåäïðèíÿòà
åùå â 1700 ãîäó, êîãäà ïëàíèðîâàëîñü óáèðàòü ïî äíþ
èç âèñîêîñíûõ ëåò ñ 1700 ïî 1740 ãîäû. Êîãäà æå 170 4
è 1708 ãîäó áûëè îáúÿâëåíû ïî îøèáêå âèñîêîñíûìè,
Øâåöèÿ âåðíóëàñü ê Þëèàíñêîìó êàëåíäàðþ. Óæå
ïîñëå Öåëüñèÿ Øâåöèÿ ââåëà íîâûé êàëåíäàðü, ñäâè-
íóâ ñòàðûé êàëåíäàðü ñðàçó íà 11 äíåé.

Äëÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé Öåëüñèé ñêîí-
ñòðóèðîâàë ñâîé çíàìåíèòûé òåðìîìåòð, ãäå â êà÷åñòâ å
íóëåâîé òî÷êè îòñ÷åòà, ò.å. çà 0 ãðàäóñîâ, áûëà ïðè íÿòà
òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ âîäû ïðè íîðìàëüíîì àòìîñôåð-
íîì äàâëåíèè, à â êà÷åñòâå 100 ãðàäóñîâ – òåìïåðàòó ðà
åå çàìåðçàíèÿ. Óæå ïîñëå åãî óõîäà èç æèçíè øêàëà
Öåëüñèÿ áûëà îáðàùåíà ê åå ñîâðåìåííîìó âèäó.
Áëàãîäàðÿ òî÷íîé ôèêñàöèè ìåòîäîâ è óñëîâèé èçìåðå-
íèé, øêàëà Öåëüñèÿ äàâàëà áîëüøóþ âîñïðîèçâîäè-
ìîñòü è òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàâøèìèñÿ
òîãäà øêàëàìè Ôàðåíãåéòà è Ðåîìþðà. Â 1948 ãîäó
åäèíèöå òåìïåðàòóðíîé øêàëû áûëî îôèöèàëüíî ïðè-
ñâîåíî íàèìåíîâàíèå «ãðàäóñ Öåëüñèÿ».

Õîòÿ òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ è çàìåðçàíèÿ âîäû ïðè-
áëèçèòåëüíî îòâå÷àþò ñîâðåìåííûì ïîíÿòèÿì ãðàäóè-
ðîâêè, ôîðìàëüíî èñõîäíîå îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð-
íîé øêàëû Öåëüñèÿ òðåáóåò êîððåêòèðîâêè. Äåëî â
òîì, ÷òî òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ è çàìåðçàíèÿ âîäû
çàâèñÿò îò àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ
î÷åðåäü, çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Â ñîâð å-
ìåííîé òðàêòîâêå 0,01  °Ñ óñòàíàâëèâàåòñÿ â òðîéíîé
òî÷êå âîäû, à ãðàäóñ Öåëüñèÿ ðàâåí 1/273,16 îò
ðàçíîñòè ìåæäó òðîéíîé òî÷êîé âîäû è àáñîëþòíûì
íóëåì òåìïåðàòóðû. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ,
îäèí ãðàäóñ ïî øêàëå Öåëüñèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
ðàâåí îäíîìó ãðàäóñó ïî øêàëå Êåëüâèíà.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ øêàëû Öåëüñèÿ â øêàëó Êåëü-
âèíà íàäî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå Ê = 273,15 + Ñ,
ãäå Ê – òåìïåðàòóðà ïî øêàëå Êåëüâèíà, à Ñ –
òåìïåðàòóðà ïî øêàëå Öåëüñèÿ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
øêàëû Öåëüñèÿ â øêàëó Ôàðåíãåéòà íàäî èñïîëüçî-
âàòü ñîîòíîøåíèå F = 1,8 Ñ + 32, ãäå F – òåìïåðàòóð à
ïî øêàëå Ôàðåíãåéòà. Øêàëà Ðåîìþðà â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ.

ìèè â Óïñàëüñêîì óíèâåðñèòåòå â 1730 ãîäó. Ïîñëå
ýòîãî îí ïðåäïðèíÿë äëèòåëüíûé âîÿæ ïî åâðîïåéñêèì
îáñåðâàòîðèÿì, ãäå âñòðå÷àëñÿ ïðàêòè÷åñêè ñî âñåìè
âåäóùèìè àñòðîíîìàìè ñâîåãî âðåìåíè.

Âñêîðå ïîñëå ñâîåãî âîçâðàùåíèÿ â ðîäíîé ãîðîä
Öåëüñèé ïðèíÿë ó÷àñòèå â ýêñïåäèöèè ôðàíöóçñêîãî
àñòðîíîìà Ï.Ìîïåðòþè íà ñåâåð Øâåöèè. Öåëüþ ýòîé
çíàìåíèòîé «ëàïëàíäñêîé» ýêñïåäèöèè áûëî èçìåðå-
íèå äëèíû çåìíîãî ãðàäóñà âäîëü ìåðèäèàíà â íåïîñ-
ðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ïîëþñó è ñîïîñòàâëåíèå ïîëó-
÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ äàííûìè àíàëîãè÷íîé ýêñïåäè-
öèè â Ïåðó âáëèçè ýêâàòîðà (ñì. ñòàòüþ «Õîðõå Õóàí
äå Ñàíòàñèëüÿ» â «Êâàíòå» ¹3 çà 2006 ã.). Ýêñïåäè-
öèè ïîäòâåðäèëè ãèïîòåçó Íüþòîíà î òîì, ÷òî ôîðìà
Çåìëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïëîùåííûé íà ïîëþñàõ
ýëëèïñîèä, à ó÷àñòèå Öåëüñèÿ â ýòîé ýêñïåäèöèè ñäåë à-
ëî åãî çíàìåíèòûì. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëèëî
Öåëüñèþ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå ñðåäñòâà îò øâåäñêèõ
âëàñòåé, ÷òîáû îñíàñòèòü àñòðîíîìè÷åñêóþ îáñåðâàòî-
ðèþ â Óïñàëå íàèáîëåå ñîâðåìåííûì îáîðóäîâàíèåì.
×àñòü îáîðóäîâàíèÿ, ïðàâäà, áûëà çàêóïëåíà Öåëüñè-
åì åùå ðàíüøå âî âðåìÿ äëèòåëüíîãî ïóòåøåñòâèÿ ïî
Åâðîïå.

Îáñåðâàòîðèÿ Öåëüñèÿ îòêðûëàñü â 1741 ãîäó. Â òå
ãîäû çàäà÷åé ïðîôåññîðà àñòðîíîìèè ñ÷èòàëîñü íå
òîëüêî íàáëþäåíèå çà çâåçäíûì íåáîì, íî è ìåòåîðîëî -
ãèÿ, è ãåîãðàôè÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Îí, â ÷àñòíîñòè,
âíåñ âàæíûé âêëàä â êàðòîãðàôèþ Øâåöèè è óñòàíî-
âèë, ÷òî óðîâåíü çåìåëü ñåâåðíûõ ñòðàí åùå ñî âðåìå í
òàÿíèÿ ëåäíèêîâ ìåäëåííî ïîâûøàåòñÿ íàä óðîâíåì
ìîðÿ. Çàäîëãî äî ñâîåãî ïîñëåäîâàòåëÿ Áèðêåëàíäà
Àíäåðñ Öåëüñèé ïðèøåë ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî ñåâåð-
íîå ñèÿíèå îáóñëîâëåíî ìàãíèòíûìè ÿâëåíèÿìè, ïðè-
÷åì òàêîé âûâîä îí ñäåëàë, íàáëþäàÿ îòêëîíåíèå
ñòðåëêè êîìïàñà âî âðåìÿ ýòîãî ïðèðîäíîãî ÿâëåíèÿ.
Öåëüñèé îïóáëèêîâàë êàòàëîã 300 çâåçä, èñïîëüçóÿ
ñîçäàííóþ èì ñàìèì ôîòîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó. Èäåÿ
ýòîé ñèñòåìû çàêëþ÷àëàñü â íàëîæåíèè äðóã íà äðóãà
îäèíàêîâûõ ïîëóïðîçðà÷íûõ ïëàñòèíîê. Òàê, äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ñâåòà îò Ñèðèóñà, ÿð÷àéøåé çâåçäû íà íåáå,
åìó ïîòðåáîâàëîñü 25 ïëàñòèíîê.

Öåëüñèé áûë àêòèâíûì ñòîðîííèêîì ââåäåíèÿ Ãðåãî-

Ñ ãëóáîêèì ïðèñêîðáèåì ñîîáùàåì, ÷òî ñ íàìè áîëüøå íåò Âèêòîðà Âàñèëü-
åâè÷à Ìîæàåâà, îäíîãî èç àêòèâíûõ àâòîðîâ è ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà
«Êâàíò».

Â.Â.Ìîæàåâ áûë áëåñòÿùèì ïåäàãîãîì, äîöåíòîì êàôåäð û îáùåé ôèçèêè
Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, àâòîðîì ðàçëè÷íûõ ïîñîáèé è
çàäà÷íèêîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è øêîëüíèêîâ, ÷ëåíîì æþðè ìíîãèõ  Âñåðîññèéñêèõ
îëèìïèàä ïî ôèçèêå.

Âèêòîð Âàñèëüåâè÷ îòëè÷àëñÿ íåçàóðÿäíîé ðàáîòîñïîñî áíîñòüþ è àáñîëþòíîé
íàäåæíîñòüþ. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ áîëåå ÷åì ïÿòíàäöà òè ëåò, ïîêà îí âåë ðàçäåë
«Ïðàêòèêóì àáèòóðèåíòà» ïî ôèçèêå, ðåäêîëëåãèÿ áûëà  ñïîêîéíà – ñòàòüÿ  â
íîìåð áóäåò, áóäåò õîðîøàÿ è, ÷òî âàæíî, âîâðåìÿ.

Ìû ñ óäîâîëüñòâèåì îáùàëèñü ñ ýòèì ñêðîìíûì, íî î÷å íü äîñòîéíûì è
èíòåðåñíûì ÷åëîâåêîì. Íàì áóäåò î÷åíü íå õâàòàòü Âè êòîðà Âàñèëüåâè÷à Ìîæà-
åâà.

 Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ, ðåäàêöèîííûé ñîâåò,
 ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»

Âèêòîð Âàñèëüåâè÷
Ìîæàåâ

(1938 – 2006)



Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òð åáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçä î÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ,  íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå  ïîçäíåå 1 àïðåëÿ 2007 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ð åøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéò å â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹1–2007» è íîìå ðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì2026» èëè «Ô2033». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàì èëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî.
Â ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â
ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåí èé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåø åíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çà äà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîë û è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì2027–Ì2030, M2033 ïðåäëàãàëàñü íà XXVIII Òó ðíèðå ãîðîäîâ, çàäà÷à Ì2031 ïðåäëà-

ãàëàñü íà II Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäå ïî ãåîìåòðèè è ìåíè È.Ô.Øàðûãèíà.
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Çàäà÷è Ì2026 – Ì2035, Ô2033–Ô2042

M2026 . Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD  è DA  êâàäðàòà ABCD
âûáðàíû, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè P, M , N , Q òàê, ÷òî
Ð = °45MAN , PPM AN , PAM NQ . Îòðåçîê PQ
ïåðåñåêàåò AM  è AN  â òî÷êàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AFG ðàâíà ñóì-
ìå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ FMP  è GNQ .

Â.Ïðîèçâîëîâ

M2027.  Íà äîñêå íàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà x,
y, z. Ïåòÿ çàïèñûâàåò íà ëèñòêå ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-
íèáóäü äâóõ èç ýòèõ ÷èñåë, à íà äîñêå óìåíüøàåò òðå òüå
÷èñëî íà 1. Ñ íîâûìè òðåìÿ ÷èñëàìè íà äîñêå îí ñíîâ à
ïðîäåëûâàåò òó æå îïåðàöèþ è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà
îäíî èç ÷èñåë íà äîñêå íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. ×åìó
áóäåò â ýòîò ìîìåíò ðàâíà ñóììà ÷èñåë íà ëèñòêå?

Å.Ãîðñêèé, Ñ.Äîðè÷åíêî

M2028.  Èçâåñòíî, ÷òî âðóíû âñåãäà âðóò, ïðàâäèâûå
âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à õèòðåöû ìîãóò è âðàòü, è
ãîâîðèòü ïðàâäó. Âû ìîæåòå çàäàâàòü âîïðîñû, íà
êîòîðûå åñòü îòâåò «äà» èëè «íåò» (íàïðèìåð: «âåðíî
ëè, ÷òî ýòîò ÷åëîâåê õèòðåö?»).
à) Ïåðåä âàìè òðîå – âðóí, ïðàâäèâûé è õèòðåö,
êîòîðûå çíàþò, êòî èç íèõ êòî. Êàê è âàì ýòî óçíàòü ?
á) Ïåðåä âàìè ÷åòâåðî – âðóí, ïðàâäèâûé è äâà
õèòðåöà (âñå ÷åòâåðî çíàþò, êòî èç íèõ êòî). Äîêàæè òå,
÷òî õèòðåöû ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ îòâå÷àòü òàê, ÷òî âû ,
ñïðàøèâàÿ ýòèõ ÷åòâåðûõ, íè ïðî êîãî èç íèõ íå
óçíàåòå íàâåðíÿêà, êòî îí.

Á.Ãèíçáóðã, Ì.Ãåðâåð

M2029.  Äàíû äâå áåñêîíå÷íûå ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùèå
èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè-

÷åñêàÿ, ïðè÷åì ëþáîå ÷èñëî, âñòðå÷àþùååñÿ â ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, âñòðå÷àåòñÿ òàêæå è â àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî çíàìåíàòåëü ãåîìåò -
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè – öåëîå ÷èñëî.

Á.Ôðåíêèí

M2030.  Ìîæíî ëè âïèñàòü ïðàâèëüíûé îêòàýäð â êóá
òàê, ÷òîáû âåðøèíû îêòàýäðà íàõîäèëèñü íà ðåáðàõ
êóáà?

Ë.Ðàäçèâèëîâñêèé

M2031. Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà
ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
w  â òî÷êàõ 1 1 1, ,A B C . Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A, B,
C è ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, ïåðå-
ñåêàþò w  âòîðîé ðàç â òî÷êàõ 2 2 2, ,A B C . Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå 1 2A A , 1 2B B , 1 2C C  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

À.Çàñëàâñêèé

M2032.  à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë - 1kn ,

+1kn  èìååò âèä ba  äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ  a è
b > 1?
á*) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî  àíòèïðîñòûì , åñëè
îíî äåëèòñÿ íà êâàäðàò ëþáîãî ñâîåãî ïðîñòîãî äåëèò å-
ëÿ. Äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà íàçîâåì áëèçíåöàìè , åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íà 2. Êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî ìíîæå-
ñòâî ïàð àíòèïðîñòûõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ?

Â.Ñåíäåðîâ

M2033.  Ó âåäóùåãî èìååòñÿ êîëîäà èç 52 êàðò. Çðèòåëè
õîòÿò óçíàòü, â êàêîì ïîðÿäêå ëåæàò êàðòû (íå óòî÷-
íÿÿ, ñâåðõó âíèç èëè ñíèçó ââåðõ). Ðàçðåøàåòñÿ çàäà -
âàòü âåäóùåìó âîïðîñû âèäà «Ñêîëüêî êàðò ëåæèò
ìåæäó òàêîé-òî è òàêîé-òî êàðòàìè?» Îäèí èç çðèòå-
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ëåé çíàåò, â êàêîì ïîðÿäêå ëåæàò êàðòû. Êàêîå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ îí äîëæåí çàäàòü, ÷òîáû
îñòàëüíûå çðèòåëè ïî îòâåòàì íà ýòè âîïðîñû ìîãëè
óçíàòü ïîðÿäîê êàðò â êîëîäå?

À.Øàïîâàëîâ

M2034.  Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC
âûáðàíû, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè X, Y , Z òàê, ÷òî
òðåóãîëüíèê XYZ  ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC
( Ð = ÐX A , Ð = ÐY B ). Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà XYZ  ðàâíîóäàëåí îò
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêîâ ABC è XYZ .

Í.Íèêîëîâ (Áîëãàðèÿ)

M2035.  à) Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû íåñêîëüêî
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû
ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ëþáûõ
äâóõ ãðóïïàõ îòëè÷àëèñü íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Åñëè â
ãðóïïå íåò ÷èñåë, òî ñóììà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.)
á*) Íà îòðåçêå ðàññòàâëåíû íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëà ìîæíî ðàçäåëèòü íà n ãðóïï ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ëþáûõ äâóõ ãðóïïàõ
îòëè÷àëèñü íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Åñëè â ãðóïïå íåò
÷èñåë, òî ñóììà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.)

Ì.Ìàëêèí, È.Áîãäàíîâ, Ã.×åëíîêîâ

Ô2033.  Ïî ïðÿìîé äîðîãå áåæèò êðîëèê, åãî ñêîðîñòü
ïîñòîÿííà è ðàâíà v = 2 ì/ñ. Êðîëèêà çàìå÷àåò ëèñà
– îíà íàõîäèòñÿ â ýòîò ìîìåíò íà ðàññòîÿíèè L  = 40 ì
îò äîðîãè (êðîëèê â ýòîò ìîìåíò òàêæå íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè L  îò ëèñû). Ëèñà áðîñàåòñÿ â ïîãîíþ, åå
ñêîðîñòü ðàâíà ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòè êðîëèêà. Íà
êàêîì ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò êðîëèêà ëèñà ñìî-
æåò îêàçàòüñÿ ÷åðåç âðåìÿ t  = 40 ñ ïîñëå íà÷àëà ïîãîíè?
Ñ÷èòàòü ëèñó è êðîëèêà ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2034.  Ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîä-
ñòàâêè ñêîëüçèò ìàëåíüêàÿ ãàíòåëüêà, ñîñòîÿùàÿ èç

î÷åíü òîíêîãî ëåãêîãî ñòåð-
æåíüêà äëèíîé 5 ñì è äâóõ
ìàëåíüêèõ ìàññèâíûõ øà-
ðèêîâ íà êîíöàõ (ðèñ.1).
Ñêîðîñòü ãàíòåëüêè íàïðàâ-
ëåíà âäîëü ñòåðæíÿ è ñî-

ñòàâëÿåò 2 ì/ñ. Ñîñêîëüçíóâ ñ êðàÿ ïîäñòàâêè, ãàí-
òåëüêà ïðîäîëæàåò äâèæåíèå. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðî-
òîâ, êîòîðîå îíà ñîâåðøèò, ïàäàÿ ñ âûñîòû 30 ì.

À.Ïîâòîðîâ

Ô2035.   Ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò áðîñêà êàìíÿ ÷åðåç òîíêóþ
âåðòèêàëüíóþ ñòåíêó. Ðàñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî ïðè áðîñà-
íèè ïîä óãëîì 30 ° ê ãîðèçîíòó ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
ñîñòàâëÿåò 100 ì/ñ, à ïðè áðîñêå ïîä óãëîì 60 ° –
äîñòàòî÷íî 40 ì/ñ. Êàêîé ñêîðîñòè ìîæåò õâàòèòü,
åñëè ðàçðåøåíî ïîäîéòè ê ñòåíêå ïîáëèæå? Áðîñîê
ïðîèçâîäÿò ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè.

Ç.Ïðîñòîâ

Ô2036.  Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íà-
õîäèòñÿ óçêàÿ êîðîáêà äëèíîé L  = 0,2 ì è ìàññîé Ì  =

= 100 ã, ïîñðåäèíå êîðîáêè ïîêîèòñÿ ìàëåíüêèé øàðèê
ìàññîé m = 10 ã. Êîðîáêå óäàðîì ïðèäàþò ñêîðîñòü
v = 10 ñì/ñ ïàðàëëåëüíî åå äëèííîé ñòîðîíå. Øàðèê
ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü êîðîáêè, óäàðÿÿñü àáñî -
ëþòíî óïðóãî î åå òîðöû. Ñêîëüêî óäàðîâ ïðîèçîéäåò
çà ïåðâóþ ìèíóòó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ êîðîáêè?
Íàéäèòå ñìåùåíèå êîðîáêè çà ýòî âðåìÿ.

À.Øàðèêîâ

Ô2037.  Â ñîñóäå ïîñòîÿííîãî îáúåìà íàõîäèòñÿ ñìåñü
ãåëèÿ è êèñëîðîäà. Ñìåñü íàãðåâàþò îò 300 Ê äî 400 Ê,
ïðè ýòîì ïîëîâèíà àòîìîâ ãåëèÿ ïîêèäàþò ñîñóä ÷åðåç
î÷åíü ìåëêèå òðåùèíû â ñòåíêàõ, à äàâëåíèå ãàçà
îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòî ì
ïëîòíîñòü ñìåñè? Ìîëü êèñëîðîäà èìååò ìàññó 32 ã,
ìîëü ãåëèÿ – 4 ã.

Ã.Àçîâ

Ô2038.  Ñ ïîðöèåé ãåëèÿ ïðîèçâîäÿò öèêëè÷åñêèé
ïðîöåññ – ðàñøèðåíèå ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè,
çàòåì îõëàæäåíèå ãàçà ïðè íåèçìåííîì åãî îáúåìå è,
íàêîíåö, ñæàòèå ãàçà áåç ïîäâîäà òåïëà ñíàðóæè äî
íà÷àëüíîãî äàâëåíèÿ. Ìîæåò ëè òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ÊÏÄ òàêîãî öèêëà îêàçàòüñÿ áîëüøå 50%?

À.Çèëüáåðìàí

Ô2039.  Ñòðåëî÷íûå âîëüòìåòðû âûñîêîãî êëàññà òî÷-
íîñòè èìåþò, êàê ïðàâèëî, î÷åíü íèçêîå ñîïðîòèâëå-
íèå, è âêëþ÷àòü èõ â öåïü äëÿ èçìåðåíèÿ íàïðÿæåíèÿ
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîñòî íåäîïóñòèìî – ñëèøêîì
ñèëüíî ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ðåæèì ñõåìû (íàïðÿæåíèå
ìåæäó èññëåäóåìûìè òî÷êàìè ïðè ïîäêëþ÷åííîì âîëüò-
ìåòðå ñòàíåò ñîâñåì äðóãèì). Äëÿ èçìåðåíèÿ íàïðÿæå-
íèé ïîðÿäêà 5 Â ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñõåìó,
ñîñòîÿùóþ èç òî÷íîãî âîëüòìåòðà V  – ïðåäåë èçìåðå-
íèé 10 Â, ñîïðîòèâëåíèå ïðèáîðà 1000 Îì, êëàññ
òî÷íîñòè 0,2, ò.å. ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 0,2% îò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
øêàëû, è ìèêðîàìïåðìåò-
ðà À –  òîê ïîëíîãî îòêëî-
íåíèÿ 100 ìêÀ, ñîïðîòèâ-
ëåíèå ïðèáîðà 1000 Îì,
êëàññ òî÷íîñòè 2,5, ò.å. ïî-
ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò
2,5% îò ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ åãî øêàëû. Ê òî÷êàì
À è Á ñõåìû (ðèñ.2) ïîä-
êëþ÷àþò èçìåðÿåìîå íàïðÿ-
æåíèå, ìåæäó òî÷êàìè Â è
Ã âêëþ÷àþò ðåãóëèðóåìûé
èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ – ëà-
áîðàòîðíûé áëîê ïèòàíèÿ, íàïðÿæåíèå êîòîðîãî ìîæ-
íî î÷åíü ïëàâíî èçìåíÿòü â øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Ïðè
èçìåðåíèè íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà ïëàâíî èçìåíÿþò,
äîáèâàÿñü ìèíèìàëüíîãî òîêà ÷åðåç ìèêðîàìïåðìåòð.
Çà ðåçóëüòàò ïðèíèìàþò ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà ïðè
«íóëåâîì» òîêå ÷åðåç ìèêðîàìïåðìåòð. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìèíèìàëüíûé òîê, óâåðåííî ôèêñèðóåìûé ìèêðî-
àìïåðìåòðîì, ñîñòàâëÿåò 2 ìêÀ. Îïðåäåëèòå ïîãðåø-
íîñòü èçìåðåíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ «âîëüòìåòðà» è åãî
ñîïðîòèâëåíèå.

Ç.Õèòðîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ô2040.  Ïàðàëëåëüíî âêëþ÷åíû êàòóøêè ñ èíäóêòèâ-
íîñòÿìè 1 Ãí è 2 Ãí, ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì 100 Îì
è êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 100 ìêÔ. Ê öåïè ïîäêëþ÷àþò
âíåøíèé èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ, è ïîñëå íåñêîëüêèõ
ïåðåêëþ÷åíèé ýëåìåíòîâ â íåêîòîðûé ìîìåíò ÷åðåç
êàòóøêè ïðîòåêàþò ðàâíûå ïî âåëè÷èíå òîêè 0,2 À, à
÷åðåç ðåçèñòîð â ýòîò ìîìåíò òå÷åò òîê 0,1 À. Çàòåì
âíåøíèé èñòî÷íèê îòêëþ÷àþò, ïðåäîñòàâëÿÿ ïàðàë-
ëåëüíóþ öåïü ñàìîé ñåáå. Íàéäèòå ïîëíûé çàðÿä,
êîòîðûé ïîñëå ýòîãî ïðîòå÷åò ÷åðåç ðåçèñòîð, à òàêæ å
ïîëíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå âûäåëèòñÿ â ðåçè -
ñòîðå. Ýëåìåíòû öåïè ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè.

À.Ñòàðîâ

Ô2041.  Èñòî÷íèê ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ âêëþ÷åí
ìåæäó òî÷êàìè À è Á öåïè (ðèñ.3). Ïðè êàêîé ÷àñòîòå

èñòî÷íèêà àìïëèòóäà íà-
ïðÿæåíèÿ, èçìåðåííîãî
ìåæäó òî÷êàìè Â è Ã,
áóäåò ðîâíî â 10 ðàç áîëü-
øå àìïëèòóäû íàïðÿæå-
íèÿ èñòî÷íèêà? Êîíäåí-
ñàòîðû èìåþò åìêîñòè
Ñ = 10 ìêÔ, êàòóøêè –
èíäóêòèâíîñòè  L  = 1 Ãí.

Ô.Àçîâ

Ô2042.  Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íà-
õîäèòñÿ ãðóç ìàññîé Ì  = 2 êã, ê åãî áîêîâûì ñòåíêàì

ïðèêëååíû äâå îäèíàêîâûå
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k =
= 100 Í/ì êàæäàÿ (ðèñ.
4). Îäíà èç ïðóæèí ïðè-
êðåïëåíà êîíöîì ê ñòåíå,
êîíåö äðóãîé ïðóæèíû ìû
ïåðåìåùàåì ïî ãîðèçîíòà-

ëè. Êîîðäèíàòà òî÷êè À ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ïî
çàêîíó 0,02 cos 20x t=  (â ýòîé ôîðìóëå âðåìÿ t  èçìå-
ðÿåòñÿ â ñåêóíäàõ, êîîðäèíàòà õ – â ìåòðàõ). Íàéäèòå
àìïëèòóäó êîëåáàíèé ãðóçà íà ýòîé ÷àñòîòå.

Ì.Ó÷èòåëåâ

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2006–Ì2010,
Ô2018–Ô2027

M2006 . Ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè êàñàåòñÿ ãðàôè-
êà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ( )=y f x , à ãðàôèê êâàä-
ðàòà ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôè-
êà ôóíêöèè ( )=y f x  ñäâèãîì âíèç íà âåëè÷èíó p.
Íàéäèòå p .

Îòâåò : =
1
4

p .

Ïóñòü ( )=y l x  – äàííàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, èç

óñëîâèÿ, ( ) ( )= +2f x l x p . Î÷åâèäíî, ( )l x  – íåïîñòî-
ÿííàÿ ôóíêöèÿ. Óñëîâèå êàñàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíå -
íèå ( ) ( )+ =2l x p l x  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

= 0x x . Íî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿí-
íîé, êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ðîâíî îäèí ðàç.
Çíà÷èò, óðàâíåíèå + =2l p l  äîëæíî èìåòü åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå = 0l l . Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ

äèñêðèìèíàíòà D  = 1 – 4 p, ò.å. =
1
4

p .

Í.Àãàõàíîâ

M2007.  ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îê-
ðóæíîñòè c öåíòðîì I. Íà îòðåçêàõ  AI  è  IC
âûáðàíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî

Ð = Ð
1
2

MBN ABC .  Äîêàæèòå, ÷òî Ð =MDN

= Ð
1
2

ADC .

Î÷åâèäíî, AI  è CI  – áèññåêòðèñû óãëîâ BAD  è BCD
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ³AB BC .

Ðàññìîòðèì ïîâîðîò òðåóãîëüíèêà BCN  âîêðóã òî÷êè
B, ïåðåâîäÿùèé åãî â òðåóãîëüíèê ¢ ¢BC N , ãäå ¢C
ëåæèò íà ëó÷å BA. Òàêæå ðàññìîòðèì ïîâîðîò
òðåóãîëüíèêà DCN  âîêðóã òî÷êè D , ïåðåâîäÿùèé
åãî â òðåóãîëüíèê ¢¢ ¢¢DC N , ãäå ¢¢C  ëåæèò íà ëó÷å

DA . Èìååì = ¢BN BN , 
1
2

MBN ABC ABMÐ = Ð = Ð +

CBN+ Ð = ABM C BN MBNÐ + Ð = Ð¢ ¢ ¢. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè MBN  è ¢MBN  ðàâíû, çíà÷èò,

= ¢MN MN .
Ïîñêîëüêó â îïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììû ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû, = - = -¢AC AB BC AD

- = ¢¢DC AC , ïîýòîìó òî÷êè ¢C  è ¢¢C  ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AM  óãëà BAD . Äàëåå,

= =¢ ¢ ¢¢ ¢¢C N CN C N ,  Ð = Ð = Ð =¢ ¢BC N BCN DCN
= Ð ¢¢ ¢¢DC N , çíà÷èò, òî÷êè ¢N  è ¢¢N  òàêæå ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî AM , îòñþäà =¢ ¢¢MN MN .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî = ¢¢MN MN , ñëåäî-
âàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè DMN  è ¢¢DMN  ðàâíû ïî òðåì
ñòîðîíàì. Îòñþäà

Ð = Ð = Ð + Ð =¢¢ ¢¢ ¢¢MDN MDN ADM C DN

= Ð + Ð =ADM CDN Ð - ÐADC MDN ,

ò.å. Ð = Ð
1
2

MDN ADC , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âû÷èñëèòåëüíîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ
ìíîãîêðàòíî òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABM ,
MBI  è ò.ä.

Î.Ïîðîéêîâà (ó÷åíèöà 11 êë.)

M2008.  Íàçîâåì äåëèòåëü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
ìàëåíüêèì, åñëè îí íå ïðåâîñõîäèò n/10000, è áîëü-
øèì – â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî
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÷èñåë, ó êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå âñåõ áîëüøèõ äåëèòå-
ëåé, îòëè÷íûõ îò ñàìîãî ÷èñëà, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
âñåõ ìàëåíüêèõ?

Îòâåò : äà.
Â ðåøåíèè áóäåì íàçûâàòü áîëüøèì  äåëèòåëåì ÷èñëà
áîëüøîé äåëèòåëü, ìåíüøèé ñàìîãî ÷èñëà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ( )B n  è ( )M n  ïðîèçâåäåíèå âñåõ áîëüøèõ è
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìàëåíüêèõ äåëèòåëåé ÷èñëà n ñîîò-
âåòñòâåííî. Åñëè ( ) ( )=B n M n , òî ÷èñëî n íàçîâåì
óäà÷íûì .
Ðàññìîòðèì óäà÷íîå ÷èñëî n è âîçüìåì åãî íåêîòîðûé
áîëüøîé äåëèòåëü d (åñëè òàêîâûõ íåò, òî n – íåóäà÷-

íîå). Òàê êàê < <1 10000
n
d

, òî ó ÷èñëà 
n
d

, à çíà÷èò è

ó ÷èñëà n, åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü p < 10000.
Ïðåäïîëîæèì, ó ÷èñëà n èìååòñÿ ïðîñòîé äåëèòåëü
q > 10000. Òîãäà êàæäûé áîëüøîé äåëèòåëü d äåëèòñÿ

íà q (èíà÷å 
10000

n n
d

q
£ < ), ïðè ýòîì 

d
q

 – ìàëåíüêèé

äåëèòåëü. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áîëüøîìó äåëèòå-

ëþ d ìàëåíüêèé äåëèòåëü 
d
q

. Î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûì

áîëüøèì äåëèòåëÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ìàëåíü-
êèå äåëèòåëè. Â ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

ñîîòâåòñòâóþùèõ äåëèòåëåé d è 
d
q

 ïðîñòîå ÷èñëî p

âõîäèò â ðàâíîé ñòåïåíè. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìàëåíü -

êèé äåëèòåëü 
n
q , êîòîðûé äåëèòñÿ íà p, íî íå ïîñòàâëåí

â ñîîòâåòñòâèå íèêàêîìó áîëüøîìó äåëèòåëþ. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî â ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
÷èñëà ( )B n  ÷èñëî p âõîäèò â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì â
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà ( )M n , –
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî n óäà÷íîå.
Èòàê, ó n íåò ïðîñòûõ äåëèòåëåé, á • ëüøèõ 10000.
Òîãäà aa a= K1 2

1 2
k

kn p p p , ãäå K1 2, , , kp p p  – âñå ðàçëè÷-
íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå 10000, à a a aK1 2, , , k  –
íåêîòîðûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî
óäà÷íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ a £ 20000i  äëÿ âñåõ i =
= 1, 2, …,  k , êîíå÷íî. Ïóñòü äëÿ  íåêîòîðîãî  i
ïîêàçàòåëü a > 20000i . Òàê êàê >10000 10000ip , òî

K
10000 10001 20000, , ,
i i i

n n n

p p p
 – ìàëåíüêèå äåëèòåëè ÷èñëà n.

Îòñþäà ( )³ × × × ³K
10001

10000 10001 20000
i i i

n n n n
M n

cp p p
, ãäå

= × × ×K10001 10002 2000010000 10000 10000c .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøèìè äåëèòåëÿìè ÷èñëà n

ìîãóò  ÿâëÿòüñÿ  òîëüêî  ÷èñëà  K, , ,
2 3 9999
n n n

,   ïîýòîìó

( )£ × × × <K 10000

2 3 9999
n n n

B n n . Èç ðàâåíñòâà ( )=B n

( )= M n  ñëåäóåò, ÷òî >
10001

10000 n
n

c
, îòêóäà n < c , è

ìíîæåñòâî òàêèõ n êîíå÷íî.
Ï.Êîæåâíèêîâ

M2009.  Äàíû n > 1 ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ-
÷ëåíîâ - + - +K2 2

1 1, , n nx a x b x a x b , ïðè÷åì âñå 2n
÷èñåë K K1 1, , , , ,n na a b b  ðàçëè÷íû. Ìîæåò ëè ñëó÷èòü-

ñÿ, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë K K1 1, , , , ,n na a b b  ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì îäíîãî èç ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ?

Îòâåò : íå ìîæåò.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîñêîëüêó âñå 2 n êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëè÷íû, òî îíè è ñîñòàâëÿþò âñå ìíîæåñòâî
êîðíåé íàøèõ òðåõ÷ëåíîâ, ïðè÷åì ó êàæäîãî èç íèõ
äâà êîðíÿ. Ïóñòü a b,i i  – êîðíè òðåõ÷ëåíà - +2

i ix a x b .
Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà a b a b= + =,i i i i i ia b . Ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì K K1 1, , , , ,n na a b b , òî

+ + =K1 na a ( ) ( )a b a b+ + + + =K1 1 n n

= ( ) ( )+ + + + =K1 1 n na b a b ( ) ( )+ + + + +K K1 1n na a b b .

Ñëåäîâàòåëüíî, + + =K1 0nb b .

Äàëåå, ( )a b a b a b+ = + - = -
22 2 22 2i i i i i i i ia b . Îòñþäà

( ) ( )+ + + + =K2 2 2 2
1 1 n na b a b ( ) ( )2 2 2 2

1 1 n na b a b+ + + + =K

= ( ) ( )+ - + + = + +K K K2 2 2 2
1 1 12n n na a b b a a .

Çíà÷èò, + + =K2 2
1 0nb b , ò.å. âñå êîýôôèöèåíòû

ib  ðàâíû íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îíè
ðàçëè÷íû.

À.Áàäçÿí

M2010 *. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n îáîçíà÷èì
÷åðåç ( ),F m n  êîëè÷åñòâî âñåõ ñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ
ôèãóð â ïðÿìîóãîëüíèêå ´m n . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åò-
íîñòü ÷èñëà ( ),F m n  ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà

( ) ( )+ +
×

n n 1 m m 1

2 2
. (Ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ôèãóðà – ýòî

òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êëåòîê, ÷òî èç ëþáîé
êëåòêè ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïðîéòè â ëþáóþ
äðóãóþ êëåòêó ýòîãî ìíîæåñòâà ïî êëåòêàì ýòîãî
ìíîæåñòâà, ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç â ñîñåäíþþ ïî
ñòîðîíå êëåòêó .)

Ïîëîæèì ( )=,0 0F m . Ñâÿçíûå ôèãóðû â ïðÿìîóãîëü-
íèêå ´ 1m  – ýòî m ôèãóð èç îäíîé êëåòêè è ïîëîñêè èç
äâóõ èëè áîëåå êëåòîê. Êàæäàÿ ïîëîñêà îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðîé êëåòîê – ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ïîýòîìó

( ) ( ) ( )- +
= + =

1 1
,1

2 2

m m m m
F m m .

Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå m ñòðîê è n > 1 ñòîëáöîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l  âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåòðèè. Êàæ-
äîé ñâÿçíîé ôèãóðå ñîîòâåòñòâóåò ôèãóðà, ñèììåòðè÷-
íàÿ îòíîñèòåëüíî l , ïîýòîìó íåñèììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî l  ôèãóðû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, è ÷åòíîñòü

( ),F m n  ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ
ôèãóð, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî l .
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôèãóðó T, ñèììåòðè÷íóþ îòíî-
ñèòåëüíî l .
Ïóñòü n íå÷åòíî, n = 2 k – 1, ³ 2k . Ôèãóðà T ñîäåð-
æèò õîòÿ áû îäíó êëåòêó k-ãî ñòîëáöà, èíà÷å èç êëåòêè
ôèãóðû T íåâîçìîæíî ïðîéòè ïî êëåòêàì T â ñèììåò-
ðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî l  êëåòêó, ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç â
ñîñåäíþþ êëåòêó. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòü 1T  ôèãóðû T,
ðàñïîëîæåííàÿ â k ñàìûõ ëåâûõ ñòîëáöàõ, ñâÿçíà.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâå êëåòêè x è y ôèãóðû

1T . Ïóñòü ¢x  – êëåòêà, ñèììåòðè÷íàÿ x îòíîñèòåëüíî
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l , à ¢ K1 2, , , , ,tx z z z y  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëåòîê, îáðà-
çóþùàÿ ïóòü èç ¢x  â y ïî ñîñåäíèì êëåòêàì ôèãóðû T.
Òîãäà, çàìåíÿÿ â ýòîì ïóòè êëåòêè, ëåæàùèå ïðàâåå
k-ãî ñòîëáöà, íà ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî l , ìû
ïîëó÷èì ïóòü èç x â y ïî ñîñåäíèì êëåòêàì ôèãóðû 1T
(ñì. ðèñóíîê). Íàîáîðîò, åñëè ôèãóðà 1T  ðàñïîëîæå-
íà â ïðÿìîóãîëüíèêå ´m k , ñîñòîÿùåì èç k ñàìûõ

ëåâûõ ñòîëáöîâ, ñâÿçíà è ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
êëåòêó k-ãî ñòîëáöà, òî ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü
ôèãóðó 1T  äî ñâÿçíîé ôèãóðû T, ñèììåòðè÷íîé îòíî-
ñèòåëüíî l . Êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ôèãóð â ïðÿìîóãîëü-
íèêå ´m k  ðàâíî ( ),F m k , ñðåäè íèõ ( )-, 1F m k  ôèãóð
ëåæàò â ïåðâûõ k – 1 ñòîëáöàõ (ò.å. íå ñîäåðæàò
êëåòîê k-ãî ñòîëáöà). Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñâÿç-
íûõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî l  ôèãóð â ïðÿìîó-
ãîëüíèêå ( )´ -2 1m k  ðàâíî ( ) ( )- -, , 1F m k F m k .
Äëÿ ÷åòíîãî n = 2k ( ³ 1k ), ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî,
óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñâÿçíûìè ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî l  ôèãóðàìè è
ñâÿçíûìè ôèãóðàìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïåðâûõ k
ñòîëáöàõ è ñîäåðæàùèìè õîòÿ áû îäíó êëåòêó k-ãî
ñòîëáöà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ
ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî l  ôèãóð â ïðÿìîóãîëüíèêå

´ 2m k  ðàâíî ( ) ( )- -, , 1F m k F m k .
Èòàê, äëÿ n = 2 k – 1 è n = 2 k ÷åòíîñòü ( ),F m n
ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ( ) ( )- -, , 1F m k F m k .

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ( ),F m n  íå÷åòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà m è n äàþò îñòàòîê 1 èëè 2 ïðè
äåëåíèè íà 4; îòñþäà ñðàçó ïîñëåäóåò óòâåðæäåíèå
çàäà÷è. Óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = 0 è n = 1.
Ïóñòü m äàåò îñòàòîê 0 èëè 3 ïðè äåëåíèè íà 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ( ),0 ,F m F

( ) ( )-K,1 , , , 1F m F m n , ò.å. ýòè ÷èñëà ÷åòíûå. Åñëè
n = 2 k – 1, ³ 2k , èëè n = 2k, ³ 1k , òî n >  k,ïîýòî-
ìó ( ),F m n  ÷åòíî, òàê êàê ( ) ( )- -, , 1F m k F m k  ÷åòíî.
Ïóñòü m äàåò îñòàòîê 1 èëè 2 ïðè äåëåíèè íà 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ÷èñåë

( ) ( ) ( )-K,0 , ,1 , , , 1F m F m F m n , ò.å. ( ),F m s  íå÷åòíî òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s äàåò îñòàòîê 1 èëè 2 ïðè
äåëåíèè íà 4. Òîãäà ( ) ( )- -, , 1F m s F m s  íå÷åòíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà s íå÷åòíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

( ),F m n  íå÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

( )= + - = +2 2 1 1 4 1n l l  èëè ( )= + = +2 2 1 4 2n l l .
À.Áàäçÿí

Ô2018.  Òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü îñè x, ñêîðîñòü òî÷êè
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åå êîîðäèíàòû. Ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü òî÷êè íà ó÷àñòêå (1 ì; 2 ì) ñîñòàâèëà
1 ì/ñ. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü íà ó÷àñòêàõ
(2 ì; 4 ì) è (1 ì; 4 ì).

Ðàçîáüåì (ìûñëåííî!) êàæäûé ó÷àñòîê íà N ðàâíûõ
êóñî÷êîâ. Êóñî÷êè íà îòðåçêå (2 ì; 4 ì) âäâîå äëèíí åå,
÷åì íà îòðåçêå (1 ì; 2 ì), çàòî ñêîðîñòè íà êóñî÷êà õ ñ
îäèíàêîâûìè íîìåðàìè îòëè÷àþòñÿ â 4 ðàçà. Èòàê,
îòðåçîê (2 ì; 4 ì) òî÷êà ïðîåäåò â 2 ðàçà áûñòðåå, à
äëèíà åãî âäâîå áîëüøå äëèíû îòðåçêà (1 ì; 2 ì) –
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà âòîðîì ó÷àñòêå áóäåò 4 ì/ñ. Åñë è
òåïåðü ïîñìîòðåòü íà ó÷àñòîê (1 ì; 4 ì), òî ñî ñêîð î-
ñòüþ 1 ì/ñ òî÷êà äâèæåòñÿ 1 ñ, ó÷àñòîê (2ì; 4 ì)
îòíèìàåò 0,5 ñ – âñåãî òî÷êà ïðîõîäèò 3 ì çà 1,5 ñ.
Çíà÷èò, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà ýòîì ó÷àñòêå ðàâíà
2 ì/ñ.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2019.  Íà òîíêîì è ëåãêîì æåñòêîì ñòåðæíå äëèíîé
L çàêðåïëåíû äâà òåëà – ìàññîé Ì ïîñðåäèíå ñòåðæíÿ
è ìàññîé 2Ì íà îäíîì èç åãî êîíöîâ. Äðóãîé êîíåö
ñòåðæíÿ çàêðåïëåí øàðíèðíî. Ïîëó÷èâøèéñÿ ìàÿòíèê
ðàñêà÷èâàåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ìàêñèìàëü-
íûé óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè ñîñòàâëÿåò 1o.
Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ýòîãî ìàÿòíèêà è ìàêñè-
ìàëüíóþ ðàçíîñòü íàòÿæåíèé ïîëîâèí ñòåðæíÿ ïðè
äâèæåíèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé çíà÷åíèå ìàêñè-
ìàëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ íàñ èíòåðåñîâàòü íå äîëæíî
– ëèøü áû ýòîò óãîë áûë ìàëûì. Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó
ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì óãëà îòêëîíåíèÿ ma  è ìàêñè-

ìàëüíûì çíà÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè ñòåðæíÿ 
mv

L
(òóò mv  – ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü íèæíåãî ãðóçà ìàñ-
ñîé 2 Ì ) èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

( ) ( )2 cos 0,5 0,5 cosm mMg L L Mg L La a- + - =

= 
( )22 0,52

2 2
mm M vMv

+ , îòêóäà 
10
9m mv gLa= .

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì Ò ýòà ñâÿçü
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

2m
m

v

L T
p

a= , îòêóäà 
218

5
L

T
g

p
= .

Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ âåðõíåé ïî-
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ëîâèíû ñòåðæíÿ 1T  è ñèëû íàòÿæåíèÿ íèæíåé ïîëîâè-
íû 2T  ëåãêî íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà
ìàññîé Ì  â òîò ìîìåíò, êîãäà ñòåðæåíü ïðîõîäèò
âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå:

( )2
1 2

0,5

0,5
mM v

T T Mg
L

- = + = 25
1

9 mMg aæ ö+ =ç ÷è ø
25

1
9 180

Mg
pæ öæ ö= + »ç ÷ç ÷è øè ø

( )41 1,7 10Mg -+ × .

Ð.Ïðîñòîâ

Ô2020.  Êðûëî àèñòà èìååò ïîïåðå÷íóþ ïëîùàäü 22 ì ,
îíî äâèæåòñÿ âíèç ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
2 ì/ñ â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè 0,2 ñ è ñòîëüêî æ å
âðåìåíè – ââåðõ. Ìîæåò ëè àèñò ïðè ñîáñòâåííîé
ìàññå 2 êã ëåòåòü íà ïîñòîÿííîé âûñîòå ñ ãðóçîì
ìàññîé 3 êã? Äëÿ òåõ, êòî íå âèäåë àèñòà: ó íåãî ðî âíî
äâà êðûëà.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè êðûëà ñî ñêîðîñòüþ v
àèñò «îòáðàñûâàåò» âíèç ïîðöèþ âîçäóõà ñî ñêîðîñòüþ
v, òî íóæíî ðàçóìíî îöåíèòü îáúåì (ìàññó) ýòîé
ïîðöèè. Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà – ïîðöèÿ âîçäóõà â
îáúåìå 2 32 2 2 ì 2 ì c 0,2 c 1,6 ìV Sv t= » × × × =  (çàìå-
òàåìûé êðûëîì îáúåì), åå ìàññà ñîñòàâëÿåò m Vr= »

3 31,2 êã ì 1,6 ì 2 êã» × » . Çà âðåìÿ 0,2 ct =  ïåðåäà-
åòñÿ èìïóëüñ 4 êã ì ñmv » × , ò.å. äåéñòâóåò ñèëà

4 êã ì ñ
20 H

0,2 c
mv

F
t

×
= » = .

Òàêîé ñèëû äîñòàòî÷íî òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñàìîãî
àèñòà ïîääåðæèâàòü â âîçäóõå.
Ïðè ðàñ÷åòå ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî îòáðîøåííûé âíèç
âîçäóõ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè äâèæåíèè êðûëà ââåðõ âîçäóõ
åãî ïëàâíî îáòåêàåò. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåñòè ãðóç,
íàïðèìåð êà÷àí êàïóñòû ìàññîé 3 êã, àèñò äîëæåí
çàõâàòûâàòü è îòáðàñûâàòü âíèç ïî÷òè âòðîå á • ëüøóþ
ïîðöèþ âîçäóõà!

À.Ïòèöûí

Ô2021.  Â ãëóáèíàõ êîñìîñà, âäàëè îò âñåõ äðóãèõ
òåë, ëåòàåò æèäêàÿ ïëàíåòà èç ðòóòè – îãðîìíûé
îäíîðîäíûé øàð. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû ñîñòàâëÿåò 2 1000 ì ñ . Ñòàëü-
íîé øàðèê îáúåìîì 31 ñì  íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
òðåòè ðàäèóñà ïëàíåòû îò åå öåíòðà. Íàéäèòå
ïîëíóþ ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà øàðèê. Ïëîò-
íîñòü ðòóòè 3 13,6 ã cì ,  ïëîòíîñòü ñòàëè

3 7,8 ã cì .

Åñëè áû âìåñòî ñòàëüíîãî øàðèêà áûë òàêîé æå ïî
ðàçìåðàì «ðòóòíûé øàðèê», òî äåéñòâóþùèå íà íåãî
ñèëû áûëè áû óðàâíîâåøåíû (íó, ýòî î÷åâèäíî!). Ïðè
ýòîì ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ê öåíòðó ïëàíåòû áûëà áû
óðàâíîâåøåíà ðàçíîñòüþ ñèë äàâëåíèÿ æèäêîñòè.
Åñëè ñíîâà ïîñìîòðåòü íà ñòàëüíîé øàðèê, òî ñòàíåò
ÿñíî, ÷òî ðàçíîñòü ñèë äàâëåíèÿ îñòàíåòñÿ òîé æå, à
ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà óìåíüøèòñÿ, çíà÷èò, ðåçóëüòèðó-
þùàÿ ñèëà áóäåò íàïðàâëåíà îò öåíòðà. Ãðàâèòàöèîí-
íàÿ ñèëà ñîçäàåòñÿ òîëüêî «âíóòðåííåé» ÷àñòüþ øàðî-
îáðàçíîé ïëàíåòû, ñèëà ïðèòÿæåíèÿ òàì â 3 ðàçà
ìåíüøå, ÷åì ó ïîâåðõíîñòè.

Îêîí÷àòåëüíî, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê, ðàâíà

ðò c
1 1
3 3

F Vg Vgr r= - = ( )ðò c
1
3

Vg r r- =

=
6 3 3 21

10  ì 10  ì ñ
3

-× × ×( )3 3 313,6 10 7,8 10  êã ì× - × »

» 2 Í.

Æåëåçíûé øàðèê â æèäêîé ðòóòè âñïëûâåò íà ïîâåðõ-
íîñòü.

Ç.Øàðèêîâ

Ô2022.  Ïîðöèÿ ðàçðåæåííîãî ãåëèÿ íàõîäèòñÿ â
ñîñóäå ñ ïîðøíåì. Ñ ãåëèåì ïðîâîäÿò çàìêíóòûé
òåïëîâîé öèêë, êîòîðûé ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñòàäèé.
Íà ïåðâîé ñòàäèè ãàç ðàñøèðÿåòñÿ âäâîå, ïðè ýòîì
äàâëåíèå ãàçà âñå âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíî åãî îáúåìó.
Íà âòîðîé ñòàäèè ãàç ïðîäîëæàåò ðàñøèðÿòüñÿ – íî
óæå ïðè íåèçìåííîì äàâëåíèè, îáúåì ãàçà íà ýòîé
ñòàäèè óâåëè÷èâàåòñÿ åùå â 4 ðàçà. Ñëåäóþùàÿ
ñòàäèÿ – äàâëåíèå ãàçà ñíîâà ïðîïîðöèîíàëüíî åãî
îáúåìó, ãàç îõëàæäàåòñÿ, ïîêà åãî äàâëåíèå íå óïàäå ò
âäâîå. È, íàêîíåö, ÷åò-
âåðòàÿ ñòàäèÿ – îõ-
ëàæäåíèå ïðè íåèçìåí-
íîì äàâëåíèè äî íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Íàéäèòå òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé ÊÏÄ ýòîãî
öèêëà.

Ãàç ïîëó÷àåò òåïëî íà
ó÷àñòêàõ ÀÁ è ÁÂ  (ñì.
ðèñóíîê). Îáùåå ïîëó-
÷åííîå êîëè÷åñòâî òåï-
ëîòû ðàâíî:

( )3
4

2ÀÁ VQ pV C T Tn= + - ,   ( )16 4ÁÂ pQ C T Tn= - ,

3 3 5
3 12 36

2 2 2ÀÁ ÁÂQ Q Q pV R T R T pV= + = + n × + n × = .

Ðàáîòó íàéäåì êàê ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ãðàôèêîì
öèêëà:

1
2 2 4,5

2
A pV pV pV pV= + + = .

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ
ýòîãî öèêëà áóäåò ðàâåí

4,5 1
12,5%

36 8
pVA

Q pV
h = = = = .

Ð.Öèêëîâ

Ô2023.  Íà ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîì íåïðîâîäÿ-
ùåì ñòåðæíå çàêðåïëåíû äâà ìàëåíüêèõ òåëà, çàðÿ-
æåííûõ ïîëîæèòåëüíî (çàðÿäû íàì íåèçâåñòíû).
Åùå îäíî ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîå òåëî – ìàëåíü-
êàÿ áóñèíêà – ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü
ñòåðæíÿ. Áóñèíêà ñîâåðøàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ îêîëî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ
ïåðèîä òàêèõ êîëåáàíèé, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó
íåïîäâèæíûìè çàðÿäàìè óìåíüøèòñÿ âäâîå (ðàçóìå-
åòñÿ, èõ äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ ñäåëàòü íà íåêîòîðîå
âðåìÿ ïîäâèæíûìè)?
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Ïóñòü îäèí èç íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ðàâåí Q è ðàññòî-
ÿíèå îò íåãî äî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ áóñèíêè ñ
çàðÿäîì q ñîñòàâëÿåò l . Òîãäà äëÿ âòîðîãî çàðÿäà,
ðàâíîãî nQ, ýòî ðàññòîÿíèå ñîñòàâèò l n . Ñìåñòèì
òåïåðü çàðÿä q âäîëü ïðÿìîé íà î÷åíü ìàëîå ðàññòîÿíèå
õ â ñòîðîíó çàðÿäà nQ. Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
áóñèíêó, áóäåò ðàâíà

( ) ( )2 2

Qq nQq
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= 2 2 2
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2 2

2 2

2 2 2
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l x x
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l l
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=

æ ö æ ö+ -ç ÷ ç ÷è ø è ø
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2kQq x
n n

lnl
- -

(ìû ïðåíåáðåãàåì ñëàãàåìûìè âèäà 2 2x l  ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âåëè÷èíàìè x/l ). Âèäíî, ÷òî
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1
F

l
: , ò.å. 2

3

1

l
w : , èëè 3 22

T l
p

w
= : .

Çíà÷èò, ïåðèîä êîëåáàíèé ñòàíåò ìåíüøå â 2 2  ðàç.
À.Ïðîñòîâ

Ô2024. Ê îáû÷íîé ñåòè
220 Â, 50 Ãö ïîäêëþ÷åíû
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåí-
íûå êîíäåíñàòîð åìêîñ-
òüþ 1 ìêÔ è íàãðåâàòåëü
– ðåçèñòîð. Íàéäèòå ìàê-
ñèìàëüíóþ ìîùíîñòü òà-
êîãî íàãðåâàòåëÿ. Êñòà-
òè – çà÷åì òàì ïîíàäî-
áèëñÿ êîíäåíñàòîð?

Òîê â öåïè (åãî äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå) ðàâåí (ñì.
ðèñóíîê)

2 2
2

2 2

1
C

U U
I

R X R
Cw

= =
+ +

.

Òåïëîâàÿ ìîùíîñòü íàãðåâàòåëÿ ðàâíà
2

2

2
2 2

1
U R

P I R
R

Cw

= =
+

.

Ïðîùå íàéòè ìèíèìóì îáðàòíîé âåëè÷èíû, ò.å.

2 2 2

1 1 1
R

P U C Rw
æ ö= +ç ÷è ø

.

Âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò ñîïðîòèâëåíèþ

6

1 1
 Îì

2 3,14 50 10
R

Cw -
= = »

× × ×
33,2 10  Îì× .

Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü íàãðåâàòåëÿ áóäåò
ðàâíà

2 2

max 3

220
 Âò 7,6 Âò

2 2 3,2 10

U
P

R
= » »

× ×
.

Êîíäåíñàòîð íóæåí ïîòîìó, ÷òî îí «ãàñèò» ÷àñòü
ñåòåâîãî íàïðÿæåíèÿ, à òåïëî íà íåì íå âûäåëÿåòñÿ.
Ýòî óäîáíî, åñëè ïðèáîð (íàïðèìåð, ïàÿëüíèê) ðàñ-
ñ÷èòàí íà íèçêîå íàïðÿæåíèå ïèòàíèÿ (÷àñòî ìîæíî
âñòðåòèòü ïðèáîðû íà 36 Â), à òðàíñôîðìàòîð äîðîã è
íå î÷åíü óäîáåí.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2025.  Ê «ìîñòèêó» èç êîíäåíñàòîðîâ (ðèñ.1) ïîä-
êëþ÷èëè áàòàðåéêó íàïðÿæåíèåì 0U , çàòåì åå îò-
êëþ÷èëè, à ìåæäó òî÷êàìè À è Á âêëþ÷èëè êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòüþ L. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé òîê ÷å-
ðåç êàòóøêó. Íàéäèòå
òàêæå ïîëíûé çàðÿä,
ïðîòåêøèé ÷åðåç êàòóø-
êó, è âûäåëèâøååñÿ â íåé
êîëè÷åñòâî òåïëîòû.
Ñîïðîòèâëåíèå ñîåäèíè-
òåëüíûõ ïðîâîäîâ î÷åíü
ìàëî, ñîïðîòèâëåíèå
ïðîâîäà, êîòîðûì íàìî-
òàíà êàòóøêà, ñ÷èòàòü
íåáîëüøèì .

Ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ áàòàðåéêè êàæäûé êîíäåíñàòîð

èìååò çàðÿä 0
3
4

q CU= , è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

ðàâíà

2
1 0

3
4

W CU= .

Ïóñòü â ìîìåíò, êîãäà A Áj j=
(ïðè ìàêñèìàëüíîì òîêå êàòóø-
êè èíäóêòèâíîñòè) çàðÿäû êîí-
äåíñàòîðîâ ñëåâà 1Q  è 2Q
(ðèñ.2), òîãäà ñïðàâà çàðÿäû
áóäóò 2Q  è 1Q  (ñèììåòðèÿ òóò
î÷åâèäíà). Äëÿ ðàâåíñòâà ïî-
òåíöèàëîâ Aj  è Áj  íóæíî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü òàêîå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó çàðÿäàìè:

2 13Q Q= . Èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ çàðÿäà (âåðõíèå ïëàñòèíû
êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòÿìè Ñ è
3Ñ) ïîëó÷èì

1 2 0
3
2

Q Q CU+ = .

Îòñþäà íàõîäèì

1 0
3
8

Q CU=  è 2 0
9
8

Q CU= .

Òåïåðü îáùàÿ ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðîâ ðàâíà

2 2
21 2

2 0
9

2
2 6 16
Q Q

W CU
C C

æ ö
= + =ç ÷è ø

.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

2

1 2 2
mLI

W W= + ,

îòêóäà

( ) 2
1 2 02 3

8m
W W CU

I
L L

-
= = .

Ïåðåòåêàþùèé ÷åðåç êàòóøêó çàðÿä ïîñ÷èòàòü ëåãêî:
âíà÷àëå ñóììàðíûé çàðÿä ïëàñòèí, ïîäêëþ÷åííûõ ê
òî÷êå À, áûë íóëåâûì, òåïåðü îí ðàâåí

1 2 0
3
4

Q Q Q CU= - + = .

Çíà÷èò, ñòîëüêî è ïåðåòåêëî ÷åðåç êàòóøêó.
Â òåïëî óéäåò «áûâøàÿ» ýíåðãèÿ êàòóøêè, ïîäñ÷èòàí-
íàÿ äëÿ ñëó÷àÿ A Áj j= :

2
òåïë 1 2 0

3
16

W W W CU= - = .

Ïðè ðåøåíèè ìû ñ÷èòàëè, ÷òî çà ÷àñòü ïåðèîäà êîëå-
áàíèé äî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî òîêà ÷åðåç êàòóø-
êó òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ñèñòåìû ïåðåéäåò â
òåïëî.

Ð.Ñòàðîâ

Ô2026.  Äëÿ çàäåðæêè âî âðåìåíè çâóêîâûõ ñèãíàëîâ â
ïðåæíèå ãîäû ÷àñòî èñïîëüçîâàëè ìàññèâíóþ ïðóæèíó,
âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿëàñü óïðóãàÿ âîëíà. Èòàê,
äëèííàÿ îäíîðîäíàÿ ïðóæèíà ëåæèò íà ãëàäêîì ãîðè-
çîíòàëüíîì ñòîëå. Çà îäèí êîíåö ïðóæèíó íà÷èíàþò
ðàñòÿãèâàòü, ïðè ýòîì åå äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ çà 1 ñ
íà 5 ñì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ óïðóãàÿ âîëíà äîáåæèò äî
âòîðîãî êîíöà ïðóæèíû? Äëèíà âñåé ïðóæèíû 5 ì,
ïîëíàÿ åå ìàññà 2 êã, à æåñòêîñòü 100 Í/ì .

Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíåö ïðóæèíû äâèãàëñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v = 5 ñì/ñ, íóæíî ïðèêëàäûâàòü íåèçìåí-
íóþ ñèëó F – âî âñÿêîì ñëó÷àå, äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà
óïðóãàÿ âîëíà äîáåæèò äî âòîðîãî êîíöà ïðóæèíû è îí
ïðèäåò â äâèæåíèå. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü óïðóãîé âîë-
íû â ïðóæèíå áóêâîé ñ, òîãäà èñêîìûé èíòåðâàë

âðåìåíè áóäåò ðàâåí  
L

T
c

= , ãäå L  – äëèíà ïðóæèíû.

Ïóñòü îò íà÷àëà äâèæåíèÿ ïðîøëî âðåìÿ Tt < . Òîãäà
äëèíà «ðàáîòàþùåé» ÷àñòè ïðóæèíû ðàâíà ct è  ðàñ-
òÿíóòà íà x vt= . Äëÿ ýòîé ÷àñòè æåñòêîñòü ðàâíà

L
k k

ct
* = , è ñèëà óïðóãîñòè ñîñòàâëÿåò

F k x*=
L v

k v kL
c c

t
t

= = .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñî âðåìåíåì ìåíÿåòñÿ èìïóëüñ
ïðóæèíû – çà ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ âñå íîâûõ åå ÷àñòåé â
äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ v:

c
F m v m v

L
t

t *= = , îòêóäà 
mcv

F
L

= .

Ñðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëû F, ïîëó÷àåì

v mcv
kL

c L
= , èëè 

2
2 kL

c
m

= .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå âðåìÿ:
2 êã

0,14 c
100 Í ì

L m
T

c k
= = = = .

Èíòåðåñíî, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò äëèíû ïðóæèíû. Í à
ñàìîì äåëå, çàâèñèò – äëèíà «ñïðÿòàíà» â çíà÷åíèÿ
ìàññû è æåñòêîñòè. Åñëè óâåëè÷èòü äëèíó ïðóæèíû, íå
ìåíÿÿ ñâîéñòâ îòäåëüíûõ âèòêîâ, òî èçìåíÿòñÿ è ìàññ à
m, è æåñòêîñòü k. Â ðåçóëüòàòå, åñëè óâåëè÷èòü ÷èñëî
âèòêîâ, íàïðèìåð, âäâîå (äëèíà ïðè ýòîì áóäåò 2 L ), òî
ìàññà óâåëè÷èòñÿ âäâîå, æåñòêîñòü óìåíüøèòñÿ âäâîå è
âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ òàêæå óâåëè÷èòñÿ âäâîå.  À âîò î ò
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ êîíöà ïðóæèíû îòâåò è â ñàìîì
äåëå íå çàâèñèò – ëèøü áû îíà áûëà ìàëà ïî ñðàâíåíè þ
ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîé âîëíû.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô2027.  Äíî î÷åíü óçêîãî è ãëóáîêîãî êîëîäöà êâàä-
ðàòíîãî ñå÷åíèÿ îñâåùàþò ïîäâåøåííîé íà óðîâíå
çåìëè ìàëåíüêîé ëàìïî÷êîé, ðàâíîóäàëåííîé îò åãî
ñòåíîê. Ñòåíêè êîëîäöà çåðêàëüíûå, íî ïîêðûòû
òîíêèì ðîâíûì ñëîåì ïûëè, òàê ÷òî îòðàæàåòñÿ
òîëüêî 98% ýíåðãèè ïàäàþùåãî ñâåòà. Âî ñêîëüêî ðàç
òåìíåå ñòàíåò â öåíòðå äíà êîëîäöà, êîãäà ïûëè ñî
âðåìåíåì ñòàíåò â 2 ðàçà áîëüøå?

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ïûëè ñòàíåò â 2 ðàçà áîëüøå,
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ óìåíüøèòñÿ îò 0,98 äî 0,96
(ïîãëîùàåòñÿ âäâîå áîëüøå).
Ñòîÿ íà äíå êîëîäöà, ìû âèäèì íàä ãîëîâîé íàñòîÿùèé
èñòî÷íèê ñâåòà, ò.å. ëàìïî÷êó, è ìíîæåñòâî ìíèìûõ
èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïî öåíòðàì ñìåæíûõ äðóã
ñ äðóãîì êâàäðàòîâ. ßðêîñòü ìíèìîãî èñòî÷íèêà çàâè-
ñèò îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà îòðàæåíèé îò ñòåíîê.
Íàïðèìåð, åñëè ìíèìûé èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íà m
«êëåòî÷åê» ïðàâåå è íà n «êëåòî÷åê» âûøå, òî ÷èñëî
îòðàæåíèé, êîòîðîå èñïûòàåò ëó÷, èäóùèé ê íàì îò
ýòîãî èñòî÷íèêà, áóäåò m + n . Ïðèìåì îñâåùåííîñòü îò
èñòèííîé ëàìïî÷êè çà åäèíèöó. Òîãäà îñâåùåííîñòü îò
óêàçàííîãî ìíèìîãî èñòî÷íèêà áóäåò m nE k += , ãäå k –
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ. Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì èçìå-
íåíèåì ðàññòîÿíèÿ äî èñòî÷íèêà, òàê êàê îñíîâíîé
âêëàä â îñâåùåííîñòü áóäóò äàâàòü áëèçêèå ê èñòèííî -
ìó èñòî÷íèêè. Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ñóùåñòâóþò òàêèå
ìíèìûå èñòî÷íèêè, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé èõ ñ
öåíòðîì äíà (ãäå ìû ñòîèì), ñîäåðæèò âåðøèíó êâàä-
ðàòà. Î÷åâèäíî, ÷òî â î÷åíü áëèçêîé ê íàì òî÷êå äíà
îñâåùåííîñòü îò òàêîãî èñòî÷íèêà áóäåò îïèñûâàòüñÿ
ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëîé, ïîñêîëüêó îòðåçîê óæå
íå áóäåò ñîäåðæàòü âåðøèí.
Èòàê, îñòàëîñü ñëîæèòü îñâåùåííîñòè îò âñåõ èñòî÷íè -
êîâ. Ñíà÷àëà ñëîæèì âñå èñòî÷íèêè ñ îïðåäåëåííûì m:

0 1 2 1
2 2

1
m m m mk

k k k k
k

+ + + +
+ + + =

-
K .

À òåïåðü ñëîæèì âñå m:

( )0 1 2
ïîëíàÿ

1
2 2

1
k

E k k k
k

+
= + + + =

-
K

21
1

k
k

+æ ö
ç ÷è ø-

.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ k = 0,98 â ïåðâîì ñëó÷àå è k = 0,96
âî âòîðîì: ïîëíàÿ 1 0,9801E = , ïîëíàÿ 2 0,2401E = . Âèä-
íî, ÷òî òåìíåå ñòàíåò ïðèáëèçèòåëüíî â 4 ðàçà.

Å.Àíòûøåâ



Íîâûé ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Ìàëîãî ìåõìàòà

Áîëåå 25 ëåò ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÌÃÓ) èìå íè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ðàáîòàåò Ìàëûé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèé ôàêóëüòåò (ÌÌÌÔ), ñîñòîÿùèé èç çàî÷íîãî è âå÷åð íå-
ãî îòäåëåíèé. Çà ãîäû ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ çàî÷íîå îòäåëå-
íèå Ìàëîãî ìåõìàòà âûïóñòèëî ñâûøå 10000 ó÷àùèõñÿ,
ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòàëè ñòóäåíòàìè ìåõìàòà è äðóãèõ
ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ.

Îñíîâíûå çàäà÷è Ìàëîãî ìåõìàòà – ðàñøèðåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî êðóãîçîðà øêîëüíèêîâ è óãëóáëåíèå èõ çíàíèé  êàê
ïî òåìàì øêîëüíîé ïðîãðàììû, òàê è ïî ðàçäåëàì ìàòå ìàòè-
êè, íå âõîäÿùèì â ïðîãðàììó ñðåäíåé øêîëû.

Â 2007 ãîäó çàî÷íîå îòäåëåíèå  Ìàëîãî ìåõìàòà îáúÿâëÿåò
ïðèåì ó÷àùèõñÿ íà 2007/08 ó÷åáíûé ãîä â 8 è 9 êëàññ û. Íà
çàî÷íîå îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ ó÷àùèåñÿ èç Ðîññèè (â  òîì
÷èñëå è ïðîæèâàþùèå â Ìîñêâå), ñòðàí ÑÍÃ è Ïðèáàëòè êè.

Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îáó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ó÷åíèêîâ
èç îäíîé øêîëû ïî ôîðìå «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê». Ãðóï ïà
ðàáîòàåò ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ è ìîæåò âêë þ÷àòü
â ñåáÿ íå áîëåå 15 ó÷àùèõñÿ èç îäíîé ïàðàëëåëè. Êàê
ïðàâèëî, ìàòåðèàëû ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê èçó÷àþòñ ÿ
òàêèìè ãðóïïàìè âî âðåìÿ ôàêóëüòàòèâíûõ (êðóæêîâûõ)
çàíÿòèé. Ãðóïïà «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» îáó÷àåòñÿ êàê
îäèí ó÷àùèéñÿ, ò.å. îôîðìëÿåò ïî êàæäîìó çàäàíèþ îäíó
ðàáîòó è îïëà÷èâàåò îáó÷åíèå âñåé ãðóïïû êàê îáó÷åí èå
îäíîãî  ó÷àùåãîñÿ.

Îáó÷åíèå íà çàî÷íîì îòäåëåíèè ïëàòíîå. Èíôîðìàöèÿ î á
óñëîâèÿõ îïëàòû áóäåò âûñëàíà ó÷àùèìñÿ, çà÷èñëåííûì  íà
çàî÷íîå îòäåëåíèå, îñåíüþ 2007 ãîäà, ïîñëå ïðîâåðêè  âñòó-
ïèòåëüíûõ ðàáîò. Â 2006/07 ó÷åáíîì ãîäó ñòîèìîñòü ï ðîâåð-
êè îäíîãî çàäàíèÿ ñîñòàâëÿåò 120 ðóá. (äëÿ êîëëåêòè âíûõ
ó÷åíèêîâ – 160 ðóá.), îäíàêî â 2007/08 ó÷åáíîì ãîäó  îíà
ìîæåò áûòü ïîâûøåíà. Çà ãîä ó÷àùèéñÿ âûïîëíÿåò 6–9
çàäàíèé. Øêîëüíèêè, óñïåøíî (ñ îöåíêîé «õîðîøî» èëè
«îòëè÷íî») çàêîí÷èâøèå îáó÷åíèå íà çàî÷íîì îòäåëåíè è,
ïîëó÷àþò ñâèäåòåëüñòâà îá îêîí÷àíèè Ìàëîãî ìåõìàòà (ïðî-
øåäøèì êóðñ îáó÷åíèÿ ïî ôîðìå «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê»
âìåñòî ñâèäåòåëüñòâ âûäàþòñÿ ñïðàâêè îá îêîí÷àíèè Ìàëîãî
ìåõìàòà).

Çà÷èñëåíèå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà (êàê  â
8, òàê è â 9 êëàññ) äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ ó÷åíèêîâ ïðî èçâî-
äèòñÿ íà êîíêóðñíîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåíèÿ
ïðèâåäåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû.  Æåëàþùèå ïî -
ñòóïèòü äîëæíû íå ïîçäíåå 30 àïðåëÿ 2007 ãîäà  âûñëàòü â
íàø àäðåñ ðåøåíèÿ çàäà÷ âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (ïðè ý òîì íå
îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ðåøåíû âñå çàäà÷è). Âñòóïèò åëü-
íóþ ðàáîòó íåîáõîäèìî âûïîëíèòü â øêîëüíîé òåòðàäè â
êëåòêó. Çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ â òåòðàäü ñëåäóåò â òîì ïîðÿä-
êå, â êîòîðîì çàäà÷è èäóò âî âñòóïèòåëüíîé ðàáîòå. Íà
îáëîæêó òåòðàäè íàêëåéòå ëèñò áóìàãè ñî ñëåäóþùèìè
äàííûìè:

1) Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî ó÷àùåãîñÿ
2) Êëàññ ( â 2007/08 ó÷åáíîì ãîäó )
3) Ïîëíûé äîìàøíèé àäðåñ ñ óêàçàíèåì èíäåêñà ïî÷òîâî-

ãî îòäåëåíèÿ
4) Ýëåêòðîííûé àäðåñ, ïî êîòîðîìó ñ âàìè ìîæíî ñâÿç àòü-

ñÿ (åñëè îí åñòü)
5) Îòêóäà âû óçíàëè î íàáîðå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû îáðàòíî íå âûñûëàþòñÿ.
Ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» íå íóæíî  âûïîëíÿòü

âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó, íåîáõîäèìî ëèøü íå ïîçäíåå 20
ñåíòÿáðÿ 2007 ãîäà  âûñëàòü ïèñüìîì èëè ïî ýëåêòðîííîé
ïî÷òå ñëåäóþùèå äàííûå:

1) Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî ðóêîâîäèòåëÿ ãðóïïû
2) Ôàìèëèè, èìåíà è îò÷åñòâà ó÷àùèõñÿ (íå áîëåå 15

÷åëîâåê) â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå
3) Êëàññ ( â 2007/08 ó÷åáíîì ãîäó )
4) Ïîëíûé àäðåñ ðóêîâîäèòåëÿ ãðóïïû (ïî êîòîðîìó

ñëåäóåò âûñûëàòü çàäàíèÿ) ñ óêàçàíèåì èíäåêñà ïî÷òîâîãî
îòäåëåíèÿ

5) Ýëåêòðîííûé àäðåñ, ïî êîòîðîìó ñ âàìè ìîæíî ñâÿç àòü-
ñÿ (åñëè îí åñòü)

6) Îòêóäà âû óçíàëè î íàáîðå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Íàø ïî÷òîâûé àäðåñ : 119992 Ìîñêâà, ÃÑÏ-2, Ëåíèíñêèå

ãîðû, ÌÃÓ, ìåõìàò, ÌÌÌÔ
Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà : mmmf_z@mech.math.msu.su

Âå÷åðíåå îòäåëåíèå  Ìàëîãî ìåõìàòà ïðèãëàøàåò íà çàíÿ-
òèÿ ïî ñóááîòàì âñåõ æåëàþùèõ øêîëüíèêîâ 6–11 êëàññ îâ èç
Ìîñêâû è áëèæíåãî Ïîäìîñêîâüÿ.

Ñïðàâêè ïî òåëåôîíó: 939-39-43 èëè ïî ýëåêòðîííîé ï î÷òå:
mmmf_v@mech.math.msu.su

Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î Ìàëîì ìåõìàòå ìîæíî
íàéòè íà íàøåì ñàéòå â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó:

http://mmmf.math.msu.su

Âñòóïèòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Îäèí çåìëåêîï ìîæåò âûðûòü ÿìó çà äâà ÷àñà, äðóãîé
âûðîåò òàêóþ æå ÿìó çà òðè ÷àñà, òðåòèé – çà øåñòü ÷àñîâ.
Çà êàêîå âðåìÿ òðè çåìëåêîïà âûðîþò ÿìó, ðàáîòàÿ âì åñòå?

2. Èçâåñòíî, ÷òî 0 1a b c£ £ £ £ . Äîêàæèòå, ÷òî

( )( )( )1 1 1 1a b c c- - - - ³ .

3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðîì
êàæäàÿ èç ñòîðîí áîëüøå êàæäîé èç äèàãîíàëåé?

4. Â ñòðîêó âûïèñàíû ïîäðÿä âñå öåëûå ÷èñëà îò 1 äî
10000. Ñêîëüêî èç íèõ ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè öèôðó  «3»?

5. Ðåøèòå ñèñòåìó

9 ,

100 ,

4

xy z

yz x

xz y

=ì
ï

=í
ï =î

(íå çàáóäüòå óêàçàòü âñå ðåøåíèÿ).
6. Ñóììà íåñêîëüêèõ ÷èñåë ðàâíà 10. Ìîæåò ëè ñóììà èõ

êâàäðàòîâ áûòü ìåíüøå 
1

1000
?

7. Äîëÿ øàõìàòèñòîâ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ áîëüøå, ÷åì äîëÿ
øàõìàòèñòîâ ñðåäè âñåõ ëþäåé. ×òî áîëüøå: äîëÿ ìàòå ìàòè-
êîâ ñðåäè øàõìàòèñòîâ èëè äîëÿ ìàòåìàòèêîâ ñðåäè âñ åõ
ëþäåé?

8. Â ïðÿìîóãîëüíèêå
ABCD  îòìå÷åíû òî÷êà M
– ñåðåäèíà ñòîðîíû BC,
òî÷êà N – ñåðåäèíà ñòîðî-
íû CD , òî÷êà K  – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BN
è MD  (ñì. ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî MKB MANÐ = Ð .

9. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

{
2

2

22 2 33 3 11 1
nn n

+ =K K K123 14243 .

10. Äâàäöàòü ôóòáîëüíûõ êîìàíä ïðîâåëè ïåðâåíñòâî ïî
êðóãîâîé ñèñòåìå â îäèí êðóã (ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäà ÿ
êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó). Ìîãëî ëè
ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà âûèãðàëà ñòîëüêî æå
ìàò÷åé, ñêîëüêî è ñâåëà âíè÷üþ?

È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß



Çàäà÷è

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.

1. Êîðàáëü ñ÷èòàåòñÿ ïîïàâøèì â îêðóæåíèå, åñëè îí
íàõîäèòñÿ âíóòðè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, â âåð-
øèíàõ êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ êîðàáëè ïðîòèâíèêà.
Âû íàõîäèòåñü íà êàïèòàíñêîì ìîñòèêå è â áèíîêëü
ìîæåòå íàáëþäàòü âñå êîðàáëè ïðîòèâíèêà. Êàê îïðå-
äåëèòü, ïîïàëè âû â îêðóæåíèå èëè íåò?

Ã.Ãàëüïåðèí

2. Ñóùåñòâóþò ëè ïîïàðíî íåðàâíûå öåëûå ÷èñëà a,
b, c, d òàêèå, ÷òî

+
= =

+
1
1

a c ac
b d bd

 ?
Â.Ñåíäåðîâ

3. Ãèðüêè ìàññîé 1, 2, 3, …, n ãðàììîâ ( n > 6)
ðàçëîæèëè íà äâå ÷àøêè âåñîâ òàê, ÷òî âåñû îêàçàëèñ ü

â ðàâíîâåñèè. Ìîæíî ëè óáðàòü ñ ÷àøåê òðè ãèðüêè òà ê,
÷òîáû ðàâíîâåñèå íå íàðóøèëîñü?

À.Øàïîâàëîâ

4. Ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíûì áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëü-
íèê, ó êîòîðîãî åñòü óãîë, îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðÿìîãî íå
áîëåå ÷åì íà 15 î . Ïî÷òè ðàâíîáåäðåííûì áóäåì íàçû-
âàòü òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî åñòü äâà óãëà, îòëè÷àþ -
ùèåñÿ íå áîëåå ÷åì íà 15 î . Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé
îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíûé èëè
ïî÷òè ðàâíîáåäðåííûé?

Â.Ãóðîâèö

5. Ïî ïðàâèëàì ðåãáè, åñëè èãðîêó óäàåòñÿ ïðèæàòü
ìÿ÷ ê çåìëå â ñïåöèàëüíîé çà÷åòíîé çîíå (ýòî íàçûâà -
åòñÿ ïîïûòêîé), åãî êîìàíäà ïîëó÷àåò 5 î÷êîâ è, êðî ìå
òîãî, èãðîêó äàåòñÿ ïðàâî ïðîáèòü ìÿ÷îì ïî âîðîòàì,
ò.å. âûïîëíèòü ðåàëèçàöèþ. Ïðè ïîïàäàíèè êîìàíäà
äîïîëíèòåëüíî çàðàáàòûâàåò 2 î÷êà.

Âî âðåìÿ èãðû ìåæäó êîìàíäàìè «Ðóáèëüíèê» è
«Äðîáèëüíèê» ó êîìàíäû «Ðóáèëüíèê» óäà÷íàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ èìåëà ìåñòî â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ, à ó êîìàíäû
«Äðîáèëüíèê» – ëèøü â ÷åòâåðòè âñåõ ñëó÷àåâ. Êòî
ïîáåäèë è ñ êàêèì ñ÷åòîì, åñëè îáå êîìàíäû â ñóììå
íàáðàëè ðîâíî 100 î÷êîâ?

È.Àêóëè÷
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Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»
Ìû çàâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷ åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8

êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ï îñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî
àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Ê âàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà
6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àä ðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå  òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñè ì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîã î êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

16. Èç 80 ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûáðàëè 20
íå÷åòíûõ è 20 ÷åòíûõ ÷èñåë ñ ðàâíûìè ñóììàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà,
ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 81.

Â.Ïðîèçâîëîâ

17. Â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå
îòìå÷åíà òî÷êà Ð ïåðåñå÷åíèÿ åãî êàòåòà ñ áèññåêòðè-

ñîé ïðîòèâîëåæàùåãî óãëà.
Èñïîëüçóÿ òîëüêî öèðêóëü
ïðîèçâîëüíîãî, íî ôèêñè-
ðîâàííîãî ðàñòâîðà, ïîñò-
ðîéòå öåíòð âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè äàííîãî òðåó-
ãîëüíèêà.

Ð.Ñàðáàø

18. à) Ïðèäóìàéòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà > > > 1010a b c
òàêèå, ÷òî òðîéêà ( a, b, c) íå èìååò îòëè÷íîãî îò 1
îáùåãî äåëèòåëÿ è

+ +8 8 8a b c  äåëèòñÿ íà + +4 4 4a b c ,

+ +4 4 4a b c  äåëèòñÿ íà + +2 2 2a b c ,

+ +2 2 2a b c  äåëèòñÿ íà a + b + c .

á) Ïðèäóìàéòå ÷èñëà A > B > C  >  a >b > c > 1010
òàêèå, ÷òî â êàæäîé òðîéêå ( À, Â, Ñ ), ( a, b, c) ÷èñëà íå
èìåþò îòëè÷íîãî îò 1 îáùåãî äåëèòåëÿ è

+ +2 2 2A B C  äåëèòñÿ íà a + b + c ,
+ +2 2 2a b c  äåëèòñÿ íà À + Â + Ñ.

Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ

19. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 
p
q  íàçîâåì õîðîøèì, åñëè

ìîæíî íàéòè p + q  ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ñóììà ïåðâûõ p èç êîòîðûõ ðàâíà ñóììå îñòàëü-
íûõ q. Óêàæèòå ìíîæåñòâî âñåõ õîðîøèõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë.

À.Ìàëååâ

20. Êàæäàÿ êëåòêà øàõìàòíîé äîñêè ðàçðåçàíà ïî
îäíîé èç åå äèàãîíàëåé. Íà êàêîå

à) íàèìåíüøåå;
á) íàèáîëüøåå

êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçäåëåííîé äîñêà
ýòèìè ðàçðåçàìè?

È.Àêóëè÷

Ê  Ì  Ø 25

Â 1987 ãîäó â èçäàòåëüñòâå «Ìèð» âûøëà êíèãà
«Àëèñà â Ñòðàíå Ñìåêàëêè» áëåñòÿùåãî ïîïóëÿðèçàòî-
ðà íàóêè Ðýéìîíäà Ì. Ñìàëëèàíà – òàêîãî æå îñòðî-
óìíîãî âûäóìùèêà, êàê è àâòîð çíàìåíèòûõ ñêàçîê
«Àëèñà â Ñòðàíå ×óäåñ» è «Àëèñà â Çàçåðêàëüå» Ëüþèñ
Êýððîëë. ×èòàÿ «Àëèñó â Ñòðàíå Ñìåêàëêè», òðóäíî
ïîíÿòü, ãäå Ñìàëëèàí, à ãäå Êýððîëë:

« – Ñ÷èòàåò ëè òîò, êòî íå â ñâîåì óìå, ÷åëîâåê èëè
êàêîå-íèáóäü ñóùåñòâî, ÷òî äâàæäû äâà – ïÿòü? –
ñïðîñèëà Àëèñà.

– Êîíå÷íî, äèòÿ ìîå! – îòâåòèëà Ãåðöîãèíÿ. –
Ïîñêîëüêó äâàæäû äâà íå ïÿòü, òî òîò, êòî íå â ñâîå ì
óìå, ñ÷èòàåò, ÷òî äâàæäû äâà – ïÿòü.

– À ñ÷èòàåò ëè òîò, êòî íå â ñâîåì óìå, ÷òî äâàæäû
äâà – øåñòü? – çàäàëà íîâûé âîïðîñ Àëèñà.

– Êîíå÷íî, äèòÿ ìîå. Ïîñêîëüêó äâàæäû äâà íå
øåñòü, òî òîò, êòî íå â ñâîåì óìå, ñ÷èòàåò, ÷òî äâà æäû
äâà – øåñòü.

– Íî äâàæäû äâà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî
ðàâíî è ïÿòè è øåñòè! – âîñêëèêíóëà Àëèñà.

– Ðàçóìååòñÿ, íå ìîæåò, – ñîãëàñèëàñü Ãåðöîãèíÿ. –
È òû è ÿ îá ýòîì çíàåì, íî òîò, êòî íå â ñâîåì óìå,  îá
ýòîì íå âåäàåò. À êàêàÿ ìîðàëü èç âñåãî ýòîãî?...»

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè Ñìàëëèàíà – ëîãè÷åñ-
êàÿ èãðà, çàãàäêè è ãîëîâîëîìêè.

Ïðåäëàãàåì âàøåìó âíèìàíèþ ðàçâèòèå òåìû «Ñà-
ìîå çàïóòàííîå äåëî» èç ãëàâû «×òî íå ìîã òî÷íî
âñïîìíèòü Áåëûé Ðûöàðü».
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ÀËÈÑÀ, ÂÛÉÄß ÍÀ ÎÏÓØÊÓ ËÅÑÀ, ÓÂÈÄÅËÀ ÍÅÂÄÀËÅ-
êå ñâîåãî äàâíåãî çíàêîìîãî, Áåëîãî Ðûöàðÿ, ñòî-

ÿâøåãî ðÿäîì ñî ñâîèì âåðíûì êîíåì. Èõ âñòðå÷à
áûëà ðàäîñòíîé, è Áåëûé Ðûöàðü çàñûïàë Àëèñó
âîïðîñàìè î åå ïðèêëþ÷åíèÿõ â Ñòðàíå ×óäåñ. Äåâî÷êà
îõîòíî ðàññêàçàëà åìó î ñâîèõ ïîõîæäåíèÿõ è î ñóäå,
íà êîòîðîì îíà ïîáûâàëà â êîíöå ñâîåãî ïðåáûâàíèÿ
òàì.

– ß òîæå íåäàâíî ïîáûâàë íà îäíîì ïðîöåññå â
Êîðîëåâñêîì Ñóäå, – çàìåòèë Áåëûé Ðûöàðü. – Íî
ñóäèëè, êàæåòñÿ, íå ìåíÿ.

– Êàê èíòåðåñíî! Ðàññêàæèòå! – ïîïðîñèëà Àëèñà.
– À, âñïîìíèë! Íà ñóäåáíîì ïðîöåññå, î êîòîðîì ÿ

õî÷ó òåáå ðàññêàçàòü, – íà÷àë Áåëûé Ðûöàðü, – ïîäñó -
äèìûõ áûëî ÷åòâåðî, è òîëüêî îäèí èç íèõ áûë
âèíîâåí. Äà òû èõ âñåõ, êñòàòè, çíàåøü! – îáðàäîâàí íî
âîñêëèêíóë îí. – Ýòî òâîè ñòàðûå çíàêîìûå èç Ñòðàíû
×óäåñ: Ìàðòîâñêèé Çàÿö, ×åøèðñêèé Êîò, Áîëâàíùèê è
Ëàêåé-Ëåù.

Êîãäà Ìàðòîâñêîãî Çàéöà ñïðîñèëè, âèíîâåí ëè
Áîëâàíùèê, òî îí îòâåòèë ëèáî «äà» , ëèáî «íåò», íî
÷òî èìåííî îí îòâåòèë, ÿ íå ïîìíþ. ×åøèðñêîìó Êîòó
ñòðîãèé ñóäüÿ, ×åðâîííûé Êîðîëü, çàäàë îäèí-åäèí-
ñòâåííûé âîïðîñ: «Âèíîâåí ëè Ëàêåé-Ëåù?» ×òî îí
îòâåòèë – ñåé÷àñ ÿ óæå ïîçàáûë, íî òî÷íî ïîìíþ, ÷òî
îí ñêàçàë ëèáî «äà», ëèáî «íåò».

Ó Áîëâàíùèêà ïîìîùíèê ñóäüè, Ïèêîâûé Âàëåò,
ïîèíòåðåñîâàëñÿ î ïðàâäèâîñòè ïîêàçàíèÿ ×åøèðñêî-
ãî Êîòà, íî ÿ ñîâåðøåííî çàïàìÿòîâàë åãî îòâåò. Ïîñ ëå
êîðîòêîãî ïåðåðûâà ñóä âîçîáíîâèë ðàáîòó, è áûë
äîïðîøåí ïîñëåäíèé ïîäîçðåâàåìûé, Ëàêåé-Ëåù. Âòî-
ðîé ïîìîùíèê ñóäüè, Òðåôîâûé Âàëåò, çàäàë åìó
äîâîëüíî-òàêè çàìûñëîâàòûé âîïðîñ: «Âåðíî ëè, ÷òî
×åøèðñêèé Êîò âèíîâåí, à Ìàðòîâñêèé Çàÿö ñêàçàë
ïðàâäó?» Òî ëè Ëàêåé-Ëåù ñêàçàë «äà», òî ëè îòâåòèë
«íåò», ñåé÷àñ óæå âûëåòåëî ó ìåíÿ èç ãîëîâû. Çàòî ÿ
ïîìíþ, êàê ñåé÷àñ, ÷òî èç âñåõ ïîêàçàíèé òîëüêî äâà
áûëè ëîæíûìè.

Â ïðîøëîì ìåñÿöå, – ïðîäîëæàë Áåëûé Ðûöàðü, – ÿ
âñòðåòèë Áàðìàãëîòà è ðàññêàçàë åìó âñå, î ÷åì òû ó æå
çíàåøü. Â òî âðåìÿ ÿ åùå ïîìíèë, ÷òî èìåííî ãîâîðèë
êàæäûé èç ÷åòûðåõ ïîäñóäèìûõ (ò.å. «äà» èëè «íåò»),
è êîãäà ñîîáùèë Áàðìàãëîòó èõ ïîêàçàíèÿ, îí áåç
òðóäà ñóìåë îïðåäåëèòü âèíîâíîãî.

– Çíàþ, çíàþ! – ïåðåáèëà åãî Àëèñà. – Äàëüøå âû
ñêàæåòå, ÷òî, áóäü ó ìåíÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î
Áàðìàãëîòå, ÿ íåïðåìåííî äîëæíà áûëà áû ðåøèòü ýòó
çàäà÷ó. Âåäü ïðàâèëüíî?

– Íåò,– çàäóì÷èâî ïðîèçíåñ Áåëûé Ðûöàðü. – Äëÿ
òîãî ÷òîáû òû ñìîãëà ðåøèòü çàäà÷ó, ýòèõ äàííûõ
íåäîñòàòî÷íî.

– À ÷òî ìíå åùå íåîáõîäèìî çíàòü? – ñïðîñèëà
Àëèñà.

– À âîò ÷òî, – ïðîäîëæàë Áåëûé Ðûöàðü. – ×åðåç
íåäåëþ ïîñëå ìîåãî ðàçãîâîðà ñ Áàðìàãëîòîì ÿ âñòðå-
òèë Ïëîòíèêà, áîëüøîãî çíàòîêà è ëþáèòåëÿ òàêîãî
ðîäà âîïðîñîâ, è ðàññêàçàë åìó âñå, î ÷åì òû óæå
çíàåøü. Ðàçóìååòñÿ, Ïëîòíèê ñìîã ïðîäâèíóòüñÿ â
ðåøåíèè çàäà÷è íè÷óòü íå äàëüøå, ÷åì òû. Îäíàêî,
ïîäóìàâ, îí ñïðîñèë:

«Âñå ëè ïîäîçðåâàåìûå îòâåòèëè «äà»?». Îòâåò òîãäà
åùå áûë ìíå èçâåñòåí, è ÿ îòêðîâåííî ñîîáùèë åãî
Ïëîòíèêó. Ïîðàçìûøëÿâ íåìíîãî, îí ñêàçàë:«À íå
ìîãëè áû âû âñïîìíèòü, ãîâîðèë ëè ñóäó Ìàðòîâñêèé
Çàÿö ïðàâäó èëè æå îí ëãàë?» È íà ýòîò âîïðîñ ÿ äàë
åìó îòâåò, íî ýòî íå ïîìîãëî: Ïëîòíèê òàê è íå ñìîã
ðåøèòü çàäà÷ó.

– Èíòåðåñíî ïîëó÷àåòñÿ! – âîñêëèêíóëà Àëèñà. –
Ïëîòíèê, çíàÿ âñå òî æå ñàìîå, ÷òî è ÿ, íå ñìîã ðåø èòü
çàäà÷ó, à ÿ – äîëæíà åå ðåøèòü?

– Ðàçóìååòñÿ, íåò, – óñïîêîèë åå Áåëûé Ðûöàðü, –
ìîé ðàññêàç åùå äàëåêî íå îêîí÷åí.

– Åùå ÷åðåç íåäåëþ, – ïðîäîëæàë Áåëûé Ðûöàðü, –
ÿ ïîâñòðå÷àë Ìîðæà è ðàññêàçàë åìó âñå òî, î ÷åì
òîëüêî ÷òî ðàññêàçàë òåáå. Ìîðæ ïîñëå äîëãîãî ðàçäó -
ìüÿ çàäàë ìíå âîïðîñ î ïðàâäèâîñòè ïîêàçàíèé ×å-
øèðñêîãî Êîòà. Ïðàâäà, ñåé÷àñ ÿ óæå ïîçàáûë, ÷òî
îòâåòèë åìó, à òîãäà ÿ äàë èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò. Íî,
íåñìîòðÿ íà ñòîëü îáøèðíûå ñâåäåíèÿ, Ìîðæ òàê è íå
ñìîã îïðåäåëèòü, êîãî æå ñóä ïðèçíàë âèíîâíûì.

– Íåóæåëè âû äóìàåòå, ÷òî åñëè Ìîðæ è Ïëîòíèê íå
ñìîãëè ðåøèòü, êòî æå âèíîâíûé, – ñïðîñèëà Àëèñà, –
òî ýòî ñìîãó ñäåëàòü ÿ? Èëè âû åùå, ìîæåò áûòü, ÷òî -
íèáóäü âñïîìíèòå èëè ðàññêàæåòå?

– Íó, êîíå÷íî æå, ðàññêàæó, – îòâåòèë ðàäîñòíî
Áåëûé Ðûöàðü. – ß åùå î÷åíü ìíîãîå ïîìíþ è íè÷åãî
íå ñêðîþ îò òåáÿ. Âñêîðå ïîñëå âñòðå÷è ñ Ìîðæîì ÿ
çàøåë íà ÷àåïèòèå ê Ñîíå-Ìûøè è âî âðåìÿ áåñåäû ñ
íåé óïîìÿíóë îá ýòîì ïðîöåññå, ðàññêàçàâ åé âñå, ÷ò î
òîëüêî ÷òî ðàññêàçàë òåáå, è, êðîìå òîãî, ñîîáùèë å é
î òîì, ÷òî ×åøèðñêèé Êîò è Áîëâàíùèê òî ëè îáà
ñîëãàëè, òî ëè îáà ñêàçàëè ïðàâäó, òî ëè îäèí èç íè õ
ñêàçàë ïðàâäó. Íî, ê ñîæàëåíèþ, ýòà èíôîðìàöèÿ åé í å
ïîìîãëà: Ñîíÿ íå ñìîãëà ðåøèòü ýòó íåïðîñòóþ çàäà÷ó .

– Âîò åùå ÷òî, – ïðîäîëæàë îí ñâîé ðàññêàç . –
Ïîëìåñÿöà íàçàä, ïðîãóëèâàÿñü ïî áåðåãó ìîðÿ, ÿ
âñòðåòèë ñâîåãî äðóãà, Ãðèôîíà, è âî âðåìÿ íàøåãî
ðàçãîâîðà âñïîìíèë îá ýòîì íåïðîñòîì äåëå. Ãðèôîí
î÷åíü èì çàèíòåðåñîâàëñÿ, è ÿ âñå áåç óòàéêè ðàññêà çàë
åìó. Îí âíèìàòåëüíî âûñëóøàë ìåíÿ, à çàòåì íàäîëãî
çàäóìàëñÿ. Ïîòîì îí ñïðîñèë, íå ïîìíþ ëè ÿ, ÷òî
îòâåòèë íà ñóäå Ìàðòîâñêèé Çàÿö: «äà» èëè «íåò».
Ïîëó÷èâ îò ìåíÿ îòâåò è ïîäóìàâ åùå íåìíîãî, îí òàê
è íå ñóìåë ðåøèòü, êòî æå áûë âèíîâàò.

Íà äðóãîé äåíü ïîñëå âñòðå÷è ñ Ãðèôîíîì, ãóëÿÿ ïî
ëåñó, ÿ âñòðåòèë Òðàëÿëÿ. Ðàññêàçàâ åìó î ñâîèõ âñòðå-
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÷àõ ñ Áàðìàãëîòîì, Ïëîòíèêîì, Ìîðæîì, Ñîíåé è
Ãðèôîíîì, ÿ íàäåÿëñÿ, ÷òî óæ îí-òî íàçîâåò ìíå èìÿ
âèíîâíîãî, òåì áîëåå ÷òî ÿ ñîîáùèë åìó åùå êîå-÷òî
îá èñòèííîñòè ïîêàçàíèé âèíîâíîãî: òî ëè ÷òî âèíîâ-
íûé ñîëãàë, òî ëè ÷òî âèíîâíûé ñêàçàë ïðàâäó. Íî, ê
áîëüøîìó ìîåìó ðàçî÷àðîâàíèþ, è îí òîæå íå ñìîã
íàçâàòü èìÿ òîãî, êîãî ñóä ïðèçíàë âèíîâíûì.

Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ÿ âñòðåòèë âòîðîãî èç áðàò-
öåâ, Òðóëÿëÿ. Âñïîìèíàÿ ðàçíûå èíòåðåñíûå èñòîðèè,
ÿ ðàññêàçàë åìó î õîäå íåäàâíî çàêîí÷èâøåãîñÿ ïðî-
öåññà âñå òî æå ñàìîå , ÷òî òîëüêî ÷òî óñëûøàëà îò ìåíÿ
òû, òîëüêî íå ñêàçàë åìó î âñòðå÷àõ ñ Ãðèôîíîì è
Òðàëÿëÿ, íî çàòî âñïîìíèë ïîêàçàíèå íà ñóäå îäíîãî
èç ïîäîçðåâàåìûõ, î ÷åì è ñîîáùèë åìó. ×òî ýòî áûëî
çà ïîêàçàíèå, «äà» èëè «íåò», è ÷üå îíî, ñåé÷àñ ÿ ó æå
íå ìîãó òî÷íî âñïîìíèòü, íî ÷òî-òî ÿ åìó âñå æå
ñîîáùèë. Òåì íå ìåíåå, Òðóëÿëÿ òàê è íå ñìîã íàçâàò ü
ìíå èìÿ âèíîâíîãî.

– Âàø ðàññêàç ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå èíòåðåñíûì, –
â çàäóì÷èâîñòè ïðîèçíåñëà Àëèñà. – Âïðî÷åì, èçâèíè-
òå, ÷òî ïåðåáèëà! Ïðîäîëæàéòå, ïðîøó âàñ!

– Â÷åðà âî âðåìÿ ïðîãóëêè ÿ âñòðåòèë íàøåãî
îáùåãî çíàêîìîãî Øàëòàÿ-Áîëòàÿ è ðàññêàçàë åìó âñå,

î ÷åì òû óæå çíàåøü. È î âñòðå÷å ñ Áàðìàãëîòîì,
êîòîðûé óñïåøíî ðåøèë çàäà÷ó, è î òîì, êàê áèëèñü
íàä íåé Ìîðæ, Ïëîòíèê, Ñîíÿ, Ãðèôîí, Òðàëÿëÿ è
Òðóëÿëÿ, íî âûíóæäåíû áûëè îòñòóïèòü, íåñìîòðÿ íà ò î
÷òî ðàñïîëàãàëè äîïîëíèòåëüíûìè ñâåäåíèÿìè. Øàë-
òàé-Áîëòàé òîò÷àñ æå èçâëåê êàðàíäàø è áëîêíîò è
ïðèíÿëñÿ ÷òî-òî ïèñàòü. Íàêîíåö, îí ïîêà÷àë ãîëîâîé
è ïðîèçíåñ:

– Äàííûõ íåäîñòàòî÷íî! Âîò åñëè áû âû, óâàæàåìûé
Ðûöàðü, ñìîãëè ïðèïîìíèòü, î êîì èç ïîäñóäèìûõ âû
ñêàçàëè Òðóëÿëÿ, òî òîãäà, âîçìîæíî, è ÿ íàçâàë áû âàì
èìÿ âèíîâíîãî.

– Ê ñ÷àñòüþ, – çàêîí÷èë Áåëûé Ðûöàðü, – èìåííî îá
ýòîé âñòðå÷å è î ïîäðîáíîñòÿõ ðàçãîâîðà ñ Òðóëÿëÿ ÿ
ïîìíèë, î ÷åì è ñîîáùèë Øàëòàþ-Áîëòàþ, ïîñëå ÷åãî
òîò íàçâàë ìíå èìÿ âèíîâíîãî.

– Òàê êòî æå îí? – ÷óòü íå çàêðè÷àëà îò âîñòîðãà
Àëèñà.

– À âîò ýòîãî ÿ óæå è íå ïîìíþ, – îòâåòèë Áåëûé
Ðûöàðü.

Íî Àëèñà âñå æå ðåøèëà ýòó çàäà÷ó. À âû?
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Ìîñòû è
ïàðàøþòû

Â.ÂÛØÈÍÑÊÈÉ

ÊÀÇÀËÎÑÜ ÁÛ, ×ÒÎ ÎÁÙÅÃÎ ÌÅÆÄÓ ÏÀÐÀØÞÒÎÌ È
… ìîñòîì?

Ìîñòû ñòðîèëè òûñÿ÷è ëåò, ïðè÷åì ýòî äåëî ñ÷èòàëîñü
íàñòîëüêî âàæíûì, ÷òî ïîíòèôèêàìè (pontifices), áóê âàëü-
íî – ñòðîèòåëÿìè ìîñòîâ, â Äðåâíåì Ðèìå íàçûâàëè æð åöîâ,
à â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàê íàçûâàþò ðèìñêèõ ïàï. À ïàð àøþò
èçîáðåòåí âñåãî îêîëî ñòà ëåò íàçàä (Ã.Å.Êîòåëüíèêî â,
1911 ã.). Êðîìå òîãî, ïðèëè÷íûé ìîñò âåñèò ñîòíè è òûñÿ÷è
òîíí (ðèñ.1), à ïàðàøþò ïîìåùàåòñÿ â ðàíöå. È âñå æ å, ñ

òî÷êè çðåíèÿ àýðîäèíàìèêè, â íèõ åñòü íå÷òî îáùåå: è ìîñò
è ïàðàøþò – ïëîõîîáòåêàåìûå òåëà. À ÷òî çíà÷èò – ïë îõî
èëè õîðîøî? Åñëè ïðè îáòåêàíèè òåëà ñòðóéêè âîçäóõà
ðàçäåëÿþòñÿ â åãî íîñîâîé îáëàñòè è çàòåì âíîâü ñîå äèíÿþò-
ñÿ â êîðìîâîé òî÷êå – ýòî õîðîøî äëÿ ñàìîëåòà èëè ä èðèæàá-
ëÿ, ïîòîìó ÷òî ïðè ýòîì ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ìèíèìàëü íà. Íî
ïàðàøþò â ïðèíöèïå äîëæåí èìåòü êàê ìîæíî áîëüøåå
ñîïðîòèâëåíèå, ò.å. áûòü ïëîõîîáòåêàåìûì. Âñòðå÷íûå  ñòðóé-
êè òîêà âîçäóõà, ðàçäåëèâøèñü ïåðåä ïëîõîîáòåêàåìûì
òåëîì, óæå íå ñîåäèíÿþòñÿ çà íèì, à îáðàçóþò âèõðè.  Êàê
ãîâîðÿò àýðîäèíàìèêè, îáðàçóåòñÿ îòðûâ ïîòîêà. Íà ð èñóíêå
2 ýòî ÿâëåíèå èçîáðàæåíî äëÿ ñëó÷àÿ îáòåêàíèÿ ñòåðæ íåé
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, íàïðèìåð ýëåìåíòîâ êîíñòðóê öèè
ìîñòà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáùåé ÷åðò îé,

îáúåäèíÿþùåé ìîñòû è ïàðàøþòû, ÿâëÿåòñÿ îòðûâíîå îá òå-
êàíèå èõ âîçäóõîì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ òåë: ñïóñêàåìûé àïïàðàò (ÑÀ ) +
ïàðàøþò (Ï) è ìîñò íà ýòàïå ñòðîèòåëüñòâà ìåòîäîì ï ðî-
äîëüíîé íàäâèæêè, êîãäà ìíîãîáàëî÷íàÿ ñèñòåìà, ïîêà  ÷òî
îáëåã÷åííàÿ îò ïëèò ïåðåêðûòèÿ, âûäâèãàåòñÿ îò îäíî ãî
áûêà ìîñòà ê äðóãîìó (ñì. ðèñ.1). È òàì è çäåñü ìû èìååì
ñèñòåìó íåñêîëüêèõ ïëîõîîáòåêàåìûõ òåë è ñóùåñòâåíí î
íåñòàöèîíàðíûé (ò.å. èçìåíÿþùèéñÿ ñî âðåìåíåì) îòðû âíîé
õàðàêòåð òå÷åíèÿ âîçäóõà. Ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ òå ÷åíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáòåêàíèå âñåõ óãëîâûõ êðîìîê ïð îèñõî-
äèò ñ îòðûâîì ïîòîêà, à õàðàêòåð îáòåêàíèÿ âñåé ñèñ òåìû òåë
çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè – áóäü òî ÑÀ+Ï è ëè
âûäâèíóòûå áàëêè ìîñòà (àâàíáåêè) ïðè èõ ïîïåðå÷íîì
îáòåêàíèè.

Îáñóäèì ïðîöåññ ñïóñêà ãðóçà íà ïàðàøþòå. Èçìåíåíèå ì
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÑÀ è Ï ìîæíî ìåíÿòü âåëè÷èíó ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïðè ðàññòîÿíèè L  ìåæäó íèìè, ìåíüøåì
íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ *L , èìååò ìåñòî îáòåêà-
íèå ñ «îòêðûòûì ñëåäîì» (íåñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå; ðèñ.
3,à), à ïðè *>L L  – ñ «çàêðûòûì ñëåäîì» (ðèñ.3, á). Ýòèì
ïîëüçóþòñÿ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ,

ìàêñèìóì êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ íà ìîìåíò ðàñêðûòèÿ ïàð à-
øþòà (ðèñ. 4).

Ðåçêî òîðìîçèòüñÿ íåëüçÿ è ïî äðóãîé ïðè÷èíå – ñïóò íûé
ñëåä ìîæåò äîãíàòü áûñòðî òîðìîçÿùèéñÿ ïàðàøþò è ñì ÿòü
åãî. Ïîýòîìó ïðèìåíÿþò íåñêîëüêî ïàðàøþòîâ – ñíà÷àë à

Ðèñ.1. Ìîíòàæ ìîñòà ÷åðåç ðåêó Òîìü â ãîðîäå Òîìñêå

Ðèñ. 2. Ðàñêà÷êà ìíîãîáàëî÷íîé êîíñòðóêöèè ïðè îòðû âíîì îáòåêà-
íèè

Ðèñ.3. Èçìåíåíèå ñõåìû îáòåêàíèÿ ñèñòåìû äâóõ òåë ï ðè óâåëè÷å-
íèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè

Ðèñ.4. Èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñïóñêàåìûì àïïàðà òîì è
ïàðàøþòîì äëÿ óïðàâëåíèÿ âåëè÷èíîé àýðîäèíàìè÷åñêîã î ñîïðî-
òèâëåíèÿ (ô. – ôàë, êîòîðûé â ìîìåíò ðàñêðûòèÿ ïàðà øþòà
âûáðàí, ò.ý. – òîðìîçíîé ýêðàí, èñïîëüçîâàííûé íà í à÷àëüíîì
ýòàïå òîðìîæåíèÿ)



ìàëåíüêèé, à ïîòîì áîëüøîé – èëè èñïîëüçóþò ñïåöèàë üíûå
ëåíòû, êîòîðûå ñòÿãèâàþò «þáêó» ïàðàøþòà è ïî ìåðå
íàäîáíîñòè ðàçðûâàþòñÿ, ÷òîáû ïàðàøþò ïîñòåïåííî ðà ñïó-
ñòèëñÿ âî âñåé ñâîåé ïðåëåñòè. Ýòîò ïðèåì íàçûâàåòñ ÿ
«ðèôîâêîé» ïàðàøþòà – ïîäîáíî òîìó, êàê íà ïàðóñíûõ
ñóäàõ âî âðåìÿ øòîðìîâîãî âåòðà «áåðóò ðèôû» íà ïàð óñàõ,
èëè, ïî-ïðîñòîìó, óìåíüøàþò èõ ïëîùàäü, ïîäâÿçûâàÿ ñïå-
öèàëüíûìè âåðåâêàìè.

À ÷òî æå ìîñò? Çíàíèå ïàðàìåòðîâ åãî êîíñòðóêöèè
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîðîñòè âåòðà, ïðè êîòîðûõ âî çìîæ-
íî âîçíèêíîâåíèå àýðîóïðóãèõ êîëåáàíèé áàëîê, íå ñâ ÿçàí-
íûõ ìåæäó ñîáîé ïëèòàìè ïåðåêðûòèÿ. Âîçíèêíîâåíèå ò à-
êèõ êîëåáàíèé î÷åíü îïàñíî, òàê êàê ìîæåò ïðèâåñòè ê
ðàçðóøåíèþ ñòðîÿùåãîñÿ ìîñòà. Íî ÷òî òàêîå àýðîóïðó ãèå
êîëåáàíèÿ? Êàêîâà ïðèðîäà èõ âîçíèêíîâåíèÿ?

Äàâíî èçâåñòíî, ÷òî, ïåðåä òåì êàê ñòóïèòü íà ìîñò,
ïîäðàçäåëåíèå ñîëäàò, èäóùèõ â íîãó, ïîëó÷àåò êîìàí äó
«ñáèòü øàã», ÷òîáû èçáåæàòü ÿâëåíèÿ ðåçîíàíñà – ñîâ ïàäå-
íèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìîñòà ñ ÷àñòîòîé â íåøíå-
ãî âîçäåéñòâèÿ. Òî÷íî òàê æå îòðûâ ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ òåì
âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, êîòîðîå ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîò  ñõî-
äà âèõðåé è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò óïðóãîé êîíñòðóêöèè ìîñòà
ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî ðàñêà÷êå. Êàçàëîñü áû, êîìàíäó  «ñáèòü

íîãó» çäåñü óæå íå ïîäàøü. Îäíàêî íå âñå òàê áåçíàä åæíî.
Äëÿ áîðüáû ñ âåòðîâûì ðåçîíàíñîì ìîæíî ëèáî èçìåíèò ü

êîíñòðóêöèþ – íàïðèìåð, åùå íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ
èçìåíèâ ðàññòîÿíèå ìåæäó áàëêàìè, ëèáî ïðèìåíèòü ñï åöè-
àëüíûå ñèñòåìû äåìïôèðîâàíèÿ – íàïðèìåð, àýðîäèíàìè -
÷åñêèå ñèñòåìû. Åñëè çàñòàâèòü âèõðè ñðûâàòüñÿ ñ îñòðûõ
êðîìîê íåðåãóëÿðíî, èäòè ñ ðàçíûì øàãîì (íå «â íîãó »), òî
ýòî è áóäåò âûïîëíåíèå êîìàíäû «ñáèòü øàã» ïî-àýðîä èíà-
ìè÷åñêè. Íà ðèñóíêå 1 âèäíû òàêèå ãàñèòåëè êîëåáàíè é,
èìåþùèå âèä ïåòóøèíûõ ãðåáíåé. Îòðûâ ïîòîêà ñ îñòðû õ
êðîìîê áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî-ïðåæíåìó, íî ìàñøòàá âè õðåé
è ôàçû ñõîäà ïî äëèíå áàëêè áóäóò ðàçëè÷íûìè, òàê ÷ òî
âîçìóùåíèÿ ïîòîêà, ñîçäàííûå ïðåäûäóùåé ïî ïîòîêó á àë-
êîé, áóäóò äîñòèãàòü äðóãîé áàëêè äëÿ ðàçíûõ åå ó÷à ñòêîâ
íåîäíîâðåìåííî.

Íî ñâÿçü ìîñòîâ ñ ïàðàøþòàìè îêàçûâàåòñÿ åùå òåñíåå :
åñòü ïàðàøþòèñòû-ýêñòðåìàëû, êîòîðûå ïðûãàþò ñ ìîñò îâ.
Ê ñîæàëåíèþ, áûâàþò íåóäà÷íûå ïðûæêè, êîãäà â ðåçóë üòà-
òå âîçäåéñòâèÿ îòðûâíûõ âåòðîâûõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþ ùèõ
ïðè îáòåêàíèè ýëåìåíòîâ ìîñòà, ïðîèñõîäèò äåôîðìàöè ÿ
êóïîëà ïàðàøþòà, ïàðàøþò «ñêëàäûâàåòñÿ», òåðÿåò ñâî è
òîðìîçÿùèå ñâîéñòâà, ò.å. – óâû! – ñòàíîâèòñÿ õîðîø îîáòå-
êàåìûì òåëîì.

Êðèòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå

Ý.ÐÓÌÀÍÎÂ

ÄËß ÒÅÕ, ÊÒÎ ÍÅ ÇÍÀÅÒ, – ÄÂÀ ÑËÎÂÀ ÏÐÎ ÐÈ×ÀÐÄÀ
Ôåéíìàíà (1918–1988). Àìåðèêàíñêèé ôèçèê, îäèí èç

îñíîâàòåëåé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, Íîáåëåâñêèé ëàó-
ðåàò, îäèí èç ñàìûõ ÿðêèõ òåîðåòèêîâ XX âåêà. Ñòóäå íòû
èçó÷àþò ôèçèêó ïî «Ôåéíìàíîâñêèì ëåêöèÿì» (åñòü ïðå -
êðàñíûé ðóññêèé ïåðåâîä Ã.È.Êîïûëîâà) è íàõîäÿò òàì
ïðèìåðíî òàêèå ñëîâà:

Êàðòèíà ìèðà âèäèòñÿ ëþäÿì î÷åíü ñëîæíîé. Ìíîãèå íå
ïîäîçðåâàþò, ÷òî ñëîæíûå ïðîöåññû çà÷àñòóþ ïîä÷èíÿþ ò-
ñÿ ïðîñòûì óðàâíåíèÿì.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Íàñ áóäó ò
èíòåðåñîâàòü êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ñâîéñòâàõ èëè  ïîâå-
äåíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Îêà çûâà-
åòñÿ, çàêîíîìåðíîñòè òàêèõ èçìåíåíèé óíèâåðñàëüíû, â
îïðåäåëåííîì îòíîøåíèè îíè íå çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâ àåìîé
ñèñòåìû. Âïðî÷åì, îãðàíè÷èìñÿ ðàìêàìè ôèçèêè, õèìèè  è
îò÷àñòè áèîëîãèè, íå çàòðàãèâàÿ ñèñòåìû ñîöèàëüíûå,  ïîëè-
òè÷åñêèå è ò.ï.

Âïåðâûå òåðìèí «êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà» ïîÿâèëñÿ â ñòàòü ÿõ
î êèïåíèè. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè íàãðåâàòü  æèä-
êîñòü â çàïàÿííîé àìïóëå. (Òàêîé îïûò òðåáóåò ñïåöè àëüíîé
òåõíèêè áåçîïàñíîñòè, áåç êîòîðîé ïðîâîäèòü åãî íåë üçÿ.)
Ïåðåä íàãðåâîì æèäêîñòü çàíèìàåò ÷àñòü àìïóëû, îñòà ëüíîé
îáúåì çàïîëíåí åå ïàðîì. Äàâëåíèå ïàðà óñòàíàâëèâàå òñÿ
òàêèì, ÷òî òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ ðàâíà êîìíàòíîé. Ïðè  áîëåå
âûñîêîì äàâëåíèè ïàð áóäåò êîíäåíñèðîâàòüñÿ, îòäàâà ÿ
òåïëî îêðóæàþùåé ñðåäå, ïðè áîëåå íèçêîì äàâëåíèè æ èä-

êîñòü áóäåò èñïàðÿòüñÿ,
îòíèìàÿ òåïëî ó ñðåäû,
ïîêà ðàâíîâåñèå íå âîñ-
òàíîâèòñÿ. Â ïðîçðà÷-
íîé àìïóëå ïîâåðõíîñòü
æèäêîñòè îòðàæàåò ñâåò
è õîðîøî âèäíà. Ïðè
íàãðåâå îòêðûòîãî ñîñó-
äà (íàïðèìåð, ÷àéíèêà)
åãî òåìïåðàòóðà îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííîé, ïîêà âñÿ
âîäà íå âûêèïèò. Â àì-
ïóëå æå òåìïåðàòóðà è
äàâëåíèå ñîãëàñîâàííî ðàñòóò: òåìïåðàòóðà âñåãäà ðà âíà
òåìïåðàòóðå êèïåíèÿ ïðè äàííîì äàâëåíèè (ðèñ.1). Ïî  ìåðå
íàãðåâà ïëîòíîñòü ïàðà óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê êàê åãî â  àìïóëå
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëüøå, à ïëîòíîñòü æèäêîñòè óìåíüøà åòñÿ
èç-çà ðîñòà òåìïåðàòóðû (òåïëîâîå ðàñøèðåíèå). Â êð èòè-
÷åñêîé òî÷êå ( )ê ê,p T  îáå ïëîòíîñòè îäèíàêîâû, è îòëè÷èòü
æèäêîñòü îò ïàðà íåâîçìîæíî. Îêîëî ýòîé òî÷êè (ò.å.  ïðè
äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå ÷óòü íèæå êp  è êT ) îòëè÷èå åñòü, íî
îíî ìàëî, è ñëó÷àéíûå ñëàáûå âîçäåéñòâèÿ (èç-çà áåñ ïîðÿ-
äî÷íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ) âûçûâàþò ïåðåõîäû îò
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà ê äðóãîìó. Àìïóëà â ýòèõ óñëî-
âèÿõ çàïîëíåíà êàê áû ñìåñüþ ìåëêèõ êàïåëü æèäêîñòè  è
ïóçûðüêîâ ïàðà. Òàêàÿ ñðåäà ñèëüíî ðàññåèâàåò ñâåò (ÿâëå-
íèå êðèòè÷åñêîé îïàëåñöåíöèè). Â íåêîòîðûé ìîìåíò í àãðå-
âà àìïóëà ìóòíååò, ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ íåâè-
äèìîé. Ïîòîì ïðîçðà÷íîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ, íî íèê àêîé
ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà óæå íåò – âåùåñòâî â àìïóëå îäí îðîä-
íî. Ïðî íåãî íåëüçÿ ñêàçàòü, æèäêîñòü ýòî èëè ïàð.

Ïðèìåðû êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé ïðè îïðåäåëåííûõ (êð è-
òè÷åñêèõ) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âñòðå÷àþòñÿ ïîâñþäó.  Ñêî-
ðîñòü öåïíîé ðåàêöèè ïî äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîé ìàññ û
íåóäåðæèìî íàðàñòàåò, è ïðîèñõîäèò âçðûâ. Òâåðäûé ì àòå-
ðèàë ðàçðóøàåòñÿ, êîãäà äîñòèãàåòñÿ åãî ïðåäåë ïðî÷ íîñòè.
Åñëè ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè èëè ãàçà ïðåâûñèò îïð åäå-
ëåííóþ âåëè÷èíó, â íåì îáðàçóþòñÿ âèõðè. È òàê äàëå å. Íà
ïåðâûé âçãëÿä, ýòè ÿâëåíèÿ ñîâåðøåííî ðàçíîðîäíû. Â ûÿñ-
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íèëîñü, îäíàêî, ÷òî â êðèòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ âñåãäà í àñòóïà-
åò õàîñ. Ýòà óíèâåðñàëüíîñòü êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïî çâîëÿ-
åò çíàêîìèòüñÿ ñ íèìè íà ñàìûõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. À
èìåííî, îáñóäèì êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå äåìî íñò-
ðèðóåò øàðèê íà íåðîâíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü øàðèê íàõîäèòñÿ â ÿìêå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí êå 2.
Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæèòü øàðèê íà ñ êëîí

ÿìêè, îí áóäåò êàòàòüñÿ âçàä
è âïåðåä, ïîêà, òåðÿÿ ýíåð-
ãèþ èç-çà òðåíèÿ, íå îñòàíî-
âèòñÿ â íèæíåé òî÷êå ÿìêè –
â òî÷êå 1. Ïðè ñìåùåíèè
øàðèêà èç ýòîé òî÷êè âïðàâî
èëè âëåâî ñèëà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà íåãî, áóäåò íàïðàâëå-

íà òàê, ÷òîáû âåðíóòü åãî â ýòó òî÷êó. Òàêîå ðàâíîâ åñèå
íàçûâàþò óñòîé÷èâûì. Ãäå áû íè áûë øàðèê â íà÷àëüíû é
ìîìåíò, â êîíöå êîíöîâ îí îêàæåòñÿ â òî÷êå ðàâíîâåñ èÿ.
(Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì ýòîò âûâîä íå ñòîëü î÷åâè äåí, íî
òîæå ñïðàâåäëèâ.) Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî øàðèê «çàáûâàå ò»
ñâîå ïðîøëîå. Ó êàæäîé ñèñòåìû åñòü ñâîå õàðàêòåðíî å
âðåìÿ çàáûâàíèÿ.

Ïîñìîòðèì íà ÿìêó ñ áîëåå ïîëîãèìè ñêëîíàìè (ðèñ.3) .
Çäåñü øàðèê òîæå îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ , íî

âðåìÿ çàáûâàíèÿ ó íåãî áîëü-
øå. Ñëó÷àéíûå òîë÷êè (åñëè,
íàïðèìåð, ÿìêà ðàñïîëîæå-
íà íà ñòîëèêå â âàãîíå ïîåç-
äà) ëåãêî âûâîäÿò øàðèê èç

ðàâíîâåñèÿ, ïîñëå ÷åãî îí íå ñïåøèò òóäà âîçâðàùàòü ñÿ. Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå øàðèêà íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ãî âîðÿò
î áåçðàçëè÷íîì ðàâíîâåñèè. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñîîáùèòü øàðèêó íåêîòîðóþ ñêîðîñòü, òî÷êà, â êîòîðî é îí
îñòàíîâèòñÿ, çàâèñèò îò ýòîé ñêîðîñòè è îò åãî íà÷à ëüíîãî
ïîëîæåíèÿ. Ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ øàðèê ìî æåò
ïîñåòèòü êàæäóþ òî÷êó ñòîëà ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñò üþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûé ðåëüåô (ðèñ.4), ãäå
êðîìå ÿìêè èìååòñÿ åùå ãîðáèê, âåðøèíó êîòîðîãî – ò î÷êó
2 – ìàòåìàòèêè íàçûâàþò òî÷êîé íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâå ñèÿ.

Ïðè ñìåùåíèè øàðèêà èç
ýòîé òî÷êè ïîÿâëÿåòñÿ ñèëà,
ñòðåìÿùàÿñÿ òàêîå ñìåùå-
íèå óâåëè÷èòü. Òàê êàê â
ðåàëüíîñòè íåâîçìîæíî íè
ïîìåñòèòü øàðèê â òî÷êó 2 ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ,

íè èçáåæàòü ñêîëü óãîäíî ñëàáûõ òîë÷êîâ, òî, ñ ïîçè öèé
ýêñïåðèìåíòàòîðà, ðàâíîâåñèÿ â ýòîé òî÷êå íåò. Çíà÷ åíèå
òî÷êè 2 – â äðóãîì.

Ñîñòîÿíèå äâèæóùåãîñÿ øàðèêà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âå-
ëè÷èíàìè – åãî ïîëîæåíèåì õ íà ðåëüåôå â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè è ñêîðîñòüþ v â ýòîò ìîìåíò. Äâà ÷èñëà õ è v
ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Åå í àçû-
âàþò ôàçîâîé ïëîñêîñòüþ . Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
áóäóò óæå äðóãèå çíà÷åíèÿ õ è v, äâèæåíèå «îòîáðàæàåòñÿ»
ëèíèåé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè – ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Êîã-
äà ðåëüåô òàêîâ, êàê íà ðèñóíêàõ 2 èëè 3, âñå òðàåê òîðèè
ïðèõîäÿò â òî÷êó 1x x= , v = 0. Åñëè æå øàðèê íà ðèñóíêå
4 ïåðåêàòèòñÿ ÷åðåç áóãîð, â òî÷êó 1 îí ìîæåò è íå âåðíóòü-
ñÿ (ýòî çàâèñèò îò òîé ÷àñòè ðåëüåôà ïðàâåå òî÷êè 2,
êîòîðàÿ íà ðèñóíêå íå ïîêàçàíà, è îò íà÷àëüíîé ñêîð îñòè
øàðèêà). Èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèè, ñõîäÿùèåñÿ ê òî ÷êå
( )1,0x , çàíèìàþò òîëüêî ÷àñòü ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ýòó
÷àñòü íàçûâàþò áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè 1x . Ãðàíèöà
áàññåéíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 2x x= , v = 0. Ïî äðóãóþ
ñòîðîíó ãðàíèöû ðàñïîëîæåíû áàññåéíû äðóãèõ òî÷åê ð àâ-

íîâåñèÿ. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ïîäåëåíà íà áàññåéíû ïðè òÿ-
æåíèÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ñóøà ïîäåëåíà âîäîðàçäåëàìè  íà
áàññåéíû ðàçëè÷íûõ âîäîåìîâ.

Áóäåì òåïåðü ñïðÿìëÿòü ðåëüåô íà ðèñóíêå 4 òàê, ÷òî  ÿìêà
è ãîðáèê ñãëàæèâàþòñÿ, à òî÷êè 1 è 2 ñáëèæàþòñÿ. Íà
ðèñóíêå 5 ïîêàçàí ìîìåíò ñëèÿíèÿ ýòèõ òî÷åê. Ïðè ìå íüøåì

èçãèáå ðàâíîâåñèÿ íåò, øàðèê êàòèòñÿ âíèç (ðèñ.6). Òàêèì
îáðàçîì, â êðèòè÷åñêîé ñèòóàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðè ñóíêó
5, âî-ïåðâûõ, èñ÷åçàåò ãðàíèöà áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ , èëè,
òî÷íåå, ëåâûé áàññåéí ïîãëîùàåòñÿ ïðàâûì, à âî-âòîð ûõ,
ïðè èçãèáå, áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó, ðåëüåô ñîäåðæèò  ïî÷òè
ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê. Äâèæåíèå øàðèêà â ýòîì ñëó÷ àå
ïîäîáíî òîìó, ÷òî ìû îïèñûâàëè, êîììåíòèðóÿ ðèñóíîê  3.
Âðåìÿ çàáûâàíèÿ âåëèêî, à î÷åíü ñëàáûå ñëó÷àéíûå òî ë÷êè
(êîòîðûå åñòü â ëþáîé ðåàëüíîé ñèñòåìå) âûçûâàþò «á ëóæ-
äàíèÿ» áîëüøîãî ðàçìàõà.

Íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê ðåëüåôó íà ðèñóíêå 7 – äâå ÿìê è,
ðàçäåëåííûå ãîðáîì. Çäåñü ïðè ñãëàæèâàíèè ãîðá èñ÷å çàåò,
îáå ÿìêè ñëèâàþòñÿ â îäíó (ðèñ.8), íåóñòîé÷èâàÿ òî÷ êà 2 â
ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ ñ òî÷-
êàìè 1 è 3 ñòàíîâèòñÿ óñ-
òîé÷èâîé.

Ïîä÷åðêíåì îòëè÷èÿ ïðå-
âðàùåíèé íà ðèñóíêàõ 4–6
è íà ðèñóíêàõ 7–8. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå (ñëèÿíèå äâóõ
òî÷åê) ðàâíîâåñèå èñ÷åçà-
åò, à íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ îêàçûâàåòñÿ îòîäâèíó-
òûì îò ìåñòà ñëèÿíèÿ íà êî-
íå÷íîå ðàññòîÿíèå. Êîãäà æå
ñëèâàþòñÿ òðè òî÷êè, íîâîå
ðàâíîâåñèå âîçíèêàåò òàì,
êóäà ïðèõîäÿò ñòàðûå òî÷êè â ìîìåíò ïðåâðàùåíèÿ. Íî  â
îáîèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ìåñòî ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñ òîê
ðåëüåôà, áîëüøîå âðåìÿ çàáûâàíèÿ, õàîòè÷åñêèå êîëåá àíèÿ
áîëüøîãî ðàçìàõà ïîä âëèÿíèåì ñëàáûõ ñëó÷àéíûõ òîë÷ êîâ.

Ïðè èçó÷åíèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïîëåçíî ïîíÿòèå âî ñ-
ïðèèì÷èâîñòè . ×òî òàêîå âîñïðèèì÷èâîñòü ïðèìåíèòåëüíî ê
øàðèêó, ìîæíî ïîÿñíèòü,
âåðíóâøèñü ê ðèñóíêó 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê øà-
ðèêó ñ ïîìîùüþ íèòè, ïå-
ðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê,
ïðèâÿçàí ãðóçèê (ðèñ.9).
Ïóñòü ìàññà ãðóçèêà ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
øàðèêà. Ïîä äåéñòâèåì ãðóçèêà øàðèê ïåðåáåðåòñÿ èç òî÷êè
1 â òî÷êó 1¢ – ýòî åãî íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Îòíîøå-
íèå ðàññòîÿíèÿ 1 1x x¢ -  ê ìàññå ãðóçèêà è áóäåò â äàííîì
ñëó÷àå âîñïðèèì÷èâîñòüþ. ßñíî, ÷òî íà ïîëîãîì ðåëüå ôå
(ñì. ðèñ.3) âîñïðèèì÷èâîñòü áîëüøå, ÷åì íà êðóòîì. Òî æå
îòíîñèòñÿ ê ðåëüåôàì ñ ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíûì ó÷àñòêî ì íà
ðèñóíêàõ 5 è 8.

Êîãäà óñëîâèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê êðèòè÷åñêèì, âîñïðèèì-
÷èâîñòü ëþáîé ñèñòåìû (à íå òîëüêî øàðèêà) ðàñòåò. Îòêëèê
íà êàæäîå, äàæå ñëàáîå, âîçäåéñòâèå âåëèê. À òàê êàê ñðåäè
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âîçäåéñòâèé âñåãäà åñòü ñëàáûé øóì, ïîâåäåíèå ñèñòå ìû â
êðèòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ îêàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì.

Äëÿ øàðèêà êðèòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ èçì å-
íåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ. Áîëåå èíòåðåñíû ñèñòåìû, êîòîðû ì
âíåøíåå âîçäåéñòâèå íå äàåò ïðèéòè â ðàâíîâåñèå. Òà ê,
Çåìëÿ íå ïðèõîäèò â ðàâíîâåñèå ñ ìåæïëàíåòíîé ñðåäî é
áëàãîäàðÿ ñâåòîâîìó ïîòîêó îò Ñîëíöà, à ÷òîáû â êàì åðå
õîëîäèëüíèêà ïîääåðæèâàëàñü òåìïåðàòóðà íèæå êîìíàò -
íîé, íàäî âêëþ÷èòü åãî â ñåòü. Âðåìÿ çàáûâàíèÿ ó òà êèõ
(àêòèâíûõ) ñèñòåì, ðàçóìååòñÿ, òîæå îãðàíè÷åíî. Ïîý òîìó
ðàíî èëè ïîçäíî èõ ïîâåäåíèå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé. Ñèñòåìà, êàê ãîâîðÿò, âûõîäèò íà óñòàí îâèâ-
øèéñÿ ðåæèì.

Åñòü ðàçíûå ñîðòà óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ. Âûõîä íà
ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ìîæíî íàáëþäàòü, íå ðàññòàâàÿñü ñ
øàðèêîì. Íàäî åãî áðîñèòü â ñîñóä ñ âÿçêîé æèäêîñòü þ
(íàïðèìåð, ñ ãëèöåðèíîì). Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé øàðèê
îïóñêàåòñÿ âíèç, áûñòðî âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷å íèå,
îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì ñèëû òÿæåñòè øàðèêà è ñóììû
äâóõ ñèë: âûòàëêèâàþùåé (àðõèìåäîâîé) ñèëû è ñèëû
âÿçêîãî òðåíèÿ. Èç-çà òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè øàðèêà âû äåëÿ-
åòñÿ òåïëî, òàê ÷òî æèäêîñòü, îêðóæàþùàÿ øàðèê, íàã ðåâà-
åòñÿ, è åå âÿçêîñòü ïàäàåò. Îò ýòîãî óñòàíîâèâøàÿñÿ  ñêîðîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ, òåïëà âûäåëÿåòñÿ áîëüøå, âÿçêîñòü ñòàíîâèò-
ñÿ åùå ìåíüøå è òàê äàëåå. Âîçíèêàåò, êàê ãîâîðÿò, îáðàòíàÿ
ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ è âÿçêîñòüþ. Òàêàÿ ñâÿçü ñëóæ èò
ïðè÷èíîé íåóñòîé÷èâîñòè îïèñàííîãî ðåæèìà ïðè îïðåä å-
ëåííûõ óñëîâèÿõ (çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ). Äëÿ ñòàëüíî ãî
øàðèêà â ãëèöåðèíå, íàïðèìåð, êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ ñî ñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 1 ñì, à êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü – îêîëî 1 ì/ñ.
Îäíàêî íàáëþäåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëî âèÿõ
íåðåàëüíî. Òåïëîâûå ïðîöåññû èäóò ìåäëåííî, íåóñòîé ÷è-
âîñòü ðàçâèâàåòñÿ çà âðåìÿ ïîðÿäêà äåñÿòêîâ ìèíóò, òàê ÷òî
ñîñóä ïðèøëîñü áû äåëàòü ñëèøêîì ãëóáîêèì. Èíîå äåë î,
íàïðèìåð, äâèæåíèå ïëàñòîâ çåìíîé êîðû. Âîçìîæíî, í åêî-
òîðûå çåìëåòðÿñåíèÿ îáóñëîâëåíû òåïëîâîé íåóñòîé÷èâ îñ-

òüþ ýòîãî äâèæåíèÿ. Äðóãîé ïîäîçðèòåëüíûé â ýòîì ïë àíå
îáúåêò – ëåäíèê, ïîëçóùèé âíèç ïî ñêëîíó ãîðû.

Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, êàê è ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òîæ å
ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü âîñïðèèì÷èâîñòüþ, êîòîðàÿ â ê ðè-
òè÷åñêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ äîëæíà ðàñòè. Åñòü íàäå æäà,
÷òî èçó÷åíèå íèçêî÷àñòîòíîãî øóìà ñëîæíûõ ïðîìûøëåí -
íûõ è ïðèðîäíûõ ñèñòåì ïîçâîëèò íàéòè ïðèçíàêè, ïðå äóï-
ðåæäàþùèå çàðàíåå î íàçðåâàþùåì êðèçèñå. Òðóäíî ïîâ å-
ðèòü, ÷òî ñëîæíûå õèìè÷åñêèå èëè áèîëîãè÷åñêèå ñèñò åìû
èìåþò ÷òî-ëèáî îáùåå ñ øàðèêîì, ÿìêàìè è ãîðáèêàìè.  Òåì
íå ìåíåå, âûñîêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü è îáóñëîâëåííàÿ å þ
õàîòèçàöèÿ â êðèòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ îáíàðóæåíû ó âñåõ
ñèñòåì, èññëåäîâàííûõ äî ñèõ ïîð. Îáðàòíîå óòâåðæäå íèå î
òîì, ÷òî âûñîêóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü òîë üêî
â óñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì, íå äîêàçàíî, íî,  ïî-
âèäèìîìó, âåðíî.

Íåñòàöèîíàðíûå óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû íàçûâàþò àâòî-
êîëåáàíèÿìè. Ìíîãèå õîëîäèëüíèêè ðàáîòàþò â ïåðèîäè ÷åñ-
êîì ðåæèìå: ìîòîð âêëþ÷àåòñÿ, êîãäà òåìïåðàòóðà â ê àìåðå
ïðåâûñèò äîïóñòèìîå çíà÷åíèå, è âûêëþ÷àåòñÿ ïîñëå ò îãî,
êàê îíà äîñòàòî÷íî ïîíèçèëàñü, çàòåì ñëåäóåò ñòàäèÿ  ìåäëåí-
íîãî íàãðåâà èç-çà òåïëîïðîâîäíîñòè ñòåíîê, è âñå ï îâòîðÿ-
åòñÿ. Äðóãîé ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà – õîä ÷àñ îâ. Â
íèõ èñòî÷íèêîì «âíåøíåãî» âîçäåéñòâèÿ, ìåøàþùåãî ïð èé-
òè â ðàâíîâåñèå, ñëóæèò áàòàðåéêà èëè ñæàòàÿ ïðóæèíà.

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î õàîñå, êîòîðûé íå âûõîäèò çà
ïðåäåëû îòíîñèòåëüíî óçêîé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðà ìåò-
ðîâ. Íî åñòü ðåæèìû, êîòîðûå ïîñëå ñâîåãî ðîæäåíèÿ
îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè, äàæå êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòð îâ
óõîäÿò èç êðèòè÷åñêîé îáëàñòè. Èçó÷åíèå òàêîãî õàîñ à
ïîêàçàëî, ÷òî è çäåñü âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñîñåäñòâî óñòîé-
÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé. Èìåííî õàîñ ìåøàåò
äåëàòü äîñòîâåðíûå ïðåäñêàçàíèÿ, íàïðèìåð ïðàâäèâûå  ïðî-
ãíîçû ïîãîäû. Õàîñ ìíîãîëèê, è îñîáåííî èíòåðåñíû ð àçëè-
÷èÿ ìåæäó åãî ïðîÿâëåíèÿìè â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ. Êîå-÷ò î îá
ýòîì óæå óäàëîñü óçíàòü, íî ãëàâíàÿ ðàáîòà – âïåðåä è.

Ëþäìèëà,
×åðíîìîð
è øàïêà-

íåâèäèìêà
À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Âåçäå âñå÷àñíî çàìå÷àëè
Åå ìèíóòíûå ñëåäû:
Òî ïîçëàùåííûå ïëîäû
Íà øóìíûõ âåòâÿõ èñ÷åçàëè,
Òî êàïëè êëþ÷åâîé âîäû
Íà ëóã èçìÿòûé óïàäàëè…
Ñàì êàðëà óòðåííåé ïîðîþ
Îäíàæäû âèäåë èç ïàëàò,

Êàê ïîä íåâèäèìîé ðóêîþ
Ïëåñêàë è áðûçãàë âîäîïàä.

À.Ñ.Ïóøêèí

Âñïîìíèëè? Íó êîíå÷íî, ðå÷ü èäåò î Ëþäìèëå, çàêîííî é
ñóïðóãå Ðóñëàíà, ïîõèùåííîé íåõîðîøèì ×åðíîìîðîì. Ý òî
îíà ïðèâàòèçèðîâàëà øàïêó-íåâèäèìêó èç ÷åðíîìîðñêîã î
ãàðäåðîáà. Îäíàêî äåéñòâèòåëüíî ëè Ëþäìèëà ìîãëà ÷ó â-
ñòâîâàòü ñåáÿ ñòîëü êîìôîðòíî, à ×åðíîìîð áûë íàñòî ëüêî
áåññèëåí óâèäåòü «íåâèäèìóþ» ïëåííèöó?

Â ñàìîì äåëå, íåâèäèìîñòü òåëà îçíà÷àåò, ÷òî îíî íè ÷åãî
íå îòðàæàåò, íå ïîãëîùàåò è íå ïðåëîìëÿåò (ñì. ïî ý òîìó
ïîâîäó, íàïðèìåð, íåäàâíþþ ñòàòüþ Â.Áåëîíó÷êèíà «Êà ê
óâèäåòü íåâèäèìêó» â «Êâàíòå» ¹4 çà 2006 ã.). Ñëåäî âà-
òåëüíî, õðóñòàëèê ãëàçà, êîòîðûé äîëæåí ôîêóñèðîâàò ü
ëó÷è íà ñåò÷àòêå, ïåðåñòàåò «ðàáîòàòü», à ñåò÷àòêà, êîòîðàÿ
äîëæíà ïðåîáðàçîâûâàòü ñôîêóñèðîâàííóþ ýíåðãèþ â ïî -
ëåçíûé ñèãíàë, ïåðåñòàåò ÷òî-ëèáî ïîãëîùàòü.

Èòàê, àáñîëþòíî íåâèäèìàÿ Ëþäìèëà ñìîãëà áû ïåðåìå-
ùàòüñÿ òîëüêî îùóïüþ, îðèåíòèðóÿñü ëèøü íà çâóêè èë è
çàïàõè (÷òî ìîæåò áûòü òîæå ñîìíèòåëüíûì – íî ýòî ë åæèò
âíå òåìû äàííîé ñòàòüè).

À ÷òî æå ×åðíîìîð? Êîíå÷íî, âî âðåìåíà êíÿçÿ Âëàäèì è-
ðà (Êðàñíîå Ñîëíûøêî) è åãî äðóæèííèêà Ðóñëàíà, ò.å . â
X âåêå, íå áûëè åùå ñôîðìóëèðîâàíû çàêîíû òåïëîâîãî
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Åùå êàê çíàêîìû, îòâåòÿò î÷åíü ìíîãèå. Âîäà – ýòî
ñàìîå ðàñïðîñòðàíåííîå íà Çåìëå âåùåñòâî. Âñå æèâîå ,
â òîì ÷èñëå è ìû ñàìè, â îñíîâíîì ñîñòîèò èç âîäû. Åå
ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà èçó÷åíû-ïåðåèçó÷åíû, îíè äàæå
èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ.

Âñå ýòî òàê, îäíàêî âîäà â ñâîèõ ðàçëè÷íûõ àãðåãàò-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ è ïî ñåé äåíü ïðåïîäíîñèò ìíîæåñòâî
ñþðïðèçîâ. Îñîáåííîñòè ýòîãî âðîäå áû ïðîñòîãî âå-
ùåñòâà äî êîíöà åùå íå ïîíÿòû, è ïîâåäåíèå âîäû íå
âñåãäà ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü. Ñìèðèòüñÿ ñ òàêèì
ïîëîæåíèåì äåë ó÷åíûå, áåçóñëîâíî, íå æåëàþò è
óïîðíî ïðîäîëæàþò ðàçáèðàòüñÿ ñî âñå áîëåå òîíêèìè
äåòàëÿìè ñòðîåíèÿ âîäû è åå ó÷àñòèÿ â çàãàäî÷íûõ
ýôôåêòàõ.

À ñòèìóëèðóåò èññëåäîâàòåëåé ïîíèìàíèå èñêëþ÷è-
òåëüíîé âàæíîñòè âîäû äëÿ æèçíè íà Çåìëå. Âåäü
áîëåå ïîëíûå çíàíèÿ î íåé íåîáõîäèìû è äëÿ ðåøåíèÿ
ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì, è äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ëåêàðñò â
è ìåòîäîâ ëå÷åíèÿ, è äëÿ ïðîòèâîñòîÿíèÿ ãëîáàëüíûì
êëèìàòè÷åñêèì èçìåíåíèÿì, è äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà...

Ìàñøòàáû ýòèõ çàäà÷ ïîáóæäàþò è íàñ îáðàòèòüñÿ ê
ðàçãîâîðó î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îäíîé èç ÷åòûðåõ
îñíîâíûõ ñòèõèé. Ïîñìîòðèòå, âåäü è ñðåäè øêîëüíûõ
âîïðîñîâ è çàäà÷ íàéäåòñÿ íåìàëî òàêèõ, êîòîðûå
çàñòàâÿò âàñ çàñîìíåâàòüñÿ â ïðîñòîòå ýòîãî ïðîñòîã î
âåùåñòâà – âîäû.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Îñòàíåòñÿ ëè öåëîé äîâåðõó çàïîëíåííàÿ âîäîé

çàêóïîðåííàÿ ñòåêëÿííàÿ áóòûëêà, åñëè åå îïóñòèòü â
òàþùèé ëåä?

2. Êî äíó ñîñóäà ñ âîäîé èçíóòðè ïðèìîðîæåí øàðèê
èçî ëüäà. Èçìåíèòñÿ ëè óðîâåíü âîäû â ñîñóäå, êîãäà
ëåä ðàñòàåò?

3. Ìîæíî ëè ðàñïëàâèòü îëîâî â ãîðÿ÷åé âîäå? À
çàìîðîçèòü âîäó ðàñïëàâëåííûì ìåòàëëîì?

4. Êàïåëüêè òóìàíà ìîãóò îñòàâàòüñÿ æèäêèìè è ïðè
òåìïåðàòóðå –30  °Ñ. Ïî÷åìó?

5. Ïðè ïåðâûõ ìîðîçàõ âîäîåìû ëåã÷å çàìåðçàþò,
åñëè èäåò ñíåã. Êàê ýòî îáúÿñíèòü?

6. Êàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ îøèáêà äîïóùåíà â ñòèõîòâîðå-
íèè î êàïëå: «Îíà æèëà è ïî ñòåêëó òåêëà, íî âäðóã åå
ìîðîçîì îêîâàëî, è íåïîäâèæíîé ëüäèíêîé êàïëÿ
ñòàëà, à â ìèðå ïîóáàâèëîñü òåïëà»?

7. Ïî÷åìó ïðåâðàùåíèå â âîäó ïëàâàþùèõ â ìîðå
ëüäîâ íå ïðèâîäèò ê íàâîäíåíèÿì, òîãäà êàê ðàñòîïëå -
íèå ëüäà, ïîêîÿùåãîñÿ íà îñòðîâå Ãðåíëàíäèÿ, âûçâàë î
áû êàòàñòðîôè÷åñêèé ïîäúåì óðîâíÿ îêåàíà?

8. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ìåäè çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå, ÷åì ó ëüäà. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî äëÿ ïëàâëåíè ÿ
ìåäíîé ïëàñòèíêè â çèìíèõ óñëîâèÿõ ïîòðåáóåòñÿ
ìåíüøå ýíåðãèè, ÷åì äëÿ ïëàâëåíèÿ ëüäèíêè òîé æå
ìàññû?

9. Ïî÷åìó îæîãè ïàðîì îïàñíåå îæîãîâ êèïÿòêîì?
10. ×òî áûñòðåå ïîòóøèò ïëàìÿ – êèïÿòîê èëè õîëîä-

íàÿ âîäà?
11. Â êàñòðþëå ñ òÿæåëîé êðûøêîé âñêèïÿòèëè âîäó.

Ñíÿâ êàñòðþëþ ñ ïëèòû, åé äàëè ñëåãêà îñòûòü, çàòåì  â
ñïîêîéíóþ âîäó íàñûïàëè ÷àéíóþ çàâàðêó, è âîäà
áóðíî çàêèïåëà. Ïî÷åìó?

12. Æåëàÿ óñêîðèòü ïðîöåññ âàðêè, õîçÿéêà óñèëèëà
îãîíü ïîä êàñòðþëåé, â êîòîðîé êèïåëà âîäà. Âåðíî ë è
ïîñòóïèëà õîçÿéêà?

13. Îäèíàêîâû ëè ïîêàçàíèÿ òåðìîìåòðîâ, îäèí èç
êîòîðûõ ïîìåùåí ó ïîâåðõíîñòè êèïÿùåé âîäû, à
äðóãîé – â åå òîëùå?

14. Ñòàêàí ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âîäû ïîñòàâèëè
ïîä êîëîêîë âîçäóøíîãî íàñîñà è ñòàëè îòêà÷èâàòü
âîçäóõ. Ïî÷åìó âîäà ñíà÷àëà çàêèïåëà, à ïîòîì çàìåð -
çëà?

15. Âîäó  âñêèïÿòèëè  â  êðóãëîäîííîé  êîëáå,
êîëáó çàêóïîðèëè è ïåðåâåðíóëè. Åñëè òåïåðü íà äíî
êîëáû ïîëîæèòü íåìíîãî ñíåãà èëè îáëèòü åå õîëîä-
íîé âîäîé, òî âîäà â êîëáå çàêèïèò. Êàê ýòî îáúÿñ-
íèòü?

16. Â êàêîì ñëó÷àå «òî÷êà ðîñû» ñòàíîâèòñÿ «òî÷êîé
èíåÿ»?

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìû âàì
ëåä, âîäà è ïàð ?

Ìîðñêàÿ âîäà äàæå ïðè ñàìîì ñèëüíîì õîëîäå íå çàìåð -
çàåò äî òâåðäîãî è ÷èñòîãî ëüäà.

Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ

ß ïðåäïîëîæèë, ÷òî âî âðåìÿ êèïåíèÿ òåïëîòà ïîãëîùà åò-
ñÿ âîäîé è ïðîíèêàåò â ñîñòàâ ïàðà, îáðàçóþùåãîñÿ è ç íåå,
òåì æå ñïîñîáîì, êàê îíà ïîãëîùàåòñÿ ëüäîì ïðè òàÿí èè è
ïðîíèêàåò â ñîñòàâ îáðàçóþùåéñÿ âîäû.

Äæîçåô Áëýê

Îáëàêî – òóìàí â âûñîòå.
Âëàäèìèð Äàëü

Ìîæíî, êàê èçâåñòíî, ðàñïëàâèòü ïîñðåäñòâîì òðåíèÿ
äðóã î äðóãà â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå äâà êóñêà
ëüäà; òåïåðü äåëàþò ïîïûòêè ïðåâðàòèòü âîäó â ëåä
ïîñðåäñòâîì íåñëûõàííî áîëüøîãî äàâëåíèÿ.

Þëèóñ Ðîáåðò Ìàéåð

…÷òîáû íàáëþäàòü íàñûùåííûé ïàð âûøå îáûêíîâåí-
íîé òî÷êè êèïåíèÿ âîäû, ïðèõîäèëîñü êèïÿòèòü åå â
çàìêíóòûõ êîòëàõ, ïîä èñêóññòâåííîé àòìîñôåðîé èç
ñæàòîãî âîçäóõà è ïàðà…

Àëåêñàíäð Ñòîëåòîâ



17. Èíîãäà ïîâåðõíîñòè îêîí
çàïîòåâàþò. Êàêèå ýòî ïîâåðõ-
íîñòè – âíåøíèå èëè âíóòðåí-
íèå?

18. Ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïå-
ðàòóðå óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðî-
îáðàçîâàíèÿ ëþáîé æèäêîñòè,
â òîì ÷èñëå è âîäû, ðàâíà
íóëþ. Ïî÷åìó?

19. Êàêîãî öâåòà âîäÿíîé
ïàð?

Ìèêðîîïûò
Âûïóñòèòå èç ÿéöà åãî ñî-

äåðæèìîå ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â îñòðîì êîíöå.
Çàëåïèòå äûðî÷êó âîñêîì èëè ïëàñòèëèíîì, ê êîòîðîìó
ïðèêðåïèòå íà íèòêå ãðóçèê. Ìàññó ãðóçèêà íàäî ïîäî -
áðàòü òàê, ÷òîáû îí óäåðæèâàë ñêîðëóïó ïî÷òè ó äíà
âûñîêîé áàíêè ñ âîäîé êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû.

Åñëè âûíåñòè áàíêó íà ìîðîç, òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ âàø «ïðèáîð» âñïëûâåò, íî âñêîðå îïóñòèòñÿ.
Åñëè òåïåðü âíåñòè áàíêó â êîìíàòó, òî ñêîðëóïà âíî âü
ïðîäåëàåò ñâîé ïóòü ââåðõ-âíèç. Îáúÿñíèòå ýòî.

Ëþáîïûòíî, ÷òî…
…ðàñøèðåíèå âîäû ïðè çàìåðçàíèè è åå çàêèïàíèå

ïðè ïîíèæåííîì äàâëåíèè áûëè îòêðûòû ëèøü â
ñåìíàäöàòîì ñòîëåòèè èñêóñíûì àíãëèéñêèì ýêñïåðè-
ìåíòàòîðîì Ðîáåðòîì Áîéëåì.

…èç ìîðñêîé âîäû îáðàçóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïðî÷-
íûé ïîëÿðíûé ëåä. Èíàÿ òî÷êà çðåíèÿ, ðàçäåëÿâøàÿñÿ,
ñóäÿ ïî ýïèãðàôó, Ëîìîíîñîâûì, «íå ïîçâîëèëà» ïðî-
áèòüñÿ ê Ñåâåðíîìó ïîëþñó íè îäíîé èç ýêñïåäèöèé
XVII–XIX âåêîâ, òàê êàê ïàðóñíèêè âñÿêèé ðàç çàñòðåâà-
ëè â ìîùíûõ ëüäàõ.

…ñïîñîá ïðèãîòîâëåíèÿ ìîðîæåíîãî ïîíà÷àëó îõðà-
íÿëè êàê áîëüøîé ñåêðåò. Íàïðàñíî îïûòíûå ïîâàðà
ïðè ìíîãèõ åâðîïåéñêèõ äâîðàõ ïûòàëèñü çàìîðîçèòü
ñìåñü èç âçáèòûõ ñëèâîê è ôðóêòîâûõ ñîêîâ, ïîëüçóÿñ ü
ëüäîì â îáû÷íûõ ïîãðåáàõ. Îêàçûâàåòñÿ, äåëî áûëî â
äîáàâëåíèè ñîëè – ïåðåìåøèâàÿ åå ñ êîëîòûì ëüäîì,
ìîæíî áûëî çíà÷èòåëüíî ïîíèçèòü òåìïåðàòóðó, âïëîòü
äî ïîëíîãî çàìåðçàíèÿ ñìåñè.

…îäíà èç îñîáåííîñòåé ëüäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
òåìïåðàòóðà åãî ïëàâëåíèÿ, â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà
âåùåñòâ, ïîíèæàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ. Îäíàêî
ýòîò ýôôåêò íå îòâå÷àåò çà ïîÿâëåíèå âîäÿíîé ñìàçêè
ïîä ëåçâèåì êîíüêîâ, ÷åì äîëãèå ãîäû ïûòàëèñü îáúÿñ -
íèòü èõ ëåãêîå ñêîëüæåíèå ïî ëüäó.

…çíàìåíèòûé ñêàçî÷íèê Àíäåðñåí óïîìÿíóë â «Ñíåæ-
íîé êîðîëåâå» äåñÿòèêîíå÷íûå ñíåæèíêè, õîòÿ ìíîãî
ðàíüøå àñòðîíîì Êåïëåð óñòàíîâèë èõ øåñòèêîíå÷íóþ
ôîðìó. Ïðàâäà, Äåêàðòó óäàëîñü íàáëþäàòü êðàéíå
ðåäêèå äâåíàäöàòè- è âîñåìíàäöàòèêîíå÷íûå êðèñòàë-
ëèêè ñíåæèíîê.

…íåäàâíî áûëà îáíàðóæåíà ïÿòàÿ ôîðìà ïëîòíîãî
àìîðôíîãî ëüäà, îáðàçóþùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì âûñî-
êîãî äàâëåíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî –200 °Ñ. Çàìå-
òèì, ÷òî âñå âèäû ëüäîâ, êðîìå îáû÷íîãî, òîíóò â âî äå.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ëåä, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè íîðìàëüíûõ
óñëîâèÿõ, âåäåò ñåáÿ àíîìàëüíî.

…â ãîäû âòîðîé ìèðîâîé âîéíû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

ïîòåðü ôëîòà àíãëèéñêèå ó÷åíûå ïðåäëîæèëè ìîðñêî-
ìó âåäîìñòâó ïîñòðîèòü íåïîòîïëÿåìûå àâèàíîñöû
èçî… ëüäà. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü
àéñáåðãè, çà êîòîðûìè â Àðêòèêó áûëà äàæå íàïðàâëå-
íà ñïåöèàëüíàÿ ýêñïåäèöèÿ. Ïðîåêò, ïðàâäà, òàê è íå
áûë îñóùåñòâëåí, îäíàêî âíèìàíèå ê ðàçíîãî ðîäà
ëåäÿíûì ñîîðóæåíèÿì íåèçìåðèìî âîçðîñëî.

…áîëüøàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åå
ìîëåêóëû îáúåäèíÿþòñÿ â òàê íàçûâàåìûå êëàñòåðû,
(ñóïåðìîëåêóëû) è ïðè ïîñòóïëåíèè ê âîäå òåïëà
çàìåòíàÿ åãî ÷àñòü òðàòèòñÿ íà ðàçðûâ ñâÿçåé ìåæäó
âõîäÿùèìè â ñîñòàâ êëàñòåðà ñîñåäêàìè-ìîëåêóëàìè.

…íà Ìàðñå æèäêîé âîäû íåò, òàê êàê ïðè ìàðñèàíñêîì
àòìîñôåðíîì äàâëåíèè, â 160 ðàç ìåíüøèì, ÷åì íà
Çåìëå, âîäà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü â òâåðäîì è
ãàçîîáðàçíîì ñîñòîÿíèÿõ. À íà Âåíåðå âîäà â æèäêîé
ôàçå íå ìîãëà áû íàõîäèòüñÿ ïîòîìó, ÷òî òåìïåðàòóðà
ïîâåðõíîñòè ýòîé ïëàíåòû îêîëî 480  °Ñ, ÷òî çàìåòíî
âûøå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âîäû. Ïðàâäà, èññëå-
äîâàòåëè íå ïîòåðÿëè íàäåæäû îáíàðóæèòü çàìåðç-
øóþ âîäó íà Ëóíå, ãäå îíà ìîãëà áû ñîõðàíèòüñÿ íà ä íå
ãëóáîêèõ ïîëÿðíûõ êðàòåðîâ.

…êàê èçâåñòíî, â ñêîðîâàðêå ïèùó ìîæíî ïðèãîòî-
âèòü ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì â îáû÷íîé êàñòðþëå. Îäíàê î
îòêðûâàòü ýòó ïîñóäó ñëåäóåò î÷åíü îñòîðîæíî: ïîñëå
ðàçãåðìåòèçàöèè äàâëåíèå ïàäàåò, è æèäêîñòü îêàçû-
âàåòñÿ çàìåòíî ïåðåãðåòîé, ÷òî ïðèâîäèò ê âçðûâíîìó
âñêèïàíèþ âî âñåì îáúåìå êàñòðþëè, âûïëåñêèâàíèþ
ãîðÿ÷åé âîäû è… îæîãàì.

…àíãëèéñêèé ôèçèê ×àðëüç Âèëüñîí, ïðåäëîæèâøèé
â 1912 ãîäó ïðèìåíÿåìûé è ïîíûíå ñïîñîá ðåãèñòðàöèè
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ êàìåðû, çàïîëíåííîé
ïåðåñûùåííûì ïàðîì, äî ýòîãî çàíèìàëñÿ èññëåäîâà-
íèåì ïðîèñõîæäåíèÿ äîæäåé è òóìàíîâ.

…ôåíîìåí «ïàìÿòè âîäû», ò.å. åå ñïîñîáíîñòü äëè-
òåëüíîå âðåìÿ õðàíèòü èíôîðìàöèþ, òàê àêòèâíî îá-
ñóæäàëñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû, ÷òî çàñòàâèë ó÷åíûõ ïðî-
âåñòè ñïåöèàëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Óâû, ðåçóëüòàò îòðè -
öàòåëåí: âîäà îáëàäàåò íåñòàáèëüíîé, ïîñòîÿííî ìåíÿ -
þùåéñÿ ñòðóêòóðîé è, ñêîðåå, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìû õ
«çàáûâ÷èâûõ» âåùåñòâ íà ñâåòå.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î ëüäå, âîäå è ïàðå

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Íàãëÿäíûé ñïîñîá ðåãèñòðàöèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö»  –
2001, ¹6, ñ.11;

2. «Âîäÿíûå ïàðû» – 2002, ¹2, 26;
3. «Òåïëîâûå ñâîéñòâà âîäû» – 2002, ¹3, ñ.10;
4. «Ñíåæèíêè è ëåäÿíûå óçîðû íà ñòåêëå» – 2002, ¹5,  ñ.29;
5. «Î ñòðóêòóðå ëüäà» – 2002, Ïðèëîæåíèå ¹6, ñ.19;
6. «Î ôèçèêå íà ïðèóñàäåáíîì ó÷àñòêå» – 2003, ¹1, ñ .27;
7. «Âîäà âíóòðè íàñ» – 2003, ¹2, ñ.2;
8. «Íàñûùåííûå è íåíàñûùåííûå âîäÿíûå ïàðû» – 2004,

¹2, ñ.23;
9. «Êîñòðû â ïîëå è ðóññêàÿ áàíÿ» – 2004, Ïðèëîæåíè å ¹4,

ñ.60;
10. «Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» – 2005, ¹3, ñ.32;
11. «Ìåòàñòàáèëüíûå êàïëè è îáëåäåíåíèå ñàìîëåòà» –  2005,

¹4, ñ.8;
12. «Çàäà÷è ñ æèäêîñòÿìè» – 2006, ¹1, ñ.40.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷
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èçëó÷åíèÿ (õîòÿ ëþäè íå ìîãëè íå ÷óâñòâîâàòü òåïëà,
èäóùåãî îò êîñòðà). Íå áûëî è òåïëîâèçîðîâ, êîòîðûå  â íàøå
âðåìÿ ðàçëè÷àþò ó÷àñòêè òåëà ñ ðàçíîñòüþ òåìïåðàòóð  â äîëè
ãðàäóñà. Íî âåäü è ×åðíîìîð áûë íå ïðîñò: «Îí çâåçä û
ñâîäèò ñ íåáîñêëîíà, Îí ñâèñòíåò – çàäðîæèò ëóíà…» Ïðè
òàêèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòÿõ íå çíàòü çàêîíîâ òåðìî-
äèíàìèêè è ðàâíîâåñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ  íà-
ãðåòûõ òåë – ñîâñåì íåïðèëè÷íî äëÿ êîëäóíà.

Íîðìàëüíûå ëþäè, êîíå÷íî, áûëè òîãäà åùå ìåíåå èçîù -
ðåííûìè. Òîëüêî â 1879 ãîäó Éîçåô Ñòåôàí èç ýêñïåðè ìåí-
òàëüíûõ íàáëþäåíèé óñòàíîâèë, ÷òî ïîëíûé ïîòîê ýíåð ãèè,
èçëó÷àåìîé íàãðåòûì òåëîì, ïðîïîðöèîíàëåí ÷åòâåðòîé  ñòå-
ïåíè åãî òåìïåðàòóðû. ×åðåç ïÿòü ëåò ýòîò ôàêò áûë ïîäòâåð-
æäåí òåîðåòè÷åñêè (èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé )
Ëþäâèãîì Áîëüöìàíîì. Ýòî âàæíîå ñîîòíîøåíèå òåïåðü
íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà è ôîðìóëèðóåòñ ÿ
òàê: ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè òåëà, íàãðåòîãî äî òå ìïåðàòó-
ðû Ò, ðàâíà

4q T= s ,

ãäå ( )8 2 45,67 10  Âò ì Ê-s = × ×  – ïîñòîÿííàÿ, íîñÿùàÿ èìå-
íà ýòèõ ó÷åíûõ.

Ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî êðà-
ñèâîé êîìáèíàöèåé «åùå áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòà íò»–

4

2 3 4 4

1 1
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c h
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K ,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ âåí÷àåò âàæíåéøèé ðàçäåë ôèçèêè:
ñêîðîñòü ñâåòà 83 10  ì ñc = ×  – ýòî ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ

îòíîñèòåëüíîñòè,
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà 346,6 10  Äæ ñh -= × ×  – êâàíòîâàÿ ìå-

õàíèêà,
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà 231,4 10  Äæ Êk -= ×  – ñòàòèñòè-

÷åñêàÿ ôèçèêà
(íå õâàòàëî åùå ïîñòîÿííîé òÿãîòåíèÿ!).
À åùå ïðèñóòñòâóþò âåçäåñóùåå ÷èñëî p  è áåñêîíå÷íûé
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Ñîâåòóåì ñàìîñòîÿòåëüíî âû÷èñëèòü s  – âû ïîëó÷èòå
áîëüøîå óäîâîëüñòâèå, íàõîäÿñü â îêðóæåíèè çíàìåíèò ûõ
èìåí.

Èòàê, âñå òåëà (çâåçäû, äåðåâüÿ, ñòåíû, ó÷èòåëÿ è äàæå
øêîëüíèêè) èçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. ×àñòü â îëí,
êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê èíôðàêðàñíîìó èçëó÷åíèþ, ò.å. í åâèäè-
ìîìó äèàïàçîíó ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ìîëåêóë, àòîìîâ è ÿäåð,
ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ.

×òî ìîã áû ïðè ñâîåì ìîãóùåñòâå ñäåëàòü ×åðíîìîð?
Íàïðèìåð, âçÿòü äâà áîëîìåòðà è âêëþ÷èòü èõ â ìîñòè ê

Óèòñòîíà (ñì. ðèñóíîê). Áîëîìåòð (îò ãðå÷. «ëó÷» è «èçìå-
ðÿþ») – ýòî ïðèåìíèê èçëó÷åíèÿ âñåõ äëèí âîëí, êîòî ðûå,
ïàäàÿ íà íåãî, èçìåíÿþò åãî ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâë åíèå. Â
ðåçóëüòàòå ñ ïîìîùüþ áîëîìåòðà ìîæíî èçìåðÿòü ìîùíî ñòü
èçëó÷åíèÿ.

Çàòåì ×åðíîìîð ìîã áû ñôîêóñèðîâàòü íà êàæäûé èç íè õ
èçëó÷åíèå, îòðàæåííîå äâóìÿ îäèíàêîâûìè ïàðàáîëè÷åñ êè-
ìè çåðêàëàìè. Ïîñìîòðèì, ÷òî èç ýòîãî ìîæåò ïîëó÷èò üñÿ.

Åñëè â «ïîëå çðåíèÿ» îáîèõ çåðêàë ïîïàäàåò òîëüêî
ôîíîâîå èçëó÷åíèå, òî ðåãèñòðèðóþùèé ïðèáîð Ð ïîêàæ åò
íîëü. Åñëè æå â ïîëå çðåíèÿ îäíîãî èç çåðêàë îêàæåò ñÿ
îáúåêò ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ ËS , òî èçëó÷åíèå ôîíà áóäåò
ïðèõîäèòü óæå îò ïëîùàäè ô ËS S- . Òîãäà âîçíèêíåò ðàç-
íîñòü ìîùíîñòåé, ðåãèñòðèðóåìûõ áîëîìåòðàìè:

( )( )4
ô Ë ô Ë Ë ô ôS S q S T S q- + s - DW ,

ïîëîæèâ êîòîðóþ ðàâíîé íàèìåíüøåé ðåãèñòðèðóåìîé ìî ù-
íîñòè minW , ïîëó÷èì

( )4
min Ë Ë ôW S T q= s - DW .

Çäåñü 4
ô ôq Ts:  – ïëîòíîñòü ïîòîêà ôîíîâîãî èçëó÷åíèÿ,
2

2
max

D

x
DW:  – òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà ïëîùàäü

çåðêàëà îò èçëó÷àþùåãî åãî îáúåêòà, ãäå D – äèàìåòð
çåðêàëà, maxx  – ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çåðêàëîì
è îáúåêòîì. Òóò è ó÷àñòîê ôîíà è Ëþäìèëà ðàññìàòðèâ àþòñÿ
êàê óäàëåííûå èçëó÷àþùèå îáúåêòû, ðàñïîëîæåííûå â î ä-
íîé ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

4 4
Ë Ë ô

max
min

S T T
x D

W

s -
: .

Çíàê ìîäóëÿ îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò ìîæåò áûòü êàê òåï ëåå, òàê
è õîëîäíåå ôîíà.

Òåïåðü ñäåëàåì ÷èñëåííûå îöåíêè. Ïóñòü äèàìåòð çåðê àëà
D = 0,1 ì (âïîëíå ïîðòàòèâíûé ïðèáîð), òåìïåðàòóðà
îêðóæàþùåé ñðåäû, ò.å. «ôîíà», ô 21 C 294 ÊT = ° =  (âïîë-
íå êîìôîðòíàÿ òåìïåðàòóðà, êàê è äîëæíî áûòü â ñàäà õ
âîëøåáíèêà), òåìïåðàòóðà òåëà îáúåêòà – Ëþäìèëû â ë åãêîé
îäåæäå – Ë 36 C 309 ÊT = ° = , ïëîùàäü ñèëóýòà Ëþäìèëû

2
Ë 0,5 ìS = , à íàèìåíüøàÿ ìîùíîñòü, ðåãèñòðèðóåìàÿ ïðè-

áîðîì, min 1 ìêÂòW = . Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòî â ïðèâåäåííîå
âûøå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

( )8 4 4

max 6

5,67 10 0,5 309 294
0,1  ì 700 ì

10
x

-

-

× × -
»: .

Ýòà îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ×åðíîìîð âïîëíå ìîã áû ç àðåãè-
ñòðèðîâàòü ïðèñóòñòâèå òåïëîé Ëþäìèëû íà ìåíåå òåïë îì
ôîíå â ïðåäåëàõ ñâîåãî î÷åíü íåìàëîãî àêâàïàðêà.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äàæå âîëøåáíèêàì ïîëåçíî çíàòü
çàêîíû ôèçèêè, à óæ äîñòàòü äåôèöèòíûé ïðèáîð – äëÿ  íèõ
ñàìîå ïðîñòîå äåëî.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè ñäåëàíû â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ðàçìåðû áîëîìåòðà ìàëû, à îòðàæàþùèå
ïàðàáîëè÷åñêèå çåðêàëà ñîáèðàþò ïàðàëëåëüíûå ëó÷è ñ òðî-
ãî â îäíó òî÷êó. Íà ñàìîì äåëå, áîëîìåòðû èìåþò êàê èå-òî
êîíå÷íûå ðàçìåðû, à íà êðàÿõ îòðàæàòåëåé ïðîèñõîäèò
äèôðàêöèÿ, òàê ÷òî «ïîëå çðåíèÿ» êàæäîãî çåðêàëà óâ åëè÷è-
âàåòñÿ (ïóíêòèð íà ðèñóíêå). Ýòè ôàêòîðû ïðèâåäóò ê
óìåíüøåíèþ maxx . Ïîìèìî êîíå÷íîãî ðàçìåðà áîëîìåòðà,
íà ðàçìåð ïîëÿ çðåíèÿ äîëæíî âëèÿòü è òàêîå ÿâëåíèå , êàê
äèôðàêöèÿ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ íà êðàÿõ âõîäíîãî çðà ÷êà,
ò.å. çåðêàëà. Îäíàêî, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü íàøè ðàññó æäå-
íèÿ, îãðàíè÷èìñÿ ñêàçàííûì, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìû äåëàåì, êàê
ãîâîðÿò ìàòåìàòèêè, îöåíêó ñâåðõó.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ
ÒÓÐÍÈÐÎÂ

À.ÇÀÑËÀÂÑÊÈÉ, Á.ÔÐÅÍÊÈÍ

Í À ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎËÈÌÏÈÀÄÀÕ Â ÒÅ×ÅÍÈÅ ÌÍÎ-
ãèõ ëåò ðåãóëÿðíî ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è î êðóãîâûõ

òóðíèðàõ, ò.å. ñîðåâíîâàíèÿõ ï ó÷àñòíèêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ñ êàæäûì (êàê ïðàâèëî, îäèí ðàç ).
Ðåçóëüòàòîì êàæäîé âñòðå÷è ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîáåäà îäí îãî
èãðîêà è ïîðàæåíèå äðóãîãî, ëèáî íè÷üÿ. Â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òóðíèðû áåç íè÷üèõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ýñòåòè÷åñêîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè
çàäà÷è î òóðíèðàõ èìåþò è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Äåëî  â
òîì, ÷òî åñëè âíà÷àëå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåíÿ ëèñü
â îñíîâíîì òîëüêî â ôèçèêå è òåõíèêå, òî ñ ñåðåäèíû
äâàäöàòîãî âåêà íà÷àëîñü øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ìàòå ìà-
òèêè â ìåäèöèíå è ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ. Ïðè ýòîì âûÿ ñ-
íèëîñü, ÷òî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äàííûìè ê à÷å-
ñòâåííîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ
ïîìîùüþ êîëè÷åñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
çàâèñèìîñòåé ìåæäó íèìè.

Ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü òàêèõ äàííûõ ñîñòàâëÿþò òàê íàçû -
âàåìûå ýêñïåðòíûå îöåíêè. Ïñèõîëîãè÷åñêèå èññëåäîâà íèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åëîâåê íå ìîæåò äàâàòü íàäåæíûå îò âå-
òû íà âîïðîñû êîëè÷åñòâåííîãî òèïà, ïîýòîìó ýêñïåðò àì
çàäàþò êà÷åñòâåííûå âîïðîñû òèïà: «Êàêîé èç äàííûõ
îáúåêòîâ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îáëàäàåò òàêèì-òî ñâî é-
ñòâîì?» Èñòîðè÷åñêè îäíèì èç ïåðâûõ ýêñïåðòíûõ ìåòî -
äîâ ñòàë ìåòîä ïàðíûõ ñðàâíåíèé, â êîòîðîì ýêñïåðòó
ïðåäúÿâëÿþòñÿ âñå ïàðû îáúåêòîâ èç äàííîé ñîâîêóïíî ñòè
è ýêñïåðò îòâå÷àåò, êàêîé èç äâóõ îáúåêòîâ ïðåäïî÷ò èòåëü-
íåå. Î÷åâèäíî, ÷òî îòâåòû ýêñïåðòà ìîæíî çàïèñàòü â  âèäå
òóðíèðíîé òàáëèöû, ïðè÷åì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ð àçðå-
øåíî ýêñïåðòó îáúÿâëÿòü îáúåêòû ðàâíîöåííûìè èëè íå ò,
ïîëó÷èòñÿ òóðíèð ñ íè÷üèìè èëè áåç íè÷üèõ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì çàäà÷è ìîæíî ôîðìóëèð î-
âàòü íà ÿçûêå òóðíèðîâ.

Ïîïóëÿðíîñòü òóðíèðíîé òåìàòèêè ñòàëà îäíîé èç ïðè÷ èí,
ïîáóäèâøåé íàñ ñîâìåñòíî ñ Ñ.Òîêàðåâûì è À.Òîëïûãî
ïðåäñòàâèòü íà XVII Ëåòíåé êîíôåðåíöèè Òóðíèðà ãîðî äîâ
ñåðèþ çàäà÷ î òóðíèðàõ.

Ýòè çàäà÷è ðåøàëèñü âåñüìà àêòèâíî, ïîýòîìó èìååò ñ ìûñë
ðàññêàçàòü î òàêèõ è ðîäñòâåííûõ èì çàäà÷àõ â îòäåë üíîé
ñòàòüå.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çà ïîáåäó â ïàðò èè
èãðîê  ïîëó÷àåò 1 î÷êî, çà íè÷üþ – 1/2 î÷êà, çà ïîð àæå-
íèå – 0 î÷êîâ. 1  ×èñëî î÷êîâ, íàáðàííîå i -ì ó÷àñòíèêîì âî
âñåõ âñòðå÷àõ, áóäåì îáîçíà÷àòü is . Ïðåæäå âñåãî âû-
ÿñíèì,  êàêèì óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íàáîð ÷ è-
ñåë is .

Çàäà÷à 1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1 ns s£ £K  óäîâ-
ëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

( )
1

1

2n
n n

s s
-

+ + =K ,

( )
1

1

2k
k k

s s
-

+ + ³K , k = 1, …, n – 1.

á) Äàíû ï öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë 1 ns s£ £K ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâ ó-
åò òóðíèð áåç íè÷üèõ, â êîòîðîì ó÷àñòíèêè íàáèðàþò

1, , ns sK  î÷êîâ.
â) Äàíû ï ïîëóöåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë 1 ns s£ £K ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1).  Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò òóðíèð ñ íè÷üèìè, â êîòîðîì ó÷àñòíèêè íàáèðàþò

1, , ns sK  î÷êîâ.
Ðåøåíèå. à) Òàê êàê ëþáûå k ó÷àñòíèêîâ ïðîâîäÿò ìåæäó

ñîáîé 
( )1

2

k k -
 âñòðå÷ è â êàæäîé âñòðå÷å åå ó÷àñòíèêè â

ñóììå ïîëó÷àþò îäíî î÷êî, ñóììà î÷êîâ ëþáûõ k ó÷àñòíèêîâ

íå ìåíüøå 
( )1

2

k k -
. Ïðè k = ï ýòî íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî,

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
á) Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî íàáîðà 1, , ns sK  ðàññìîòðèì

âñå ðàçíîñòè
( )

1
1

2k
k k

s s
-

+ + -K ,   k = 1, …, n – 1.

Óïîðÿäî÷èì íàáîðû ïî ìàêñèìàëüíîé èç ýòèõ ðàçíîñòåé , à
åñëè ìàêñèìàëüíûå ðàçíîñòè ðàâíû, òî – ïî êîëè÷åñòâ ó
ðàçíîñòåé, ðàâíûõ ìàêñèìàëüíîé. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîì îãî
òóðíèðà äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Åñëè äëÿ âñåõ k
( )

1
1

2k
k k

s s
-

+ + =K ,

òî

s1 = 0,  s2 = 1,  ...,  sn = n – 1

è òóðíèð ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü

( )
1

1
0

2k
k k

s s l
-

+ + - = >K

– ìàêñèìàëüíàÿ èç ðàçíîñòåé. Òîãäà 1 1, , 1, 1, ,k k ns s s s+- +K K
– äîïóñòèìûé íàáîð, ïðåäøåñòâóþùèé äàííîìó, è ïî ïð åä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òóðíèð ñ òàêèì ðàñïðå äå-
ëåíèåì î÷êîâ. Åñëè â ýòîì òóðíèðå ( k + 1)-é ó÷àñòíèê
ïîáåäèë k-ãî, òî èçìåíèì ðåçóëüòàò èõ âñòðå÷è íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé, åñëè æå ïîáåäèë k-é ó÷àñòíèê, òî, ïîñêîëüêó

1 1 1k ks s+ + > - , òî íàéäåòñÿ ó÷àñòíèê, âûèãðàâøèé ó k-ãî, íî
ïðîèãðàâøèé ( k + 1)-ìó. Ïîìåíÿâ ðåçóëüòàòû ýòèõ âñòðå÷,
ïîëó÷èì òóðíèð ñ íóæíûì ðàñïðåäåëåíèåì î÷êîâ.

â) Àíàëîãè÷íî ïóíêòó á), ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèÿ ïî ÷èñ ëó
m ïîëóöåëûõ is . Îòìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ñóùåñòâóåò òóðíèð ñ äàíí ûì
ðàñïðåäåëåíèåì î÷êîâ è ÷èñëîì íè÷üèõ m/2.

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà â) ìîæíî óñèëèòü: äëÿ ëþáîãî íàá îðà
ïîëóöåëûõ ÷èñåë is , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1), ñóùå-
ñòâóåò òóðíèð ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì äëÿ ëþáûõ òðåõ
ó÷àñòíèêîâ À, Â, Ñ: åñëè À âûèãðàë ó Â , à Â ó Ñ, òî À âûèãðàë
ó Ñ. Òàêèå òóðíèðû áóäåì íàçûâàòü ïîëóòðàíçèòèâíûìè.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òóðíèðà ñ íè÷üèìè
ñóùåñòâóåò ïîëóòðàíçèòèâíûé òóðíèð, â êîòîðîì âñå
ó÷àñòíèêè íàáðàëè òàêîå æå ÷èñëî î÷êîâ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ñðåäè âñåõ òóðíèðîâ ñ äàííûì
ðàñïðåäåëåíèåì î÷êîâ ðàññìîòðèòå òóðíèð ñ íàèáîëüøè ì
÷èñëîì íè÷üèõ.

1 Â ñîâðåìåííûõ ôóòáîëüíûõ òóðíèðàõ çà ïîáåäó äàåòñÿ
3 î÷êà, à çà íè÷üþ – 1, íî ñ ýòîé ñèñòåìîé ïîêà íå ñâÿçàíî íèêàêèõ
èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòîâ.

(1)
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Çàäà÷à 3. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â êðóãîâîì òóðíèðå âñå

N ó÷àñòíèêîâ, êðîìå îäíîãî, íàáðàëè îäèíàêîâîå ÷èñë î
î÷êîâ, òî ýòîò ó÷àñòíèê ëèáî ó âñåõ âûèãðàë, ëèáî â ñåì
ïðîèãðàë.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáûå äâà èãðîêà íàáðàëè ðàçí îå
êîëè÷åñòâî î÷êîâ è ïðè ýòîì íåò íè÷üèõ, òî çàíÿâøèé
ïåðâîå ìåñòî âûèãðàë ó âñåõ, çàíÿâøèé âòîðîå – ó âñ åõ,
êðîìå ïåðâîãî, è ò.ä.

Ðåøåíèå. à) Ïóñòü «íåñòàíäàðòíûé» ó÷àñòíèê íàáðàë
áîëüøå î÷êîâ, ÷åì «ñòàíäàðòíûå». Ðåçóëüòàò «ñðåäíåà ðèô-
ìåòè÷åñêîãî» ó÷àñòíèêà ñîñòàâëÿåò ( )1 2N - . Íåäîáîð «ñòàí-
äàðòíîãî» ó÷àñòíèêà äî ýòîãî êîëè÷åñòâà íå ìîæåò áû òü
ìåíüøå 1/2, ïîýòîìó «ñòàíäàðòíûå» âìåñòå íå äîáðàëè  íå
ìåíåå ÷åì ( )1 2N -  î÷êîâ. «Íåñòàíäàðòíûé» äîëæåí íà
ñòîëüêî æå ïðåâûñèòü ñðåäíèé óðîâåíü, ò.å. îí ïîëó÷ èë íå
ìåíüøå N – 1 î÷êîâ. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà
«íåñòàíäàðòíûé» ó âñåõ âûèãðàë. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàå òñÿ
ñëó÷àé, êîãäà «íåñòàíäàðòíûé» íàáðàë ìåíüøå, ÷åì «ñ òàí-
äàðòíûå».

á)  Åñëè íà òóðíèðå íå áûëî íè÷üèõ, òî ÷èñëî î÷êîâ
êàæäîãî ó÷àñòíèêà – öåëîå, â ïðîìåæóòêå îò 0 äî N  – 1. Åñëè
âñå îíè ðàçëè÷íû, òî ýòî âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî N – 1.
Î÷åâèäíî, èãðîê ñ N – 1 î÷êàìè âûèãðàë ó âñåõ îñòàëüíûõ.
Òîãäà èãðîê ñ N – 2 î÷êàìè âûèãðàë ó âñåõ, êðîìå ïåðâîãî,
è ò.ä.

Çàäà÷à 4. à) N ñïîðòñìåíîâ ïðîâåëè êðóãîâîé òóðíèð.
×åðåç ãîä òå æå ñïîðòñìåíû âñòðåòèëèñü ñíîâà. Äîêàæ è-
òå, ÷òî íàéäåòñÿ ó÷àñòíèê, ñóììà î÷êîâ êîòîðîãî èçì åíè-
ëàñü íå áîëüøå ÷åì íà [ 2N ] , ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè
îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà îöåíêà [ 2N ]  äîñòèãàåòñÿ.
Â) N ñïîðòñìåíîâ, ãäå N ÷åòíî, äâàæäû ïðîâåëè êðóãîâ îé

òóðíèð. Ñóììà î÷êîâ êàæäîãî èçìåíèëàñü íå ìåíåå ÷åì  íà
N/2. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ó âñåõ èçìåíèëàñü ðîâíî íà 2N .

Ðåøåíèå. à) Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì [ ]2M N= . Ïóñòü â
òóðíèðå X òàêèõ ó÷àñòíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óâåëè÷èë
ñâîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ áîëåå ÷åì íà Ì . Ïðèðîñò èõ ñóììû
î÷êîâ îáîçíà÷èì D. Ïóñòü X > 0. Òîãäà D > ÕÌ. Ñóììà
î÷êîâ â ïîåäèíêàõ ìåæäó äàííûìè ó÷àñòíèêàìè âñåãäà
îäíà è òà æå. Ïðèðîñò äîñòèãàåòñÿ â ìàò÷àõ ñ äðóãèì è
ó÷àñòíèêàìè. Ìàêñèìàëåí îí â òîì ñëó÷àå, åñëè â ïåð âîì
òóðíèðå äàííûå X ñïîðòñìåíîâ âñåì ïðîèãðàëè, à âî âòîðîì
òóðíèðå ó âñåõ âûèãðàëè. Òîãäà ( )D X N X= - . Çíà÷èò,
ÕÌ < ( )X N X- , îòêóäà [ 2N ]  < N – X. Òàê êàê X öåëîå,
òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2X N< . Ïðè X = 0 ýòî íåðàâåíñòâî
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü Y – ÷èñëî òàêèõ ó÷àñòíèêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ óìåíüøèë ñâîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ áîëåå ÷åì íà  Ì .
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, 2Y N< .

Ñëîæèâ ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì èñêîìûé
ðåçóëüòàò.

á) Ïóñòü 1-é ó÷àñòíèê âûèãðàë ó âñåõ, 2-é – ó âñåõ,  êðîìå
ïåðâîãî, è ò.ä. ( i -é ó÷àñòíèê íàáðàë N – i  î÷êîâ). Äàëåå,
ïóñòü òàáëèöà âòîðîãî òóðíèðà èìååò àíàëîãè÷íûé âèä , íî

ó÷àñòíèêè ñäâèíóëèñü ïî êðóãó íà Ì (ãäå ñíîâà [ ]2M N= ):
1-é çàíÿë ( Ì + 1)-å ìåñòî, 2-é – ( Ì + 2)-å ìåñòî, ...
..., ( N – Ì )-é – ïîñëåäíåå ìåñòî, ( N – Ì + 1)-é – ïåðâîå
ìåñòî, ..., N -é – Ì -å ìåñòî. Òîãäà òå, êòî â ïåðâîì òóðíèðå
çàíÿë ïåðâûå N – Ì ìåñò, óõóäøèëè ñâîé ðåçóëüòàò íà Ì
î÷êîâ, à îñòàëüíûå óëó÷øèëè åãî íà N – Ì. Íî âñåãäà
N M M- ³ , ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå èçìåíåíèå ðàâíî Ì.

â) Ó÷àñòíèêè òóðíèðà äåëÿòñÿ íà òåõ, êòî óâåëè÷èë ñâîþ
ñóììó î÷êîâ íå ìåíåå ÷åì íà 2N , è íà òåõ, êòî åå,
ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøèë. Õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ãðóï ï
âêëþ÷àåò íå ìåíåå 2N  ñïîðòñìåíîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð,

òàêîâà ïåðâàÿ ãðóïïà, è â íåé X ñïîðòñìåíîâ. Åñëè D –
ïðèðîñò èõ ñóììû î÷êîâ, òî 2D XN³ . Ýòà ñóììà óâåëè÷è-
ëàñü çà ñ÷åò ìàò÷åé ñ îñòàëüíûìè N – X ó÷àñòíèêàìè,
ïîýòîìó ( )D X N X£ - . Îòñþäà 2N X N- ³ . Íî ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ 2X N³ . Çíà÷èò, 2X N= , è îáà íåðàâåíñòâà
îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ îçí à÷àåò,
÷òî âñå ñïîðòñìåíû ïåðâîé ãðóïïû óâåëè÷èëè ñâîþ ñóì ìó
î÷êîâ ðîâíî íà 2N . Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî, âòîðàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç N – X = 2N  ó÷àñòíèêîâ, ïîýòîìó ê íåé
ïðèìåíèìî òàêîå æå ðàññóæäåíèå.

Òðàíçèòèâíûå è ïðàâèëüíûå òóðíèðû

Îïðåäåëåíèå 1. Öèêëîì äëèíû k íàçîâåì íàáîð èç k
ó÷àñòíèêîâ, òàêèõ, ÷òî 1-é âûèãðàë ó 2-ãî, 2-é – ó 3-ãî, …
..., ( k – 1)-é – ó k-ãî, k-é – ó 1-ãî . ×èñëî öèêëîâ â òóðíèðå
îáîçíà÷èì NT .

Ïîíÿòèå öèêëà îñîáåííî âàæíî äëÿ àíàëèçà ïàðíûõ ñðà â-
íåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýêñïåðò ïðåäïî÷èòàåò 1-é  îáúåêò
2-ìó, 2-é – 3-ìó, …, ( ï – 1)-é – ï- ìó, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî 1-é îáúåêò äëÿ íåãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå n-ãî. Ïîýòîìó
íàëè÷èå öèêëîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðîòèâîðå÷èÿõ îöåí îê
ýêñïåðòà. ×åì áîëüøå òàêèõ ïðîòèâîðå÷èé, òåì áîëüøå
ñîìíåíèé âûçûâàåò êîìïåòåíòíîñòü äàííîãî ýêñïåðòà. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à êîëè÷åñòâåííîãî èçìåð åíèÿ
ïðîòèâîðå÷èâîñòè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò,  ÷òî
â òóðíèðàõ áåç íè÷üèõ ìåðîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìîæåò ñëó-
æèòü ÷èñëî öèêëîâ äëèíû 3.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òóðíèðå áåç íè÷üèõ
åñòü öèêë äëèíû k, òî åñòü ïî êðàéíåé ìåðå k – 2 öè êëà
äëèíû 3.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè áîëüøèõ n ïåðåáîð âñåõ òðîåê èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ
ñëèøêîì òðóäîåìêèì. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî èìåòü áîëåå
ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÷èñëà öèêëîâ. Îêàçûâàåòñÿ , ÷òî
îíî  âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà is :

( )( )
2

11 2 1

12 2

n

i
i

s
n n n

NT =- -
= -

å
.               (2)

Åñëè âèä  ôîðìóëû (2) äàí, òî äîêàçàòü åå äîâîëüíî ïðîñòî:
íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè çàìåíå ðåçóëüòàòà îäíîé âñò ðå÷è íà
ïðîòèâîïîëîæíûé ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè (2) ìåíÿþòñÿ î äèíà-
êîâî. 2 Ãîðàçäî òðóäíåå ïîíÿòü, êàê ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü
âûâåäåíà. Íà êîíôåðåíöèè Òóðíèðà ãîðîäîâ òàéâàíüñêà ÿ
êîìàíäà íàøëà ñëåäóþùåå êðàñèâîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷ è:

Òàê êàê òðåõ èç n ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà ìîæíî âûáðàòü
( ) ( )3 1 2

6n
n n n

C
- -

=  ñïîñîáàìè, ÷èñëî íåöèêëè÷åñêèõ òðîåê

ðàâíî 3
nC NT- . Ïîñ÷èòàåì òåïåðü êîëè÷åñòâî òàêèõ òðîåê

À, Â , Ñ, ÷òî À âûèãðàë ó Â , à Â ó Ñ. Òàê êàê êàæäàÿ
öèêëè÷åñêàÿ òðîéêà äàåò òðè òàêèå öåïî÷êè, à íåöèêë è÷åñ-
êàÿ îäíó, îáùåå ÷èñëî öåïî÷åê ðàâíî 3 2nC NT+ . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè èãðîê Â íàáðàë is  î÷êîâ, òî âûèãðàâøåãî ó
íåãî èãðîêà À ìîæíî âûáðàòü 1 in s- -  ñïîñîáàìè, à ïðîèã-
ðàâøåãî èãðîêà iC s-  ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
öåïî÷åê, â êîòîðûõ Â ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì èãðîêîì, ðàâíî

( )1i is n s- - , à îáùåå ÷èñëî öåïî÷åê ðàâíî ( )1i i
i

s n s- -å .

Ïðèðàâíÿâ äâà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿ è èñïîëüçîâàâ, ÷ òî

( )1 2is n n= -å , ïîëó÷èì ôîðìóëó (2).

2 Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷åñòü â ñòàòüå À.Çàñëàâñ êîãî
«Î ëîãè÷íûõ è íåëîãè÷íûõ òóðíèðàõ» â «Êâàíòå» ¹5 çà  1997
ãîä.



Äëÿ òóðíèðîâ ñ íè÷üèìè ïðîáëåìà èçìåðåíèÿ ïðîòèâîðå -
÷èâîñòè ðåçêî îñëîæíÿåòñÿ. Ïðåæäå âñåãî ýòî ñâÿçàíî  ñ òåì,
÷òî íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü òðîéêè íå îäíîãî, à òðåõ òèï îâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Â òóðíèðå ñ íè÷üèìè íàçîâåì òðîéêó
ó÷àñòíèêîâ íåòðàíçèòèâíîé , åñëè ðåçóëüòàòû èõ âñòðå÷
ìåæäó ñîáîé çàäàþòñÿ îäíîé èç òðåõ ñëåäóþùèõ òàáëèö :

1 0

0 1

1 0

-æ ö
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

, 
1 1 2

0 1

1 2 0

-æ ö
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

, 

1 2 1

1 2 1 2

0 1 2

-æ ö
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

.

Ñóììàðíîé íåòðàíçèòèâíîñòüþ òóðíèðà åñòåñòâåííî ñ÷è -
òàòü âåëè÷èíó NT = a + bx + ñó , ãäå à, b, ñ – ÷èñëî òðîåê,
ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî âèäîâ, õ, ó –
íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ  NT
íåäîñòàòî÷íî çíàòü êîëè÷åñòâî î÷êîâ is , íî, âîçìîæíî, åãî
óäàñòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëà , ,i i iv n p  âûèãðûøåé, íè÷üèõ è
ïðîèãðûøåé êàæäîãî ó÷àñòíèêà. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõî äè-
ìî íàéòè îòâåò íà äâà âîïðîñà:

à) Ñóùåñòâóþò ëè âåñà õ, ó, ïðè êîòîðûõ NT âûðàæàåòñÿ
÷åðåç , ,i i iv n p ?

á) Êàêîâà ôîðìóëà äëÿ NT ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ x, ó?
Ìåòîä, ïðèìåíåííûé äëÿ òóðíèðîâ áåç íè÷üèõ, ïîçâîëÿ åò

îòâåòèòü ñðàçó íà îáà âîïðîñà. Îäíàêî îí òðåáóåò äî âîëüíî
ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî îòâå ò:
õ = 1/2, ó = 1/6 è

( ) ( ) ( )23 2 3

24
i i i in n n n v p

NT
- - + - -

=
å å

.       (3)

Ðàçóìååòñÿ, åñëè âñå 0in = , òî (3) ïåðåõîäèò â (2).
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå NT.

Îòâåò. ( )3 24n n-  ïðè íå÷åòíûõ n, ( )3 4 24n n-  ïðè
÷åòíûõ.

Çàäà÷à 7. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ïîëóòðàíçèòèâíûå òóðíèðû
ñ îäèíàêîâûìè is  èìåþò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî

à) íè÷üèõ;
á) íåòðàíçèòèâíûõ òðîåê?
Îòâåò.  Íåò. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå äâà

òóðíèðà:

1 2 1 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1

0 1 2 1 2 1 1 2

1 2 0 1 2 1 2 1

0 1 2 0 1 2 1 2

1 2 0 1 2 0 1 2

-æ ö
ç ÷-
ç ÷

-ç ÷
ç ÷-ç ÷
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

,

1 2 1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 1 2 1 2 1 2

0 0 1 2 1 2 1 2

-æ ö
ç ÷-
ç ÷

-ç ÷
ç ÷-ç ÷
ç ÷-
ç ÷ç ÷-è ø

.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ôîðìóëû (3) îêàçûâàåòñÿ ñîìíè -
òåëüíîé èç-çà íåâîçìîæíîñòè äàòü ñîäåðæàòåëüíóþ èíò åð-
ïðåòàöèþ êîýôôèöèåíòó ó = 1/6. Âïðî÷åì, òðåáîâàíèå
îòñóòñòâèÿ òðîåê òðåòüåãî âèäà âîîáùå êàæåòñÿ ñëèøêîì
æåñòêèì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ó íàñ åñòü n
ïðåäìåòîâ ðàçëè÷íîé ìàññû è ÷àøå÷íûå âåñû ñ íåêîòîð ûì
ïîðîãîì ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ò.å. èõ ÷àøêè îñòàþòñÿ â ðàâíî-
âåñèè, åñëè ìàññû ïîëîæåííûõ íà íèõ ïðåäìåòîâ îòëè÷ àþòñÿ
ìåíüøå ÷åì íà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå e . Òîãäà, åñëè âçâåñèòü
êàæäóþ ïàðó ïðåäìåòîâ è çàíåñòè ðåçóëüòàòû âçâåøèâà íèé
â òóðíèðíóþ òàáëèöó, òî â íåé âïîëíå ìîãóò îêàçàòüñ ÿ
òðîéêè òðåòüåãî âèäà (åñëè ðàçíîñòè âåñîâ ïåðâîãî è  âòîðîãî,
à òàêæå âòîðîãî è òðåòüåãî ïðåäìåòîâ ìåíüøå ïîðîãà,  íî
ðàçíîñòü âåñîâ ïåðâîãî è òðåòüåãî áîëüøå). Ñ äðóãîé  ñòîðî-
íû, î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûé òóðíèð îáëàäàåò ñëåäóþ ùèì
ñâîéñòâîì: åñëè À âûèãðàë ó Â, òî À âûèãðàë ó âñåõ èãðîêîâ,
íàáðàâøèõ íå áîëüøå î÷êîâ, ÷åì Â, à Â ïðîèãðàë âñåì

èãðîêàì, íàáðàâøèì íå ìåíüøå î÷êîâ, ÷åì À. Íàçîâåì òàêîé
òóðíèð ïðàâèëüíûì.

Çàäà÷à 8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òóðíèð ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëóòðàíçèòèâíûì.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóòðàíçèòèâíûé òóðíèð íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñ ÿ
÷åòûðå èãðîêà, ðåçóëüòàòû âñòðå÷ êîòîðûõ äðóã ñ äðó ãîì
çàäàþòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ òàáëèö:

1 2 1 1

1 2 1 2 1 2

0 1 2 1

0 1 2 0

-æ ö
ç ÷-
ç ÷

-ç ÷
ç ÷-è ø

,  

1 2 1 2 1

1 2 1 1 2

1 2 0 1 2

0 1 2 1 2

-æ ö
ç ÷-
ç ÷

-ç ÷
ç ÷-è ø

.

â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ î÷êîâ, äëÿ êîòîðî ãî
íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíîãî òóðíèðà.

ã) Íàéäèòå óñëîâèÿ íà êîëè÷åñòâà î÷êîâ, ïðè êîòîðûõ
ïðàâèëüíûé òóðíèð ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, òóðíèð ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò íåòðàíçèòèâíûõ ò ðîåê
ïåðâîãî è âòîðîãî âèäà è ÷åòâåðîê èç ïóíêòà á) çàäà ÷è 8. Â
êà÷åñòâå îòêëîíåíèÿ îò ïðàâèëüíîñòè ìîæíî âçÿòü êàê óþ-
íèáóäü ôóíêöèþ îò êîëè÷åñòâà òàêèõ òðîåê è ÷åòâåðîê . Íî
ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ëåãêî âû÷èñëÿåìàÿ ôóíêöèÿ, íàì íåèç-
âåñòíî.

Çàäà÷à 9. Äëÿ òóðíèðà ñ äàííûìè is  íàéäèòå:
à) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî íè÷üèõ;
á) ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî íåòðàíçèòèâíûõ òðîåê.
Îòâåòû íà îáà âîïðîñà íåèçâåñòåíû.

Íåïðàâèëüíûå ïàðòèè è ñòðàííûå èãðîêè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåðîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè òóðíèðà
ñ÷èòàëèñü öèêëû. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ðÿä äðóãèõ ïîê àçà-
òåëåé, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîé æå öåëè.

Çàäà÷à 10. Áóäåì íàçûâàòü âñòðå÷ó äâóõ èãðîêîâ íåïðà-
âèëüíîé, åñëè âûèãðàâøèé åå íàáðàë â èòîãå ìåíüøå î ÷êîâ,
÷åì ïðîèãðàâøèé. Êàêóþ äîëþ îò îáùåãî ÷èñëà âñòðå÷
ìîãóò ñîñòàâëÿòü íåïðàâèëüíûå?

Ýòà çàäà÷à (àâòîð – Ñ.Òîêàðåâ) ïðåäëàãàëàñü íà Ìîñê îâ-
ñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå â 2000 ãîäó. Èíòóèòèâ íî
êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî íåïðàâèëüíûå ïàðòèè äîëæíû ñ î-
ñòàâëÿòü ìåíåå ïîëîâèíû îáùåãî êîëè÷åñòâà. Íî ýòî í åâåð-
íî! Äîëÿ íåïðàâèëüíûõ ïàðòèé ìîæåò ïðåâûøàòü ëþáîå
÷èñëî, ìåíüøåå 3/4.

Ðåøåíèå.  Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äîëÿ íåïðàâèëüíûõ âñòðå÷
âñåãäà ìåíüøå 3/4. Ïóñòü n – ÷èñëî èãðîêîâ, [ ]2m n= .
Èãðîêîâ, çàíÿâøèõ ïåðâûå ò ìåñò, íàçîâåì ñèëüíûìè, à
îñòàëüíûõ – ñëàáûìè (ìåæäó ó÷àñòíèêàìè ñ îäèíàêîâîé
ñóììîé î÷êîâ ìåñòà ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíî). Ïóñ òü
õ – ÷èñëî ïðàâèëüíûõ ïàðòèé ìåæäó ñèëüíûìè è ñëàáûìè.
Ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ ñèëüíûìè âî âñòðå÷àõ ìåæäó
ñîáîé, ðàâíà ( )1 2m m - , à âî âñòðå÷àõ ñî ñëàáûìè îíà íå
áîëüøå õ. Ïîýòîìó ñðåäíèé ðåçóëüòàò ñèëüíîãî íå áîëüøå
( )1 2m x m- + . Àíàëîãè÷íî, ñðåäíèé ðåçóëüòàò ñëàáîãî íå

ìåíüøå ( ) ( )( ) ( )1 2n m m n m x n m- - + - - - = (n m+ -

) ( )1 2 x n m- - - .  Åñëè åñòü íåïðàâèëüíûå ïàðòèè, òî íå âñå
èãðîêè íàáðàëè ïîðîâíó, è ñðåäíèé ðåçóëüòàò ñèëüíîã î

áîëüøå, ÷åì ñëàáîãî. Îòñþäà ( ) ( )22 1 8x m n m n> - ³ - .
Òàê êàê îáùåå ÷èñëî ïàðòèé ðàâíî ( )1 2n n - , òî äîëÿ

ïðàâèëüíûõ ïàðòèé áîëüøå ( ) ( )1 4 1 4n n+ > .
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äîëÿ íåïðàâèëüíûõ ïàðòèé ìîæåò

áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê 3/4. Âîçüìåì ñíà÷àëà òóð íèð èç
2k + 1 èãðîêîâ, â êîòîðîì êàæäûé ó÷àñòíèê ñ íîìåðîì i k£
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Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 138
ïðîèãðàë ó÷àñòíèêàì ñ íîìåðàìè i + 1, …, i + k è âûèãðàë
ó îñòàëüíûõ, à êàæäûé ó÷àñòíèê ñ íîìåðîì i > k âûèãðàë ó
ó÷àñòíèêîâ ñ íîìåðàìè i – k , …, i  – 1 è ïðîèãðàë îñòàëüíûì.
Òåïåðü «ðàçìíîæèì» êàæäîãî ó÷àñòíèêà, çàìåíèâ åãî á ëî-
êîì èç k íîâûõ, è ïóñòü èãðîêè èç ðàçíûõ áëîêîâ èãðàþò äðóã
ñ äðóãîì òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåæíèå ó÷àñòí èêè,
à èãðîêè èç îäíîãî áëîêà èãðàþò âíè÷üþ. Çàíóìåðóåì
èãðîêîâ â êàæäîì áëîêå ÷èñëàìè îò 1 äî k. Áóäåì ìåíÿòü
ðåçóëüòàòû ó÷àñòíèêîâ èç áëîêà k + 1 âî âñòðå÷àõ ñ áëîêîì
k + 1 – i ( i = 1, …,  k ) . Ïóñòü j -é èãðîê áëîêà k + 1 ïðè
j k i£ -  èãðàåò âíè÷üþ ñ èãðîêàìè j + 1, ..., j + i è

âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ èãðîêîâ áëîêà k + 1 – i , à ïðè
j > k – i âûèãðûâàåò ó èãðîêîâ j – k + i,. .. , j – 1 è äåëàåò íè÷üþ
ñ îñòàëüíûìè. Â ïàðòèÿõ áëîêà k + 1 ñ áëîêîì k + 1 + i
çàìåíèì íè÷üèìè ik ïðîèãðûøåé ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå.
Òåïåðü ñóììà î÷êîâ îäèíàêîâà âíóòðè êàæäîãî áëîêà è
óáûâàåò ïðè ðîñòå íîìåðà áëîêà. ×èñëî íåïðàâèëüíûõ

ïàðòèé ñîñòàâëÿåò 
3

4 23
2 2

k
k k- - . Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî

ïàðòèé ðàâíî ( ) ( )( )2 1 2 1 1 2k k k k+ + - , òî ïðè áîëüøèõ
k äîëÿ íåïðàâèëüíûõ ïàðòèé áóäåò ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê
3/4.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ó÷àñòíèêà òóðíèðà ñòðàííûì ,
åñëè îí âûèãðàë ó âñåõ, êòî íàáðàë áîëüøå î÷êîâ, ÷å ì îí, è
ïðîèãðàë âñåì, êòî íàáðàë ìåíüøå. Ñ òåìè, êòî âûñòó ïèë
íàðàâíå ñ íèì, ñòðàííûé èãðîê ìîã ñûãðàòü êàê óãîäí î.

Ïîäðîáíî î ñòðàííûõ èãðîêàõ ìîæíî ïðî÷åñòü â ñòàòüå
Á.Ôðåíêèíà «Ñòðàííûå èãðîêè» â «Êâàíòå» ¹ 6 çà 1999  ãîä.
Ïîýòîìó çäåñü ìû ïðîñòî ïðèâåäåì ïåðå÷åíü îñíîâíûõ
ôàêòîâ.

Çàäà÷à 11. Òðèäöàòü òðè áîãàòûðÿ ïðîâåëè òóðíèð
áåç íè÷üèõ. Îäèí ñòðàííûé áîãàòûðü ïîáåäèë âñåõ, êò î â
èòîãå íàáðàë áîëüøå î÷êîâ, ÷åì îí, è ïðîèãðàë âñåì,  êòî
íàáðàë ìåíüøå, ÷åì îí. Íàðàâíå ñî ñòðàííûì íå íàáðà ë
î÷êîâ íèêòî. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðàííûé áîãàòûðü çàíÿë
ìåñòî íå âûøå òðèíàäöàòîãî è íå íèæå äâàäöàòü ïåð-
âîãî.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðàííûé çàíÿë ìåñòî âûøå
òðèíàäöàòîãî. Òîãäà êîëè÷åñòâî òåõ, êòî íàáðàë ìåíü øå
î÷êîâ, ÷åì îí, ïðåâûøàåò äâàäöàòü. Ðàññìîòðèì èõ ïî åäèíêè
ìåæäó ñîáîé. Êàæäûé èç íèõ ïðîâåë íå ìåíåå 20 òàêèõ
ïîåäèíêîâ. Êòî-òî âûèãðàë íå ìåíåå ïîëîâèíû ýòèõ ïî åäèí-
êîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íàáðàë â íèõ íå ìåíåå 10 î÷êî â. Êðîìå
òîãî, îí âûèãðàë ó ñòðàííîãî – çíà÷èò, âñåãî íàáðàë  íå ìåíåå
11 î÷êîâ. Ñòðàííûé íàáðàë áîëüøå åãî – çíà÷èò, íå ì åíåå 12
î÷êîâ. Íî ñòðàííûé âûèãðàë òîëüêî ó òåõ, êòî çàíÿë áîëåå
âûñîêîå ìåñòî íà òóðíèðå – ñëåäîâàòåëüíî, èõ íå ìåí åå 12,
è ñòðàííûé çàíÿë ìåñòî íå âûøå òðèíàäöàòîãî.

Ïîìåíÿåì òåïåðü ðåçóëüòàòû âñåõ ìàò÷åé íà ïðîòèâîïî -
ëîæíûå. Óñëîâèÿ çàäà÷è ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ, è ï î
äîêàçàííîìó ñòðàííûé áîãàòûðü çàíÿë ìåñòî íå âûøå ò ðè-
íàäöàòîãî. Ñíîâà ïîìåíÿåì ðåçóëüòàòû íà ïðîòèâîïîëî æ-
íûå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåñò èçìåíèòñÿ íà îáðàòíóþ.  Çàìå-
òèì òåïåðü, ÷òî ïðè 33 ó÷àñòíèêàõ äâàäöàòü ïåðâîå ì åñòî –
ýòî òðèíàäöàòîå ñ êîíöà.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñòðàííûå ó÷àñòíèêè
èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü À è Á – ñòðàííûå, ïðè÷åì À íàáðàë
áîëüøå î÷êîâ, ÷åì Á. Òîãäà À ïðîèãðàë Á. Î÷åâèäíî, À
ñûãðàë ñ êàêèì-òî òðåòüèì èãðîêîì (è íå ñ îäíèì) ëó ÷øå,
÷åì ñ íèì ñûãðàë Á. Íî åñëè òàêîé èãðîê Â íàáðàë ìåíüøå
î÷êîâ, ÷åì À, òî Â âûèãðàë ó À (ïî îïðåäåëåíèþ ñòðàííîãî
èãðîêà). Åñëè æå Â íàáðàë íå ìåíüøå î÷êîâ, ÷åì À, òî Â
íàáðàë áîëüøå, ÷åì Á, è òîãäà Á (êàê ñòðàííûé) âûèãðàë ó
Â. Çíà÷èò, À íè ñ êåì íå ñûãðàë ëó÷øå, ÷åì Á, â ïðîòèâîðå-
÷èè ñ ïðåäûäóùèì.

Îïðåäåëåíèå 4.  Åñëè èãðîê ïîëó÷èë ñòîëüêî æå î÷êîâ,
ñêîëüêî ñòðàííûé, íî ñàì íå ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì, òî í àçîâåì
åãî ñðåäíèì. Òåõ, êòî íàáðàë áîëüøå, áóäåì íàçûâàòü
ñèëüíûìè, à òåõ, êòî íàáðàë ìåíüøå, – ñëàáûìè.

Çàäà÷à 13. Ìîæåò ëè ñòðàííûé èãðîê ðàçäåëèòü ïåðâîå
ìåñòî? À ïîñëåäíåå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òóðíèðå øåñòü ó÷àñòíèêîâ. Ïåðâûå òðîå
ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé âíè÷üþ, ÷åòâåðòûé ñ ïÿòûì – òàê æå
âíè÷üþ, ïðè÷åì îáà ïðîèãðàëè ïåðâûì òðîèì, à øåñòîé
âûèãðàë ó ïåðâûõ òðåõ è ïðîèãðàë ÷åòâåðòîìó è ïÿòîì ó.
Òîãäà øåñòîé ðàçäåëèë ïåðâîå ìåñòî ñ ïåðâûìè òðåìÿ
èãðîêàìè è ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì.

×òîáû ïîìåñòèòü ñòðàííîãî èãðîêà íà ïîñëåäíåå ìåñòî ,
ïîìåíÿåì âñå ðåçóëüòàòû íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Çàäà÷à 14. Ìîãóò ëè íà ïåðâîì èëè ïîñëåäíåì ìåñòå
íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñòðàííûå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâîå ìåñòî ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò
ñòðàííûì è èõ ÷èñëî ðàâíî Ì. Ëþáîé èç íèõ ïðîèãðàë âñåì,
êòî íå äåëèò ïåðâîå ìåñòî, è ïîýòîìó íàáðàë íå áîëå å Ì – 1
î÷êîâ. Èãðîê, íå íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, âûèãð àë ó
âñåõ ñòðàííûõ è ïîòîìó ïîëó÷èë ðåçóëüòàò íå ìåíüøå Ì , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó. Çíà÷èò, ïåðâîå ìåñòî íå ì îæåò
ïðèíàäëåæàòü òîëüêî ñòðàííûì.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ìåñòà ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íîå.
Çàäà÷à 15. Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû âñåõ èãðîêîâ. Èçâåñò-

íî òàêæå, ÷òî íà òóðíèðå áûëè ñòðàííûå ó÷àñòíèêè.
Ñêîëüêî î÷êîâ îíè íàáðàëè?

Ðåøåíèå. Ñòðàííûé èãðîê íàáèðàåò î÷êè òîëüêî âî âñòðå-
÷àõ ñ òåìè, êòî ïîëó÷èë íå ìåíüøå î÷êîâ. Ïîýòîìó îí
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïîëó÷åííîå ñòðàííûì èãðîêîì, ìåíü -
øå ÷èñëà èãðîêîâ, íàáðàâøèõ ñòîëüêî æå èëè áîëüøå
(âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî).

Ïóñòü èãðîê À íàáðàë áîëüøå î÷êîâ, ÷åì ñòðàííûé (êîòî-
ðûé ïî îïðåäåëåíèþ âûèãðàë ó âñåõ, êòî íàáðàë áîëüø å åãî).
Òîãäà ñóììà î÷êîâ èãðîêà À çàâåäîìî áîëüøå, ÷åì ÷èñëî
èãðîêîâ, èìåþùèõ ñòîëüêî èëè áîëüøå, ÷åì îí. Êàê ñë åä-
ñòâèå, À íå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Îòâåò íà ïîñòàâ-
ëåííûé âîïðîñ òåïåðü ÿñåí: êîëè÷åñòâî î÷êîâ ñòðàííî ãî
ó÷àñòíèêà – ýòî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, êîòîðî å
ìåíüøå ÷èñëà èãðîêîâ, íàáðàâøèõ ñòîëüêî èëè áîëüøå.

Îòìåòèì, ÷òî ìû çàíîâî äîêàçàëè, ÷òî âñå ñòðàííûå è ìåþò
îäèíàêîâóþ ñóììó î÷êîâ,

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñòðàííûõ âñåãäà íå
áîëüøå [ 2N ]  – 1.

Ðåøåíèå. Âñå ñòðàííûå èãðîêè äåëÿò îäíî è òî æå ìåñòî
â òóðíèðíîé òàáëèöå. Ïóñòü ýòî ìåñòî íå ÿâëÿåòñÿ ïå ðâûì.
Òîãäà ó÷àñòíèê, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, ïðîèãð àë
âñåì ñòðàííûì. Íî îí ïðîèãðàë ìåíüøå âñòðå÷, ÷åì âû èãðàë.
Çíà÷èò, ÷èñëî ïðîèãðàííûõ èì ìàò÷åé ìåíüøå 2N  – 1 è
(êàê öåëîå) íå áîëüøå [ 2N ]  – 1, ÷òî è òðåáóåòñÿ. Åñëè æå
ñòðàííûå ó÷àñòíèêè äåëÿò ïåðâîå ìåñòî, òî àíàëîãè÷í îå
ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ïîñëåäíåìó ìåñòó.

Çàäà÷à 17. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N 4³  è ïðîèçâîëüíîãî
íàòóðàëüíîãî [ ]K N 2 1£ -  ïîñòðîéòå ïðèìåð, êîãäà ÷èñ-
ëî ñòðàííûõ ðàâíî K.

Ðåøåíèå. Ïóñòü [ ]2M N= , 1 1L M£ £ - , èãðîêè çàíó-
ìåðîâàíû îò 1 äî N è ðàçäåëåíû íà 4 ãðóïïû. Â ïåðâóþ
ãðóïïó âêëþ÷èì ó÷àñòíèêîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî L , âî âòîðóþ
– îò L + 1 äî Ì , â òðåòüþ – îò Ì  + 1 äî N  – L  è â ÷åòâåðòóþ
– îñòàëüíûõ. Ïóñòü ïðè ýòîì èãðîêè ïåðâîé ãðóïïû ïð îèã-
ðàëè âñå ìàò÷è ñî âòîðîé ãðóïïîé è âûèãðàëè ìàò÷è ñ  òðåòüåé
è ÷åòâåðòîé. ×åòâåðòàÿ ãðóïïà âûèãðàëà ó âòîðîé è ï ðîèãðà-
ëà ïåðâîé è òðåòüåé. Âñå îñòàëüíûå âñòðå÷è çàêîí÷èë èñü
âíè÷üþ. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî èãðîêè ïåðâîé ãðóï ïû
íàáðàëè ïî ( )1 2N M L- + -  î÷êîâ, ò.å. íå ìåíüøå 2N .



Èãðîêè ÷åòâåðòîé ãðóïïû ïîëó÷èëè ïî ( )1 2M L- +  î÷êîâ
– íå áîëüøå 2N  – 1. Âî âòîðîé è òðåòüåé ãðóïïàõ ðåçóëüòàò
ðàâåí ( )1 2N - . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâ-
ëÿþò ñòðàííûå, ïåðâóþ – ñèëüíûå, òðåòüþ – ñðåäíèå, à
÷åòâåðòóþ – ñëàáûå. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñòðàííûõ ðàâíî
[ ]2N L- , è çà ñ÷åò âûáîðà L åãî ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì â ïðåäåëàõ îò 1 äî [ ]2 1N - .

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîì òóðíèðå ñèëüíûå
âìåñòå ñî ñòðàííûìè ñîñòàâëÿþò ìåíüøå 2/3 îò îáùåãî
÷èñëà èãðîêîâ, è ÷òî òî æå âåðíî äëÿ ñëàáûõ âìåñòå ñî
ñòðàííûìè.  Åñëè æå íà òóðíèðå íåò ñðåäíèõ, òî ñèëüíûå
è ñëàáûå ñîñòàâëÿþò áîëåå ÷åì ïî òðåòè ó÷àñòíèêîâ
òóðíèðà, à ñòðàííûå – ìåíåå òðåòè. Áîëåå òî÷íî, åñë è N
èìååò âèä 3Ì, 3Ì + 1 èëè 3Ì + 2 (Ì íàòóðàëüíîå), òî
÷èñëî ñòðàííûõ íå ïðåâîñõîäèò, ñîîòâåòñòâåííî, Ì – 2,
Ì – 1, Ì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì «ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî» ñèëüíî-
ãî èãðîêà (ò.å. ñëîæèì î÷êè, íàáðàííûå ñèëüíûìè, è ðàçäå-
ëèì íà ÷èñëî òàêèõ ó÷àñòíèêîâ). Ýòîò óñëîâíûé èãðîê
âûèãðàë ó ñòîëüêèõ æå ñèëüíûõ, ñêîëüêèì è ïðîèãðàë.  Ïðè
ýòîì îí ïðîèãðàë âñåì ñòðàííûì. Ïîýòîìó ñóììà î÷êîâ
«ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî» ñèëüíîãî èãðîêà íå áîëüøå, ÷åì
÷èñëî ñðåäíèõ è ñëàáûõ ïëþñ ïîëîâèíà ÷èñëà ñèëüíûõ.
Àíàëîãè÷íî, ðåçóëüòàò «ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî» ñòðàí íîãî
èãðîêà íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñèëüíûõ ïëþñ ïîëîâèíà ÷ èñëà
ñòðàííûõ. Íî ýòà ñóììà ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå.  Êàê
ñëåäñòâèå, îáùåå ÷èñëî ñðåäíèõ è ñëàáûõ áîëüøå, ÷åì
ïîëîâèíà îáùåãî ÷èñëà ñèëüíûõ è ñòðàííûõ. À ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî ñèëüíûå è ñòðàííûå ñîñòàâëÿþò ìåíåå ä âóõ
òðåòåé îò âñåãî ñîñòàâà èãðîêîâ. Óòâåðæäåíèå î ÷èñëåííîñòè
ñòðàííûõ âìåñòå ñî ñëàáûìè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 19. Ïîñòðîéòå ïðèìåð (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N 5³ ),
êîãäà íà òóðíèðå åñòü ñòðàííûå, íåò ñðåäíèõ, à ÷èñë î
ñèëüíûõ, êàê è ÷èñëî ñëàáûõ, ðàâíî íàèìåíüøåìó öåëî ìó,
áîëüøåìó N/3.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà íà òðè ãðóïïû,
ïðè÷åì â ïåðâûå äâå âêëþ÷åíî ïî [ ]3 1N +  ÷åëîâåê. Ïóñòü
èãðîêè ïåðâîé ãðóïïû âûèãðàëè âñå ìàò÷è ó èãðîêîâ â òîðîé

ãðóïïû. Àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ ãðóïïà âûèãðàëà ó òðåòüå é, à
òðåòüÿ – ó ïåðâîé. Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû âñå ìàò÷è ç àêîí-
÷èëèñü âíè÷üþ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òðåòüÿ ãðóïï à
ñîñòîèò èç ñòðàííûõ, ïåðâàÿ – èç ñèëüíûõ è âòîðàÿ –  èç
ñëàáûõ.

Çàäà÷à 20. Ïóñòü â êðóãîâîì òóðíèðå âñå ó÷àñòíèêè
íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Ïîñòðîéòå ïðèìåð,
êîãäà íè÷üèõ ðîâíî äâå è èìååòñÿ ñòðàííûé èãðîê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî èãðîêîâ íå÷åòíî, îíè çàíóìåðîâà-
íû îò 1 äî 2 Ì  + 1 è ìåíüøèå íîìåðà âûèãðàëè ó áîëüøèõ ñî
ñëåäóþùèìè èñêëþ÷åíèÿìè: âíè÷üþ ñûãðàëè ïåðâûé ñ
Ì -ì è ( Ì + 2)-é ñ ïîñëåäíèì, èãðîê ñ íîìåðîì Ì + 1 âûèãðàë
ó âñåõ ïðåäûäóùèõ è ïðîèãðàë âñåì ïîñëåäóþùèì. Íåòð óä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà î÷êîâ óáûâàåò ñ ðîñòîì íîìå ðà è
( Ì + 1)-é èãðîê – ñòðàííûé.

Çàäà÷à 21. Â êðóãîâîì òóðíèðå áûëà òîëüêî îäíà íè÷üÿ.
Ëþáûå äâà ó÷àñòíèêà íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ .
Äîêàæèòå, ÷òî ñòðàííûõ èãðîêîâ íåò.

Ðåøåíèå (íàéäåíî ó÷àñòíèêàìè êîíôåðåíöèè Òóðíèðà
ãîðîäîâ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðàííûé èãðîê åñòü. Òàê  êàê
îí îäèí, òî îí íå çàíèìàåò íè ïåðâîãî, íè ïîñëåäíåã î ìåñòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èãðîê ïðîèãðàë ñòðàííîìó è, ç íà-
÷èò, íàáðàë íå áîëåå n – 2 î÷êîâ, à ïîñëåäíèé âûèãðàë ó
ñòðàííîãî è, çíà÷èò, íàáðàë íå ìåíåå îäíîãî î÷êà. Ñ  äðóãîé
ñòîðîíû, òàê êàê â òóðíèðå áûëà ðîâíî îäíà íè÷üÿ, ä âà
èãðîêà èìåþò ïîëóöåëûå êîëè÷åñòâà î÷êîâ è n – 2 èãðîêà –
öåëûå. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò èãðîêè, íàáðàâøèå 1,
2,..., ï – 2 î÷êà.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåãî èãðîêà. Òàê êàê îí âûèãðàë ó
ñòðàííîãî, îí íàáðàë ðîâíî 1 î÷êî, ò.å. ïðîèãðàë âñ åì
îñòàëüíûì. Òîãäà ïðåäïîñëåäíèé èãðîê (åñëè ýòî íå ñ òðàí-
íûé) âûèãðàë ó ñòðàííîãî è ó ïîñëåäíåãî è, çíà÷èò, ïðîèãðàë
âñåì îñòàëüíûì. Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ïîëó÷àåì,  ÷òî
íè îäèí èç ñëàáûõ èãðîêîâ íå ìîã ñûãðàòü âíè÷üþ. Àí àëîãè÷-
íî, âíè÷üþ íå ìîã ñûãðàòü íè îäèí èç ñèëüíûõ èãðîêî â.
Ïðîòèâîðå÷èå.

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)

Äâå íåçíàêîìûå ãîëîâîëîìêè
èç çíàêîìûõ äåòàëåé

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñ. îáëîæêè)

Âèíò è ãàéêà. Î÷åíü ìîæåò áûòü, ÷òî ýòà ãîëîâîëîìêà
áûëà ïðèäóìàíà ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ, ÷òî è äåòàëè , èç
êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Ìåñòî åå ðîæäåíèÿ ïîêà íå óäàë îñü
óñòàíîâèòü äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíòèíåíòà. Â Àôðèêå ,
Åâðîïå è Àçèè íàéäåíû åå âàðèàíòû, ñîñòîÿùèå èç ïàë î÷åê
ñ ïðèâÿçàííûìè ê íèì êîëå÷êàìè. Ó êîðÿêîâ, æèâóùèõ íà
ïîëóîñòðîâå Êàì÷àòêà, ýòà èãðóøêà ñ÷èòàåòñÿ íàöèîíà ëüíîé
ãîëîâîëîìêîé è èçâåñòíà ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåìåí.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåìåñòèòü îäíî èç êîë åö íà
ïåòëþ ñ äðóãèì êîëüöîì. Â êîíñòðóêöèè, ïðèâåäåííîé íà
ôîòîãðàôèè, òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü âèíò è ãàéêó.

Êàê â áîëüøèíñòâå õîðîøèõ ãîëîâîëîìîê, çàäà÷à ñíà÷à ëà
êàæåòñÿ íåðàçðåøèìîé. À ðåøàåòñÿ îíà, ìîæíî ñêàçàòü , «â
ëîá»! Íóæíî óïðÿìî ïðîäâèãàòü ãàéêó ïî âåðåâêå äî ò åõ ïîð,
ïîêà îíà íå ñîåäèíèòñÿ ñ âèíòîì. Òîëüêî íå ïûòàéòåñ ü
ïðîñóíóòü áîëüøóþ ãàéêó ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå. Âìåñ-

òî ýòîãî âûòÿãèâàéòå ÷åðåç îòâåðñòèå âåðåâî÷íûé óçåë è
ïðîäâèãàéòå âåðåâêó ïî ãàéêå, à íå íàîáîðîò.

Áîëò è øàéáà. Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ ãîëîâîëîìêà ñîçäàíà
ìîñêîâñêèì èçîáðåòàòåëåì Êèðèëëîì Ãðåáíåâûì. ×òîáû
îöåíèòü åå, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðèäóìàòü ãîë îâîëîì-
êó, âíåøíå ïðîñòóþ, íî òðóäíóþ â ðåøåíèè, ãîðàçäî ñ ëîæ-
íåå, ÷åì ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà äåòàëåé. Äàëåêî íå êàæäî-
ìó èçîáðåòàòåëþ ãîëîâîëîìîê ýòî ïîä ñèëó. Ïî ñîâîêó ïíîñòè
äîñòîèíñòâ èãðóøêó «Áîëò è øàéáà» ìîæíî íàçâàòü ëó÷ øåé
ãîëîâîëîìêîé 2006 ãîäà, ïðè÷åì íå òîëüêî â Ðîññèè. Îíà
îêàçàëàñü ñàìîé ïîïóëÿðíîé íà åæåãîäíîé îêòÿáðüñêîé
âñòðå÷å ãîëëàíäñêîãî êëóáà «NKC», îáúåäèíÿþùåãî áîë åå
400 ëþáèòåëåé ãîëîâîëîìîê èç 38 ñòðàí.

Çàäà÷à ãîëîâîëîìêè î÷åâèäíà – íóæíî ñíÿòü øàéáó ñ
áîëòà. ×òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæíûì, íåîáõîäèìî îòöåïè òü îò
øàéáû óäåðæèâàþùèé åå øíóðîê. Ïåòëþ, êîòîðàÿ îõâàòû -
âàåò øàéáó, ìîæíî äâèãàòü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ, íî ë èøü
îäíî íàïðàâëåíèå ïðèâîäèò ê öåëè. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî
ýòîé ïîäñêàçêè âàì îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî.

Æåëàþ óñïåõîâ!
À.Êàëèíèí
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Íåñêîëüêî
çàäà÷ íà çàêîí

ñîõðàíåíèÿ
ìåõàíè÷åñêîé

ýíåðãèè
À.×ÅÐÍÎÓÖÀÍ

Â ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÛ ÇÀÄÀ×È, ÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÅÄ-
ëàãàëèñü â ïîñëåäíèå ãîäû íà ïèñüìåííûõ âñòóïèòåëü-

íûõ ýêçàìåíàõ ïî ôèçèêå â ÐÃÓ íåôòè è ãàçà èì. È.Ì. Ãóá-
êèíà. Ýòè çàäà÷è áûëè îòîáðàíû ïî ñëåäóþùèì êðèòåðè ÿì.
Âî-ïåðâûõ, ïðè èõ ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ ïîäõîäû è ìå òî-
äû, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ òðåáóåò õîðîøåãî ïîíèìàíèÿ ô èçè-
÷åñêîé ñóùíîñòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñë îæíûì
äëÿ ìíîãèõ àáèòóðèåíòîâ. Âî-âòîðûõ, ïðåèìóùåñòâî îò äàâà-
ëîñü çàäà÷àì, ñîäåðæàùèì êðàñèâóþ ôèçè÷åñêóþ «èçþìè í-
êó» èëè ïîäâîõ, ÷òî âûäåëÿåò èõ â ðÿäó àíàëîãè÷íûõ çàäà÷.
Â òî æå âðåìÿ, óðîâåíü ñëîæíîñòè ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷
âïîëíå «àáèòóðèåíòñêèé» (õîòÿ è èç âåðõíåãî ýøåëîíà ), îíè
íå ïðåòåíäóþò íà âûñîêîå çâàíèå «îëèìïèàäíûõ».

Íàäååìñÿ, ÷òî ýòà ñòàòüÿ ïîçâîëèò âàì ãëóáæå ïîçíàê î-
ìèòüñÿ ñ òàêîé âàæíîé è íåòðèâèàëüíîé òåìîé, êàê çà êîí
ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Â ïåðâîé ãðóïïå èç ÷åòûðåõ çàäà÷ âíèìàíèå êîíöåíòðè ðó-
åòñÿ íà àíàëèçå âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷-
íûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó èñõîäíûìè äàííûìè. Íåóìåíèå
óâèäåòü ñêðûòûå â óñëîâèè çàäà÷è âîçìîæíîñòè ìîæåò
ïðèâåñòè ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì.

Çàäà÷à 1.  Ãðóç ìàññîé m = 1,6 êã ïîäâåøåí ê ïîòîëêó
íà óïðóãîì ðåçèíîâîì øíóðå æåñòêîñòüþ k = 250 Í/ì.
Ãðóçó ðåçêèì òîë÷êîì ñîîáùàþò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v =
= 1 ì/ñ, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ. Íà êàêóþ
ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ( îòñ÷èòûâàÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè )
ïîäíèìåòñÿ ãðóç?

Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùàÿñÿ îøèáêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
àáèòóðèåíòû íå îáðàùàþò âíèìàíèÿ íà ñëîâà ïðî ðåçèí îâûé

øíóð è ðåøàþò çàäà÷ó òàê, êàê áóäòî ãðóç âèñèò íà ï ðóæèíå.
Îäíàêî øíóð, â îòëè÷èå îò ïðóæèíû, ðàáîòàåò òîëüêî íà
ðàñòÿæåíèå. Åñëè øíóð íå ðàñòÿãèâàòü, à «ñæèìàòü» ( ñáëè-
æàòü åãî êîíöû), òî îí òåðÿåò ôîðìó, èçãèáàåòñÿ, íå  îêàçû-
âàÿ íèêàêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äàâàéòå è ìû íà÷íåì ðåøåíèå ñî ñëó÷àÿ ãðóçà íà ïðóæ èíå
è ïîñìîòðèì, íå äàñò ëè íàì ñàì îòâåò (êàê ýòî ÷àñò î áûâàåò)
êàêóþ-íèáóäü ïîäñêàçêó, «ñèãíàë» î òîì, ÷òî ÷òî-òî íå â
ïîðÿäêå. Çàîäíî ïîãîâîðèì î âàæíîì ìåòîäè÷åñêîì ïðè åìå,
ïîìîãàþùåì ñóùåñòâåííî óïðîùàòü ðåøåíèå çàäà÷ ñ âåð òè-
êàëüíûìè ïðóæèíàìè.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, îòñ÷èòûâà ÿ
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òÿãîòåíèÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæ åíèÿ
ãðóçà (ðèñ.1):

( )22 2
00 0 .

2 2 2

k x hkx mv
mgh

-
+ = +

Çäåñü h – èñêîìàÿ âûñîòà, à 0x  – íà÷àëüíîå ðàñòÿæåíèå
ïðóæèíû (øíóðà), êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíî âå-
ñèÿ âèñÿùåãî ãðóçà:

0 0kx mg- = .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïîäñ òàâëÿÿ
0x , ïðèõîäèì ê ñîâñåì êîðîòêîìó óðàâíåíèþ

2 2
0

2 2
mv kh

= .

Çàìåòèì, ÷òî óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g âîîáùå íå âîøëî
â êîíå÷íîå óðàâíåíèå, êàê áóäòî ïîëå òÿæåñòè îòñóòñ òâóåò.
Â ÷åì ïðè÷èíà? Çäåñü ïðîÿâèëîñü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ãðóçà
íà ïðóæèíå: åñëè îòñ÷èòûâàòü îáùóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýí åð-
ãèþ äëÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû òÿæåñòè è ñèëû óïðóãî ñòè
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî îíà ïðèíèìàåò âèä 2

ï 2E ky= ,
ãäå 0y x x= -  – ñìåùåíèå èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðà âíà
íóëþ, à ïðè ñìåùåíèè ãðóçà íà y âîçíèêàåò ñèëà yF ky= - ,
ðàâíàÿ èçìåíåíèþ ñèëû óïðóãîñòè (ñèëà òÿæåñòè íå ìå íÿåò-
ñÿ). Ïîñêîëüêó ñàìà ðàâíîäåéñòâóþùàÿ òàêàÿ æå, êàê ñèëà
óïðóãîñòè, òî è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ íåå òàêàÿ  æå, êàê
äëÿ ÷èñòîé ñèëû óïðóãîñòè. Ýòî ñâîéñòâî ÷àñòî èñïîë üçóåòñÿ
ìîë÷à, áåç âñÿêèõ ïîÿñíåíèé, íàïðèìåð – ïðè ðàññìîò ðåíèè
âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ãðóçà íà ïðóæèíå.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå äàííûå â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,
íàõîäèì èñêîìóþ âûñîòó:

0 80 ìì
m

h v
k

= = .

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ñî øíóðîì. Êàçàëîñü áû, ïîëó÷åííû é
îòâåò êàê â îáùåì âèäå, òàê è â ÷èñëîâîì âûðàæåíèè íè÷åì
íå ïîìîãàåò íàì çàìåòèòü äîïóùåííóþ îøèáêó. Îäíàêî
áóäåì âíèìàòåëüíû è, çàïîäîçðèâ ïîäâîõ, ïðîâåðèì, î ñòàåò-
ñÿ ëè øíóð â ðàñòÿíóòîì  ñîñòîÿíèè äî ñàìîãî âåðõíåãî
ïîëîæåíèÿ ãðóçà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì íà÷àëüíîå ðàñòÿ æå-
íèå øíóðà 0x  è ñðàâíèì åãî ñ h:

0 64 ìì 80 ìì
mg

x h
k

= = < = .

Âèäèì, ÷òî ãðóç ïðè ïîäúåìå ïðîõîäèò òî÷êó, ïîñëå ê îòîðîé
øíóð òåðÿåò ñâîè óïðóãèå êà÷åñòâà, èçãèáàåòñÿ, è ñèëà
óïðóãîñòè èñ÷åçàåò. Óñëîâèå èñ÷åçíîâåíèÿ ñèëû óïðóã îñòè
èìååò âèä

0
m mg

v
k k

> , èëè 0
m

v g
k

> .

Â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷ó íàäî ðåøàòü çàíîâî.Ðèñ. 1



Óïðîùàþùèé ïîäõîä ñ îáúåäèíåíèåì ñèëû òÿæåñòè è
ñèëû óïðóãîñòè áîëüøå íå äåéñòâóåò (íà íåêîòîðîì ýò àïå
äâèæåíèÿ ñèëà óïðóãîñòè èñ÷åçàåò), è çàêîí ñîõðàíåí èÿ
ýíåðãèè íàäî çàïèñàòü òàê:

2 2
0 0

2 2
mv kx

mgh+ = ,

îòêóäà (ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 0x mg k= ) ïîëó÷èì îêîí÷àòåëü-
íûé îòâåò:

2
0 82 ìì

2 2
v mg

h
g k

= + = .

Çàäà÷à 2.  Ãðóç ïîäâåøåí ê ïîòîëêó íà óïðóãîì ðåçèíîâîì
øíóðå. Íà ãðóç äâàæäû ïîäåéñòâîâàëè ïîñòîÿííîé ñèëî é,
íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî ââåðõ è ðàâíîé â ïåðâîì ñë ó÷àå

1F = 3mg 4 , à âî âòîðîì ñëó÷àå  2F mg 4= . Âî ñêîëüêî ðàç
ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà ãðóçà (îòñ÷èòàííàÿ îò
íà÷àëüíîé òî÷êè) â ïåðâîì ñëó÷àå áîëüøå, ÷åì âî âòî ðîì?

Ðåøèì çàäà÷ó ñíà÷àëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèëà óïðó ãî-
ñòè äåéñòâóåò âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ, ò.å. êàê áû ìûñëå ííî
çàìåíèì øíóð ïðóæèíîé. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ (òî ÷-
íåå – èçìåíåíèÿ) ýíåðãèè, èñïîëüçóÿ ñîêðàùåííóþ çàï èñü
äëÿ ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû(ñì. çàäà÷ó  1):

2

0
2

kh
Fh = - ,

îòêóäà íàéäåì èñêîìóþ âûñîòó:

2F
h

k
= .

Â ðàìêàõ ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîøåíèå âûñîò â
îáñóæäàåìûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàâíÿëîñü áû îòíîøåíèþ âíå ø-
íèõ ñèë:

1 1

2 2

3
h F
h F

= = .

Îäíàêî, íàó÷åííûå ãîðüêèì îïûòîì, ìû äîëæíû ïðîâå-
ðèòü, îñòàåòñÿ ëè øíóð ðàñòÿíóòûì äî äîñòèæåíèÿ ãðó çîì
ìàêñèìàëüíîé âûñîòû. Äëÿ ýòîãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ó ñëî-
âèå 0h x< , ò.å.

2F mg
k k

< , èëè 
2

mg
F < .

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ, ïîýòîìó

2
2

2F
h

k
= .

Äëÿ ïåðâîãî æå ñëó÷àÿ
(ðèñ.2) çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè íàäî íàïèñàòü
çàíîâî (ïîñêîëüêó ñèëà
óïðóãîñòè íà âåðõíåì ó÷à-
ñòêå äâèæåíèÿ íå äåéñòâó-
åò, ïîòåíöèàëüíûå ýíåð-
ãèè ñèëû òÿæåñòè è ñèëû
óïðóãîñòè íàäî ïèñàòü
ðàçäåëüíî):

2
0

1 1 1 2
kx

Fh mgh= - .

Ïîäñòàâëÿÿ 0x mg k= , ïîëó÷èì

( )
( )

2

1
12

mg
h

k mg F
=

-
.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî

( )
( )

2
1

2 2 1

4.
4

mgh
h F mg F

= =
-

Çàäà÷à 3.  Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíîé l = 2 ì, äâèãàÿñü
âäîëü ñâîåé äëèíû ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõí îñòè,
íà÷èíàåò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó, çà êîòîðîé ïîâåðõíîñòü
ñòàíîâèòñÿ øåðîõîâàòîé ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ m =
= 0,2. Êàêîå ðàññòîÿíèå s ïðîåäåò ñòåðæåíü ñ ýòîãî ì îìåí-
òà äî îñòàíîâêè, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü 0v =  3 ì/ñ?

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (òåîðåìó î êèíåòè÷ åñ-
êîé ýíåðãèè) â âèäå

2
0

òð 0
2

mv
A = - .

Âû÷èñëèì ðàáîòó ñèëû òðåíèÿ òðA  â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ñèëà òðåíèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âñå âðåìÿ âîçðàñòàå ò, ò.å.
÷òî ñòåðæåíü îñòàíîâèò-
ñÿ äî òîãî, êàê öåëèêîì
ïåðåñå÷åò ãðàíèöó. Â òîò
ìîìåíò, êîãäà ñòåðæåíü
ïðîåõàë ðàññòîÿíèå x
(ðèñ.3), ñèëà òðåíèÿ,
äåéñòâóþùàÿ íà êóñîê ñòåðæíÿ äëèíîé x l< , ðàâíà

òð
x

F mg
l

m= .

Ïîñêîëüêó ñèëà òðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ô óí-
êöèþ ïðîéäåííîãî ðàññòîÿíèÿ, åå ðàáîòó ìîæíî âû÷èñë èòü
ïî ôîðìóëå

2
òð1 òð2

òð

0

2 2 2

s
mgF F mgslA s s

l

m m++
= - = - = - .

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïî ëó-
÷àåì

2 2
0

2 2
mgs mv

l
m

- = - ,

îòêóäà

0 3
l

s v
gm

= = ì.

Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå àáèòóðèåíòû íà ýòîì çàêàí÷èâàþò
ðåøåíèå çàäà÷è, íå çàìåòèâ, ÷òî ïîëó÷åííûé îòâåò íå  èìååò
ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå ïîëó÷èëîñü áîëü-
øå äëèíû ñòåðæíÿ, à ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ âû÷èñëÿëàñü â
ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäïîëîæåíèè. Ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå
äëÿ ðàáîòû ñèëû òðåíèÿ â ñëó÷àå s > l  èìååò âèä

( )òð
0

2
mg

A l mg s l
m

m
+

= - - - .

Òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì
2
0 3,25 ì

2 2
l v

s
gm

= + = .

Êîíå÷íî, ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó. Åñëè ñðàçó óâè -
äåòü, ÷òî âîçìîæíû ðàçíûå ñëó÷àè, òî íà÷àòü ðåøåíèå  ìîæíî
ñ âûÿñíåíèÿ òîãî, êàêîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ. Íàïðèìå ð,
íàéòè ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü 1v , ïðè êîòîðîé ñòåðæåíü
ïîëíîñòüþ çàåäåò íà øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü:

2
1 0

0
2 2

mv mg
l

m+
- = - , 

îòêóäà

1 2 ì ñv glm= = .

Ïîñêîëüêó 0 1v v> , òî ÿñíî, ÷òî çàäíèé êîíåö ñòåðæíÿ
îáÿçàòåëüíî ïåðåñå÷åò ãðàíèöó.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 142
Çàäà÷à 4.  Â øàð ìàññîé 2m =  480 ã  ïîïàäàåò ïóëÿ

ìàññîé 1m =  20 ã, ëåòÿùàÿ ñî ñêîðîñòüþ 1v =  100 ì/ñ ïî
ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð øàðà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñèë à
ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ïóëè â ìàòåðèàëå øàðà ïîñòîÿ í-
íà è ðàâíà cF =  1650 Í, íàéäèòå êîíå÷íóþ ñêîðîñòü øàðà.
Äèàìåòð øàðà d = 5 ñì.

Çàïèøåì äëÿ äàííîãî óäàðà çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñ à
è ýíåðãèè, ñ ó÷åòîì ïåðåõîäà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â î
âíóòðåííþþ çà ñ÷åò ðàáîòû ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ:

1 1 1 1 2 2,m v m u m u= +

2 2 2
1 1 1 1 2 2

2 2 2
m v m u m v

Q= + + ,

cQ F d= .

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ïóëè

2
1 1 2

1

m
u v u

m
= - ,

ïîëó÷èì äëÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè øàðà 2u  êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå

22 c
2 1 2

1 2

2
1 2 0

m F d
u v u

m m

æ ö
+ - + =ç ÷è ø

.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

( ) ( )2
1 1 c 1 2 1 2

2
2 1

2

1

v v F d m m m m
u

m m

± - +
=

+

äàåò äâà ïîëîæèòåëüíûõ îòâåòà: 2,5 ì/ñ è 5,5 ì/ñ. Ê àêîé
èç íèõ âûáðàòü?

Ìíîãèå øêîëüíèêè ïðèâûêëè, ÷òî îäèí èç îòâåòîâ îáû÷ íî
ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, è çàðàíåå îòáðàñûâàþò ðåø åíèå
ñ ìèíóñîì ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåì. Äðóãèå íå çíàþò,  ÷òî
äåëàòü ñ äâóìÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè, è âûáèðàþò
íàèáîëüøèé (è ïîëó÷àþò íåâåðíûé îòâåò!). Íà ñàìîì ä åëå,
íàäî âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ïóëè â êàæäîì èç ñëó÷àåâ (è ñïîëü-
çóÿ íàïèñàííóþ âûøå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ 1u  ÷åðåç 2u ):

( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 c 1 2 1 22

1 1 2
1 2 1

2
1

v m m v F d m m m mm
u v u

m m m
- +

= - =
+

m
.

Âèäíî, ÷òî åñëè âûáðàòü âåðõíèå çíàêè â ôîðìóëàõ äë ÿ 2u
è 1u  (ïëþñ äëÿ øàðà è ìèíóñ äëÿ ïóëè), òî ñêîðîñòü ïóëè
ïîëó÷èòñÿ ìåíüøå , ÷åì ñêîðîñòü øàðà: 1 2u u<  (â äàííîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå 1u  îòðèöàòåëüíà è ðàâíà 1 32 ì ñu = - ).
Çíà÷èò, ïóëÿ â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ñ òîé æå ñòî ðîíû îò
øàðà, ñ êîòîðîé îíà ïîäëåòàëà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îò ñêîêó
ïóëè ïðè óäàðå íàçàä ñ ïîòåðåé ýíåðãèè Q (ñì. äàëåå
óïðàæíåíèå 4). Íàîáîðîò, åñëè âçÿòü íèæíèå çíàêè (ì èíóñ
äëÿ øàðà è ïëþñ äëÿ ïóëè), òî ñêîðîñòü ïóëè îêàçûâà åòñÿ
áîëüøå , ÷åì ñêîðîñòü øàðà (â äàííîì ñëó÷àå 1 40 ì ñu = ),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ïóëÿ ïðîáèâàåò øà ð
íàñêâîçü è âûëåòàåò ñ äðóãîé ñòîðîíû. Çíà÷èò, ïðàâè ëüíûé
îòâåò äëÿ ñêîðîñòè øàðà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåìó  êîðíþ:

2 2,5 ì ñu = .

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å óïîð äåëàåòñÿ íà âûáîð ïðàâèëüíî ãî
óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùåãî êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Çàäà÷à 5.  Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæàò
äâà áðóñêà ìàññàìè 1m =  400 ã è 2m =  100 ã, ñîåäèíåííûå

íåäåôîðìèðîâàí í îé
ïðóæèíîé. Ïåðâîìó
áðóñêó ñîîáùàþò ñêî-
ðîñòü 1v =  10 ì/ñ â
íàïðàâëåíèè âòîðîãî

áðóñêà. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü ýòîãî áðóñêà â
ïðîöåññå äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ.

Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè ñèñòåì û
(ðèñ.4):

1 1 1 1 2 2,m v m u m u= +  
2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 ,
2 2 2 2

m v m u m u kx
= + +

ãäå õ – äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû. Ãëàâíîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
– ïîíÿòü, ÷åì èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò, êîãäà ñêîðîñ òü
áðóñêà ìàññîé 1m  ìèíèìàëüíà, îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ îñòàëü-
íûõ ìîìåíòîâ äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü ä åé-
ñòâóþùèå íà ïåðâûé áðóñîê ñèëû.

Êàê òîëüêî áðóñîê ìàññîé 1m  ïðèäåò â äâèæåíèå, ïðóæèíà
íà÷íåò ñæèìàòüñÿ, è íà íåãî áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà óïðóãî-
ñòè, íàïðàâëåííàÿ íàâñòðå÷ó äâèæåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñêîðîñòü ýòîãî áðóñêà íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ, ò.å. ÷ òî 1u  âñå
âðåìÿ ïîëîæèòåëüíà (ïîçæå íàì ïðèäåòñÿ ïðîâåðèòü ýò î
ïðåäïîëîæåíèå). Òîãäà ñêîðîñòü 1u  áóäåò óìåíüøàòüñÿ ïî
ìîäóëþ äî òåõ ïîð, ïîêà íà áðóñîê äåéñòâóåò ñæàòàÿ ïðóæè-
íà. Êîãäà ïðóæèíà ïåðåéäåò â ðàñòÿíóòîå ñîñòîÿíèå, ñèëà
óïðóãîñòè áóäåò íàïðàâëåíà ïî äâèæåíèþ, è ñêîðîñòü áðóñêà
íà÷íåò âîçðàñòàòü. Ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâó åò
òîìó ìîìåíòó, êîãäà ïðóæèíà ñíîâà (êàê äî íà÷àëà äâ èæå-
íèÿ) ïðèäåò â íåäåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ò.å. êîã äà x =
= 0. Â ýòîò æå ìîìåíò ñêîðîñòü âòîðîãî áðóñêà áóäåò
ìàêñèìàëüíîé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ýòîò ìîìåíò

1 1 1 1 2 2,m v m u m u= +  
2 2 2

1 1 1 1 2 2

2 2 2
m v m u m u

= +

ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ öåíòðàëüíîãî óïð óãîãî
óäàðà (ò.å. ïðóæèíà êàê áû îñóùåñòâëÿåò ðàñòÿíóòûé ïî
âðåìåíè óïðóãèé óäàð). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è õîðîøî è çâåñ-
òíî, ìû ïðèâåäåì åãî áåç âûâîäà:

1 2
1 1

1 2

6 ì ñ,
m m

u v
m m

-
= =

+  1
2 1

1 2

2
16 ì ñ

m
u v

m m
= =

+
.

Åñëè ñêîðîñòü 2u  âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ïîëó÷åí ïðà-
âèëüíûé îòâåò äëÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè âòîðîãî áðó ñêà
ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìàññ, òî ñêîðîñòü 1u  îñòàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé òîëüêî ïðè óñëîâèè 1 2m m³ . Åñëè 1 2m m< ,
òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñêîðîñòü ïåðâîãî áðóñêà ìåíÿ åò
çíàê, è îòâåò äëÿ ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè òàêîé: 1 0u = .

Îòìåòèì èíòåðåñíîå îòëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò öåíòðàëüí îãî
óïðóãîãî óäàðà, íàïðèìåð, äâóõ øàðîâ. Øàðû ïîñëå óä àðà
ïåðåñòàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü è ðàçëåòàþòñÿ. Â íàøåì æå
ñëó÷àå ïðóæèíà, ñîåäèíÿþùàÿ áðóñêè, ïîñëå ðàññìîòðå ííî-
ãî ìîìåíòà ðàñòÿãèâàåòñÿ, ïåðâûé áðóñîê íà÷èíàåò òî ðìî-
çèòüñÿ, âòîðîé – ðàçãîíÿòüñÿ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ  ñêî-
ðîñòü ïåðâîãî áðóñêà äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åí èÿ 1u¢,
à ñêîðîñòü âòîðîãî – ìèíèìàëüíîãî 2u¢. Ïðóæèíà â ýòîò
ìîìåíò îïÿòü íå äåôîðìèðîâàíà, ò.å. ýòè ñêîðîñòè ïî ä÷èíÿ-
þòñÿ òîé æå ñàìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ñêîð îñòè
äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò íàéäåííûõ, îíè ïðåäñòàâëÿþò ñî áîé
âòîðîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, êîòîðîå â çàäà÷å î öåí òðàëü-
íîì óïðóãîì óäàðå îòáðàñûâàþò: 1 1u v=¢ , 2 0u =¢ .

Ïîñëåäíèå äâå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì ïî îêðóæíî -
ñòè. Ïåðâàÿ èç íèõ èëëþñòðèðóåò, êàê ìîæíî îïèñàòü
äâèæåíèå ìîäåëüíîãî òâåðäîãî òåëà, ñîñòîÿùåãî èç òî ÷å÷íûõ
ìàññ, çàêðåïëåííûõ íà íåâåñîìîì ñòåðæíå. Âòîðàÿ ïîê àçû-
âàåò, êàê èñïîëüçîâàòü äâèæóùèåñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà â  çàäà-
÷àõ íà çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè .

Çàäà÷à 6.  Íåâåñîìûé ñòåðæåíü, íà êîíöàõ êîòîðîãî
çàêðåïëåíû äâà ãðóçà ìàññîé m = 0,5 êã êàæäûé, ìîæå ò
ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Îñü ä åëèòÐèñ. 4



ñòåðæåíü â îòíîøå-
íèè 1:3. Ñòåðæåíü
ïðèâîäÿò â ãîðèçîí-
òàëüíîå ïîëîæåíèå
è îòïóñêàþò. Ñ êà-
êîé ñèëîé îí äåé-
ñòâóåò íà îñü â âåð-
òèêàëüíîì ïîëîæå-
íèè?

Åñëè â âåðòèêàëü-
íîì ïîëîæåíèè ñèëà
íàòÿæåíèÿ íèæíåé
÷àñòè ñòåðæíÿ 1T , à

âåðõíåé 2T , òî äåéñòâóþùàÿ íà îñü ñèëà ðàâíà (ðèñ.5)

1 2F T T= - .

Ñèëû íàòÿæåíèÿ ñòåðæíåé íàéäåì èç âûðàæåíèé âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ãðóçîâ:

2
1

2
2

0,75 ,

0,25 ,

T mg m l

T mg m l

w

w

- = ×

+ = ×
ãäå l  – äëèíà ñòåðæíÿ. Îòìåòèì, ÷òî íàïèñàííûå ôîðìóëû
ãîäÿòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðõíÿÿ ÷àñòü ñòåðæíÿ  íàõîäèò-
ñÿ â ñæàòîì ñîñòîÿíèè ( 2 0T < ). Óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
w  íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû (óðîâå íü
îòñ÷åòà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðèìåì â òî÷êå ïîäâåñ à):

0 0,25 0,75mg l mg l= × - × +
( ) ( )2 20,25 0,75

,
2 2

m l m lw w
+

îòêóäà
2 1,6

g
l

w = .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
2

1 2 2 0,5 2,8 14 HF T T mg m l mgw= - = + = = .

Çàäà÷à 7.  Äåìîíñòðàöèîííàÿ óñòàíîâêà ñîñòîèò èç íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè, ïëàâíî ïåðåõîäÿùåé â «ìåðòâóþ ïå ò-

ëþ» ðàäèóñîì R (ðèñ.6).
Óñòàíîâêà çàêðåïëåíà íà
òåëåæêå, ñòîÿùåé íà ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Ãðóç ìàññîé 1m =  0,2 êã
ñúåçæàåò ñ âûñîòû h = 3R,
îòñ÷èòàííîé îò íèæíåé
òî÷êè ïåòëè. ×åìó ðàâíà
ñèëà äàâëåíèÿ ãðóçà íà ïî-
âåðõíîñòü â âåðõíåé òî÷êå
ïåòëè? Òðåíèåì ïðåíåá-

ðå÷ü. Ìàññà óñòàíîâêè âìåñòå ñ òåëåæêîé 2m  â 4 ðàçà
áîëüøå ìàññû ãðóçà .

×òîáû íàéòè ñèëó äàâëåíèÿ (òî÷íåå, íîðìàëüíóþ ñèëó
ðåàêöèè N), íàäî çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ
âåðõíåé òî÷êè ïåòëè. Íî òóò âîçíèêàåò ïðîáëåìà: â ñ èñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ çåìëåé, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ãð óçà
îòëè÷íà îò îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó òåëåæêà ñ óñòàíîâê îé
äâèæóòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðà äèóñ
êðèâèçíû òðàåêòîðèè ãðóçà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò R. Âûõîä
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëåæêîé, ãäå äâèæåíèå  ïðîèñ-
õîäèò ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Îäíàêî åñòü âîçðàæåíèå:
òåëåæêà ïîä äåéñòâèåì ñèëû äàâëåíèÿ ãðóçà äâèæåòñÿ ñ
óñêîðåíèåì, à çíà÷èò, ñâÿçàííàÿ ñ íåé ñèñòåìà îòñ÷å òà íå
ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëüíîé. Ýòî âîçðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ä ëÿ
âñåõ ìîìåíòîâ äâèæåíèÿ, êðîìå òåõ, êîãäà ãðóç ïðîõî äèò
íèæíþþ è âåðõíþþ òî÷êè ïåòëè. Â ýòè ìîìåíòû ñèëà
äàâëåíèÿ íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî è óñêîðåíèå òåëåæêè

ðàâíî íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëû èíåðöèè, êîòîðûå äå éñòâó-
þò âñå îñòàëüíîå âðåìÿ, îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ âåðõíåé òî÷êè ïåòë è:
2

1 îòí
1

m v
m g N

R
+ = .

Çäåñü îòív  – ñêîðîñòü ãðóçà îòíîñèòåëüíî òåëåæêè, ðàâíàÿ

îòí 1 2v v v= - ,

ãäå 1v  è 2v  – ïðîåêöèè ñêîðîñòåé ãðóçà è òåëåæêè íà
ãîðèçîíòàëüíóþ îñü. Ýòè ñêîðîñòè ìû íàéäåì èç çàêîí îâ
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè:

1 1 2 20 ,m v m v= +  
2 2

1 1 2 2
1 1 2 ,

2 2
m v m v

m gh m g R= + + ×

îòêóäà

( )2 2
1

1 2

2 8
2

5
m

v g h R gR
m m

= - =
+ ,

è
1 1 2

îòí 1 2 1 1 1 1
2 2

5
4

m m m
v v v v v v v

m m
+

= - = + = = .

Ïîäñòàâëÿÿ îòív  âî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïîëó÷èì
2 2

1 îòí 1 1
1 1 1

25 3
3 H

16 2 2
m v m v

N m g m g m g
R

= - = - = = .

Óïðàæíåíèÿ
1. Ãðóç ìàññîé 5 êã ïîäâåøåí ê ïîòîëêó íà óïðóãîì ðåç èíî-

âîì øíóðå æåñòêîñòüþ 500 Í/ì. Ãðóçó äâàæäû ñîîáùàþò
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ.  Â ïåð-
âîì ñëó÷àå ýòà ñêîðîñòü ðàâíà 0,5 ì/ñ, âî âòîðîì – 2 ì/ñ. Âî
ñêîëüêî ðàç ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà ãðóçà (îòñ÷ èòàííàÿ
îò íà÷àëüíîé òî÷êè) âî âòîðîì ñëó÷àå áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì?

2. Ãðóç ìàññîé 2 êã ïîäâåøåí ê ïîòîëêó íà óïðóãîì ðåç èíî-
âîì øíóðå. Íà ãðóç äâàæäû ïîäåéñòâîâàëè ïîñòîÿííîé ñèëîé
15 Í, íàïðàâëåííîé â ïåðâîì ñëó÷àå âåðòèêàëüíî ââåð õ, à âî
âòîðîì ñëó÷àå – âåðòèêàëüíî âíèç. Íà ñêîëüêî ïðîöåí òîâ
ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ãðóçîì äî îñòàíîâêè, âî âòîð îì ñëó÷àå
ìåíüøå, ÷åì â ïåðâîì?

3. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíîé 2 ì, äâèãàÿñü âäîëü ñâî åé
äëèíû ïî øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íà ÷èíàåò
ïåðåñåêàòü ãðàíèöó, çà êîòîðîé ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèò ñÿ ãëàä-
êîé. Ñêîðîñòü ñòåðæíÿ â ýòîò ìîìåíò ðàâíà 1,6 ì/ñ. Êàêîå
ðàññòîÿíèå (â ñì) ïðîåäåò ñòåðæåíü îò ýòîãî ìîìåíòà  äî
îñòàíîâêè, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ î øåðîõîâàòóþ ïî âåðõ-
íîñòü ðàâåí 0,2?

4. Â øàð ìàññîé 480 ã  ïîïàäàåò ïóëÿ ìàññîé 20 ã, ëåò ÿùàÿ
ñî ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ ïî ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåí òð øàðà.
Ïîñëå óäàðà ïóëÿ îòñêàêèâàåò íàçàä, ïðè ýòîì ïðè óä àðå
âûäåëÿåòñÿ 90 Äæ òåïëà. Íàéäèòå êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ø àðà.

5. Íåâåñîìûé ñòåðæåíü, íà êîíöå êîòîðîãî çàêðåïëåí ãð óç
ìàññîé 3 êã, à â ñåðåäèíå – ãðóç ìàññîé 4 êã, ìîæåò  ñâîáîäíî
âðàùàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åð åç åãî
ñâîáîäíûé êîíåö. Ñòåðæåíü ïðèâîäÿò â âåðõíåå ïîëîæå íèå è
îòïóñêàþò. Ñ êàêîé ñèëîé îí áóäåò äåéñòâîâàòü íà îñ ü â ìîìåíò
ïðîõîæäåíèÿ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ?

6. Äâà áðóñêà ìàññàìè 0,5 êã è 1 êã, ëåæàùèå íà ãëàäê îì
ïîëó, ñîåäèíåíû ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ 900 Í/ì. Âíà÷àë å
ïåðâûé áðóñîê óïèðàåòñÿ â ñòåíó, ïðóæèíà íå äåôîðìè ðîâàíà è
ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåíå. Âòîðîé áðóñîê ïå ðåìåùà-
þò íà 10 ñì â ñòîðîíó ïåðâîãî è îòïóñêàþò. Íàéäèòå ìàêñèìàëü-
íóþ ñêîðîñòü ïåðâîãî áðóñêà â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ.

7. Áðóñîê ñòîèò íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà
áðóñêå çàêðåïëåí øòàòèâ, ê êîòîðîìó íà ëåãêîé íèòè ïîäâåøåí
ãðóç ìàññîé 0,1 êã. Ìàññà áðóñêà âìåñòå ñî øòàòèâîì  ðàâíà
ìàññå ãðóçà. Âíà÷àëå íèòü ñ ãðóçîì óäåðæèâàþò â ãîð èçîíòàëü-
íîì ïîëîæåíèè, çàòåì îòïóñêàþò. Íàéäèòå ñèëó íàòÿæå íèÿ íèòè
â ìîìåíò, êîãäà ãðóç íàõîäèòñÿ â íèæíåé òî÷êå.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

(îëèìïèàäà «Ëîìîíîñîâ»-2006)  1

1. Âû÷èñëèòå

4 2

40

log log 16K14243 .

2. ×òî áîëüøå: tg
11
6
pæ ö

è ø èëè ìåíüøèé êîðåíü êâàäðàòíîãî

òðåõ÷ëåíà 211 17 13x x- - ?
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2 2 4
cos cos cos 0

3 3
x x x x

p pæ ö æ ö+ + + + + =ç ÷ ç ÷è ø è ø .

4. Òî÷êè À, Â è Ñ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îòðåçîê ÀÂ
ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì ïåðâîé îêðóæíîñòè, à îòðåçîê ÂÑ –
äèàìåòðîì âòîðîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åð åç
òî÷êó À, ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå D è êàñàåòñÿ
âòîðîé îêðóæíîñòè â òî÷êå Å. Èçâåñòíî, ÷òî BD  = 9, ÂÅ =
= 12. Íàéäèòå ðàäèóñû îêðóæíîñòåé.

5. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â â 8:00 âûåõàë âåëîñèïåäèñò, à
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ èç Â â À âûøåë ïåøåõîä. Âåëîñèïå-
äèñò ïðèáûë â Â ÷åðåç 6 ÷àñîâ ïîñëå âûõîäà îòòóäà ïåøåõîäà.
Ïåøåõîä ïðèøåë â À â 17:00 òîãî æå äíÿ. Ñêîðîñòè âåëîñè-
ïåäèñòà è ïåøåõîäà ïîñòîÿííû. Êàêóþ äîëþ ïóòè èç À â Â
ïðîåõàë âåëîñèïåäèñò äî åãî âñòðå÷è ñ ïåøåõîäîì?

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

4 2 3 4x x x x- - £ - + .

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ óðàâíåíèå

cos 2 2 sin 2 1 2 0x a x a- - - + =

èìååò ðåøåíèÿ è âñå åãî ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îáðàç óþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ðåáðî SA ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïëîñêîñòè ÀÂÑ, 90SCBÐ = ° , 5BC = , 7AC = .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê nO  ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: òî÷êà 1O  – öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû
SABC, è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî 2n ³  òî÷êà nO  – ýòî
öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû 1nO ABC- . Êàêóþ
äëèíó äîëæíî èìåòü ðåáðî SA, ÷òîáû ìíîæåñòâî { }nO
ñîñòîÿëî ðîâíî èç äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê?

9. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå îòìå÷åí ïðÿìîóãîëüíèê m n´
êëåòîê, ïðè÷åì ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû è m < n .

Äèàãîíàëü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïåðåñåêàåò ðîâíî 116 åãî
êëåòîê. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ m è n.

10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2004 2006 20064 1 tg 1 tg 2x x- + + ³ .

Âàðèàíò 2

(ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Èãîðü è Âîëîäÿ ðåøàëè çàäà÷ó: íåêîòîðîå çàäàííîå
òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü ïî îñíîâàíèþ 2 , èç
ïîëó÷åííîãî ÷èñëà âû÷åñòü íåêîòîðîå çàäàííîå íàòóðà ëüíîå
÷èñëî, à çàòåì ðàçíîñòü ðàçäåëèòü íà òî æå ñàìîå íà òóðàëü-
íîå ÷èñëî. Èãîðü ïåðåïóòàë è â ïåðâîì äåéñòâèè ïðîë îãà-
ðèôìèðîâàë ïî îñíîâàíèþ 3, à Âîëîäÿ ïîñ÷èòàë ïðàâèë üíî.
Êîãäà îíè ñâåðèëè ñâîè ðåçóëüòàòû, îêàçàëîñü, ÷òî ï îëó÷åí-
íûå èìè ÷èñëà âçàèìíî îáðàòíû. Íàéäèòå èñõîäíîå òðå õ-
çíà÷íîå ÷èñëî.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1 3 3 1

1 3 1 3 1 9 3 1

x x

x x x x

- -

- - - -

+ -
- ³

+ - - - + -

1 1 9

3

x

x

-

-

+ -
.

3. Äâå ñôåðû êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì.
Ðàäèóñ îäíîé ñôåðû â òðè ðàçà áîëüøå ðàäèóñà äðóãîé .
Ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå à è b ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû ñôåð. Êàæäàÿ èç
ïðÿìûõ à è b êàñàåòñÿ îáåèõ ñôåð, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè
ïðÿìûìè ðàâíî äèàìåòðó ìåíüøåé ñôåðû. Íàéäèòå óãîë
ìåæäó ïðÿìûìè à è b.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 2 sin cos 2 sin 1 cos 2x x x x- + + + = .

5. Îòðåçîê KB  ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà KLM .
Îêðóæíîñòü ðàäèóñîì 5 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó K , êàñàåòñÿ
ñòîðîíû LM  â òî÷êå Â è ïåðåñåêàåò ñòîðîíó KL  â òî÷êå À.
Íàéäèòå óãîë K  è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà KLM , åñëè

9 3ML = , KA :LB  = 5:6.
6. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

2 1x y x y y- - + + + ,

ãäå õ è ó – ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Âàðèàíò 3

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè,
îëèìïèàäà «Àáèòóðèåíò-2006», àïðåëü)

1. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

( )
( )5

2 25,

2 log 2 4.

x yx y

x y x y

-ì + =ï
í

+ + - =ïî
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
2

2

22 121
50 2 309

24 140

x x
x x

x x

- +
³ - -

- +
.

3. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà ìåäèàíà ÀÌ . Èçâåñòíî,

1 Ýòà îëèìïèàäà ðàññìàòðèâàëàñü â êà÷åñòâå 3-ãî òóðà Âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ, è åå ïîáåäèòåëè çà÷èñ ëÿëèñü íà
ðàçëè÷íûå ôàêóëüòåòû ÌÃÓ.



÷òî : 13 : 2AM BC = , à óãîë ÂÀÑ ðàâåí 30°. Íàéäèòå óãëû
ÀÂÑ è ÀÑÂ, ñ÷èòàÿ, ÷òî óãîë ÀÂÑ íå ìåíüøå óãëà ÀÑÂ.

4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

9 3 cos 2
tg

3 sin 2 2
x

x
x

-
>

-
,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 
8 2

x
p p

£ < .

5. Îñíîâàíèåì ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD  ÿâëÿ-
åòñÿ òðàïåöèÿ ABCD , ó êîòîðîé AD BCP . Íà ðåáðå SC
âûáðàíà òî÷êà K  òàê, ÷òî CK :KS = 2:5. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êè À, Â è K , ïåðåñåêàåò ðåáðî SD â òî÷êå L .
Èçâåñòíî, ÷òî : 95 : 189SABKL SABCDV V =  ( SABKLV  è SABCDV
– îáúåìû ïèðàìèä SABKL  è SABCD  ñîîòâåòñòâåííî). Íàé-
äèòå îòíîøåíèå äëèí îñíîâàíèé òðàïåöèè ABCD .

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

( )22 1 cos 2x+ ( )sin 2x a+ =

= ( )2 cos 2 2 cos 4 2x x a- + - ( ) ( )cos 6 2 cos 2 2x a x a+ - +

èìååò ðåøåíèÿ.

Âàðèàíò 4

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè)

1. Èç ãîðîäà À â ãîðîä Â â 6 ÷àñîâ óòðà âûåõàë ãðóçîâîé
àâòîìîáèëü. Øåñòü ÷àñîâ ñïóñòÿ èç ãîðîäà Â â ãîðîä À ïî òîé
æå äîðîãå âûåõàë åìó íàâñòðå÷ó ëåãêîâîé àâòîìîáèëü.  Àâòî-
ìîáèëè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Ïî ïðåäâà ðè-
òåëüíîé äîãîâîðåííîñòè îíè îäíîâðåìåííî ïðèåõàëè â ïîñå-
ëîê Ñ, ðàñïîëîæåííûé íà äîðîãå ìåæäó À è Â. Ðàçãðóçêà è
îôîðìëåíèå äîêóìåíòîâ äëèëèñü ïÿòü ÷àñîâ. Çàòåì ãðó çîâîé
è ëåãêîâîé àâòîìîáèëè ïðîäîëæèëè êàæäûé ñâîé ïóòü.
Ëåãêîâîé è ãðóçîâîé àâòîìîáèëè ïðèáûëè, ñîîòâåòñòâå ííî,
â ãîðîäà À è Â îäíîâðåìåííî â 23 ÷àñà òîãî æå äíÿ. Íàéäèòå
âðåìÿ ïðèáûòèÿ àâòîìîáèëåé â íàñåëåííûé ïóíêò Ñ.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )13 2 1

12

log sin 2 2 sin 1x x x- - - + = ( )13 2 1

12

log cosx x- - .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

11 2 48 144 2 12x x x- - > - .

4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD  ïðîâåäåíà äèàãîíàëü ÀÑ.
Òî÷êà Î  ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ. Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Î  äî òî÷êè À è äî
ïðÿìûõ AD  è ÀÑ ðàâíû 10, 8 è 6 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD .

5. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà d ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2 23 2x y dx dy d- - + - + x y d- + 4 2x d- + +

+ ( ) ( )2 22 2 5 4 4 2 8 4x xy d x d y d d- - + + + + - - = .

6. Äâå êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà ñôåðû âïèñàíû â äâóãðàí-
íûé óãîë. Ïåðâàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ãðàíåé ýòîãî äâóãðà ííîãî
óãëà â òî÷êàõ À è Â ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ
îäíîé èç ãðàíåé ýòîãî äâóãðàííîãî óãëà â òî÷êå Ñ. Òî÷êè À
è Ñ ëåæàò â ðàçíûõ ãðàíÿõ. Ïåðâàÿ ñôåðà ïåðåñåêàåò îòð åçîê
ÀÑ â òî÷êå K , îòëè÷íîé îò À, à âòîðàÿ ñôåðà ïåðåñåêàåò òîò
æå îòðåçîê â òî÷êå L , îòëè÷íîé îò Ñ. Äëèíà îòðåçêà KL  â 7
ðàç ìåíüøå äëèíû îòðåçêà ÀÑ. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà ÀÑ,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Â è Ñ ðàâíî
2 7 .

Âàðèàíò 5

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

4
cos 3 cos 5 sin

3
x x x

p
= + .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
1 2 4 1 4 49 3 4 16 3 2 25 0x x x x x x- -× × + × × - =.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) 23 2 2 4 3x x x x- + - £ - .

4. Â òðåóãîëüíèêå LMN  äàíî: LN : NM  = 7 : 3, ðàññòîÿíèå
îò ñåðåäèíû áèññåêòðèñû NK  äî ñòîðîíû NM  ðàâíî 3/2,
ïëîùàäü LMND  ðàâíà 30. Íàéäèòå LN .

5. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

( )( )

2 23 9 6,

3 3 2

x y x y

y x y x y

ì + + - =ï
í

+ - =ïî
è, ñ÷èòàÿ â íèõ õ è ó êîîðäèíàòàìè òî÷åê, óêàæèòå, êàêàÿ èç
ýòèõ òî÷åê áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

6. Â òðàïåöèè PQRS ( QR PSP ) PQ RS¹ . Äâå ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèÿì QR è PS, äåëÿò òðàïåöèþ íà 3
÷àñòè, â êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü .
Ðàäèóñ íàèìåíüøåé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé â 2 ðàçà ìåíü øå
ðàäèóñà ñðåäíåé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèó ñà
íàèáîëüøåé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ê ðàäèóñó íàèìåíüøåé .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé óðàâíå-
íèÿ

( )2 log 1 log 1a ax x- - - ( )22 log 5 log 3 1 0aa
x a+ - + =

áîëüøå ÷åì 8 à + 1?
8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM  ñ âåðøèíîé

S äàíû SK = 12, KL  = 18. Íà áîêîâûõ ðåáðàõ SL è SM  âçÿòû
òî÷êè À è Â ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî SA = SB = 4. Íàéäèòå
ðàäèóñ ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À, Â, K  è Ì .

Âàðèàíò 6

(õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ôàêóëüòåò íàóê î ìàòåðèàëàõ)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1 2x x- ³ - .
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1
2

3
log 2

2
x
x

+æ ö>ç ÷è ø-
.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos sin cos 3 sin 3 6 cosx x x x x+ + + = - .
4. Áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ â ïàðàëëåëîãðàììå

ABCD  îáðàçóþò ÷åòûðåõóãîëüíèê EFGH , êàæäàÿ âåðøèíà
êîòîðîãî ïîëó÷åíà êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ áèññåêòðèñ. Íàéäè-
òå ñóììó êâàäðàòîâ âñåõ ñòîðîí â ÷åòûðåõóãîëüíèêå EFGH ,

åñëè AB = BC
3
2

+ .

5. Â ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ âïèñàí øàð. Îòíîøåíèå
ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ê ïëîùàäè ïîâåðõí îñòè
øàðà ðàâíî 49:12. Íàéäèòå îòíîøåíèå óäâîåííîãî îáúå ìà
øàðà ê îáúåìó êîíóñà.

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ óðàâíåíèå

( )( )2 2 5 6 1x x x x+ + + + = 23 3 1x ax a a- - - +

èìååò êîðíè êàê áîëüøèå –3, òàê è ìåíüøèå –3.

Â À Ð È À Í Ò Û 45
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Âàðèàíò 7

(áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )21 3 4 0x x x+ + - ³ .
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos 2 11sin 7x x+ = .

3. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê  ABCD ñî ñòîðîíàìè  ÀÂ =
= 4, ÂÑ = 3, CD  = 2, AD  = 1 âïèñàí â êðóã. Íàéäèòå ðàäèóñ
ýòîãî êðóãà.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
( ) ( )( )arcsin 2 1

39 log 2 arcsin 2 1x x+ + + –

( ) ( )arccos 6 3
1

3

3 log arccos 6 3 0x x+- + + = .

5. Èç ïóíêòîâ À è Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî
2 êì, âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò äâ èæå-
íèå ïëîò è ëîäêà ñîîòâåòñòâåííî. Â òîò æå ìîìåíò âð åìåíè
èç ïóíêòà Â íàâñòðå÷ó ïëîòó íà÷èíàåò äâèæåíèå êàòåð.
Ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè ðàâíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, ñîá-
ñòâåííàÿ ñêîðîñòü êàòåðà â äâà ðàçà ïðåâûøàåò ñêîðî ñòü
òå÷åíèÿ. Âñòðåòèâ ïëîò, êàòåð ìãíîâåííî ðàçâîðà÷èâà åòñÿ è
ñëåäóåò äî âñòðå÷è ñ ëîäêîé, ïîñëå ÷åãî ñíîâà ðàçâî ðà÷èâà-
åòñÿ è äâèæåòñÿ â ñòîðîíó ïëîòà äî âñòðå÷è ñ íèì, ç àòåì
îïÿòü ê ëîäêå è ò.ä. Ñêîëüêî ðàç êàòåð âñòðåòèò ïëî ò çà
âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïëîò ïðåîäîëååò ðàññòîÿíè å,
ðàâíîå 1000 êì?

6. Â êóáå ABCDA B C D¢ ¢ ¢ ¢ ñî ñòîðîíîé 8 ïðîâåäåíà äèàãî-
íàëü AC¢ è íà íåé îòìå÷åíà òî÷êà  Å òàê, ÷òî ÀÅ = 5. ×åðåç
òî÷êó Å ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AC¢. Íàé-
äèòå ïëîùàäü îáðàçîâàâøåãîñÿ ñå÷åíèÿ êóáà.

Âàðèàíò 8

(ôàêóëüòåò ïî÷âîâåäåíèÿ)

1. Íàéäèòå 
5

2
6
p

aæ ö+ç ÷è ø
, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 

3
tg

4
a = - .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

31 1
2

1 1

x x
x

x x

+ -
- =

- +
.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) 2log
3 1

x
x ³ .

4. Èç äåðåâíè â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè âûõîäÿò òðè
ïåøåõîäà: âòîðîé – ÷åðåç 2 ìèíóòû ïîñëå ïåðâîãî, à òðåòèé
– ÷åðåç 3 ìèíóòû ïîñëå âòîðîãî. ×åðåç 5 ìèíóò ïîñëå  ñâîåãî
âûõîäà èç äåðåâíè òðåòèé ïåøåõîä äîãíàë âòîðîãî, à åùå
÷åðåç 2 ìèíóòû îí äîãíàë ïåðâîãî ïåøåõîäà. ×åðåç ñê îëüêî
âðåìåíè ïîñëå ñâîåãî âûõîäà èç äåðåâíè âòîðîé ïåøåõ îä
äîãîíèò ïåðâîãî?

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a , ïðè
êîòîðîì ñèíóñ a  ãðàäóñîâ ðàâåí ñèíóñó a  ðàäèàí.

6. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ èçâåñòíû ñòîðîíû ÀÂ = 9, ÂÑ = 8
è ÀÑ = 7, AD  – áèññåêòðèñà óãëà ÂÀÑ. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó À, êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êå D è ïåðåñåêàåò
ñòîðîíû ÀÂ è ÀÑ â òî÷êàõ Å è F ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà EF.

7. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 2 5 6 4 0,

0

x y x y

y ax ab

ì + - + + =ï
í

+ + =ïî
èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ( ),x y .

Âàðèàíò 9

(ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )
2 3 2

3 1
1

x x
x

x
- +

= -
-

.

2. ×èñëà ó è z òàêîâû, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, ,y z ,
à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1,  y – 1, z – y ÿâëÿþòñÿ
àðèôìåòè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè. Íàéäèòå ðàçíîñòü âòîð îé
ïðîãðåññèè.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1
2 sin tg 1 0

cos
x x

x
- + - = .

4. Äëèíà äîðîãè, ñîåäèíÿþùåé äâà íàñåëåííûõ ïóíêòà,
ñîñòàâëÿåò 280 êèëîìåòðîâ. Ëåãêîâîé àâòîìîáèëü ïðîå çæàåò
äîðîãó çà 4 ÷àñà, à ãðóçîâèê – çà 5 ÷àñîâ. Ïî äîðîã å îáà
àâòîìîáèëÿ äâèãàþòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, êðîì å
ó÷àñòêîâ, ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè èõ ñêî ðîñòü
ñîñòàâëÿåò 40 êèëîìåòðîâ â ÷àñ. Ïðè îòñóòñòâèè ýòèõ  îãðà-
íè÷åíèé ñêîðîñòè ëåãêîâîé àâòîìîáèëü ïðîåçæàë áû äî ðîãó
íà 1 ÷àñ è 10 ìèíóò áûñòðåå ãðóçîâèêà. Íàéäèòå: à) ñóììàð-
íóþ äëèíó ó÷àñòêîâ, ãäå ñêîðîñòü îãðàíè÷åíà 40 êèëî ìåòðà-
ìè â ÷àñ; á) ñêîðîñòè ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ è ãðóçîâ èêà.

5. Ïåðèìåòð òðàïåöèè  ABCD  ðàâåí 44. Îêðóæíîñòü ïåðå-
ñåêàåò îñíîâàíèå ÀÂ â òî÷êàõ K  è L , ñòîðîíó ÂÑ – â òî÷êàõ
Ì  è N, îñíîâàíèå  CD  – â òî÷êàõ Ð è R, ñòîðîíó AD  – â òî÷êàõ
S è Ò, ïðè÷åì AK  < AL , CN  < CM , CP < CR, AT < AS.

Èçâåñòíî, ÷òî KL= MN  = 1, PR = ST  = 7, AK  = 5, 
1
2

CP = .

Íàéäèòå äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè.
6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà c ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

( ) 3log2 arcsin sin 3 3xx x c= × +

êîíå÷íî?

Âàðèàíò 10

(ãåîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2 9

4 0
3

x
x

x
-

+ ³
-

.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 3 25 5
6

2 2
x x x x- ³ - .

3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ äëèíà ãèïîòåíóçû

ÀÂ ðàâíà 5, ðàçíîñòü óãëîâ ÂÀÑ è ÀÂÑ ðàâíà 
10
p

, òî÷êà  D

– ñåðåäèíà ÀÂ. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ ACD  è BCD ?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2log 4x + ( )( )2
4log 2 1x x+ - £ .

5. Â ñîñóäå îáúåìîì 5 ëèòðîâ íàõîäèëîñü íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî 30%-ãî ðàñòâîðà êèñëîòû. Çàòåì â ñîñóä á ûëî
äîáàâëåíî êàêîå-òî êîëè÷åñòâî 40%-ãî ðàñòâîðà òàêîé  æå
êèñëîòû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñîñóä áûë çàïîëíåí ïîëíî ñòüþ.
Ïîñëå ýòîãî èç ñîñóäà áûëî îòëèòî 0,5 ëèòðà ïîëó÷åí íîãî
ðàñòâîðà è çàòåì îïÿòü íàëèòî òàêîå æå êîëè÷åñòâî 4 0%-ãî
ðàñòâîðà. Â ðåçóëüòàòå ñîñóä îêàçàëñÿ çàïîëíåííûì 3 4%-ì
ðàñòâîðîì. Ñêîëüêî ëèòðîâ ðàñòâîðà áûëî â ñîñóäå ïå ðâîíà-
÷àëüíî? Ïðîöåíòíûå ñîäåðæàíèÿ ðàñòâîðîâ ñ÷èòàþòñÿ î áúåì-
íûìè.



6. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ

( )3 sin 2 cos 3
1

cos 2 sin 3

x x

x x

+
=

-
,

ðàñïîëîæåííûå â èíòåðâàëå ( )1; 2 .
7. Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò áîêîâûå ðåáðà DA  è DB  òðåóãîëü-

íîé ïèðàìèäû DABC  â òî÷êàõ K  è L  ñîîòâåòñòâåííî è äåëèò
îáúåì ïèðàìèäû ïîïîëàì. Â êàêîì îòíîøåíèè ýòà ïëîñê îñòü

äåëèò ìåäèàíó DN  ãðàíè DBC , åñëè 
2
3

DK
DA

= , 
4
5

DL
DB

= ?

8. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè ( ) ( )2 22 5 3 3 4f x x x a a a= + - + - +  íà îòðåçêå ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ à – 1 è –4 ìèíèìàëüíî. Óêàæèòå ýòî
çíà÷åíèå.

Âàðèàíò 11

(ôèëîëîãè÷åñêèé è ñîöèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåòû)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 4
2

2
x

x
x
-

£ -
-

.

2. Îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 7 è 3 êàñàþòñÿ âíóòðåííèì
îáðàçîì. Â áîëüøåé îêðóæíîñòè ñóùåñòâóþò ðîâíî òðè
ðàçëè÷íûå õîðäû, èìåþùèå îäèíàêîâóþ äëèíó è êàñàþùè -
åñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ, íà
êîòîðûå ýòè õîðäû äåëÿòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ.

3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ( ), ,x y z  óðàâíåíèÿ

2 2 sin cos 2x x y xp- - + 2 22 cos 4 3x xz z+ - - -  =

( ) 2
2

2
1 2 log

y
xz

z
= + .

4. Íàêàíóíå ýêçàìåíà Ëèçà è åå òîâàðèù èñêàëè íà
Âîðîáüåâûõ ãîðàõ ÷åòûðåõëèñòíûé êëåâåð, ïðèíîñÿùèé,  ïî
íàðîäíîé ïðèìåòå, óäà÷ó. Â ïåðâûé äåíü òîâàðèù íàøå ë íà
20 ïðîöåíòîâ ÷åòûðåõëèñòíèêîâ áîëüøå, ÷åì Ëèçà. Âî âòî-
ðîé äåíü, íàîáîðîò, òîâàðèù íàøåë íà 30 ïðîöåíòîâ ÷ åòûðåõ-
ëèñòíèêîâ ìåíüøå, ÷åì Ëèçà â ýòîò äåíü. Âñåãî çà äâ à äíÿ
Ëèçà íàøëà íà 10 ïðîöåíòîâ áîëüøå ÷åòûðåõëèñòíèêîâ,  ÷åì
åå òîâàðèù. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷åòûðåõëèñ òíè-
êîâ íàøëè ñòóäåíòû?

5. Â ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó âïèñàí êóá
1 1 1 1ABCDA B C D  îáúåìà 8 òàê, ÷òî åãî ãðàíü 1 1 1 1A B C D  ëåæèò

â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû – òðåóãîëüíèêà ñî ñò îðî-
íîé 6, ðåáðî CD  ïðîòèâîïîëîæíîãî îñíîâàíèÿ ëåæèò â
áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû, à âåðøèíû À è Â ïðèíàäëåæàò
äðóãèì áîêîâûì ãðàíÿì. Íàéäèòå âûñîòó ïèðàìèäû.

6. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k íàéäè-
òå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè ( ),x y  óñëîâè-
ÿìè

sin 0

sin 0,

,

.

x

y

k x k

k y k

p p

p p

³ì é
ï ê £ï ë
í
- £ £ï

ï - £ £î

Âàðèàíò 12

(ýêîíîìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, îòäåëåíèå ýêîíîìèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 22 2 8 2 7x x x x- + = - + .
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2
13 2log 1x x x- - + ( )7log 13 2x x- - <

< ( )( )2 2
2 1log 2 2 1x x x x- - - - + .

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ  õ èç èíòåðâàëà ( )8;12 , äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

14
2ctg sin 6 6 cos

6 5
x

p p
= - .

4. Äâå áðèãàäû îäíîòèïíûõ òðàêòîðîâ çàäåéñòâîâàíû íà
âñïàøêå ïîëÿ. Âðåìÿ âñïàøêè ïîëÿ îäíîé ïåðâîé áðèãà äîé
îòëè÷àåòñÿ îò âðåìåíè âñïàøêè ïîëÿ îäíîé âòîðîé áðè ãàäîé

íå áîëåå ÷åì íà 
1

25
 ÷àñòü âðåìåíè âñïàøêè ïîëÿ îäíèì

òðàêòîðîì. Åñëè ñíà÷àëà âîñüìàÿ ÷àñòü ïåðâîé áðèãàä û
âñïàøåò ïåðâóþ ïîëîâèíó ïîëÿ, à çàòåì ïÿòàÿ ÷àñòü â òîðîé
áðèãàäû âñïàøåò îñòàâøóþñÿ ïîëîâèíó ïîëÿ, òî çàòðà÷ åííîå

íà âñïàøêó ïîëÿ âðåìÿ ñîñòàâèò 
2
9

 îò âðåìåíè âñïàøêè ïîëÿ

îäíèì òðàêòîðîì. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî òðàêòîðîâ â êàæ-
äîé áðèãàäå.

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ADC  ãèïîòåíóçà DC
ÿâëÿåòñÿ õîðäîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1, êîòîðàÿ ïåðåñ åêàåò
êàòåòû AD  è ÀÑ â òî÷êàõ Å è Â ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå DB ,

åñëè 30DBEÐ = ° , 
3 1
4DECS
+

= .

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

( )2 6
4 2 arcsin 3 2a x

p
- - +

+ ( ) 212
arccos 2 3 8 3 1

a
x a a

p
- - - £

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ 
2 3 1 3 3

;
4 4

x
é ù-

Î ê ú
ë û

.

7. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè äâîéíûì íåðàâåíñòâîì

21 3 3x x x x- - + + - + 21 7 4x y x+ - £ £ - .

Âàðèàíò 13

(Ìîñêîâñêàÿ øêîëà ýêîíîìèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 9x x+ = - .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )( )0,5 3log log 2 1x - ³ - .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 3
0

1 2 cos 2
x

x
=

+
.

4. Àíòèêâàðíûé ìàãàçèí ïðîäàë êàðòèíó ñî ñêèäêîé â 10%
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíî íàçíà÷åííîé öåíîé è ïî ëó÷èë
ïðè ýòîì 8% ïðèáûëè. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïðèáûëè ìàãà çèí
ïðåäïîëàãàë ïîëó÷èòü ïåðâîíà÷àëüíî?

5. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
2 2 1,

1 2.

x x y

y x

ì - < +ï
í

+ - <ïî

6. Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî îáðàçóþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäè óñà
14

3 . Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, åñëè îí ìåíüøå 40 è

ÀÑ = 14.
7. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà  b ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 1 3 1 1 3 3b x bx b x- + + ³ + - .

Â À Ð È À Í Ò Û 47



Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 148
Âàðèàíò 14

(ôàêóëüòåò ïñèõîëîãèè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

7 3 7 1x x- = + .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )1log 2 2x x- - < .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2 2log 3 sin cos log cos 0x x x- + = .

4. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó À, ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü â òî÷êàõ  Â è Ñ (òî÷êà Â ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè À è Ñ).
Äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó À, ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ D è Å (òî÷êà D ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè
À è Å). Èçâåñòíî, ÷òî ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêà BD  çà òî÷êó D
è îòðåçêà ÑÅ çà òî÷êó Å ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F. Êðîìå òîãî,
FE = 1, ÀÑ = 2 ÀÅ. Íàéäèòå FD .

5. Ïðè âñåõ à ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

2 2 ,

0.

x a x a

ax

+ > +ìï
í

<ïî

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

9 cos 2 9 cos 6 36 cos cos 3x x x x+ = + 140 3 sin sin 2 162x x - .

Âàðèàíò 15

(Èíñòèòóò ñòðàí Àçèè è Àôðèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
5 1 16

1
2 3 3
x

x x x
+

³ +
+ - -

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 6 cos 2 3 cos 4 2 cos 6 0x x x+ + + = .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2243 9 2
9

2 3
x x

x
x

+ -
> -

+
.

4. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû ìåäèàíà ÀÅ è áèññåêò-
ðèñà CD , ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå Ì . ×åðåç òî÷êó Ì
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå ÀÑ è ïåðåñåêàþ-
ùàÿ ñòîðîíû ÀÂ è ÂÑ â òî÷êàõ Ð è Q ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü íèêà
PBQ , åñëè äëèíà ñòîðîíû ÀÑ ðàâíà 3 3 , äëèíà ñòîðîíû ÂÑ

ðàâíà 4 3 , âåëè÷èíà óãëà ÀÑÂ ðàâíà 60°.
5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )22 22
2 1 44 2 1 4 2 11

12 3 1 3 3 3 16
3

x xx x x x- ++ - + +æ ö- - + - =ç ÷è ø .

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

31
2

2

1 1
3 log log

4 4x
x x

+

æ öæ ö æ ö- - - <ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è øç ÷è ø
3

1
2 log 2

2
x + .

7. Òî÷êè K , L , M , N ñ êîîðäèíàòàìè ( )2; 3- , ( )1; 4 , ( )3; 2 ,
( )1; 1- -  ëåæàò íà ñòîðîíàõ ÀÂ, ÂÑ, ÑD , DA  êâàäðàòà ABCD
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

Âàðèàíò 16

(ôàêóëüòåò ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ)

1. Íà ðîçîâîì êóñòå êàæäîå óòðî, íà÷èíàÿ ñ ïîíåäåëüíèê à,
ðàñöâåòàþò ïÿòü áóòîíîâ. Êàæäîå óòðî ñàäîâíèê ñðåçà åò òðè
èç íèõ. Èç ñêîëüêèõ ðîç áóäåò ñîñòîÿòü áóêåò, åñëè â
áëèæàéøåå âîñêðåñåíüå ñàäîâíèê ñðåæåò âñå ðîçû?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
4 2 4 210 25 4 4x x x x- + = - + .

3. Â ïðÿìîé óãîë ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòå -
íóçîé 6 2  âïèñàí êðóã ðàäèóñà 2. Íàéäèòå ïëîùàäü òîé
÷àñòè êðóãà, êîòîðàÿ ëåæèò âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 1 2 cos 0x x- + = .

5. ×åòûðå îòðàñëåâûõ ïðåäïðèÿòèÿ K , L , M , N, îáñóæäàÿ
ïëàíû îáúåäèíåíèÿ óñèëèé, óñòàíîâèëè, ÷òî áåç K  òðè
îñòàâøèõñÿ áóäóò êîíòðîëèðîâàòü 55% ðûíêà îòðàñëè; áåç L
òðè äðóãèõ – 60%; K , L , N áåç Ì  – 66%; òðè ïðåäïðèÿòèÿ áåç
N – 73% ðûíêà îòðàñëè. Êàêîâà äîëÿ êàæäîãî èç ýòèõ
ïðåäïðèÿòèé íà ðûíêå?

6. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ à, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )236 5 1 1 0a b x x b+ + - - + £

èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì b.
7. Õèìè÷åñêèé êîìáèíàò ïîëó÷èë çàêàç íà èçãîòîâëåíèå

ýòèëîâîãî ñïèðòà, ñîëÿíîé êèñëîòû è äèñòèëëèðîâàííî é
âîäû. Äëÿ ãîòîâîé ïðîäóêöèè ïîòðåáîâàëàñü 21 æåëåçí îäî-
ðîæíàÿ öèñòåðíà. Ïðè ïåðåêà÷èâàíèè áûëè èñïîëüçîâàí û
òðè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ íàñîñà: ñíà÷àëà ïåðâûé íàñîñ
çàïîëíèë ÷åòûðå öèñòåðíû ýòèëîâûì ñïèðòîì, çàòåì âò îðîé
íàñîñ çàïîëíèë øåñòíàäöàòü öèñòåðí ñîëÿíîé êèñëîòîé  è â
çàâåðøåíèå òðåòèé íàñîñ çàïîëíèë îäíó öèñòåðíó äèñò èëëè-
ðîâàííîé âîäîé. Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ,
çàòðà÷åííîå íà ïåðåêà÷èâàíèå âñåé ïðîäóêöèè, åñëè è çâåñò-
íî, ÷òî ñóììàðíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âñåõ òðåõ íàñî ñîâ
ðàâíà ñåìè öèñòåðíàì â ñóòêè.

Âàðèàíò 17

(ôàêóëüòåò ãëîáàëüíûõ ïðîöåññîâ)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )1 2 1x x+ + -
2

lg 0
10

x
pæ ö

³ç ÷è ø
.

2. Ïðèáûëü  Ð ïðåäïðèÿòèÿ çà ãîä îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì P A X X= - , ãäå Õ – ðàñõîäû íà ïðîèçâîäñòâî, À –
íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â 2004 ãîäó ïðè áûëü
Ð îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé è ñîñòàâèëà 40% îò ðàñõîäî â Õ.
Â 2005 ãîäó ðàñõîäû âûáðàíû òàê, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà
ìàêñèìàëüíîé. Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàñõîäîâ â 2004 ãîä ó ê
ðàñõîäàì â 2005 ãîäó.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2 12

1
3

x x

x

+ -
³

-
.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos cos
2 2

log 1 2 cos log 4 2 3
6x x
p

- = - .

5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ñî ñòîðîíàìè ÀÂ = 6 è ÂÑ = 4
ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL , òî÷êà Î  – öåíòð âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê ÀÂÑ îêðóæíîñòè, BO : OL  = 3 : 1. Íàéäèòå
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABL .



6. Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé îáúåì ïðÿìîãî êðóãî-
âîãî êîíóñà, îïèñàííîãî âîêðóã øàðà åäèíè÷íîãî ðàäè óñà.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

( )arctg 25 9 0,

5 1 0

x

x

a y

y a-

ì - + - =ï
í
ï × + - =î

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ( )0 0;x y , óäîâëåòâîðÿþùåå óñ-
ëîâèþ 0 0x £ .

8. Ñðàâíèòå ÷èñëà 
1

161 2x* = +  è k* , ãäå k*  – êîðåíü
óðàâíåíèÿ

( ) ( )
82 1

1
2 1

k
k

- =
- .

Ô È Ç È Ê À

Ôèçè÷åñêèé ôàêàóëüòåò

Çàäà÷è óñòíîãî ýêçàìåíà

1. Íà ñðåäíèå ÷àñòè äâóõ îäèíàêîâûõ êàòóøåê, ëåæàùèõ
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, íàìîòàíà òîíêàÿ íåðàñò ÿæè-

ìàÿ íèòü (ðèñ.1). Òî÷êó À ýòîé
íèòè, íàõîäÿùóþñÿ íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò îñåé êàòóøåê,
íà÷èíàþò ïåðåìåùàòü âåðòè-
êàëüíî ââåðõ. Ïðè ýòîì êàòóø-
êè íà÷èíàþò êàòèòüñÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ òàê, ÷òî èõ îñè
íå èçìåíÿþò ñâîåãî íàïðàâëå-
íèÿ, íèòü íå ñêîëüçèò ïî êà-

òóøêàì, à åå îòðåçêè, íå ëåæàùèå íà êàòóøêàõ, íàõîä ÿòñÿ â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñÿì êàòóø åê.
Íàéäèòå ìîäóëü ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ êàòóøåê â òîò ìîì åíò,
êîãäà ñêîðîñòü òî÷êè À ðàâíà  v , à óãîë 2 120a = ° . Ðàäèóñ
ñðåäíåé ÷àñòè êàòóøêè â n = 2 ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà åå ùåê.

2. Â çàêðåïëåííóþ ïîëóñôåðó ðàäèóñîì R áðîñèëè ìà-
ëåíüêèé òÿæåëûé øàðèê òàê, ÷òî åãî ñêîðîñòü â ìîìåí ò óäàðà
î âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ïîëóñôåðû â òî÷êå À ñîñòàâëÿëà
ñ ãîðèçîíòîì óãîë 15a = ° . Ïîñëå ýòîãî óäàðà øàðèê âíîâü
óäàðÿåòñÿ î ïîâåðõíîñòü ïîëóñôåðû â òî÷êå Â, ëåæàùåé íà
îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ òî÷êîé À, çàòåì îïÿòü ïîïàäàåò â òî÷êó
À è òàê äàëåå. Ñ÷èòàÿ óäàðû øàðèêà àáñîëþòíî óïðóãèì è,
íàéäèòå ìîäóëè åãî ñêîðîñòåé ïðè óäàðàõ â òî÷êàõ À è Â.

3. Íà çàêðåïëåííîì öèëèíäðå, îñü êîòîðîãî ãîðèçîíòàëü -
íà, óäåðæèâàþò íåâåñîìóþ íåðàñòÿæèìóþ íèòü, ê êîíöà ì
êîòîðîé ïðèêðåïëåíû ìàëåíüêèå ãðóçû ðàçíûõ ìàññ. Íè òü
ðàñïîëàãàåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóë ÿð-
íîé îáðàçóþùåé öèëèíäðà, à ãðóçû íàõîäÿòñÿ íà ãîðèç îí-
òàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü öèëèíäðà. Íàéä èòå
îòíîøåíèå ìàññ ãðóçîâ  n, åñëè ïîñëå îòïóñêàíèÿ íèòè áåç
òîë÷êà áîëåå ëåãêèé ãðóç îòðûâàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè öèëèí-
äðà â åãî âåðõíåé òî÷êå. Òðåíèåì è âëèÿíèåì âîçäóõà  íà
äâèæóùèåñÿ òåëà ïðåíåáðå÷ü.

4. Ê íåâåñîìîé âåðòèêàëüíîé ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k
ïîäâåøåíà çà êîíåö îäíîðîäíàÿ òîíêàÿ âåðåâêà ìàññîé  Ì
äëèíîé L . Ïîñëå áûñòðîãî îòðåçàíèÿ íèæíåé ÷àñòè âåðåâêè
äëèíîé nL  ( n < 1) îñòàâøàÿñÿ åå ÷àñòü íà÷èíàåò ñîâåðøàòü
êîëåáàíèÿ. Ïðè êàêîì ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè n ýòè êîëåáà-
íèÿ áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè äëÿ âñåõ ÷àñòåé îñòàâøåéñÿ
âèñåòü íà ïðóæèíå âåðåâêè? Ñ÷èòàòü, ÷òî íåïîñðåäñòâ åííî
ïðè îòðåçàíèè âåðåâêà îñòàâàëàñü íåïîäâèæíîé.

5. Â ñòîÿùåì íà ñòîëå âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå ïîä ïîðø-
íåì ìàññîé  Ì  è ïëîùàäüþ S ñîäåðæèòñÿ îäèí ìîëü ãåëèÿ.
Ñ ïîìîùüþ ñïèðàëè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè öèëèíäðà, ãàç
íà÷èíàþò ìåäëåííî íàãðåâàòü, ïðè ýòîì ïîðøåíü ñðàçó

Ðèñ. 1

Â À Ð È À Í Ò Û 49
íà÷èíàåòñÿ ïîäíèìàòüñÿ. Ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ ïîðøíÿ î
öèëèíäð ðàâåí F. Ïðåíåáðåãàÿ òåïëîîáìåíîì ñ âíåøíåé
ñðåäîé è òåïëîåìêîñòüþ ïîðøíÿ ñ öèëèíäðîì, íàéäèòå
òåïëîåìêîñòü Ñ ñèñòåìû «öèëèíäð–ïîðøåíü–ãàç». Àòìîñ-
ôåðíîå äàâëåíèå ðàâíî 0p .

6. Ìîëü àðãîíà èçîòåðìè÷åñêè ðàñøèðÿåòñÿ, ñîâåðøàÿ
ðàáîòó À, çàòåì ïîñëå èçîõîðíîãî îõëàæäåíèÿ àäèàáàòè÷åñ-
êèì ñæàòèåì âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Ìàêñ è-
ìàëüíîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ãàçà çà öèêë ðàâíî TD .
Íàéäèòå ÊÏÄ h  ýòîãî öèêëà.

7. Âíóòðè ïðîâîäÿùåé ñôåðû ðàäèóñîì R, èìåþùåé çàðÿä
q, êîíöåíòðè÷íî ñ íåé ðàñïîëîæåíà ñôåðà ðàäèóñîì r
(ðèñ.2). Âíóòðåííÿÿ ñôåðà òîíêèì äëèííûì èçîëèðîâàí íûì
ïðîâîäîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå âî â íåø-
íåé ñôåðå, ñ ïîìîùüþ êëþ÷à K  çàçåìëåíà. Íàéäèòå ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, êîòîðîå ìîæåò âûäåëèòüñÿ,

åñëè êëþ÷ K  ïåðåâåñòè èç ïîëîæå-
íèÿ 1 â ïîëîæåíèå 2, ñîåäèíèâ òåì
ñàìûì âíóòðåííþþ ñôåðó ñ çåì-
ëåé ÷åðåç èñòî÷íèê ñ ÝÄÑ E .

8. Íàéäèòå ñèëó ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îá-

êëàäêàìè ïëîñêîãî âîçäóøíîãî êîíäåíñàòîðà ÷åðåç äîñ òà-
òî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïîñëå çàìûêàíèÿ êë þ÷à
K â ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 3. Ïëîùàäü êàæäîé
îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà S. Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì áà-
òàðåè ïðåíåáðå÷ü, äèîä D  ñ÷èòàòü èäåàëüíûì. Åìêîñòü
êîíäåíñàòîðà, ÝÄÑ áàòàðåè è ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðî â
óêàçàíû íà ðèñóíêå.

9. Äëÿ èçìåðåíèÿ èíäóêòèâíîñòè L  êàòóøêè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñõåìó, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå 4. Îíà ñîñò îèò èç
êîíäåíñàòîðà èçâåñòíîé åì-
êîñòè Ñ, ñäâîåííîãî ðåîñòà-
òà, àìïåðìåòðà À è ãåíåðà-
òîðà ãàðìîíè÷åñêîãî íàïðÿ-
æåíèÿ, ÷àñòîòó êîòîðîãî
ìîæíî èçìåíÿòü â øèðîêèõ
ïðåäåëàõ. Ïðîöåññ èçìåðå-
íèÿ ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëå-
íèþ òàêîãî îäèíàêîâîãî çíà-
÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ êàæ-
äîãî èç ðåîñòàòîâ, ïðè êîòîðîì ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà  ïåðå-
ñòàþò èçìåíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû w  ãåíåðàòîðà.
Çíàÿ àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ U  è òîêà I  ïðè óêàçàííîì âûøå
óñëîâèè, íàéäèòå L .

10. Íà ìûëüíóþ ïëåíêó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n =
= 1,33, íàõîäÿùóþñÿ â âîçäóõå, íîðìàëüíî ïàäàåò ïó÷î ê
áåëîãî ñâåòà. Íàéäèòå íàèìåíüøóþ òîëùèíó ïëåíêè  d , ïðè
êîòîðîé îò íåå áóäóò íàèáîëåå èíòåíñèâíî îòðàæàòüñÿ  ôîòî-
íû ñ ýíåðãèåé 193,6 10W -= ×  Äæ.

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Çàäà÷è óñòíîãî ýêçàìåíà

1. Ñ êðàÿ áåòîíèðîâàííîãî æåëîáà, ñå÷åíèå êîòîðîãî
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 5, áðîñàþò â ãîðèçîíòàëüíîì í àïðàâ-



Ê Â À Í T $ 2 0 0 7 / ¹ 150

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

7. Íà ó÷àñòêå 1–2 äàâëåíèå ãàçà èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íî îáúåìó. Ó÷àñòîê 2–3 – àäèàáàòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå,
ó÷àñòîê 3–1 – èçîáàðíîå ñæàòèå. ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò
ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ äâèãàòåëÿ h , åñëè â ïðîöåññå 1–2
äàâëåíèå ãàçà óâåëè÷èâàåòñÿ â n = 2 ðàçà, à â ïðîöåññå 3–1
îáúåì ãàçà óìåíüøàåòñÿ â m = 3 ðàçà?

8. Â òåïëîèçîëèðîâàííîì âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå ïîä
òÿæåëûì òåïëîèçîëèðóþùèì ïîðøíåì íàõîäèòñÿ èäåàëü-
íûé îäíîàòîìíûé ãàç. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíåì è äíî ì
ñîñóäà Í . Ñâåðõó íà ïîðøåíü ìåäëåííî íàñûïàþò ïîðöèþ
ïåñêà, ìàññà êîòîðîé m çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ìàññû ïîðøíÿ.
Íà êàêóþ âåëè÷èíó DU  èçìåíèòñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåí èÿ
ðàâíî g.

9. Äâà ìàëåíüêèõ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ øàðèêà ìàññà-
ìè 1m  è 2m  ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì íåâåñîìîé íèòüþ
äëèíîé l . Ïåðâîíà÷àëüíî øàðèêè ïîêîÿòñÿ, ïðè ýòîì íèòü
íàòÿíóòà ñ ñèëîé Ò. Çàòåì íèòü ïåðåæèãàþò, äàâ øàðèêàì
âîçìîæíîñòü ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ. Îïðåäåëèòå ðàññòîÿí èå
ìåæäó øàðèêàìè L  â òîò ìîìåíò, êîãäà ïåðâûé øàðèê èìååò
èìïóëüñ 1p . Äåéñòâèåì âñåõ ñèë, êðîìå ñèë ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êîãî îòòàëêèâàíèÿ, ïðåíåáðå÷ü.

10. Èç 12 îäèíàêîâûõ íåïðîâîäÿùèõ ñòåðæíåé ñîáðàí
êàðêàñ â ôîðìå êóáà (ðèñ.8). Êîãäà ïî ñòîðîíàì êóáà  AD  è
BC ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèëè îäèíàêîâûå çàðÿäû, âåëè÷èí à
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ïîëÿ è ïîòåíöèàë â öåí-
òðå êóáà – òî÷êå Î  – îêàçà-
ëèñü ðàâíûìè 0E  è j 0  ñîîò-
âåòñòâåííî. Êàêèìè ñòàíóò
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ 1E  è
ïîòåíöèàë j 1  â òî÷êå Î , åñëè
òàêèå æå ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûå çàðÿäû äîïîë-
íèòåëüíî ðàçìåñòèòü íà ñòî-
ðîíàõ 1 1A B  è 1 1C D ?

11. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
=0 0,2 ìêÔC  çàðÿæàþò äî

íàïðÿæåíèÿ =0 360 ÂU  è
îòñîåäèíÿþò îò èñòî÷íèêà. Çàòåì ê ýòîìó êîíäåíñàòîð ó
ïîäêëþ÷àþò íåçàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ =
= 1,8 ìêÔ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîñëåäíèé çàðÿæàåòñÿ. Î òñîå-
äèíèâ çàðÿäèâøèéñÿ êîíäåíñàòîð, ê êîíäåíñàòîðó åìêî ñòüþ

0C  ïîäêëþ÷àþò âòîðîé íåçàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñ-
òüþ Ñ, êîòîðûé ïîñëå çàðÿäêè îòñîåäèíÿþò, è òàê äàëåå.
Âñåãî òàêèì îáðàçîì îò êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ 0C  çàðÿæà-
þòñÿ n = 20 îäèíàêîâûõ êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòüþ Ñ êàæäûé,
êîòîðûå çàòåì ñîåäèíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî. ×åìó áóäåò  ðàâ-
íî íàïðÿæåíèå U  íà êîíöàõ ïîëó÷åííîé öåïè êîíäåíñàòî-
ðîâ?

12. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 9,
ñîñòîèò èç èñòî÷íèêà ÝÄÑ, ïÿòè îäèíàêîâûõ ëàìïî÷åê
ñîïðîòèâëåíèåì R êàæäàÿ è ïåðåìåííîãî ðåçèñòîðà. Êàêèì
íóæíî ñäåëàòü ñîïðîòèâëåíèå r ïåðåìåííîãî ðåçèñòîðà,
÷òîáû ëàìïî÷êà 1 ñâåòèëàñü â 4 ðàçà ÿð÷å, ÷åì ëàìïî÷êà 2?
Ñ÷èòàòü, ÷òî ÿðêîñòü ñâå÷åíèÿ ëàìïî÷êè ïðîïîðöèîíàë üíà
òåïëîâîé ìîùíîñòè, âûäåëÿþùåéñÿ â íåé. Ïðèíÿòü, ÷òî
ñîïðîòèâëåíèå ëàìïî÷åê
íå çàâèñèò îò âûäåëÿþ-
ùåéñÿ â íèõ ìîùíîñòè.

13. Èç äâóõ êóñêîâ ìåä-
íîé ïðîâîëîêè îäèíàêî-
âîé äëèíû è ðàçíîãî ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èçãî-
òîâëåí êâàäðàò ¢ACDEA ,
ðàçîìêíóòûé â îäíîé èçÐèñ. 7

ëåíèè ìàëåíüêèé øàðèê.
Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò
èìåòü âåëè÷èíà íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè øàðèêà 0v
äëÿ òîãî, ÷òîáû îí, óäà-
ðèâøèñü îäèí ðàç î äíî
æåëîáà, âûïðûãíóë íà
åãî ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó? Ïðè ðàñ÷åòàõ
ïîëîæèòü Í  =  0,9 ì, h =

= 0,5 ì, l  = 2 ì. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ = 29,8 ì ñg .
Óäàð øàðèêà î äíî æåëîáà ñ÷èòàòü àáñîëþòíî óïðóãèì,
ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

2. Ïðåñëåäóÿ äîáû÷ó ñî ñêîðîñòüþ v = 108 êì/÷, ãåïàðä
äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ãîðèçîíòàëüíîé òðîïå ïðûæêàìè äë è-
íîé l  = 8 ì. Âíåçàïíî íà ïóòè ãåïàðäà âñòðå÷àåòñÿ îâðàã
ãëóáèíîé Í = 4/3 ì. Îòòàëêèâàÿñü îò êðàÿ îâðàãà òî÷íî òàê
æå, êàê è ïðè äâèæåíèè ïî òðîïå, ãåïàðä ïðûãàåò â î âðàã.
Íàéäèòå ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå ãåïàðäà L  ïðè ýòîì
ïðûæêå. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì

= 210 ì ñg , ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü, äíî
îâðàãà ñ÷èòàòü ãîðèçîíòàëüíûì.

3. Ôèøêè äëÿ èãðû â äîìèíî óêëàäûâàþò íà ãîðèçîíòàëü-
íóþ ïîâåðõíîñòü ñòóïåí÷àòîé ñòîïêîé, ñìåùàÿ âäîëü ä ëèí-
íîé ñòîðîíû êàæäóþ ïîñëåäóþùóþ ôèøêó ïî îòíîøåíèþ ê
ïðåäûäóùåé íà d = 2 ìì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ôèøåê N ìîæíî óëîæèòü òàêèì îáðàçîì, ïðåæäå ÷åì ñòîïêà
ðàçâàëèòñÿ? Äëèíà êàæäîé ôèøêè l  = 4 ñì.

4. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê îòêëîíèëè îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íà ìàëûé óãîë a =0 0,1 ðàä  è îòïóñòèëè áåç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïîñëå ÷åãî ìàÿòíèê ñòàë ñîâåðøà òü
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷ èíó
âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà maxyv . Äëè-
íà ìàÿòíèêà l  = 0,4 ì. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

ïðèíÿòü ðàâíûì = 210 ì ñg . Ñ÷èòàòü, ÷òî a a»sin .
5. Äâà øàðèêà ìàññàìè m è 2m ïðèêðåïëåíû ê ïðóæèíàì

æåñòêîñòÿìè k è 8k ñîîòâåòñòâåííî è íàäåòû íà ãëàäêèé
ãîðèçîíòàëüíûé ñòåðæåíü
(ðèñ.6). Ñâîáîäíûå êîí-
öû ïðóæèí çàäåëàíû â
íåïîäâèæíûå ñòåíêè òàê,
÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ ïðóæèíû íå äåôîð-

ìèðîâàíû, à øàðèêè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Øàðèê ìàññî é m
îòâîäÿò âëåâî íà íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå è îòïóñêàþò á åç
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Íàéäèòå âðåìÿ t  ìåæäó ïåðâûì è
âòîðûì ñîóäàðåíèÿìè øàðèêîâ, ñ÷èòàÿ èõ àáñîëþòíî óï ðó-
ãèìè.

6. Íà ìåòàëëè÷åñêóþ ïëàñòèíêó íàïûëÿþò ñåðåáðÿíîå
ïîêðûòèå, èñïîëüçóÿ ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà, íàïðàâëåí íûé
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëàñòèíêå. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ 0v  ðàñòåò
òîëùèíà ïîêðûòèÿ, åñëè àòîìû ñåðåáðà îêàçûâàþò íà ï ëàñ-
òèíêó äàâëåíèå ð = 0,1 Ïà? Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îäíîãî
àòîìà 1710E -=  Äæ, ìîëÿðíàÿ ìàññà ñåðåáðà M =

= 108 ã ìîëü , åãî ïëîò-
íîñòü r = 310,5 ã ñì . Ïî-
ñòîÿííàÿ Àâîãàäðî

-= × 23 1
A 6,02 10  ìîëüN .
7. Â òåïëîâîì äâèãàòå-

ëå, ðàáî÷èì òåëîì êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûé îä-
íîàòîìíûé ãàç, ñîâåðøà-
åòñÿ öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ,
èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå



âåðøèí (êîíöû ïðîâîëîê îáî-
çíà÷åíû òî÷êàìè À è ¢A  íà
ðèñóíêå 10). Ïëîùàäü ñå÷å-
íèÿ ïðîâîëîêè íà ó÷àñòêå
ACD  âäâîå ìåíüøå, ÷åì íà
ó÷àñòêå ¢DEA . Êîãäà ê òî÷-
êàì À è ¢A  ïîäêëþ÷èëè èñ-
òî÷íèê ïîñòîÿííîãî òîêà, îêà-
çàëîñü, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóê-
öèÿ â öåíòðå êâàäðàòà (òî÷êà
Î ) ðàâíà 0B . Êàêîâà áóäåò
ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ Â â öåí-
òðå êâàäðàòà, åñëè ñîåäèíèòü

ìåæäó ñîáîé òî÷êè À è ¢A  è òîò æå èñòî÷íèê ïîäêëþ÷èòü ê
âåðøèíàì À è D? Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà
ïðåíåáðå÷ü. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè À è ¢A  ñ÷èòàòü
ìàëûì.

14. Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð ïîäêëþ÷èëè ê êàòóøêå èí-
äóêòèâíîñòè (ðèñ.11), â ðåçóëüòàòå ÷åãî â öåïè âîçí èêëè
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Â ìîìåíò, êîãäà òîê ÷åðåç êàòóø-

êó îáðàòèëñÿ â íîëü, ñ ïîìî-
ùüþ êëþ÷à K  îòñîåäèíèëè ýòó
êàòóøêó è âìåñòî íåå ïîäñîå-
äèíèëè êàòóøêó ñ âäâîå áîëü-
øåé èíäóêòèâíîñòüþ. Âî
ñêîëüêî ðàç èçìåíèëèñü àìï-
ëèòóäû êîëåáàíèé òîêà è íà-
ïðÿæåíèÿ íà êàòóøêå ïîñëå
ýòîãî?

15. Íà çåðêàëüíûé øàð ïà-
äàåò óçêèé ïàðàëëåëüíûé ïó-

÷îê ñâåòà, îñü êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà. Äèàìåòð
îòðàæåííîãî îò øàðà ïó÷êà, èçìåðåííûé íà ðàññòîÿíèè  l  =
= 12 ñì îò öåíòðà øàðà, îêàçàëñÿ â k = 2 ðàçà áîëüøå äèàìåòðà
ïàäàþùåãî ïó÷êà. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà R. Óãëû ïàäåíèÿ
ñâåòîâûõ ëó÷åé ñ÷èòàòü ìàëûìè.

16. Ïî îñè ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîé òðóáû ñ âíóòðåí-
íèì äèàìåòðîì d ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óçêèé ñâåòîâîé ïó÷îê
(ðèñ.12). Òðóáà çàïîëíåíà æèäêîñòüþ ñ ïîêàçàòåëåì ï ðå-

ëîìëåíèÿ n, äâèæóùåéñÿ
ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ è
âûòåêàþùåé èç îòêðûòî-
ãî êîíöà òðóáû ñâîáîä-
íîé ñòðóåé. Êàêîâà äîë-
æíà áûòü ñêîðîñòü òå÷å-
íèÿ æèäêîñòè 0v , ÷òîáû
ïó÷îê âûøåë â âîçäóõ ïðè

ïåðâîì ïàäåíèè íà ãðàíèöó ñòðóè? Èçìåíåíèåì ïîïåðå÷ íîãî
ñå÷åíèÿ ñòðóè ïðè äâèæåíèè æèäêîñòè â âîçäóõå ïðåíå áðå÷ü.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

17. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ íà ãëàâíîé îïòè-
÷åñêîé îñè ñîáèðàþùåé ëèíçû íà óäâîåííîì ôîêóñíîì
ðàññòîÿíèè îò íåå (ðèñ.13). Ìåæäó èñòî÷íèêîì è ëèíç îé

ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè ðàñ-
ïîëîæåí íåïðîçðà÷íûé
ýêðàí ñ ìàëåíüêèì îòâåð-
ñòèåì, öåíòð êîòîðîãî
ëåæèò íà ãëàâíîé îïòè-
÷åñêîé îñè. Íà êàêîå ðàñ-
ñòîÿíèå b ñìåñòèòñÿ èçîá-
ðàæåíèå èñòî÷íèêà, åñëè
îòâåðñòèå â ýêðàíå ïåðå-
êðûòü ïëîñêîïàðàëëåëü-

íîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêîé òîëùèíîé d = 1 ñì? Ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ëèíçû F = 20 ñì, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà

n = 1,5. Óãëû ïàäåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ñ÷èòàòü
ìàëûìè.

18. Èç òîíêîé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ñòåêëÿííîé
ïëàñòèíêè èçãîòîâëåíû òðè ëèíçû (ðèñ.14). Âçÿâ
âíà÷àëå ëèíçû 1 è 2, ïðèæàëè èõ âïëîòíóþ äðóã
ê äðóãó è íàïðàâèëè âäîëü èõ ãëàâíîé îïòè÷åñ-
êîé îñè ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà äèàìåòðîì d =
= 3 ñì. Ïðè ýòîì íà ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì çà
ëèíçàìè íà ðàññòîÿíèè L  = 20 ñì îò íèõ, îáðàçî-
âàëîñü ñâåòëîå ïÿòíî äèàìåòðîì =1 15 ñìD . Êîã-
äà ïðîäåëàëè òî æå ñàìîå ñ ëèíçàìè 2 è 3,
ïðèæàòûìè âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó, äèàìåòð ñâå-
òîâîãî ïÿòíà íà ýêðàíå îêàçàëñÿ ðàâíûì =2 13 ñìD . Ïîëà-
ãàÿ, ÷òî ëèíçû òîíêèå è äèàìåòð ïàäàþùåãî ïó÷êà ìåí üøå
äèàìåòðà ëèíç, íàéäèòå èõ ôîêóñíûå ðàññòîÿíèÿ 1F , 2F  è

3F .
19. Ïðîâîäÿ îáëó÷åíèå êàòîäà ôîòîýëåìåíòà ïó÷êîì ñâå-

òà ìîùíîñòüþ 1W  ñ äëèíîé âîëíû l 1 , èçìåðèëè âåëè÷èíó
òîêà íàñûùåíèÿ. Çàòåì êàòîä ôîòîýëåìåíòà íà÷àëè îáë ó-
÷àòü ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû l 2 . Êàêîé äîëæíà áûòü ìîù-
íîñòü 2W  ïàäàþùåãî íà êàòîä ñâåòà, ÷òîáû òîê íàñûùåíèÿ
äîñòèã òîé æå âåëè÷èíû, ÷òî è â ïåðâîì ñëó÷àå? Êâàí òîâûé
âûõîä ôîòîýôôåêòà, ò.å. îòíîøåíèå ÷èñëà âûðâàííûõ è ç
êàòîäà ýëåêòðîíîâ ê ÷èñëó ïàäàþùèõ íà åãî ïîâåðõíîñ òü
ôîòîíîâ, â ïåðâîì ñëó÷àå h1 , à âî âòîðîì ñëó÷àå h2 .

20. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè ïî-
êîÿ, ïðîâîäèò ñåàíñ ñâÿçè ñ Çåìëåé, íàïðàâëÿÿ â åå ñòîðîíó
ëàçåðíûé ëó÷. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå s îò ïåðâîíà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ ñìåñòèòñÿ êîðàáëü ê îêîí÷àíèþ ñåàíñà ñâÿç è,
åñëè ìîùíîñòü ëàçåðíîãî ëó÷à Ð = 60 Âò, ìàññà êîðàáëÿ
Ì  = 10 ò, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñåàíñà t = 1 ÷ ? Ñêîðîñòü
ñâåòà = × 83 10  ì ñc . Âëèÿíèåì âñåõ íåáåñíûõ òåë ïðåíåá-
ðå÷ü.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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Õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Ñôîðìóëèðóéòå ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè.
2. ×òî òàêîå «èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà»?
3. Äâà îäíîèìåííûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäà â âàêóóìå ñáëèçèëè,

ïðè ýòîì ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè óâåëè÷èëàñü  â
n = 4 ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèëàñü (óâåëè÷èëàñü è ëè
óìåíüøèëàñü) ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñ òâèÿ
ýòèõ çàðÿäîâ?

4. Ýëåêòðîííûé ëó÷ ôîðìèðóåò èçîáðàæåíèå íà ýêðàíå
òåëåâèçîðà, ïåðåìåùàÿñü ïî ýêðàíó ýëåêòðîííî-ëó÷åâî é òðóá-
êè (êèíåñêîïà). Ïðè ñîçäàíèè îäíîãî èçîáðàæåíèÿ (êà äðà)
ðàçìåðîì L  = 36 ñì ïî ãîðèçîíòàëè è Í  = 24 ñì ïî âåðòèêàëè
ëó÷ ïðî÷åð÷èâàåò íà ýêðàíå N = 625 ãîðèçîíòàëüíûõ ñòðîê.
Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëó÷à ïî âåðòèêàëè v = 6 ì/ñ. Ñ
êàêîé ñêîðîñòüþ ïåðåìåùàåòñÿ ñâåòÿùååñÿ ïÿòíî ïî ãî ðèçîí-
òàëüíîé ñòðîêå ýêðà-
íà? Âðåìåíåì îáðàò-
íîãî õîäà ëó÷à ïðåíåá-
ðå÷ü.

5. Íàéäèòå ðàáîòó,
ñîâåðøåííóþ îäíèì
ìîëåì èäåàëüíîãî ãàçà
â ïðîöåññå 1–2, ïðåä-
ñòàâëåííîì íà ðèñóí-
êå 15. Ñ÷èòàòü 1–2
ó÷àñòêîì ïàðàáîëû.
Íåîáõîäèìûå ïàðà- Ðèñ. 15
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Ðèñ. 20

íè÷åííóþ ïðîâîäÿùèì
êîíòóðîì, ìåíÿåòñÿ âî
âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñ-
êîìó çàêîíó, ïðåäñòàâ-
ëåííîìó íà ðèñóíêå 19.
Íàéäèòå àìïëèòóäó
âîçíèêàþùåé â êîíòó-
ðå ÝÄÑ  èíäóêöèè.

5. Â êîìíàòå îêîëî
ñòåíû íàõîäèòñÿ ïëîñ-
êîå ïðÿìîóãîëüíîå çåð-
êàëî. Åãî âåðõíÿÿ ãðà-
íèöà ðàñïîëîæåíà íà âûñîòå h = 1,5 ì îò ïîëà. Íà ïðîòè-
âîïîëîæíîé ñòåíå çàêðåïëÿþò íåáîëüøóþ ëàìïî÷êó. Íà
êàêîé ìèíèìàëüíîé âûñîòå îò ïîëà ñëåäóåò çàêðåïèòü ëàì-
ïî÷êó, ÷òîáû ñâåò, îòðàçèâøèñü îò çåðêàëà, íå ïîïàä àë íà
ñòåíó?

6. Â ñõåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 20, ÝÄÑ èñòî÷íèêîâ
òîêà ðàâíû =1 6 BE  è =2 12 BE . Åìêîñòü ïåðâîãî êîíäåí-
ñàòîðà =1 10 ìêÔC , åãî çà-
ðÿä -= × 5

1 1 10  Êëq . Íàéäèòå
ýëåêòðîåìêîñòü 2C  âòîðîãî
êîíäåíñàòîðà.

7. Íåáîëüøîé øàðèê, ïðè-
êðåïëåííûé ê íèòè äëèíîé
L  = 0,4 ì, äâèæåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêî-
ñòè. Ñêîðîñòü øàðèêà ïðè ïðî-
õîæäåíèè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ
v = 6 ì/ñ. Íàéäèòå óñêîðåíèå øàðèêà â âåðõíåé òî÷êå
òðàåêòîðèè. Íèòü ñ÷èòàòü íåðàñòÿæèìîé. Ïðèíÿòü

= 210 ì ñg .
8. Îòêðûòûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ïåðåâåðíóëè ââåðõ

äíîì è îïóñòèëè â âîäó òàê, ÷òî äíî ñîñóäà îêàçàëîñ ü íà
óðîâíå âîäû. Íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ äîëæåí áûòü íàãðåò
âîçäóõ â ïîãðóæåííîì ñîñóäå, ÷òîáû âîäà áûëà ïîëíîñ òüþ
âûòåñíåíà èç íåãî? Âûñîòà ñîñóäà h = 25 ñì. Òåìïåðàòóðà
âîçäóõà íàä âîäîé t  = 27  °Ñ. Ïëîòíîñòü âîäû r = 3 310  êã ì .

Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå = 5
0 10  Ïàp .

9. Ïðè íàïðÿæåíèè U  = 600 Â ñèëà òîêà â îáìîòêå
äâèãàòåëÿ òðîëëåéáóñà I  = 187,5 À. Êîýôôèöèåíò ïîëåçíî-
ãî äåéñòâèÿ äâèãàòåëÿ h = 80%. Òðîëëåéáóñ äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v = 54 êì/÷. Íàéäèòå ñèëó òÿãè, ðàçâèâàåìóþ
äâèãàòåëåì.

10. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ íà ãëàâíîé îïòè-
÷åñêîé îñè ëèíçû íà ðàññòîÿíèè d = 60 ñì îò íåå. Îïòè÷åñêàÿ
ñèëà ëèíçû = +1 2,5 äïòðD . Çà ýòîé ëèíçîé ðàñïîëîæåíà
åùå îäíà ëèíçà – ñ îïòè÷åñêîé ñèëîé = -2 5 äïòðD  òàê, ÷òî
èõ ãëàâíûå îïòè÷åñêèå îñè ñîâïàäàþò. Ïðè êàêîì ðàññ òîÿ-
íèè ìåæäó ëèíçàìè ñâåò, ïðîéäÿ ñêâîçü îáå ëèíçû, âû éäåò
ïàðàëëåëüíûì ïó÷êîì?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ñ.Àââàêóìîâ, À.Áåãóíö,
Ï.Áîðîäèí, Ñ.Âîëîøèí, Â.Âîðîíèí,

Í.Ãðèãîðåíêî,Å.Ãðèãîðüåâ, Ä.Äåíèñîâ, À.Çîòååâ,
Þ.Êèñåëåâ, Ñ.Êîçëîâ, ÈËîìîâ, Ã.Ìåäâåäåâ, À.Íåâçîðîâ ,

Â.Ïàíôåðîâ, Â.Ïîãîæåâ, À.Ðàçãóëèí, Ñ.Ñàìñîíîâ,
È.Ñåðãååâ,À.Ñêëÿíêèí, Â.Óøàêîâ, Å.Õàéëîâ, Ñ.×åñíîêî â,

Å.Øèêèí, À.Ùåãëîâ, Á.Ùåäðèí

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

ìåòðû ãàçà â ñîñòîÿíèÿõ 1 è 2 îïðåäåëèòå ïî ãðàôèêó.
Ïðèíÿòü ( )= ×8,3 Äæ ìîëü ÊR .

6. Èîíû, ïðîéäÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ óñêîðÿþùóþ ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ Dj , ïîïàäàþò â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå
ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñêîðîñòè èõ äâèæåíèÿ. Âî ñêî ëüêî
ðàç óâåëè÷èòñÿ ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè èîíîâ, åñ ëè Dj
óâåëè÷èòü â ÷åòûðå ðàçà? Îòâåò îáîñíóéòå.

7. Òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü îñè õ

ñ àìïëèòóäîé À = 5 ñì è ÷àñòîòîé w -= 15 ñ . Íàéäèòå
âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ òî÷êè â òå ìîìåíòû, êîãäà åå ñêî ðîñòü
ðàâíà v = 6 ñì/ñ.

8. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ïîëó íàõîäèòñÿ ïðÿìîó-
ãîëüíûé êëèí, îïèðàþùèéñÿ òîðöîì î íåïîäâèæíóþ âåðò è-

êàëüíóþ ñòåíêó (ðèñ.16). Ïî
íàêëîííîé ãðàíè êëèíà ñî-
ñêàëüçûâàåò áåç òðåíèÿ áðó-
ñîê ìàññîé m = 0,1 êã. Ñ
êàêîé ñèëîé êëèí äàâèò
íà ïîë, åñëè óñêîðåíèå áðóñ-
êà  = 25 ì ña ?  Ìàññà êëè-
íà Ì  = 0,2 êã. Ïðèíÿòü

= 210 ì ñg .
9. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñòåêëÿííàÿ ïðèçìà ïîìåùåíà íà ïóòè

ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà ñâåòîâûõ ëó÷åé, ïàäàþùèõ ïî íîð ìàëè
íà åå áîêîâóþ ãðàíü (ðèñ.17). Ïðè ýòîì íà ýêðàíå, ð àñïîëî-
æåííîì çà ïðèçìîé íà ðàññòîÿíèè L  = 1 ì îò åå ïåðåäíåé

ãðàíè, íàáëþäàåòñÿ òåìíàÿ
ïîëîñà øèðèíîé 5 ñìxD = .
Íàéäèòå ïðåëîìëÿþùèé óãîë
ïðè âåðøèíå ïðèçìû j , ñ÷è-
òàÿ åãî ìàëûì. Ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,5.

Óêàçàíèå. Ñ÷èòàòü ñèíóñû
è òàíãåíñû ìàëûõ óãëîâ ðàâ-
íûìè ñàìèì óãëàì (â ðàäèà-
íàõ). Äèôðàêöèîííûå è èí-
òåðôåðåíöèîííûå ÿâëåíèÿ íå
ó÷èòûâàòü.

10. Íà ïðÿìîëèíåéíûé
ìåäíûé ïðîâîäíèê ñ òîêîì

äëèíîé l  = 10 ñì è ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ = 21 ììS
â ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â = 0,2 Òë äåéñòâóåò ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñèëà F = 0,03 Í. Îöåíèòå äðåéôîâóþ ñêîðîñòü
(ñêîðîñòü íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ) ýëåêòðîíîâ â ýòîì  ïðî-
âîäíèêå. Ïëîòíîñòü ìåäè r = × 3 38,9 10  êã ì , åå ìîëÿðíàÿ

ìàññà M -= × 364 10  êã ìîëü . Ñ÷èòàòü, ÷òî íà îäèí àòîì
ìåäè ïðèõîäèòñÿ 1 ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè. ×èñëî Àâîã àäðî

-= × 23 1
A 6 10 ìîëüN , çàðÿä ýëåêòðîíà -= × 191,6 10  Êëe .

Âàðèàíò 2

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.
2. ×òî òàêîå «âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû»?
3. Çàâèñèìîñòü ïðîåê-

öèè ñêîðîñòè òî÷êè íà
îñü õ îò âðåìåíè çàäàíà
ãðàôèêîì, ïðèâåäåííûì
íà ðèñóíêå 18. Íàéäèòå
âåëè÷èíó ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè òî÷êè çà îäèí ïåðè-
îä.

4. Ìàãíèòíûé ïîòîê
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðà-
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1. Òðåõ âçâåøèâàíèé äîñòàòî÷íî. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåë àòü.
Ïðîíóìåðóåì âñå ìîíåòû ñëåâà íàïðàâî îò 1 äî 28. Ðà çäåëèì
èõ íà òðè êó÷êè, îòíåñÿ ê ïåðâîé êó÷êå ìîíåòû ñ 1 ï î 9, âî
âòîðóþ – ñ 10 ïî 19, â òðåòüþ – ñ 20 ïî 28.
Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì âåñà ïåðâîé è òðåòüåé ê ó÷åê.
Åñëè âåñû îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî ôàëüøèâûå ìîíå òû íà-
õîäÿòñÿ âî âòîðîé êó÷êå (â íåé 10 ìîíåò). Åñëè æå î äíà èç
êó÷åê îêàçàëàñü òÿæåëåå, òî â íåé, êàê ìèíèìóì, ñîä åðæèòñÿ
îäíà ôàëüøèâàÿ ìîíåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, áëèæàéøàÿ ìîí åòà
èç âòîðîé êó÷êè òîæå îêàçûâàåòñÿ ïîä ïîäîçðåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå èç 10 ïîäîçðèòåëüíûõ ìîíåò
çà îñòàâøèåñÿ äâà âçâåøèâàíèÿ íóæíî íàéòè 2 ôàëüøèâ ûå
ìîíåòû, ëåæàùèå ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì. Ñíîâà ïðîíóìåð óåì
ýòè ìîíåòû ñëåâà íàïðàâî îò 1 äî 10.
Âòîðûì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì ñóììàðíûé âåñ ìîíåò 3 è  4 ñ
ñóììàðíûì âåñîì ìîíåò 7 è 8.
Åñëè âåñû îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî ìîíåòû 3, 4, 7 , 8 – íà-
ñòîÿùèå. Òîãäà òðåòüèì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì ñóììàðí ûé
âåñ ìîíåò 1 è 2 ñ ñóììàðíûì âåñîì ìîíåò 5 è 6. Åñëè  êàêàÿ-
òî êó÷êà ïåðåâåñèëà, òî ìîíåòû â ýòîé êó÷êå ôàëüøèâ ûå;
åñëè æå âåñû îñòàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî ôàëüøèâûå ìî íåòû –
9 è 10.
Åñëè æå êàêàÿ-òî êó÷êà ïåðåâåñèëà, íàïðèìåð, ìîíåòû  3 è 4,
òî â ýòîé êó÷êå, êàê ìèíèìóì, îäíà ôàëüøèâàÿ ìîíåòà . Ïî-
ýòîìó òðåòüèì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì ñóììàðíûé âåñ ìî íåò 2
è 5. Åñëè âåñ ìîíåò îêàçàëñÿ îäèíàêîâûì, òî îáå îíè  íàñòîÿ-
ùèå, à ôàëüøèâûå  3 è 4. Åñëè ïåðåâåñèëà ìîíåòà 2, òî ôàëü-
øèâûå  2 è 3; åñëè ïåðåâåñèëà ìîíåòà 5, òî ôàëüøèâû å  4
è 5.
2. Óêàçàíèå. Â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì
n > 1 èñõîäíîå ÷èñëî çàïèøåòñÿ òàê:

200 198 196 194 4 2 1n n n n n n+ + + + + + + =K

= ( )100 99 98 97 2 1n n n n n n+ + + + + + + ´K

( )100 99 98 97 2 1n n n n n nK´ - + - + + - + .

3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå 4 ó÷àñòêà, èìåþùèå îáùóþ â åð-
øèíó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Íàçîâåì èõ áëîêîì.  Ó÷àñò-
êè çàíóìåðîâàíû öèôðàìè îò 1 äî 4. Äëèíû ñòîðîí ó÷à ñòêîâ

îáîçíà÷åíû áóêâàìè à, b, ñ,
d, òàê ÷òî ïëîùàäè ó÷àñòêîâ
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

1S bc= , 2S bd= , 3S ac= ,

4S ad= . Ïîêàæåì, ÷òî íà
ýòèõ ÷åòûðåõ ó÷àñòêàõ èìååò-
ñÿ íå áîëåå îäíîãî ðûöàðÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðûöàðåé
íå ìåíüøå äâóõ.

ßñíî, ÷òî ðûöàðè íå ìîãóò áûòü ñîñåäÿìè ïî ñòîðîíå.  Ïîýòî-
ìó íà ó÷àñòêàõ áëîêà ðîâíî 2 ðûöàðÿ, êîòîðûå âëàäåþ ò ëèáî
ó÷àñòêàìè 1 è 4, ëèáî 2 è 3. Åñëè ðûöàðè âëàäåþò ó÷ àñòêàìè
1 è 4, òî 1 2S S> , 4 3S S>  è, ñëåäîâàòåëüíî, 1 4 2 3S S S S× > × .
Åñëè ðûöàðè âëàäåþò ó÷àñòêàìè 2 è 3, òî çíàêè íåðàâ åíñòâ
ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå è, ñëåäîâàòåëüíî,

1 4 2 3S S S S× < × . Îäíàêî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

1 4 2 3S S abcd S S× = = × . Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåð-
íî, ò.å. â ëþáîì áëîêå íå áîëåå îäíîãî ðûöàðÿ.
Ïî óñëîâèþ ïîëå ðàçäåëåíî íà 22006  ó÷àñòêîâ. Î÷åâèäíî,
îíè ðàçáèâàþòñÿ íà 21003  íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ. Ïîýòî-
ìó ñðåäè âëàäåëüöåâ íå áîëåå 21003  ðûöàðåé. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåð, êîãäà ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Âîçüìåì êâàäðàò
3009 3009´  è ðàçäåëèì åãî íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû øèðèíû

2 è 1 ïîïåðåìåííî. Ïîòîì òî æå ñà-
ìîå ïðîäåëàåì â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó-
÷èì ðàçáèåíèå, ïîêàçàííîå íà ðè-
ñóíêå 2. Ó÷àñòêàìè 2 2´  âëàäåþò
ðûöàðè, à îñòàëüíûìè ó÷àñòêàìè –
ëæåöû.
4. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè 1 1 1, ,A B C
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì òî÷êè:
Ð – ñåðåäèíà îòðåçêà 1 1A C ; Q – ñå-
ðåäèíà îòðåçêà 1 1B C ; R – ñåðåäèíà îòðåçêà 1 1A B (ðèñ.3).
Íà ëó÷å 1A Q  â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè 1A  îòìåòèì òî÷êó 2A
òàêóþ, ÷òî 2 1QA A Q= . Ïîëó÷èì ïàðàëëåëîãðàìì 2 1 1 1A C A B ,
ïîýòîìó 2 1 1 1A C A B=  è 2 1 1 1A C A BP . Àíàëîãè÷íî, íà ëó÷å 1B P
îòìåòèì òî÷êó 2B  òàêóþ, ÷òî 2 1PB B P= , à íà ëó÷å 1C R  –
òî÷êó 2C  òàêóþ, ÷òî 2 1RC C R= . Òðåóãîëüíèê 1 1 1A B C  ñîñòî-
èò èç ñðåäíèõ ëèíèé òðåóãîëüíèêà 2 2 2A B C , ïðè ýòîì òî÷êè

1 1 1, ,A B C  ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà 2 2 2A B C . Ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè 2 2 2, ,A B C  ñîâïàäàþò ñ òî÷-
êàìè À, Â, Ñ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äåéñòâèòåëü-
íî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ëèáî êàêèå-òî äâå èç
òî÷åê 2 2 2, ,A B C ëåæàò
âíóòðè ABCD , à îäíà
– ñíàðóæè, ëèáî îäíà
òî÷êà ëåæèò âíóòðè, à
äâå äðóãèå – ñíàðóæè.
Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó-
÷àåâ ñóùåñòâóåò ñòîðî-
íà 2 2 2A B CD , êîòîðàÿ
íå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà ABC, ÷òî íåâîçìîæíî.
5. Ýòî ÷èñëî 24. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî è â ñàìîì äåëå  äåëèò-
ñÿ íà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 24 4,89=
(ò.å. íà 1, 2, 3 è 4). Äîêàæåì, ÷òî ýòî ÷èñëî íàèáî ëüøåå.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóð àëü-
íîå 25n ³ , êîòîðîå äåëèòñÿ íà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå
ïðåâîñõîäÿùèå n . Òîãäà 5a ³ , ãäå na é ù= ë û – íàèáîëü-

øåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþùåå n . Çàìåòèì, ÷òî ëèáî â
òðîéêå , 1, 2a a a- - , ëèáî â òðîéêå 1, 2, 3a a a- - -  ëþáûå
äâà ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû. Ïîñêîëüêó n â òàêîì ñëó÷àå äîëæ-
íî äåëèòüñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ( )( )1 2a a a- -  èëè

( )( )( )1 2 3a a a- - - , òî çàâåäîìî

( )( )( ) ( )( )( )1 2 3 2 3 4n n n na a a³ - - - > - - - ,

èëè
1 2 3 4

1 1 1
n n n n

æ ö æ ö æ ö
> - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

.

Åñëè áû ÷èñëî n  áûëî áîëüøå 6, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíå-
ãî íåðàâåíñòâà áûëà áû íå ìåíüøå ÷èñëà

 
2 3 4 60

1 1 1
7 7 7 343

æ ö æ ö æ ö- - - =ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø
,

ò.å. 
343

6
60

n < <  – ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, 6n £ . Íî ïðè

25n ³  ÷èñëî n äîëæíî áûëî áû äåëèòüñÿ íà 3 4 5 60× × = , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó 5n £ . Èòàê, 24n £ .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Äà. Ñòåêëî òðåñíóëî áû ïîä äåéñòâèåì âîäû, ðàñøèðÿþ -
ùåéñÿ ïðè ïðåâðàùåíèè â ëåä, îäíàêî âîäà â áóòûëêå ëèøü
îõëàäèòñÿ äî 0  °Ñ, íî íå çàìåðçíåò.
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Ðèñ. 6

ÍÅÑÊÎËÜÊÎ  ÇÀÄÀ×  ÍÀ  ÇÀÊÎÍ  ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ  ÝÍÅÐÃÈÈ

1. n = 5. 2. 25%d = . 3. s = 80 ñì.

4. 2 5 ì ñu = . 5. F = 320 Í. 6. 1max 4 ì ñv = .

7. T = 5 H.

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÈÌ. Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. –19. 2. Êîðåíü òðåõ÷ëåíà áîëüøå.

3. 2 kp± , 1 1 2 np- ± + , ,k n Î Z .

4. 36 è 8.  Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê À, Â è Ñ íà ïðÿìîé. Ïóñòü 1R  è 2R  –
ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî.
1) Òî÷êà À ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè Â è Ñ. Òîãäà À íàõîäèòñÿ
âíóòðè âòîðîé îêðóæ-
íîñòè, è íå ñóùåñòâó-
åò ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç À è êàñàþ-
ùåéñÿ âòîðîé îêðóæ-
íîñòè.
2) Òî÷êà Â ëåæèò
ìåæäó òî÷êàìè À è Ñ
(ðèñ.4). Òðåóãîëüíè-
êè ÂÅÑ è BDE  ïî-
äîáíû ïî äâóì óãëàì, îòêóäà R

2
 = 8, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê

Â2 = 9.
3) Òî÷êà Ñ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè À è Â (ðèñ.5). Òðåóãîëüíè-
êè ÂÅÑ è BDE  ïî-
äîáíû ïî äâóì óãëàì,
îòêóäà  R2 = 8. Òðå-
óãîëüíèêè ADB  è

2AEO  òàêæå ïîäîá-
íû ïî äâóì óãëàì, îò-
êóäà  R1 = 36.

5. 
3
5

. Ãðàôèêè äâè-

æåíèÿ âåëîñèïåäèñòà
è ïåøåõîäà (â îñÿõ âðå-
ìÿ, ðàññòîÿíèå) èçîáðà-
æåíû íà ðèñóíêå 6. Èç
ïîäîáèÿ äâóõ òðåóãîëü-
íèêîâ ñ ïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàìè 9 è 6 ïîëó÷à-
åì

9
6

s
AB s

=
-

,

îòêóäà 
3
5

s AB= .

6. [ ]0;4 . Èìååì

 ( ) ( )4 2 3 4f x x x x x g x= - - £ - + = ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ ( )f x  îïðåäåëåíà íà ëó÷å ( ];4-¥  è óáûâàåò,
à ôóíêöèÿ

( )
2

2

7 , 3,

, 3

x x x
g x

x x x

ì - £ï
= í

+ ³ïî
îïðåäåëåíà è âîçðàñòàåò íà âñåé ïðÿìîé. Ïîñêîëüêó

( ) ( )0 0f g= , ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòðå-
çîê [ ]0;4 .

7. ( ] { }1 1
; 2 0; 2

2 2
U U Uì ü é ù-¥ - -í ý ê úî þ ë û

. Óêàçàíèå.  Èñõîäíîå óðàâíå-

íèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

2 1 3
sin sin 0

2 2
x a x a+ + - - = .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ, è åãî ïîëîæèòåëüíûå ðå øåíèÿ
îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ òîãäà è òîëüêî ò îãäà,

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

2. Óðîâåíü âîäû â ñîñóäå ïîíèçèòñÿ, ïîñêîëüêó îáúåì
ëåäÿíîãî øàðèêà áîëüøå îáúåìà îáðàçîâàâøåéñÿ èç íåã î
âîäû.
3. Ìîæíî. Âîäà, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äàâëåíèåì 40 àòì, êèïè ò
ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî 250 C° , ÷òî âûøå òåìïåðàòóðû ïëàâ-
ëåíèÿ îëîâà. Íà ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâëåííîé ðòóòè, òå ìïåðà-
òóðà ïëàâëåíèÿ êîòîðîé íèæå 0  °Ñ, ìîæíî, îõëàäèâ ðòóòü,
çàìîðîçèòü, íàïðèìåð, êàïëþ âîäû.
4. Åñëè âîäà ðàçäðîáëåíà íà ìåëêèå êàïëè, òî ëèøü â íå êîòî-
ðûõ èç íèõ áóäóò èìåòüñÿ öåíòðû êðèñòàëëèçàöèè, â á îëü-
øèíñòâå æå êàïåëü âîäà îêàæåòñÿ â ïåðåîõëàæäåííîì ñ îñòîÿ-
íèè.
5. Ñíåæèíêè ñëóæàò öåíòðàìè êðèñòàëëèçàöèè, âîêðóã êîò î-
ðûõ íà÷èíàåòñÿ îáðàçîâàíèå ëüäà.
6. Íà ñàìîì äåëå, óáàâèëàñü âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ êàïëè, êîòî-
ðàÿ áûëà ïåðåäàíà âî âíåøíèé ìèð – âîçäóõó è ñòåêëó  – êàê
ðàç â âèäå òåïëà.
7. Òàÿíèå ïëàâàþùèõ ëüäîâ íå èçìåíÿåò óðîâíÿ Ìèðîâîãî
îêåàíà, à ðàñòîïëåíèå êîíòèíåíòàëüíûõ ëüäîâ áûëî áû  ðàâ-
íîöåííî äîáàâëåíèþ â îêåàí îãðîìíûõ îáúåìîâ âîäû.
8. Íåò. Ñëåäóåò ó÷åñòü êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íåîáõîäèìîå  äëÿ
íàãðåâàíèÿ òâåðäûõ òåë äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ.
9. Ïðè ïîïàäàíèè íà êîæó ÷åëîâåêà îäèíàêîâûõ êîëè÷åñòâ
ïàðà è êèïÿòêà çà ñ÷åò êîíäåíñàöèè ïàðà âûäåëÿåòñÿ ïðèìåð-
íî â 5 ðàç áîëüøåå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ÷åì çà ñ÷åò îõëàæäå-
íèÿ êèïÿòêà.
10. Êèïÿòîê, òàê êàê îí ïðåâðàùàåòñÿ â ïàð áûñòðåå, ÷åì  õî-
ëîäíàÿ âîäà, à îáðàçóþùèéñÿ ïàð îáâîëàêèâàåò ãîðÿùå å òåëî
è ïðåêðàùàåò äîñòóï ê íåìó êèñëîðîäà.
11. ×àèíêè ñûãðàëè ðîëü öåíòðîâ ïàðîîáðàçîâàíèÿ â ïåðåã ðå-
òîé âîäå.
12. Íåò. Òåìïåðàòóðà êèïÿùåé âîäû íå áóäåò ïîâûøàòüñÿ,
ïîêà âñÿ âîäà íå ïðåâðàòèòñÿ â ïàð.
13. Íåò. ×åì ãëóáæå â âîäå íàõîäèòñÿ ïóçûðåê, òåì áîëüø å
äîëæíî áûòü äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà â ïóçûðüêå, ÷ òîáû
îí íå ñõëîïûâàëñÿ, à ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò è áîëåå âû ñîêàÿ
òåìïåðàòóðà.
14. Êèïåíèå âîäû ïðè ïîíèæåííîì äàâëåíèè ñîïðîâîæäàåòñÿ
ïîãëîùåíèåì òåïëà ó îñòàþùåéñÿ â ñòàêàíå âîäû, ÷òî ïðèâî-
äèò ê åå îõëàæäåíèþ è çàìåðçàíèþ.
15. Ïðè îõëàæäåíèè äíà êîëáû äàâëåíèå íàä âîäîé ñòàíîâè ò-
ñÿ ìåíüøå äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà.
16. Â ñëó÷àå, åñëè «òî÷êà ðîñû» íèæå 0 C° .
17. Åñòåñòâåííî, çàïîòåâàþò âíóòðåííèå ïîâåðõíîñòè ñòåê îë.
18. Ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå æèäêîñòü è åå ïàð íåðàç ëè-
÷èìû.
19. Âîäÿíîé ïàð ñîâåðøåííî ïðîçðà÷åí, íåâèäèì è, ñëåäîâ à-
òåëüíî, âîâñå íå èìååò öâåòà. Áåëûé òóìàí, ïàð èçî ðòà è îá-
ëàêà – ýòî íå ïàð â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ñëîâà, à ñêîï ëåíèå
ìåëü÷àéøèõ âîäÿíûõ êàïåëåê.

Ìèêðîîïûò

Âîäà èìååò íàèáîëüøóþ ïëîòíîñòü ïðè 4 C+ ° . Ïðè îõëàæäå-
íèè (èëè íàãðåâàíèè) âîäû äî ýòîé òåìïåðàòóðû ñêîðë óïà
áóäåò âñïëûâàòü, à ïðè äàëüíåéøåì ïîíèæåíèè (èëè ïî âûøå-
íèè) òåìïåðàòóðû – ïîãðóæàòüñÿ.
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êîãäà êîðíè 1 2,s s  êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ( ) 2f s s as= + +

1 3
2 2

a+ - -  óäîâëåòâîðÿþò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè)

îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ( ) { } ( )1 20, ; 1 0 1;s s= Î -¥ - ¥U U ;

2) ( ] [ )1 2
1

1, ; 1 1;
2

s s ì ü= Î -¥ - - ¥í ý
î þ

U U ;

3) ( ] [ )1 2
1

1, ; 1 1;
2

s s ì ü= - Î -¥ - ¥í ý
î þ

U U ;

4) 1 2
1 1

,
2 2

s s= = - .

Â ñëó÷àå 1 ïîëó÷àåì ( )0 0 2f a= Þ =  èëè à = –1. Åñëè à =
= 2, òî 2 2s = -  – ïîäõîäèò. Åñëè à = –1, òî 2 1s =  – íå ïîä-
õîäèò.
Îñòàëîñü íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëó÷àÿì çíà÷åíè ÿ a.
8. 2. Ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ èìååì (ðèñ.7)

90ACBÐ = ° , îòêóäà 7 5 2 3AB = + = .
Òî÷êà 1O  ðàâíîóäàëåíà
îò òî÷åê À, Â è Ñ, ïî-
ýòîìó îíà ëåæèò íà
ïåðïåíäèêóëÿðå z ê
ïëîñêîñòè ÀÂÑ, ïðîõî-
äÿùåì ÷åðåç ñåðåäèíó
ðåáðà ÀÂ. Ïðÿìàÿ z ëå-
æèò â ïëîñêîñòè SAB, è
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà íà
íåé, ðàâíîóäàëåííàÿ îò
òî÷åê S è Â, – ýòî ñåðå-
äèíà ðåáðà SB. Ñëåäî-

âàòåëüíî, 1O  – ñåðåäèíà
SB. Âñå òî÷êè nO , êàê
ðàâíîóäàëåííûå îò òî÷åê
À, Â è Ñ, ëåæàò íà ïðÿìîé
z. Ïðè ýòîì 2O  íå ìîæåò
ñîâïàñòü ñ 1O . Ïîýòîìó
óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåò-
ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà öåíòð ñôåðû, îïè-
ñàííîé îêîëî 2O ABC , ñî-
âïàäàåò ñ 1O .

Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè SAB èìååì (ðèñ.8)

1 1 2 1O A O O O B= = ,   2 2 1 2O A O O O B= = Þ

1 30 tg 30 2O BA SA ABÞ Ð = ° Þ = ° = .

9. ( )2,117 , ( )3,59 . Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë m è n
äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû êëå-
òîê âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñåêàåì ûõ åþ
êëåòîê ðàâíî 1 ïëþñ ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàë üíûõ
ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà. Åñëè, ñêàæ åì,
ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð ïðÿìîóãîëüíèêà – m, à âåðòèêàëüíûé
– n, òî ÷èñëî âåðòèêàëüíûõ ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ âíóòðè ïð ÿ-
ìîóãîëüíèêà, ðàâíî m – 1, à ãîðèçîíòàëüíûõ n – 1. Òàêèì îá-
ðàçîì,

1 1 1 116m n mn+ - + - = - Û 1 116mn m n- - + = Û

( )( )1 1 116m nÛ - - = ,

îòêóäà ïàðà ( )1, 1m n- -  ðàâíà ëèáî ( )1,116 , ëèáî ( )2,58 ,
ëèáî ( )4,29  ( m < n  ïî óñëîâèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, m è n ðàâ-
íû ëèáî 2 è 117, ëèáî 3 è 59, ëèáî 5 è 30, ïðè÷åì ï îñëåäíÿÿ
ïàðà íåâîçìîæíà â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû m è n.

10. 
4 2

k x k
p p

p p+ £ < + , 
2 4

n x n
p p

p p- + < £ - + , ãäå ,k n Î Z .

Óêàçàíèå. Íåðàâåíñòâî

 ( ) ( )2004 2006 20064 1 1 2t t- + + ³ ,

î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ïðè 1t ³  è ïðè 1t £ - .
Åñëè –1 < t  < 1, ïîëîæèì cost j= , 0 j p< < . Òîãäà

( ) ( )2004 20064 1 cos 4 1 cosj j- + + =

= 
2004 2006

2 24 2sin 2cos
2 2
j jæ ö æ ö+ç ÷ ç ÷è ø è ø

2006 4008 40122 sin cos
2 2
j jæ ö= + <ç ÷è ø

2006 2 2 20062 sin cos 2
2 2
j jæ ö< + =ç ÷è ø

(íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ïîñêîëüêó 0
2 2
j p

< < ).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåð àâåí-
ñòâó tg 1x ³ .

Âàðèàíò 2

1. 216. Óêàçàíèå.  Åñëè õ – çàäàííîå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, à ó –
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âû÷èòàåìîå âî âòîðîì äåéñòâèè, ò î

3 2log log
1

x y x y
y y

- -
= ,

îòêóäà 6logy x= , ò.å. 6yx = .
2. ( )0;¥ . Óêàçàíèå. Ïóñòü 3 0xt -= > . Î÷åâèäíî, ÷òî
0 1t< < . Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íåðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó 
21 1

0
t

t

+ -
³ .

3. 90°. Ïóñòü Ï – ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìûì à è b è
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû ñôåð, aP è bP  – ïàðàëëåëüíûå åé
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ïðÿìûå à è b ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîñêî-
ñòè aP  è bP  ïåðåñåêàþò ìåíüøóþ ñôåðó, ïîñêîëüêó ïðÿìûå
à è b, êàñàþòñÿ ýòîé ñôåðû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè  à è
b, ïî óñëîâèþ ðàâíîå äèàìåòðó ìåíüøåé ñôåðû, ðàâíî ò àêæå
ðàññòîÿíèþ ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè aP  è bP .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñ-
êîñòè aP  è bP  êàñà-
þòñÿ ñôåðû â äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ òî÷êàõ A aÎ  è
B bÎ  (ðèñ.9).
Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòè

aP  è bP  ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ï è íàõîäÿòñÿ íà ðàâíîì
ðàññòîÿíèè îò íåå, òî ñå÷åíèÿ èìè áîëüøîé ñôåðû – î êðóæ-
íîñòè aS  è bS  îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, ðàâíîãî

( )2 23 2 2r r r- = . Ïðÿìûå à è b êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé aS

è bS  ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïå-
ðåíîñå ïëîñêîñòè bP
íà âåêòîð BA

uuur
 îíà ïå-

ðåõîäèò â ïëîñêîñòü
aP , à ïðÿìàÿ b – â ïà-

ðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ
b¢, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó À, êàñàþùóþñÿ
îêðóæíîñòè aS  è íå ñî-
âïàäàþùóþ ñ ïðÿìîé à
(ðèñ.10).
Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè à
è b ðàâåí óãëó ìåæäó
ïðÿìûìè à è b¢:

2 2 1
2arcsin 2arcsin

4 22

r
r

p
= = .

4. 2 np p+ , n Î Z . Óêàçàíèå .

1 2sin cos 2sin 1 cos2x x x x- + + + = Û
21 2sin cos 2sin 2sinx x x xÛ - + = - - .

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 10

Ðèñ. 9
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Ñëåäîâàòåëüíî,

1 sin 0 1 2sin cos 0x x x- £ £ Þ - + ³ ,

è óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

21 2sin cos 2sin 2 2sin ,

1 2sin cos 0,

x x x x

x x

ì - + = - -ï
í

- + ³ïî

ðåøàÿ êîòîðóþ ïîëó÷àåì îòâåò.

5. 60°, 
405 3

16
. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó À ïðÿìóþ, ïàðàëëåëü-

íóþ ñòîðîíå LM
(ðèñ.11). Ýòà ïðÿìàÿ
ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü â òî÷êå Ñ. Äóãè
ÀÂ è ÂÑ ðàâíû, ïî-
ýòîìó óãîë BKÑ  ðà-
âåí óãëó BKÀ , à çíà-
÷èò, è óãëó BKM
(KB  – áèññåêòðèñà).
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
Ñ ëåæèò íà ñòîðîíå
KM .

Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, 2 26LB LA LK a= × Þ =
= ( )5 4LA LA a LA a+ Þ = . Îòñþäà LK = 9a,

5
9 3 5 3

9
AK a

AC LM
LK a

= × = = , è 
5 3 3

sin
2 2 5 2
AC

K
R

Ð = = =
×

,

ò.å. KÐ  ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëèáî 60o , ëèáî 120o .
Åñëè áû óãîë K  ðàâíÿëñÿ 120o , òî äóãà ÀÂ ðàâíÿëàñü áû
120o  è öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèëñÿ áû ìåæäó ïðÿìûìè ÀÑ
è LM . Òîãäà ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé ÀÑ äî òî÷êè K  áûëî áû
ìåíüøå, ÷åì äî ïðÿìîé LM , à ó íàñ ýòè ðàññòîÿíèÿ îòíîñÿòñÿ
êàê 5:4. Ñëåäîâàòåëüíî, 60K oÐ = .
Ïî òåîðåìå Ôàëåñà èìååì KC = 5b, ÑÌ  = 4 b, îòêóäà ïî òåî-
ðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé ïîëó÷àåì BM = 6b.
Çàïèøåì òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà KLM :

( ) ( ) ( )2 2 29 9 2 9 9 cos60 6 6a b a b a b+ - × × × ° = + .

Ïîñêîëüêó 6 6 9 3a b LM+ = = , ïîëó÷èì, ÷òî 
405

81
4

ab = , à
1 405 3

9 9 sin 60
2 16KLMS a b= × ° = .

6. 
1
3

. Óêàçàíèå . Ïðè ôèêñèðîâàííîì õ âûðàæåíèå

2 1x y x y y- - + + + = ( ) ( )2 1 0y x y x y- - + - - + -

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ( )m x  ïðè ó, ðàâíîì ñðåä-
íåìó èç òðåõ ÷èñåë 2 õ – 1, – õ, 0, ïðè ýòîì ñàìî ( )m x  ðàâíî
ðàçíîñòè ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî èç ýòèõ òðåõ ÷èñåë.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà ðàçíîñòü ìèíèìàëüíà ïðè x = 1/3.

Âàðèàíò 3
1. (3; 1).

2. ( ) { } ( );10 11 14;-¥ +¥U U . Óêàçàíèå.  Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâå íñòâà
îòðèöàòåëüíà.
3. 90o , 60o . Óêàçàíèå . Ïîëîæèì ÂÑ = õ , ÀÂ = ó , ÀÑ = z.

Òîãäà ïî óñëîâèþ 
13
2

AM x= , z y³  (â òðåóãîëüíèêå ïðî-

òèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà).
Ïî ôîðìóëå äëÿ ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà èìååì ( )2 22 y z x+ =

2 213x x= + , à èç òåîðåìû êîñèíóñîâ ñëåäóåò 2 2 2x y z= + -

3yz- . Îòñþäà 2 , 3z x y x= =  è 2 2 2x y z+ = .

4. 
3 5

arctg ;
2 2

pæ ö+
ç ÷è ø

. Óêàçàíèå.  Âûïîëíèòå çàìåíó

tg tg 2 1
8

t x
p

= ³ = - .

5. AD :BC = 2:1. Îïðå-
äåëèì ïîëîæåíèå òî÷êè
L , â êîòîðîé ïëîñêîñòü
ABK  ïåðåñåêàåò ðåáðî
SD ïèðàìèäû SABCD .
Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì
áîêîâûå ñòîðîíû ÀÂ è
CD  îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû – òðàïåöèè ABCD  –
äî ïåðåñå÷åíèÿ èõ â íå-
êîòîðîé òî÷êå Ð
(ðèñ.12). Ýòà òî÷êà
ïðèíàäëåæèò ïëîñêî-
ñòÿì ASB, ÀÂÑ è CSD,
ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà L
ëåæèò íà ïðÿìîé PK .
Îáîçíà÷èì äëèíû îñíîâàíèé AD  è ÂÑ òðàïåöèè ABCD  ÷åðåç
à è b ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü ïðè ýòîì a : b = k. Òðåóãîëüíèêè
APD  è ÂÐÑ ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî, DP : PC = AD : BC =
= k .
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó CSD è ïðÿìîé
KL , ïåðåñåêàþùåé ñòîðîíû CS è DS è ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû
CD  ýòîãî òðåóãîëüíèêà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è:

1
SL DP CK
LD PC KS

× × = , ñòàëî áûòü, 
5
2

SL
LD k

= .

Îòñþäà 
5 2

1
5

SD LD k
SL SL

+
= + = .

Ðàññìîòðèì äàëåå äâå ïàðû òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä: SABK ,
SABC è SAKL , SACD. Îáîçíà÷èì èõ îáúåìû ÷åðåç 1v , 1V  è

2v , 2V  ñîîòâåòñòâåííî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî îòíî -
øåíèå îáúåìîâ äâóõ òåòðàýäðîâ ñ ðàâíûìè òðåõãðàííûì è óã-
ëàìè ïðè âåðøèíå ðàâíî îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèé äëèí ðå-
áåð, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû:

1

1

5
7

v SA SB SK SK
V SA SB SC SC

× ×
= = =

× × ,

2

2

5 5
7 5 2

v SA SK SL SK SL
V SA SC SD SC SD k

× × ×
= = = ×

× × × +
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 21 2

1 2 1 2

5
5 5 2
7

SABKL

SABCD

V VV v v k
V V V V V

++ += = ×
+ +

.

Êðîìå òîãî,

2

1

ABD

BCD

V S AD
k

V S BC
= = = .

Òàêèì îáðàçîì,

2

5
15 955 2 19 28 20 0

7 1 189

k
k k k

k

+
+× = Û - - =
+

.

Íàéäåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé ï îëî-
æèòåëüíûé êîðåíü: k = 2.
6. a np= , n Î Z . Óêàçàíèå . Ïîñëå çàìåíû ( )sint x a= + ,

cos2y x= , ãäå 0 1t£ £ , 1y £ , äàííîå óðàâíåíèå ïðèíèìà-
åò âèä

( ) ( )2 22 1 2 1 0f y ty t t y t tº - - - + + = .

Çíà÷åíèå t  = 0, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èñêëþ÷èòü. Ïðè 0 1t< £
âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ  îòíîñè òåëü-
íî ó:

4

4
D

t t= - .

Óñëîâèå 0D ³  äàåò åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå t  = 1.
Íî òîãäà ó = 0, è ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

( )sin 2 1x a+ = , cos2 0x = .

Ðèñ. 12

Ðèñ. 11
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Âàðèàíò 4

1. 0014 .

2. 
11 13

; ;2 ;
6 6 6
p p p

pì ü-í ý
î þ

. Óêàçàíèå.  Èç òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿå-

ìûõ ê îñíîâàíèþ ëîãàðèôìà, âûòåêàþò îãðàíè÷åíèÿ
6 7x- < < , 0x ¹ , 1x ¹ .

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñò åìå

cos 0,

sin 2 2sin 1 cos .

x

x x x

>ì
í - + =î

3. [ ) 133
3; 6 6; 11 6

2
æ ö-ç ÷è ø

U . Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû

2 6t x= - , ãäå 0t ³ , äàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

2 211 2 6 6 6t t t- + > - Û ( )( )11 6 6 6t t t- > - + .

4. 672. Ïóñòü K , L  è Ì  – òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à N  – ïðîåêöèÿ öåíòðà

ýòîé îêðóæíîñòè Î
íà ïðÿìóþ AD
(ðèñ.13). Òîãäà
OL  = OK = 6.
Ïîñêîëüêó ïðÿìûå
ÂÑ è AD  ïàðàëëåëü-
íû, òî LN  – èõ îá-
ùèé ïåðïåíäèêóëÿð,
LN = OL + ON =
= 14.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AOK  ñëåäóåò AK = 8.
Èñïîëüçóÿ ïîïàðíûå ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, èìååì
äëÿ ïîëóïåðèìåòðà ð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåíñòâî ð = ÂÑ +
+ AK = ÂÑ  + 8.
Ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ äàþò
óðàâíåíèå

1
2

BC LN p OK× × = × , ò.å. 7ÂÑ = 6ð.

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì ÂÑ = 48, à çàòåì è
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD .

5. 
3 8 3

; ,
6 2

d d
d

+æ ö Îç ÷è ø
R . Óêàçàíèå.  Ðàçëîæèâ íà ìíîæèòåëè

ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ,  çàìå-
òèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû 0x y da = - + ³ , 4 2 0x db = - + ³ ,

2 0x y dg = + - ³  óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

4ab ag bg+ + = .

Èç íåðàâåíñòâà 
2

u v
uv

+
£  ïðè 0u ³  è 0v ³ , ðàâåíñòâî â

êîòîðîì âîçìîæíî ëèøü ïðè u = v , ñëåäóåò, ÷òî

4ab ag bg a b g+ + £ + + = .

Îòñþäà 
4
3

a b g= = = . Òåïåðü ëåãêî íàõîäÿòñÿ õ è ó.

6. 7. Ïóñòü 1O  è 2O  — öåíòðû ïåðâîé è âòîðîé ñôåð ñîîò-
âåòñòâåííî, à r è R — èõ ðàäè-
óñû, D  – òî÷êà êàñàíèÿ âòîðîé
ñôåðû ñ òîé ãðàíüþ äâóãðàííî-
ãî óãëà, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà

1A , à âåëè÷èíà äâóãðàííîãî
óãëà ðàâíà 2a .
Ïðîâåäåì ñå÷åíèå ÷åðåç òî÷êè

1O , 2O , À è D  (ðèñ.14, ãäå äëÿ
îïðåäåëåííîñòè R > r ). Ïóñòü
òàêæå 3O  – ïðîåêöèÿ òî÷êè 1O
íà ïðÿìóþ 2O D . Òîãäà

1 2O O r R= + , 2 3O O r R= - ,

( ) ( )2 2
1 3 2AD O O R r R r rR= = + - - = .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì 2BC rR= .
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè 1O , À è Â
(ðèñ.15) è ïåðåñåêàþùóþ ðåáðî äâóãðàííîãî óãëà â òî ÷êå Å.
Î÷åâèäíî, ÷òî

1 1O A O B r= = ,

1 1AEO BEO aÐ = Ð = ,

1O A AE^ , 1O B BE^ ,
1AB EO^ . Ñëåäîâàòåëüíî,

1 1ABO BAO aÐ = Ð = , òîã-
äà èç òðåóãîëüíèêà 1ABO
íàõîäèì 2 cosAB r a= .
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êè 2O , Ñ è D , è ïî-
ëó÷èì 2 cosCD R a= .
Ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå òî÷êè 1O , À, Â è 2O , Ñ, D  ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïåðïåíäèêóëÿðíû ðåáðó äâóãðàííîãî óãëà, à çíà÷èò,
ïàðàëëåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî ïàðû òî÷åê À è Â, Ñ è D  ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Å, 1O  è

2O  (áèññåêòðàëüíîé ïëîñêîñòè
äâóãðàííîãî óãëà), ïîýòîìó ëå-
æàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî AB CDP , ñòàëî
áûòü, ABCD  – ðàâíîáîêàÿ òðàïå-
öèÿ (ðèñ.16). Äëÿ âûñîòû h ýòîé
òðàïåöèè èìååì ðàâåíñòâî

2
2 2

2
AB CD

h AD
-æ ö= - ç ÷è ø

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
2

2 2

2
AB CD

AC h
+æ ö= + ç ÷è ø ( )24 1 cosrR a= + .

Èç ñâîéñòâ êàñàòåëüíûõ è ñåêóùèõ ñëåäóåò 2AL AC AD× = .
Òî÷íî òàê æå 2CK AC CB× = . Òîãäà èç ðàâåíñòâà AD = CB
ïîëó÷àåì AL = CK , çíà÷èò, AK = CL . Äàëåå,

22AD
KL AL CK AC AC

AC
= + - = - =

8rR
AC

AC
- ,

ò.å.

2 2

8 2
1 1

1 cos

KL rR
AC AC a

= - = -
+

.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è, èìååì

2

2

1 cos 1
71 cos

a

a

-
=

+
, îòêóäà 2 3

cos
4

a = .

Òàê êàê 2 4 28CB rR= = , îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

( )2 24 1 cosAC rR a= + = 49, ò.å. ÀÑ = 7.

Âàðèàíò 5

1. np , n Î Z .  2.  1/2.

3. { }3 4 29; 2 1; 4 29U Ué ù é ù- - - - +ë ûë û .

4. 14. Óêàçàíèå.  Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà KMN  ðàâíà 9, à åãî
âûñîòà 3.

5. 
8 5 7

;
9 3

æ ö-
ç ÷è ø

; 
8 5 7

;
9 3

æ ö+
ç ÷è ø

.

6. 4. Öåíòðû âñåõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí PQ è
RS, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé – áèññåêòðèñå óãëà, îáðàçîâ àííî-
ãî ïðîäîëæåíèÿìè ýòèõ ñòîðîí (ðèñ. 17). Çàìåòèì, ÷ò î ïðè
óñëîâèè PQ RS¹  îêðóæíîñòè íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.
Ïóñòü r, x è R – ðàäèóñû íàèìåíüøåé, ñðåäíåé è íàèáîëüøåé

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16
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Ðèñ. 19

Ðèñ. 20

îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî.
Áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ
ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è áî-
êîâîé ñòîðîíå PQ îáðàçóþò ñ
ëèíèåé öåíòðîâ îêðóæíîñòåé
äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êà ñ êàòåòàìè à, b è ñ, d, ïðè-
÷åì îñòðûå óãëû â ýòèõ òðåó-
ãîëüíèêàõ ðàâíû.
Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå ñòîðîíå PQ, îáðà-
çóþò ñ îòðåçêàìè à, b, ñ, d åùå
äâå ïàðû ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ êàòåòàìè r, x, R  è
ãèïîòåíóçàìè à, b, ñ, d.
Òðåóãîëüíèêè ñ êàòåòàìè à, b è
ñ, d ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñòü åùå äâå ïàðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíà ìè r,
à, õ, ñ è õ, b, R, d ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

r a
x c

=  è 
2

2b x x R
x Rr

d R r r
æ ö= Þ = Þ =ç ÷è ø .

Ïî óñëîâèþ 2 4
x R
r r

= Þ = .

7. ( ) ( )0; 2 3 2 3;a UÎ - + + ¥ . Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó x > 0,

a > 0, 1a ¹ ,  ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

( )( )( )21 2 0,

0, 1, 0.

x ax x

a a x

ì - - + =ï
í
ï > ¹ >î

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ( )2 2 1 0x a x- + + =  èìååò 2 ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ 1x  è 2x , à 2 0x + ¹ . Ïðè ýòîì

2 2 2
1 2 4 2x x a a+ = + + . Îñòàëîñü ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2 4 2 8 1a a a+ + > +
ïðè a > 0, 1a ¹ .
8. 4 13 . Öåíòð Î
ñôåðû, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè À, Â, K  è
Ì , ðàâíîóäàëåí îò
âñåõ ýòèõ òî÷åê
(ðèñ.18).
Ñëåäîâàòåëüíî,òî÷êà
Î  ëåæèò íà âûñîòå
SH ïèðàìèäû.
Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü
òî÷êó Î  òàê, ÷òîáû
áûëî ÎÂ = ÎÌ . Â òà-
êîé òî÷êå âûñîòó SH
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü,

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê îòðåçêó  ÂÌ  è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñå-
ðåäèíó. Îíà ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê SHM  ïî îòðåçêó OF  ( F
– ñåðåäèíà îòðåçêà ÂÌ , OF SM^ ).

Ïóñòü OB OM x= = . Òîãäà 2 16OF x= - ,

( )22 2 212 6 3 6SH SM MH= - = - = .

Èç ïîäîáèÿ SFOD  è SHMD  èìååì

2 16 6 3
4 13

8 6
OF MH x

x
SF SH

-
= Þ = Þ = .

Âàðèàíò 6

1. [ ]1; 1- . 2. 
13

; 3
4

æ ö- -ç ÷è ø
.

3. 
2

k
p

p+ , 
5

8 12
n

p p
p± + , ,k n Î Z . Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå óðàâ-

íåíèå ê âèäó

( )cos 2cos2 2sin 2 6 0x x x+ + = .

4. 
9
2

. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê EFGH  –

ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ. 19). Òî÷êà Å ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí
CD  è ÂÑ (òàê êàê ëåæèò íà áèññåêòðèñå ÑÅ), à çíà÷èò,
EG ABP . Íî CK AFP , ïîýòîìó AKEG  – ïàðàëëåëîãðàìì è

2 2 2 2 22EF FG GH EH EG+ + + =
9
2

= .

5. 24:49.

6. 4 7 4 7a- < < + . Óêàçàíèå. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå

åñòü êâàäðàò ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëà 2 3 1x x+ + .
Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê âèäó

2 23 0x ax a a+ + + = ,

ïðè÷åì åãî ëåâàÿ ÷àñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàä-
ðàòíûé òðåõ÷ëåí ( )f x  ñ
ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Îí èìååò êîðíè ,
ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ÷èñëà –3, òîãäà è òîëü êî òîã-
äà, êîãäà ( )3 0f - < .

Âàðèàíò  7

1. { } [ )1 1;- + ¥U . 2. ( )1
6

n n
p

p- + , n Î Z .

3. 
385

4 6
. Óêàçàíèå. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé êîñèíóñîâ äëÿ òðå-

óãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ADC , íàéäèòå cos DÐ , à çàòåì è ðàäèóñ

êðóãà ïî ôîðìóëå 
2sin

BD
R

D
=

Ð
.

4. ( )17 7 8- . Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê âèäó

( )( ) ( )( )2arcsin 2 1 arccos 6 3f x f x+ = + , ãäå ( ) 33 logtf t t= +  –

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ðà âíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ ( ) ( )2arcsin 2 1 arccos 6 3x x+ = + , êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

( )( )
( )

cos2 arcsin 2 1 6 3,

0 2arcsin 2 1 .

x x

x p

ì + = +ï
í

£ + £ïî

5. 7. Ïóñòü ñêîðîñòü ïëîòà è ðåêè ðàâíà 1 (êì/åä. âðå ìåíè),
òîãäà ñêîðîñòè ëîäêè è êàòåðà îòíîñèòåëüíî ïëîòà ðà âíû 1 è
2 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.20). Ïåðâàÿ âñòðå÷à êàòåðà ñ ïëîòîì
ïðîèñõîäèò â ìîìåíò 1, êîãäà ëîäêà íàõîäèòñÿ íà ðàñ ñòîÿíèè
1 êì îò íèõ. Â ìîìåíò 2 êàòåð äîãîíÿåò ëîäêó, îêàçû âàÿñü íà
ðàññòîÿíèè 2 êì îò ïëîòà,
à â ìîìåíò 3 ñíîâà âñòðå-
÷àåòñÿ ñ ïëîòîì. Èç ïîäî-
áèÿ òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ
è ADE , à òàêæå ACD  è
AEF  ïîëó÷àåì, ÷òî òðåòüÿ
âñòðå÷à êàòåðà ñ ïëîòîì
ïðîèñõîäèò â ìîìåíò 9.
Äàëåå, àíàëîãè÷íî, êàòåð
âñòðå÷àåò ïëîò â ìîìåíòû
27, 81, 243, 729, 2187, …
Ïðè ýòîì ê ìîìåíòó ñåäü-
ìîé âñòðå÷è ïëîò ïðîïëûâàåò 729 < 1000 êì, à ê ìîìå íòó
âîñüìîé – äîëæåí áûë áû ïðîïëûòü 2187 > 1000 êì.

6. 360 171 3- . Óêàçàíèå. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-

ãîëüíèêîâ AA C¢ ¢, AEH , FA H¢  è GAH  (ðèñ.21) èìååì

5 3 8AH AA= > = ¢, 
5 3

4 2
2

AG AO= > = ,

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 59

5 3 8
4 2

2
A F A O

-
= < =¢ ¢ ¢, 

5 3
8 2

2
CG = - . Ïîýòîìó èñ-

êîìîå ñå÷åíèå åñòü øåñòèóãîëüíèê K L PMNQ¢ ¢ , à ïëîñêîñòü
ñå÷åíèÿ îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ ÀÂÑ óãîë a, ïðè÷åì

cos
AG
GH

a =  . Ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ åñòü øåñ-

òèóãîëüíèê KLBMND , ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè
êâàäðàòà ABCD  áåç òðåóãîëüíèêîâ CMN  è AKL  (èëè
A K L¢ ¢ ¢).

Âàðèàíò 8

1. 
7 24 3

50
+

.  2. 0; 2.

3. [ )1
0; 1;

9
é ö ¥÷ê øë

U . Óêàçàíèå. Ïðîëîãàðèôìèðóéòå íåðàâåíñòâî

ïî îñíîâàíèþ 2.

4. ×åðåç 28 ìèíóò. 5. 
180

180
p
p+

. 6. 6.

7. ( )4; 1- - . Óêàçàíèå.  Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàäàåò îê-

ðóæíîñòü ( )
2

25 45
3

2 4
x yæ ö- + + =ç ÷è ø

, à âòîðîå – ïðÿìóþ

( )y a x b= - + , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ( ); 0b- , íå ëåæàùóþ

íà îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ öåíòðîì 
5

; 3
4

æ ö-ç ÷è ø
 îêðóæíîñòè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëîâ îãî êî-
ýôôèöèåíòà à òàêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà äàííóþ îêðóæíîñòü
ðîâíî â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî ÷íî,
÷òîáû òî÷êà ( ); 0b-  ëåæàëà âíóòðè îêðóæíîñòè, ò.å. âûïîë-

íÿëîñü íåðàâåíñòâî  ( )
2

25 45
0 3

4 4
bæ ö- - + + <ç ÷è ø

.

Ðèñ. 21

Âàðèàíò 9

1. 
1
2

.

2. 2. Óêàçàíèå . Ïóñòü y u= , z v= . Ïî ñâîéñòâó àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìååì

( ) ( )2 2 2

2 1 ,

2 1 1 .

u v

u v u

= +ìï
í

- = + -ïî

3. 2 np p+ , 
4

k
p

p+ , ,n k Î Z .

4. à) 40 êì, á) 80 êì/÷ è 60 êì/÷.

5. 
89
6

AB = , 
23
3

CD = .

6. ,c cp p< - ³ . Óêàçàíèå . Óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )
3log 0,

2 arcsin sin 3 3
,

x x
x x c

f x g x

>ìï
= × + Û í

=ïî

ãäå ( ) 3
g x c

x
= +  – óáûâàåò îò ¥  äî ñ ïðè õ > 0, à

( )
( )

2 ,         ; ,
2 2

2arcsin sin
3

2 ,  ;
2 2

x x

f x x

x x

p p

p p
p

ì é ùÎ -ï ê úï ë û
= = í

é ùï - Î ê úï ë ûî

 – 2p -ïåðèîäè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
(ðèñ.22):
1) â ñëó÷àå c p³  íå
èìååò êîðíåé, òàê êàê

( ) ( )g x c f xp> ³ ³ ;
2) â ñëó÷àå c p< -  íå
èìååò êîðíåé íà ëó÷å

0x x> , ãäå ( )0g x =
p= - , òàê êàê ïðè

0x x>  ñïðàâåäëèâû
îöåíêè ( ) ( )0g x g x< =

( )f xp= - £ , à íà ïðî-
ìåæóòêå 00 x x< £  èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé, òàê

êàê íà êàæäîì îòðåçêå 2 ; 2
2 2

n n
p p

p pé ù- + +ê úë û
, ãäå n Î Z , óðàâ-

íåíèå ( ) ( )f x g x=  èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé;
3) â ñëó÷àå cp p- £ <  èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé, òàê
êàê ïðè êàæäîì öåëîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì n íà ëþáîì îò-

ðåçêå 2 ; 2
2 2

n n
p p

p pé ù- + +ê úë û
 åñòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

Âàðèàíò  10

1. [ ) ( ) ( )4; 3 3; 3 3;- - - +¥U U . 2. { } 12
0 2;

5
é ù
ê úë û

U .

3. 
2

5 2sin
5
pæ ö

ç ÷è ø. Óêàçàíèå.  Ïóñòü 1O  è 2O  – öåíòðû îïèñàí-

íûõ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî òð åóãîëü-
íèê 1 2O DO  ïðÿìîóãîëüíûé, à 1 2O O D ABCÐ = Ð .

4. ( ) [ ]3; 2 1;2- - U . 5. 10/3 ë. 6. 
11
30

p
.

7. 
120
19

.

8. –5; –4. Óêàçàíèå. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè èç óñëîâèÿ çàäà÷è íà îòðåçêå äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç
êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà.

Âàðèàíò 11

1. ( ] [ ) ( ); 1 1; 2 2;-¥ - ¥U U .

2. 4 3  è 4 3  (îäíà èç òðåõ õîðä); 2 3  è 6 3  (äâå äðóãèå

õîðäû).   Óêàçàíèå. Ïóñòü Ð è Q – öåíòðû áîëüøåé è ìåíü-
øåé îêðóæíîñòåé ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
õîðä îäèíàêîâîé äëèíû íå-
÷åòíî, îäíà èç ýòèõ õîðä äîë-
æíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïðÿìîé PQ, à äâå äðóãèå ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé
ïðÿìîé (ðèñ.23).

3. 
3

1, , 3
2

æ ö- -ç ÷è ø
, 3

1, ,3
2

æ ö-ç ÷è ø
.

Óêàçàíèå.  Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ íåîòðèöàòåëüíà, à ïðà-
âàÿ – íåïîëîæèòåëüíà. Ïîýòî-
ìó îíè ïî îòäåëüíîñòè ðàâíû íóëþ.

4. 525. 5. 
9 3 2

2
+

.

Ðèñ. 22

Ðèñ. 23
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6. 2 23 kp . Óêàçàíèå.  Ðåøå-
íèåì íåðàâåíñòâà sin 0x ³
íà ïëîñêîñòè Îõó  ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî ïîëîñ

2 2m x mp p p£ £ + , m = Z ,

à íåðàâåíñòâà sin 0y £  –
ìíîæåñòâî ïîëîñ

2 2n y np p p- + £ £ , n Î Z .

Èçîáðàçèì ýòè ïîëîñû íà
ïëîñêîñòè è çàøòðèõóåì èõ
(ðèñ.24). Êàæäûé êâàäðàò

k x kp p- £ £ , k y kp p- £ £

èìååò ïëîùàäü 2 24 kp  è ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòû ñî ñòîðî-

íîé 2p , â êàæäîì èç êîòîðûõ çàøòðèõîâàíî 
3
4

 îò åãî ïëî-

ùàäè.
Âàðèàíò 12

1. 
1

;1
2

- . 2. 
1 13

;1 6;
2 2

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷è ø è ø

U .

3. 13
5
pì ü

í ý
î þ

. Óêàçàíèå.  Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê âèäó

2
sin sin

5
x

p
= .

4. 24 òðàêòîðà â ïåðâîé áðèãàäå è 45 – âî âòîðîé.   5. 2 .

6. [ )1
1; 1;

4
a é ùÎ - +¥ê úë û

U .

7. 2 8p + . Óêàçàíèå . Äàííàÿ ôèãóðà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå
25. Åå âåðõíÿÿ ÷àñòü — ïîëóêðóã, à íèæíÿÿ îãðàíè÷åí à ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè ( )f x , ñîñòîÿùèì èç ó÷àñòêîâ ïàðàáîë. Íà

êàæäîì îòðåçêå ãðàôèê ôóíêöèè ( )y f x=  ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà-
ôèêà ïàðàáîëû 2y x=  äâèæåíèåì âäîëü îñåé è îòðàæåíèåì.
Ïîýòîìó ôèãóðà D  äîïîëíÿåò Â äî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðî-
íàìè 1 è 4. Àíàëîãè÷íî, ôèãóðà À äîïîëíÿåò Ñ äî ïðÿìîó-
ãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 1 è 4.

Âàðèàíò 13

1. 6.    2.  [ ]3; 11 .   3.  pm, m Î Z . 4. 20%.
5. ( ) ( ) ( ){ }0; 0 ; 2; 0 ; 1; 1 . Óêàçàíèå.  Èç äàííîé ñèñòåìû ñëåäóåò,
÷òî –1 < y < 2, òàê ÷òî âîçìîæíû ëèøü ó = 0 è ó = 1.
6. 30.

7. Ïðè b < 1  [ )1
1;

3
x ì üÎ - + ¥í ý

î þ
U ;

ïðè b = 1 
1

;
3

x é öÎ - +¥ ÷ê øë
;

ïðè b > 1 
1

;1
3

x é öÎ - ÷ê øë
.

Óêàçàíèå. Ïðåîáðàçóéòå èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ê âèäó

( ) ( )( )2 1 3 1 1 3 1b x b x- + ³ - + .

Âàðèàíò 14

1. 0. 2. [ )3; ¥ . 3. 
4

k
p

p± + , arctg2 np± + , ,k n Î Z .

4. 2. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ ADC  è
ÀÂÅ, à òàêæå BEF  è CDE .
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Âàðèàíò 15
1. { } ( )5 2; 3- U .

2. 
1 3

, arccos , ,
4 2 2 2 4

k
n k n

p p p
p+ ± + Î Z . Óêàçàíèå. Äàííîå

óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

4 cos 4 cos2 3cos 4 4 cos2 3 0x x x x+ + + = Û

( )( )cos 4 1 4cos2 3 0x xÛ + + = .

3. 
3 9 27

; 0 ;
2 2 2

æ ö æ ù-ç ÷ ç úè ø è û
U . 4. 

7 13
10

.

5. 
1

1;
2

ì ü-í ý
î þ

. Óêàçàíèå.  Ïîñëå çàìåíû 
24 2 13 x xt + -= , ãäå t > 0,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 29 26 3 0t t- - = .

6. 
3 1

; ; 0
4 12

æ ö æ ö-¥ - -ç ÷ ç ÷è ø è ø
U . 7. 25.

Âàðèàíò 16

1. 17 ðîç. 2. 
7
2

± . 3. 2p - .

4. 1 2 ;
2

k
p

p± m ,
1 2
3 6 3

np p
± m , ,k n Î N .

5. 
2 2 2 2

29 %, 24 %, 18 %, 11 %
3 3 3 3

. 6. ( ]; 35a Î -¥ - . 7. 7 ñóòîê.

Âàðèàíò 17

1. ( ]; 0-¥ . 2. 
100
49

. 3. ( )3; +¥ .

4. 4 4 ,n x np p p- + < <  4 4 ,n x np p p< < +  n Î Z .

5. 
3

3
2

. 6. 
8
3
p

. 7. 
17 29

; 9
2

é ö-
ê ÷øêë

.

Ðèñ. 25

Ðèñ. 24



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 61
8. x k* *> . Óêàçàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

( ) ( )
82 1

1
2 1

k
k

- =
-

íåîòðèöàòåëüíà, 1k ¹ , ñëåäîâàòåëüíî, k > 1. Ïðè ýòèõ çíà÷å-
íèÿõ ïåðåìåííîé èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâ íåíèþ

( ) ( )
822 1 1 1 0k k- - - = .

Çàìåòèì, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ï ðè k > 1.
Çíà÷èò, ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü k* .
Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü x*  â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ïîëó÷àåìîå âûðàæåíèå áîëüøå íóëÿ.

Ôèçèêà

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

1. Ïîñêîëüêó íèòü íåðàñòÿæèìà, ïðîåêöèè ñêîðîñòåé âñå õ òî-
÷åê íèòè íà íàïðàâëåíèå íèòè îäèíàêîâûìè. Ñëåäîâàòå ëüíî,
ïðè äâèæåíèè òî÷êè À íèòè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ
v îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé äâèæóòñÿ êàòóøê è,
êîãäà îòðåçîê íèòè ñëåâà îò ýòîé òî÷êè îáðàçóåò ñ â åðòèêà-

ëüþ óãîë a , êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 26, ïðîåêöèè
ñêîðîñòåé òî÷åê îòðåçêà
íèòè ÀÂ íà åãî íàïðàâëåíèå
ðàâíû cos A Bv v va = =P P.
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç 0v
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îñè ëå-
âîé êàòóøêè îòíîñèòåëüíî
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè,
à ÷åðåç w  – óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ ýòîé êàòóø-
êè îòíîñèòåëüíî åå îñè è

ó÷åñòü, ÷òî êàòóøêà íå ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé ï ëîñêî-
ñòè, òî ìîæíî çàïèñàòü 0v Rw= , ãäå R = nr  – ðàäèóñ ùåêè
êàòóøêè.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, íèòü íå ñêîëüçèò ïî êàòóøêå, à ï îòîìó
ïðîåêöèè ñêîðîñòåé òî÷êè Â êàòóøêè è òî÷êè Â íèòè íà íà-
ïðàâëåíèå íèòè ðàâíû, ò.å. 0 sinBv r vw a= +P . Ñëåäîâàòåëü-
íî, îñü ëåâîé êàòóøêè îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ï ëîñêî-
ñòè äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
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Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü îñè ïðàâîé êàòóøêè îòíîñèòåëüíî òîé æå
ïëîñêîñòè èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ðàâíà ïî ìîäóëþ,  íî
íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îñè ëåâ îé êà-
òóøêè, èñêîìûé ìîäóëü ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ êàòóøåê ðà âåí

ñáë 0
2 cos 2

2
1 1 3sin

v v
v v

n

a

a
= = =

++
.

2. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó óäàð àìè î
ïîëóñôåðó íà øàðèê äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè. Ï î-
ñêîëüêó ïðè óïðóãîì óäàðå óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó î òðàæå-

íèÿ (äîêàæèòå ýòî ñà-
ìîñòîÿòåëüíî), òî ïðÿ-
ìàÿ ÀÂ ëåæèò â âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð Î  ïîëóñôåðû.
Ïóñòü, êàê ýòî ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 27, ðàäè-
óñû ÎÀ  è ÎÂ  îáðàçóþò
ñ ãîðèçîíòîì óãëû b .

Òîãäà óãëû ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ðàâíû g b a= - . Èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü v ñêîðîñòè øàðèêà

Ðèñ. 26

Ðèñ. 27

ïðè ïàäåíèè è îòðàæåíèè â òî÷êàõ À è Â îäèí è òîò æå, ïðè
ýòîì

( ) ( )1 22 cos 2 cos 2 cosAB R vt vtb b g b g= = - = + ,

( )1 singt v b g= - , ( )2 singt v b g= + .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( )sin 2 sin 2b g b g- = + .

Ïîñêîëüêó b g>  è 
2
p

b g+ < , ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî óðàâíå-

íèÿ èìååò âèä ( ) ( )2 2p b g b g- - = + , ò.å. 
4
p

b = , à ïîòîìó

2 cos 2
4

R R
p

= . Îòñþäà   ( )2 22 sin 2 sin 2Rg v vb g a= - = .

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü èñêîìîé ñêîðîñòè ðàâåí

2
2 2

sin 2
Rg

v Rg
a

= = .

3.Ïîñêîëüêó íèòü íåðàñòÿæèìà, ê òîìó ìîìåíòó, êîãäà ë åã-
êèé ãðóç äîñòèãíåò âåðõíåé òî÷êè ñâîåé òðàåêòîðèè, ïîäíÿâ-
øèñü íà âûñîòó, ðàâíóþ ðàäèóñó öèëèíäðà R, òÿæåëûé ãðóç
îïóñòèòñÿ íà âûñîòó 2Rp  è ãðóçû áóäóò äâèãàòüñÿ ñ îäèíà-
êîâûìè ïî ìîäóëÿì ñêîðîñòÿìè. Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðà íåíèÿ
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ìîäóëü v óêàçàííîé ñêîðîñòè äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

( ) 21 1
2 2

M m Rg m M vpæ ö- = +ç ÷è ø
.

Â ìîìåíò îòðûâà ëåãêèé ãðóç äâèæåòñÿ ïî äóãå îêðóæí îñòè
ðàäèóñîì  R â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, à ïîòîìó åãî

öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, ðàâíîå 2v R , îáåñïå÷èâàåòñÿ
òîëüêî äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ò.å. èìååò ìåñòî ðàâ åíñòâî
mv2/ R = mg . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèå ñêîðîñòè èç ïðåäû-
äóùåãî ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì èñêîìîå îòíîøåíèå ìàññ ãðó-
çîâ:

3
1

M
n

m p
= =

-
.

4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðõíèé êîíåö ïðóæèíû íåïîäâèæå í.
Ïîñêîëüêó ïîñëå îòðåçàíèÿ äåéñòâóþùàÿ íà îñòàâøóþñÿ
÷àñòü âåðåâêè ñèëà òÿæåñòè óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó nMg è
ñêîðîñòü ýòîé ÷àñòè âåðåâêè ñðàçó ïîñëå îòðåçàíèÿ ð àâíà
íóëþ, àìïëèòóäà À êîëåáàíèé ëþáîé òî÷êè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

âåðåâêè ðàâíà 
nMg

A
k

= , à öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé

ñîñòàâëÿåò 
( )1

k
n M

w =
-

.

Êàê èçâåñòíî, ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ñ à ìïëèòó-
äîé À è öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé w  àìïëèòóäà åå óñêîðåíèÿ
ðàâíà 2Aw . Ïîñêîëüêó íàïðàâëåííîå âåðòèêàëüíî âíèç óñêî-
ðåíèå ëþáîé òî÷êè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè âåðåâêè ïî ìîäóë þ íå
ìîæåò ïðåâûøàòü g, äîëæíî èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå

2A gw £ .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è öèêëè÷åñê îé
÷àñòîòû êîëåáàíèé, íàõîäèì, ÷òî n = 0,5.
5. Ïîñêîëüêó íàãðåâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåäëåííî è ïîð øåíü
ñðàçó íà÷èíàåò ïîäíèìàòüñÿ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíå íèåì
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîðøíÿ ïðè íàãðåâàíèè. Äåéñòâó þùàÿ
íà ïîðøåíü ñî ñòîðîíû ãåëèÿ ñèëà íàïðàâëåíà ïåðïåíä èêó-
ëÿðíî ïëîñêîñòè ïîðøíÿ è ïî ìîäóëþ ðàâíà

ã 0F F Mg p S= + + .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäúåìå ïîðøíÿ íà âûñîòó hD  ãåëèé ñî-
âåðøèò íàä íèì ðàáîòó

ãA F hD= .

Ñ÷èòàÿ, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãåëèÿ â èíòåðåñóþùå ì äèà-
ïàçîíå èçìåíåíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåí èåì
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D
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7. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, êàê îáû÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü , ÷òî
ñôåðû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò âñåõ äðóãèõ òå ë, ïî-
òåíöèàë áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îò ñôåð òî÷êè (à ïîòîì ó è ëþ-
áîé òî÷êè, ñîåäèíåííîé ñ çåìëåé) ðàâåí íóëþ, à äèýë åêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû âíå è ìåæäó ñôåðàìè ðàâí à åäè-
íèöå. Ïîñêîëüêó âíóòðåííÿÿ ñôåðà ñîåäèíåíà ñ êëþ÷îì  òîí-
êèì ïðîâîäîì, ïðåíåáðåæåì ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè í à
ýòîé ïðîâîëîêå è êëþ÷å, ò.å. áóäåì ó÷èòûâàòü ëèøü ý ëåêòðè-
÷åñêèå ïîëÿ, ïîðîæäàåìûå çàðÿäàìè íà ñôåðàõ. Ïðè âû ïîë-
íåíèè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â èñõîä-
íîì ñîñòîÿíèè, êîãäà êëþ÷ íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1, ïîòåí-
öèàë âíóòðåííåé ñôåðû ðàâåí íóëþ, à â êîíå÷íîì ñîñò îÿíèè,
êîãäà êëþ÷ íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 2, ïîòåíöèàë ðàâåí E .
Çíà÷èò, è â èñõîäíîì è â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ íà âíó òðåííåé
ñôåðå äîëæåí íàõîäèòüñÿ îïðåäåëåííûé çàðÿä. Îáîçíà÷ èì
âåëè÷èíó ýòîãî çàðÿäà â óêàçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ 1q  è 2q  ñîîò-
âåòñòâåííî.
Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð è ñäåëàííûå ïð åä-
ïîëîæåíèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå  ïîëå
ìåæäó ñôåðàìè íà ðàññòîÿíèÿõ r  îò èõ öåíòðà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ r Rr£ £ , â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíè-
ÿõ äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê îò òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ 1q  è 2q
ñîîòâåòñòâåííî, ïîìåùåííûõ â öåíòð ñôåð. Ïîñêîëüêó âíå-
øíÿÿ ñôåðà èçîëèðîâàíà, òî åå ïîëíûé çàðÿä îñòàåòñÿ  íåèç-
ìåííûì è ðàâíûì q, à ïîëå âíå ñôåð, ò.å. ïðè Rr ³ , â íà-
÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ òàêîå æå, êàê îò òî÷å ÷íîãî
çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ â öåíòðå ñôåð è ðàâíîãî 1q q+  è

2q q+  ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿäû 1q  è 2q  äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

1 0
q q
R r

+ =  è 2
04

q q
R r

pe+ = E ,

ãäå 0e  – ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ êëþ÷à èç ïîëîæåíèÿ 1 â ïî-
ëîæåíèå 2 ÷åðåç èñòî÷íèê äîëæåí ïðîòå÷ü çàðÿä 2 1q q qD = - .
Ïðè ýòîì ñòîðîííèå ñèëû áàòàðåè ñîâåðøàò ðàáîòó A qD= E .
Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ýòà ðàáîòà ðàâí à ñóììå
ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, âûçâàí íîãî
èçìåíåíèåì çàðÿäà âíóòðåííåé ñôåðû, è ýíåðãèè, âûäå ëèâ-
øåéñÿ â âèäå òåïëà.
Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, êîãäà ê ëþ÷
íàõîäèëñÿ â ïîëîæåíèè 1, ìîæíî, íàïðèìåð, èç ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ð àññòî-
ÿíèÿõ r  îò öåíòðà ñôåðû, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
r Rr£ £ , äîëæíà áûòü òàêîé æå, êàê îò òî÷å÷íîãî çàðÿäà

1q , ïîìåùåííîãî â åå öåíòð, ò.å. ðàâíîé

( ) 1
2

04

q
E r

pe r
= ,

à ïîòîìó ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó âíóòðåííåé è íà ðóæ-
íîé ñôåðàìè ñîñòàâëÿåò

( )11
1

0 0

1 1
4 4

q R rq
r R rR

Dj
pe pe

-æ ö= - =ç ÷è ø .

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âçàèìíàÿ åìêîñòü ðà ññìàò-
ðèâàåìûõ ïðîâîäÿùèõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð, ò.å. åìêî ñòü
ñôåðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà, ðàâíà

1 0

1

4q rR
C

R r
pe

Dj
= =

- .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðà äèó-
ñîì R â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè íàõîäèëñÿ çàðÿä 1q q+ , à ïîòî-
ìó ìåæäó ýòîé ïîâåðõíîñòüþ è äîñòàòî÷íî óäàëåííûìè îò íåå
òåëàìè ñóùåñòâîâàëî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ðàññìàòðèâà ÿ óêà-

Êëàïåéðîíà–Ìåíäåëååâà, çàïèøåì

ãF h R TD D= ,

ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, à TD  – óâåëè÷å-
íèå òåìïåðàòóðû ãåëèÿ ïðè ñìåùåíèè ïîðøíÿ ââåðõ íà hD .
Ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû ãåëèÿ èçìåíÿåòñÿ åãî âíóò ðåííÿÿ
ýíåðãèÿ. Êàê èçâåñòíî, ãåëèé ÿâëÿåòñÿ îäíîàòîìíûì ã àçîì.
Ïîýòîìó åãî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèí ìî ëü â ìî-
äåëè èäåàëüíîãî ãàçà ðàâíà ( )3 2 RT . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû ãåëèÿ íà TD  îí, ñîãëàñíî ïåðâîìó
çàêîíó òåðìîäèíàìèêè, äîëæåí ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâî òå ïëîòû

3
2

Q R T AD= + .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òåïëîîáìåíîì ñèñòåìû «öèëèíäð–ïîð -
øåíü–ãàç» ñ âíåøíåé ñðåäîé è òåïëîåìêîñòüþ öèëèíäðà  ñ
ïîðøíåì ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâ î òåï-
ëîòû, ïîëó÷åííîå ñèñòåìîé, ðàâíî

Q q F hD D= + ,

ãäå qD  – êîëè÷åñòâî òåïëîòû, îòäàííîå ñïèðàëüþ, à F hD  –
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ â ñèñòåìå çà ñ÷åò òðåíèÿ
ïîðøíÿ î öèëèíäð.Ïî îïðåäåëåíèþ òåïëîåìêîñòü ñèñòåì û
ðàâíà C q TD D= . Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå ñîñòàâëåí-
íûå ðàíåå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

0

0 0

3 5
2 2

Mg p S F
C R R

Mg p S F Mg p S F

æ ö æ ö+
= + = -ç ÷ ç ÷+ + + +è ø è ø

.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå âûðàæåíèå â îêîí÷àòåëüíîì îòâåò å ìîæ-
íî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî íàãðå âàíèå ãå-
ëèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èçîáàðíî, à ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñò ü îäíî-
àòîìíîãî ãàçà ïðè òàêîì ïðîöåññå ðàâíà ( )5 2 R .
6. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå àðãîíà â çàäàííîì öèê ëå
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Êà ê èçâå-
ñòíî, ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðàñøèðåíèè âíóòðåííÿÿ ýíåð ãèÿ
èäåàëüíîãî ãàçà íå èçìåíÿåòñÿ (ïðè òàêîì ïðîöåññå ò åìïåðà-
òóðà ãàçà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ï åðâîìó
çàêîíó òåðìîäèíàìèêè, ïðè ýòîì ïðîöåññå ãàç äîëæåí ïîëó-
÷èòü îò íàãðåâàòåëÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

íq A= .

Ïðè èçîõîðíîì îõëàæäåíèè îáúåì ãàçà îñòàåòñÿ íåèçìå ííûì,
à åãî òåìïåðàòóðà ïîíèæàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãàç äî ëæåí îò-
äàòü õîëîäèëüíèêó êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ðàâíîå óìåíüø åíèþ
åãî âíóòðåííåé ýíåðãèè. Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ñæàòèè í åò òåï-
ëîîáìåíà ãàçà ñ îêðóæàþùèìè òåëàìè. Ïîñêîëüêó ïðè ñ æà-
òèè íàä ãàçîì ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà, òî åãî âíóòðåííÿÿ  ýíåðãèÿ,
à ñëåäîâàòåëüíî, è òåìïåðàòóðà ïîâûøàþòñÿ. Èç ýòîãî  ñëåäó-
åò, ÷òî çàäàííîå â óñëîâèè çàäà÷è èçìåíåíèå òåìïåðà òóðû

TD  ðàâíî óìåíüøåíèþ òåìïåðàòóðû ãàçà ïðè åãî èçîõîðíî ì
îõëàæäåíèè èëè óâåëè÷åíèþ òåìïåðàòóðû ãàçà ïðè åãî àäèà-
áàòè÷åñêîì ñæàòèè. Êàê èçâåñòíî, àðãîí ÿâëÿåòñÿ îäí îàòîì-
íûì ãàçîì. Åãî ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè èçîõîðíîì ïðî-
öåññå ðàâíà ( )3 2 R , ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Çíà÷èò, ïðè îõëàæäåíèè àðãîí äîëæåí îòäàòü õîë îäèëü-
íèêó êîëè÷åñòâî òåïëîòû

x
3
2

q R TD= .

Íà ñòàäèè àäèàáàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ íàä àðãîíîì ñîâåðø àåòñÿ
ðàáîòà

a
3
2

A R TD= .

Òàêèì îáðàçîì, â çàäàííîì öèêëå ðàáîòà ãàçà ðàâíà

ö aA A A= - ,

à ïîëó÷åííîå îò íàãðåâàòåëÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâí î À.
Êàê èçâåñòíî, êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ öèêëà ðàâåí
îòíîøåíèþ ðàáîòû ãàçà çà öèêë ê êîëè÷åñòâó òåïëîòû,  ïîëó-



ïðîòèâëåíèåì 0R , ïðè÷åì â øèðîêîì èíòåðâàëå ÷àñòîò îòíî-
øåíèå àìïëèòóä íàïðÿæåíèÿ ãåíåðàòîðà è ñèëû òîêà ÷å ðåç
àìïåðìåòð ðàâíî 0U I R= .
Äàæå åñëè ñîïðîòèâëåíèå ðåîñòàòà R íå ðàâíî 0R , çíà÷åíèÿ
íàïðÿæåíèÿ íà êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè è øóíòèðóþùåì å å
ðåîñòàòå äîëæíû áûòü îäèíàêîâû, êàê è çíà÷åíèÿ íàïð ÿæå-
íèÿ íà êîíäåíñàòîðå è øóíòèðóþùåì åãî ðåîñòàòå. Ïðè  ýòîì
ôàçà íàïðÿæåíèÿ ( )LU t  íà êàòóøêå íà 2p  áîëüøå ôàçû òå-
êóùåãî ïî íåé òîêà ( )LI t , ïîñêîëüêó ( ) ( )L LU t LI t= ¢ . Òåêó-
ùèé æå ïî øóíòèðóþùåìó êàòóøêó ðåîñòàòó òîê ( )RLI t  èç-
ìåíÿåòñÿ ñèíôàçíî ñ íàïðÿæåíèåì ( )LU t , òàê êàê ( )LU t =

( )RLRI t= . Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ôàçà íàïðÿæåíèÿ íà

êàòóøêå îïåðåæàåò ôàçó òîêà ( )I t  ÷åðåç àìïåðìåòð íà òàêîé
óãîë Lj , ÷òî ( )tg L R Lj w= .
Ôàçà íàïðÿæåíèÿ ( )CU t  íà êîíäåíñàòîðå ìåíüøå ôàçû òåêó-
ùåãî ïî íåìó òîêà ( )CI t  íà 2p , òàê êàê ( ) ( )C CI t q t= =¢

( )CCU t= ¢ . Ôàçû æå íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå è òîêà

( ) ( )RC CI t U t R= , òåêóùåãî ïî øóíòèðóþùåìó êîíäåíñàòîð
ðåîñòàòó, ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, ôàçà ñóììàðíîãî òîêà ( )I t , òå-
êóùåãî ÷åðåç ýòè ýëåìåíòû, îïåðåæàåò ôàçó íàïðÿæåíè ÿ íà
íèõ íà òàêîé óãîë Cj , ÷òî tg C CRj w= .
Èòàê, òåêóùèé ÷åðåç àìïåðìåòð òîê óäîâëåòâîðÿåò ñîî òíîøå-
íèþ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )L RL C RCI t I t I t I t I t= + = + ,

à íàïðÿæåíèå ãåíåðàòîðà ðàâíî

( ) ( ) ( )sin L CU t U t U t U tw= = + .

Ïîýòîìó âåêòîðíàÿ äèàãðàììà íàïðÿæåíèé íà ýëåìåíòàõ  öåïè
ïðè ïðîèçâîëüíûõ, íî ðàâíûõ ñîïðîòèâëåíèÿõ ðåîñòàòî â áó-
äåò èìåòü âèä, ïîêà-
çàííûé íà ðèñóíêå 28.
Èç ýòîãî ðèñóíêà ìîæ-
íî ïîíÿòü, ÷òî îòíîøå-
íèå àìïëèòóäû íàïðÿ-
æåíèÿ ( )U t  ê àìïëè-
òóäå òîêà ( )I t  íå áó-
äåò çàâèñåòü îò ÷àñòî-
òû w  òîëüêî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî

2L Cj j p+ = , ò.å. ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ ôàç ( )U t  è ( )I t .
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåí èé è
ïðè 0R R=  òåêóùèé ÷åðåç àìïåðìåòð òîê è íàïðÿæåíèå ãåíå-
ðàòîðà äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ñèíôàçíî ïðè âñåõ äîïóñòèì ûõ
çíà÷åíèÿõ w .
Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ 2L Cj j p+ =  ýêâèâàëåíòíî òðåáî-
âàíèþ 2

0tg tg 1L C CR Lj j = = . Ïîñêîëüêó 0R U I= , òî
2

2

CU
L

I
= .

10. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè ñâåòà, ïàäà þ-
ùèé íîðìàëüíî íà ïëåíêó ïó÷îê áåëîãî ñâåòà ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê íàáîð ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí , âîë-
íîâîé ôðîíò êîòîðûõ ïàðàëëåëåí ïîâåðõíîñòè ïëåíêè.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìûëüíàÿ ïëåíêà íàõîäèòñÿ â âîçäóõ å, ò.å.
ñðåäå, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé ñ áîëüøîé òî÷ íîñòüþ
ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì åäèíèöå. Êàê èçâåñòíî, ïðè íîð ìàëü-
íîì ïàäåíèè íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ îäíîðîäíûõ èçîò ðîï-
íûõ ñðåä îòðàæåíèå âîëíû îò îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé  (äðó-
ãèìè ñëîâàìè, èìåþùåé áîëüøèé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíè ÿ)
ñðåäû ïðîèñõîäèò ñ ïîòåðåé ïîëîâèíû äëèíû âîëíû. Ïî ýòî-
ìó ïðè îòðàæåíèè îò ãðàíèöû «âîçäóõ–ïëåíêà» áóäåò ï ðîèñ-
õîäèòü ïîòåðÿ ïîëîâèíû äëèíû âîëíû, à ïðè îòðàæåíèè  îò
ãðàíèöû «ïëåíêà–âîçäóõ» ýòîé ïîòåðè íå áóäåò. Ïîñêî ëüêó

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 63
çàííóþ ïîâåðõíîñòü êàê îäíó îáêëàäêó ñôåðè÷åñêîãî ê îíäåí-
ñàòîðà, äðóãîé îáêëàäêîé êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷ íî óäà-
ëåííûå îò íåå òåëà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åìêîñòü ý òîãî
êîíäåíñàòîðà ðàâíà 04C Rpe* = . Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñò-
íûì âûðàæåíèåì äëÿ ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ  êîí-
äåíñàòîðà, íàéäåì ýíåðãèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé íàøåé
ñèñòåìû â èñõîäíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ:

( ) ( )2 22
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1 2
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q q q R rq
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= + = ,

( ) ( ) ( )2 2 22
2 02

2 2
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2 2 8

q q R r q R rq
W

C C R

pe

pe*
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E
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Èñêîìîå âûäåëèâøååñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâíî

( ) 2
1 2 02Q A W W rpe= + - = E .

8. Ïîëîæèì ïîòåíöèàë îòðèöàòåëüíîé êëåììû áàòàðåè ðàâ -
íûì íóëþ. Òîãäà â ìîìåíò çàìûêàíèÿ êëþ÷à ïîòåíöèàë êàòî-
äà äèîäà ñòàíåò ðàâíûì E , ïîòåíöèàë æå àíîäà äèîäà íèæå,
çíà÷èò, äèîä áóäåò çàïåðò. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è äèîä ñ ëåäóåò
ñ÷èòàòü èäåàëüíûì, ò.å. â çàïåðòîì ñîñòîÿíèè äèîä ò îê íå
ïðîâîäèò è åìêîñòü ìåæäó åãî âûâîäàìè ðàâíà íóëþ. Ñ ëåäî-
âàòåëüíî, â ìîìåíò çàìûêàíèÿ êëþ÷à ïîòåíöèàë àíîäà äèîäà
áóäåò ðàâåí 3E .
Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à ÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì  2R,
ïîäêëþ÷åííûé ê êîíäåíñàòîðó, íà÷íåò ïðîòåêàòü òîê, êîòî-
ðûì áóäåò çàðÿæàòüñÿ êîíäåíñàòîð. Ïî ïðîøåñòâèè íåê îòîðî-
ãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïîòåíöèàë àíîäà äèîäà ïðåâûñè ò ïî-
òåíöèàë åãî êàòîäà, è äèîä îòêðîåòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ ýòî ãî ìî-
ìåíòà, ðåçèñòîðû ñîïðîòèâëåíèåì 2 R ìîæíî ñ÷èòàòü ñîåäè-
íåííûìè ïàðàëëåëüíî, à ïîñëå çàðÿäà êîíäåíñàòîðà ðà çíîñòü
ïîòåíöèàëîâ ìåæäó åãî îáêëàäêàìè ñòàíåò ðàâíîé ïàäå íèþ
íàïðÿæåíèÿ íà ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì 4 R. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ çàêîíîì Îìà, ýòî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ áóäåò ðàâíà

4
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R
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Dj = =E E, à óñòàíîâèâøèéñÿ çàðÿä ëþáîé îáêëàäêè

êîíäåíñàòîðà ïî ìîäóëþ ñòàíåò ðàâíûì q CDj= . Ïîñêîëüêó
êîíäåíñàòîð ïëîñêèé, òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷ åñêîãî
ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿäàìè îäíîé èç åãî ïëàñòèí â ëþáîé
òî÷êå ìåæäó íèìè, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé è ðàâí îé ïî

ìîäóëþ  
1
2

E
d

Dj
= , ãäå d – ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè
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òî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé è ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé ÷ àñòîòå
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