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Âèòàëèþ Ëàçàðåâè÷ó Ãèíçáóðãó –
90 ëåò

4 îêòÿáðÿ 2006 ãîäà èñïîëíèëîñü 90 ëåò âûäàþùåìóñÿ ðîññèéñêîìó
ó÷åíîìó, ëàóðåàòó Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå, àêàäåìèêó Ðîññèéñêîé

àêàäåìèè íàóê Âèòàëèþ Ëàçàðåâè÷ó Ãèíçáóðãó.
Ðåäàêöèîííûé ñîâåò, ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà
«Êâàíò» ïîçäðàâëÿþò Âèòàëèÿ Ëàçàðåâè÷à ñ þáèëååì è æåëàþò åìó

çäîðîâüÿ è íîâûõ óñïåõîâ â åãî ëþáèìîé ôèçèêå.

Ê ÷èòàòåëþ

Êàê áû ìíå õîòåëîñü ïåðåäàòü Âàì, óâàæàåìûé
÷èòàòåëü, ñâîé èíòåðåñ ê òîìó, êàê óñòðîåí ìèð! ß
âîîáùå ñ÷èòàþ ñåáÿ ñ÷àñòëèâûì ÷åëîâåêîì – âñþ
æèçíü çàíèìàëñÿ òåì, ÷òî ñ÷èòàë âàæíûì è èíòåðåñ-
íûì – íàóêîé, ôèçèêîé. Óæå íåñêîëüêî ðàç ðàññêàçû-
âàë íà âñòðå÷àõ ñ ìîëîäûìè ëþäüìè, êàê ýòî ïîëó÷è-
ëîñü. Ñëóøàëè ìåíÿ âñåãäà ñ èíòåðåñîì.
Ìîè øêîëüíûå ãîäû ïðèøëèñü íà ñàìûé, âèäèìî,

íåóäà÷íûé ïåðèîä ñîâåòñêîãî ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ.
Îò ñòàðîé øêîëû (ãèìíàçèé è ò.ï.) îñòàëèñü çäàíèÿ è
îòäåëüíûå ïðåïîäàâàòåëè. À â îñòàëüíîì öàðèë õàîñ. Â
1931 ãîäó, êîãäà ÿ êîí÷èë ñåìèëåòêó, íà íåé âñå è
îáðûâàëîñü, äåâÿòèëåòêè áûëè óïðàçäíåíû, äàëüøå
ïîëàãàëîñü èäòè â ôàáðè÷íî-çàâîäñêèå ó÷èëèùà.
Èíòåðåñ ê ôèçèêå ïîÿâèëñÿ óæå òîãäà, è òâåðäî, õîòÿ

ÿ è íå çíàþ ïî÷åìó. Î÷åíü ìíå íðàâèëàñü íàó÷íî-
ïîïóëÿðíàÿ êíèãà Î.Ä.Õâîëüñîíà «Ôèçèêà íàøèõ
äíåé».

Âèòàëèé Ëàçàðåâè÷ Ãèíçáóðã – îäèí èç íåìíîãèõ ôèçèêîâ-
óíèâåðñàëîâ, ðàáîòàþùèõ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè. Èì îïóáëèêîâàíî áîëåå 450 íàó÷íûõ ðàáîò è
äåñÿòêè êíèã. Ê íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ðåçóëüòàòàì åãî
èññëåäîâàíèé îòíîñÿòñÿ òåîðèÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 3/2,
êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ýôôåêòà Âàâèëîâà–×åðåíêîâà, ðàáîòû â
îáëàñòÿõ êðèñòàëëîîïòèêè, ñåãíåòîýëåêòðè÷åñòâà, òåîðåòè-
÷åñêîé ðàäèîôèçèêè, òåîðèè âîëí â ïëàçìå, àñòðîôèçèêè,
òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè (òåîðèÿ Ãèíçáóðãà–Ëàíäàó), êîñ-
ìîëîãèè. Ðàáîòû ïî òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè â 1966 ãîäó
áûëè óäîñòîåíû Ëåíèíñêîé ïðåìèè, à â 2003 ãîäó – Íîáåëåâ-
ñêîé ïðåìèè. Â.Ë.Ãèíçáóðã íàãðàæäåí ìíîãèìè îðäåíàìè
íàøåé ñòðàíû, èìååò íàãðàäû àêàäåìèè íàóê. Ñðåäè íèõ
ïðåìèÿ èì. Ë.È.Ìàíäåëüøòàìà, ïðåìèÿ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñî-
âà, Çîëîòàÿ ìåäàëü èì. Ñ.È.Âàâèëîâà, Áîëüøàÿ Çîëîòàÿ
ìåäàëü èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ÐÀÍ. Â.Ë.Ãèíçáóðã èçáðàí
÷ëåíîì 10 çàðóáåæíûõ àêàäåìèé íàóê, â òîì ÷èñëå Ëîíäîí-
ñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, Àìåðèêàíñêîé íàöèîíàëüíîé
àêàäåìèè, Åâðîïåéñêîé àêàäåìèè, îí ÿâëÿåòñÿ ëàóðåàòîì
ìíîãèõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ïðåìèé.
Âñþ ñâîþ æèçíü Âèòàëèé Ëàçàðåâè÷ ðàáîòàåò â Ôèçè-

÷åñêîì èíñòèòóòå èì.Ï.Í.Ëåáåäåâà ÐÀÍ, äåñÿòêè ëåò îí
âîçãëàâëÿë îáùåìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðåòè÷åñêîé ôè-
çèêå – øèðîêî èçâåñòíûé «Ñåìèíàð Ãèíçáóðãà». Â.Ë.Ãèíç-
áóðã – ãëàâíûé ðåäàêòîð îäíîãî èç ñàìûõ ïðåñòèæíûõ

íàó÷íûõ æóðíàëîâ – æóðíàëà «Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê».
Ñ 1968 ãîäà Âèòàëèé Ëàçàðåâè÷ çàâåäóåò êàôåäðîé ïðî-
áëåì ôèçèêè è àñòðîôèçèêè â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè-
÷åñêîì èíñòèòóòå. Âîñïèòàíèþ ìîëîäûõ ôèçèêîâ-òåîðåòè-
êîâ è ïðîïàãàíäå ôèçè÷åñêîé íàóêè Â.Ë.Ãèíçáóðã óäåëÿåò
î÷åíü áîëüøîå âíèìàíèå. Øèðîêî èçâåñòíà, íàïðèìåð, åãî
áîëüøàÿ ñòàòüÿ «Êàêèå ïðîáëåìû ôèçèêè è àñòðîôèçèêè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ îñîáåííî âàæíûìè è èíòåðåñíûìè â íà÷à-
ëå 21-ãî âåêà?» (ïîñëåäíèé âàðèàíò ýòîé ñòàòüè ñîäåðæèò-
ñÿ â êíèãå Â.Ë.Ãèíçáóðãà «Î íàóêå, î ñåáå è î äðóãèõ»).
Ýòî, ïî ñóùåñòâó, îáçîð íûíåøíåãî ñîñòîÿíèÿ ôèçèêè è
àñòðîôèçèêè è ïðîãðàììà èññëåäîâàíèé íà áëèæàéøèå ãîäû.
Âèòàëèé Ëàçàðåâè÷ Ãèíçáóðã ìíîãî ëåò ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì
ðåäêîëëåãèè «Áèáëèîòå÷êè «Êâàíò», íåîäíîêðàòíî åãî ñòà-
òüè ïóáëèêîâàëèñü è íà ñòðàíèöàõ íàøåãî æóðíàëà. Â
2006 ãîäó âûøëè äâå íîâûå êíèãè Â.Ë.Ãèíçáóðãà. Îäíà èç
íèõ – «Î ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ñâåðõòåêó÷åñòè. Àâòîáèîã-
ðàôèÿ», â ýòîé êíèãå åñòü è Íîáåëåâñêàÿ ëåêöèÿ àâòîðà.
Äðóãàÿ êíèãà – «Ñâåðõïðîâîäèìîñòü» – íàïèñàíà ñîâìåñò-
íî ñ åãî ñîòðóäíèêîì Å.À.Àíäðþøèíûì. Ýòî óâëåêàòåëü-
íûé ðàññêàç î ôèçèêå íèçêèõ òåìïåðàòóð, ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè è ñâåðõòåêó÷åñòè. Íèæå ìû âîñïðîèçâîäèì (ñ íå-
áîëüøèìè ñîêðàùåíèÿìè) îáðàùåíèå ê ÷èòàòåëÿì ýòîé êíè-
ãè, íàïèñàííîå Â.Ë.Ãèíçáóðãîì.

Óñòðîèëñÿ íà ðàáîòó ñíà÷àëà ïðåïàðàòîðîì, çàòåì
ëàáîðàíòîì â ëàáîðàòîðèþ îäíîãî èíñòèòóòà. Â 1933
ãîäó áûë ïåðâûé «ñâîáîäíûé» (ò.å. ïî êîíêóðñó, à íå
ïî ïóòåâêàì) íàáîð íà ôèçôàê ÌÃÓ. Òðè ìåñÿöà
óñèëåííî ãîòîâèëñÿ ñ ó÷èòåëÿìè è òîëüêî òàê ïðîøåë
êóðñ çà 8, 9 è 10 êëàññû. Ïîñòóïèë ñî âòîðîãî ðàçà, íî
ñðàçó íà âòîðîé êóðñ ïîñëå ãîäà çàî÷íîãî. Â îáùåì,
ôîðìàëüíî ÿ ïîäãîòîâèëñÿ, íî ÿ óáåæäåí, ÷òî îòñóò-
ñòâèå õîðîøåé, íîðìàëüíîé øêîëû ñàìûì îòðèöàòåëü-
íûì îáðàçîì ñêàçàëîñü íà ìíå. Åñëè õîðîøèé øêîëü-
íèê ðåøàåò 1000 çàäà÷ ïî òðèãîíîìåòðèè, 1000 çàäà÷ ïî
ëîãàðèôìèðîâàíèþ, âûðàáàòûâàåò îïðåäåëåííûé àâ-
òîìàòèçì, òî ó ìåíÿ çà ïëå÷àìè áûëî âñåãî 10 èëè 100
çàäà÷, ìíå ýòî ïîòîì ìåøàëî. Âñïîìèíàþ â ýòîé ñâÿçè
ðàçãîâîð ñ èçâåñòíûì ôèçèêîì Ã.Ñ.Ãîðåëèêîì. Îí
î÷åíü õîðîøî ïèñàë è íà ìîé âîïðîñ: «Ïî÷åìó âû òàê
õîðîøî ïèøåòå?» – îòâåòèë âîïðîñîì: «Ñêîëüêî ðàç â
íåäåëþ âû ïèñàëè â øêîëå ñî÷èíåíèÿ?» ß îòâåòèë, ÷òî
ðàç â äâå íåäåëè, òî÷íî íå ïîìíþ. Íà ýòî Ã.Ñ. ìíå
çàìåòèë, ÷òî îí ó÷èëñÿ â Øâåéöàðèè è ñî÷èíåíèÿ ïèñàë
êàæäûé äåíü.
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Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ôèçôàêà â 1938 ãîäó ìåíÿ ðåêî-
ìåíäîâàëè â àñïèðàíòóðó, îäíàêî ðàíüøå àñïèðàíòó-
ðà äàâàëà îòñðî÷êó îò ïðèçûâà â àðìèþ, à òîãäà óæå
âîçíèêëè òðóäíîñòè. Â êîíöå êîíöîâ ÿ îêàçàëñÿ îä-
íèì èç ïîñëåäíèõ, êîìó òàêóþ îòñðî÷êó äàëè. À â
ñåíòÿáðå 1938 ãîäà, êîãäà âîïðîñ î ïðèçûâå åùå
âèñåë â âîçäóõå, çàíèìàòüñÿ ðóòèííîé ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ðàáîòîé, ñèäåòü â òåìíîé êîìíàòå è ãîíÿòü
íàñîñ, åñòåñòâåííî, íå õîòåëîñü è áûëî íè ê ÷åìó.
Âîò ÿ è ñòàë ïûòàòüñÿ îáúÿñíèòü âîçìîæíîñòü òîãî
ýôôåêòà àñèììåòðèè, êîòîðûì çàíèìàëñÿ (ìîé äèï-
ëîì áûë ïîñâÿùåí ðàçëè÷èþ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷å-

íèÿ êàíàëîâûõ ëó÷åé âäîëü ëó÷à è â ïðîòèâîïîëîæ-
íîì íàïðàâëåíèè). È ïðèøëà òàêàÿ ìûñëü. Åñëè
ðàçëîæèòü ïîëå íàëåòàþùåãî èîíà íà ïëîñêèå âîëíû,
òî ýòè âîëíû ìîãëè áû, êàçàëîñü, èãðàòü òó æå ðîëü,
÷òî è ñâåòîâûå âîëíû, à çíà÷èò, âûçûâàòü èíäóöèðî-
âàííîå èñïóñêàíèå. Ïîýòîìó â íàïðàâëåíèè äâèæå-
íèÿ íàëåòàþùåãî èîíà âîçáóæäåííûé àòîì çà ñ÷åò
èíäóöèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ äîëæåí èçëó÷àòü áîëü-
øå, ÷åì â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Íå áóäó
îáúÿñíÿòü ïîäðîáíåå. Ñ ýòîé èäååé ÿ ïîäîøåë ê
È.Å.Òàììó, êàæåòñÿ, 13 ñåíòÿáðÿ – îí ðàáîòàë â
ÔÈÀÍå è ÷èòàë ó íàñ íà ôèçôàêå ëåêöèè. Ìíå
óäàëîñü èçëîæèòü åìó ñâîþ èäåþ, è ñ ýòîãî äëÿ ìåíÿ
íà÷àëàñü íîâàÿ æèçíü. Ñàìà èäåÿ îêàçàëàñü íåâåð-
íîé, çàòî Èãîðü Åâãåíüåâè÷ ïîääåðæàë ìåíÿ, ïîçâî-
ëèë ïîâåðèòü â ñâîè ñèëû.
Ñ÷èòàþ, ÷òî ìíå ïîâåçëî – ÿ ïîòîì óøåë ðàáîòàòü â

ÔÈÀÍ, à íå îñòàëñÿ íà ôèçôàêå, ãäå ìåíÿ ñ÷èòàëè
ó÷åíèêîì «ðåàêöèîííûõ» ïðîôåññîðîâ. Ïîâåçëî, ÷òî
ïîñëå âîéíû ïðèâëåêëè ê ðàáîòå íàä àòîìíîé áîì-
áîé, òîëüêî ïîòîìó èçáåæàë çà÷èñëåíèÿ â êîñìîïîëè-
òû. Ïîâåçëî, ÷òî âñþ æèçíü çàíèìàëñÿ èíòåðåñíåé-

øåé ðàáîòîé – èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè ôèçèêè.
Äàëåêî íå âñåì äàæå òàëàíòëèâûì ëþäÿì ýòî óäà-
ëîñü – êòî ñãèíóë â ëàãåðÿõ, êòî ïîãèá âî âðåìÿ
âîéíû, êòî ïðîñòî íå âïèñàëñÿ â ñîâåòñêóþ äåéñòâè-
òåëüíîñòü. Íà ôîíå èñòîðèè íàøåé ñòðàíû â XX
ñòîëåòèè ìîÿ ñîáñòâåííàÿ èñòîðèÿ âûãëÿäèò êàê âåñü-
ìà óäà÷íàÿ. Ýòî âåçåíèå ñûãðàëî íåìàëóþ ðîëü â
òîì, ÷òî ÿ ñòàë ôèçèêîì-òåîðåòèêîì, ïðè÷åì äîâîëü-
íî èçâåñòíûì è ïðåóñïåâàþùèì. Ïîä ïîñëåäíèì ÿ
èìåþ â âèäó íå òî, ÷òî ÿ ñòàë ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåí-
òîì (1953), ïîòîì àêàäåìèêîì (1966), ëàóðåàòîì (Ëå-
íèíñêîé è Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèé) è ò.ï. Âñå ýòî

äîñòàòî÷íî óñëîâíî, èíîãäà äàæå ïîëíûå íè÷òîæå-
ñòâà äîáèâàþòñÿ ôîðìàëüíî ìíîãîãî. À âîò íàó÷íûå
ðåçóëüòàòû – äðóãîå äåëî, ýòî íå÷òî îáúåêòèâíîå. È
çäåñü ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî ïîëó÷èë ðÿä âàæíûõ è äîâîëüíî
âûñîêîãî êëàññà ðåçóëüòàòîâ: â îáëàñòè ñâåðõïðîâî-
äèìîñòè, ñâåðõòåêó÷åñòè, ñåãíåòîýëåêòðè÷åñòâà, ýô-
ôåêòà Âàâèëîâà–×åðåíêîâà è ïåðåõîäíîãî èçëó÷å-
íèÿ, ðàäèîàñòðîíîìèè, ïðîèñõîæäåíèÿ êîñìè÷åñêèõ
ëó÷åé, ðàññåÿíèÿ ñâåòà. Ïîëàãàþ, ÷òî è Íîáåëåâñêàÿ
ïðåìèÿ (2003) ýòî îòðàæàåò, õîòÿ îíà ïðèñóæäåíà çà
èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè èìåííî ñâåðõïðîâîäèìîñòè.
ß âîîáùå ñ÷èòàþ, ÷òî ñ èñòîðèåé ïðèñóæäåíèÿ Íîáå-
ëåâñêèõ ïðåìèé ñòîèò ïîçíàêîìèòüñÿ âñåì, êòî èíòå-
ðåñóåòñÿ èñòîðèåé ïîëó÷åíèÿ è ïðèçíàíèÿ íàó÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ (çíà÷åíèå ýòîãî ñîáûòèÿ íå ñëåäóåò, îä-
íàêî, ïåðåîöåíèâàòü).
ß î÷åíü ðåêîìåíäóþ âñåì, êòî ñîáèðàåòñÿ èçáðàòü

íàóêó ñôåðîé ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, âñÿ÷åñêè ðàñøè-
ðÿòü ñâîé êðóãîçîð è íå çàìûêàòüñÿ â óçêîé ñïåöè-
àëüíîñòè.
È îñòàåòñÿ òîëüêî ïîæåëàòü ÷èòàòåëÿì âñÿ÷åñêèõ

áëàã è óñïåõîâ.
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ËÓÁÎÊÎ Â ÏÀÌßÒÈ ÑÏÐßÒÀÍÛ ÌËÀÄÅÍ×ÅÑÊÈÅ
âïå÷àòëåíèÿ. Ïåðâîå ìîå ÷óâñòâåííîå  îùóùåíèå
ñâÿçàíî ñ ïðîõëàäîé è ñâåæåñòüþ ðå÷íîé âîäû.

Ðàññêàçûâàþò, ÷òî ÿ íåìåäëåííî çàêðè÷àë: «Ìàìà,
ïîäëåé ãîðÿ÷åé».
Ìû æèëè â Ëåñïðîìõîçå â Òàòàðèè. Âîêðóã òðåâîæà-

ùèå ìîå âîîáðàæåíèå ëåñà. Òàì ìîæíî çàáëóäèòüñÿ,

Ó áóäóùåãî ãðóñòíûå ãëàçà.
È íóæíî çàìîë÷àòü. Íî òðóäíî, òðóäíî...1

òàì âîëêè. Íå ïóãàííûå îõîòíèêàìè, â òå ñîðîêîâûå
îíè ñèëüíî ðàñïëîäèëèñü. Îá ýòîì ãîâîðèëè âçðîñëûå.
Åùå ìíîãî ãîâîðèëè î Ñòàëèíãðàäñêîé áèòâå, ÷òî
òåïåðü âîéíà ñêîðî êîí÷èòñÿ. Îòåö áûë íà ôðîíòå. Åãî
âîçâðàùåíèå ÿ âñòðåòèë ñïîêîéíî – âåäü ÿ åãî íèêîãäà
íå âèäåë ðàíüøå.
Â ñåìüå – íàñòîÿùèé êóëüò ïîýçèè è íàóêè. Ìàìà,

ïðåïîäàâàòåëü áèîëîãèè, âñþ æèçíü ïèñàëà ñòèõè.
Ñî÷èíÿë ïîýòè÷åñêèå ñòðîêè è ñòàðøèé áðàò. Ñòèõè
çâó÷àëè â íàøåì äîìå âñåãäà. ß íå ïîìíþ ñåáÿ, íå

1 Çäåñü è äàëåå ñòèõè Â.Çàõàðîâà. (Ïðèì. ðåä.)

Íå íàäî áîÿòüñÿ
«äåòñêèõ» âîïðîñîâ
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çíàþùåãî áëîêîâñêîé «Íåçíàêîìêè». Ìàìà íàïåâàëà
ýòè ñòðîêè âìåñòî êîëûáåëüíîé. Ïóøêèí, Íåêðàñîâ,
Åñåíèí, ñèìâîëèñòû... Âîò Òþò÷åâà ìîÿ ðàçíî÷èííàÿ
ñåìüÿ íå çíàëà. Ê èìåíè æå Àõìàòîâîé îòíîñèëèñü ñ
áîëüøèì óâàæåíèåì.
Ïèñàòü ñòèõè ñàì ÿ ñòàë èñêëþ÷èòåëüíî èç çàâèñòè ê

ñòàðøåìó áðàòó. Ó íåãî æå ïîëó÷àåòñÿ – äîëæíî âûéòè
è ó ìåíÿ. Â âîñåìü ëåò íàïèñàë ñòèõè î Ñòàëèíå,
ñïëîøü ñîñòîÿùèå èç ÷óæèõ ðàñõîæèõ ñëîâ. ß ïðîäîë-
æàë ñî÷èíÿòü, íî ñêîðî ïîíÿë, ÷òî ïîáåäèòü áðàòà íå
ñìîãó. Ñòàíîâèëîñü âñå òðóäíåå. Èçâåñòåí ýôôåêò: ÷åì
áîëüøå ïîãðóæàåøüñÿ â ìèð ïîýçèè, òåì ñòðîæå ñòàíî-
âÿòñÿ êðèòåðèè è ñòðîæå îöåíèâàåøü ñâîè ñòðîêè.
Ïèñàòü âñåðüåç ÿ ñòàë òîëüêî ïîñëå äâàäöàòè è â ñâîþ
ïåðâóþ êíèãó ðàííèå ñòèõè íå âêëþ÷èë.
Â êàêîé-òî ìîìåíò ÿ ïîíÿë ãëóáîêîå ðàçëè÷èå íàóêè

è ïîýçèè. Â íàóêå âñå, ÷òî äåëàþ ÿ, ñìîæåò è äðóãîé.
Äîêàæó ÿ êàêóþ-òî òåîðåìó, íî, âîçìîæíî, îíà óæå
äîêàçàíà, à åñëè è íå äîêàçàíà, òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ ýòî âñå-òàêè ñëó÷èòñÿ. ×åëîâå÷åñêèå æå ëè÷íîñ-
òè íàñòîëüêî ðàçëè÷íû, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ, íàïèñàííûå
îäíèì ïîýòîì, íå ìîãóò áûòü ñîçäàíû äðóãèì. Ýòî êàê
îòïå÷àòêè ïàëüöåâ. Ìîÿ ïîýçèÿ – ýòî òîò ñïîñîá,
êîòîðûì ÿ âèæó, ýòî òîò ãëàç, òîò ìèð, êîòîðûé ÿ âèæó,
ýòî òî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî âî ìíå. Åñëè ÿ íå ïåðåäàì
åãî, ýòîò ìèð, îí èñ÷åçíåò. È âñå. Îí íèêîãäà íå áóäåò
ñóùåñòâîâàòü. À åñëè âûðàæó åãî, òî îí ïðèîáðåòåò
÷åðòû íåêîåãî âå÷íîãî áûòèÿ. È ÿ âçÿëñÿ çà ïåðî.
Ïèñàë ñòèõè, ýññå, òîëüêî íå ïðîçó. Îíà, ìíå êàæåòñÿ,
åùå ñèëüíåå îòëè÷àåòñÿ îò íàóêè.
Äåòñêèå îïûòû áûâàþò ó âñåõ, à âîò ïîòðåáíîñòü â

ñåðüåçíîé ðàáîòå ïðèøëà äîñòàòî÷íî ïîçäíî. Äîëãîå
âðåìÿ ÿ áûë óáåæäåí, ÷òî ñòàíó õèìèêîì. Ëåò â
îäèííàäöàòü-äâåíàäöàòü ÿ óæå îáóñòðîèë áîëüøóþ
õèìè÷åñêóþ ëàáîðàòîðèþ, âñå ñâîè êàðìàííûå äåíüãè
òðàòèë íà íåå. ×èòàë ó÷åáíèêè ïî õèìèè, íàó÷íî-
ïîïóëÿðíûå êíèãè. Äåëàë îïûòû, èíîãäà âåñüìà ðèñêî-
âàííûå. Ïûòàëñÿ, íàïðèìåð, èçãîòîâèòü ãëèöåðèí ñà-
ìîñòîÿòåëüíî. Ìàìà âûïèñûâàëà æóðíàë «Ïðèðîäà».
ß ìàëî ÷òî â íåì ïîíèìàë, íî õèìè÷åñêàÿ òåðìèíîëî-
ãèÿ çàâîðàæèâàëà. Ïðîÿâëÿë èçîáðåòàòåëüíîñòü. Ó
ìåíÿ íå õâàòàëî àçîòíîé êèñëîòû, à ñåðíóþ êèñëîòó
ìîæíî áûëî äîñòàòü – îíà ïðîäàâàëàñü ïîä âèäîì
êóïîðîñíîãî ìàñëà. ×åðíûé ïîðîõ ìîæíî áûëî êóïèòü
áåç îõîòíè÷üåãî áèëåòà, ñòîèë îí äåøåâî. Íî âèä åãî
âíóøàë ïîäîçðåíèå — îí ñîñòîÿë èç êàêèõ-òî ÷åøóåê.
Åñëè ñìåñü ñåðû è ÷åðíîãî ïîðîõà çàëèòü ñåðíîé
êèñëîòîé è ñäåëàòü ðàçîãðåâ... Êîãäà ÿ çàñàäèë âñå ýòî
â êîëáó è ïîñòàâèë íà ñïèðòîâêó, òî òàê ãðîìûõíóëî...
Ìàìèíû ãàðäèíû áûëè èñïîð÷åíû íàâåê.
Âëþáëåííîñòü â õèìèþ ïðîäîëæàëàñü åùå äîëãî. Íî

îäíàæäû æèçíü ìîÿ ïåðåâåðíóëàñü. ß çàøåë â ãîðîä-
ñêóþ äåòñêóþ áèáëèîòåêó. Ìû íåäàâíî ïåðååõàëè â
Ñìîëåíñê, ìíå íå áûëî åùå ÷åòûðíàäöàòè. ß âçÿë ñ
ïîëêè êíèãó Ñåðãåÿ Áîáðîâà î ìàòåìàòèêå äëÿ äåòåé.2

ß ÷èòàë åå ñî ñòðàñòüþ, ñ ïûëàþùèìè îò âîçáóæäåíèÿ

ùåêàìè. Âîò îíî! ß áóäó ìàòåìàòèêîì! Êíèãà ìíå
ïîêàçàëàñü áåñêîíå÷íî èíòåðåñíîé. Îíà áûëà íàïèñàíà
ñòðàííî, ïðè÷óäëèâî. Òàì áûëè ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà-
÷è, õóäîæåñòâåííûå ðàññêàçû, ñòèõè – ñëîâîì, áûë
òàèíñòâåííûé ìîìåíò ñëèÿíèÿ ìàòåìàòèêè è ïîýçèè. È
ýòî ñûãðàëî â ìîåé æèçíè ðåøàþùóþ ðîëü.
Êíèãà áûëà ðîñêîøíî èçäàíà. Â òîëñòîì ïåðåïëåòå.

Ñ ïðåêðàñíûìè èëëþñòðàöèÿìè. Ìíîãî ëåò ñïóñòÿ,
ïåðå÷èòûâàÿ Ïàñòåðíàêà, ÿ íàøåë ïîñâÿùåíèå Ñåðãåþ
Áîáðîâó. Îí âõîäèë âìåñòå ñ Ïàñòåðíàêîì â ãðóïïó
«Öåíòðèôóãà» — îäíî èç ïîñëåäíèõ ëèòåðàòóðíûõ
îáúåäèíåíèé ôóòóðèñòîâ. Íåñêîëüêî ëåò òîìó íàçàä â
òîìå, ïîñâÿùåííîì ôóòóðèñòàì, âûøëà áîëüøàÿ ïîä-
áîðêà ñòèõîâ Ñåðãåÿ Áîáðîâà. Áîëüøîãî âïå÷àòëåíèÿ
ñòèõè íà ìåíÿ íå ïðîèçâåëè, íî ïîêàçàëàñü ëþáîïûò-
íîé åãî áèîãðàôèÿ.
Â âîñüìîì êëàññå ÿ ïðèøåë íà ìàòåìàòè÷åñêóþ

îëèìïèàäó è ìãíîâåííî, ìåíåå ÷åì çà ïÿòíàäöàòü
ìèíóò, ðåøèë çàäà÷è âñåõ âàðèàíòîâ. Ïîòðåáîâàë,
÷òîáû ìíå äàëè çàäà÷è äëÿ äåâÿòûõ êëàññîâ. Ðåøèë
âñå. Ìîæåò ñêîðåå ðàäè øóòêè, ìíå ïðåäëîæèëè çàäà-
íèå äëÿ âûïóñêíîãî êëàññà. Ñïðàâèëñÿ òàê æå áûñòðî.
ß âåäü áûë âëþáëåí â ìàòåìàòèêó. Óìåë äèôôåðåíöè-
ðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü. Íàó÷èëñÿ ñàì â ïÿòíàäöàòü
ëåò ïî êíèæêàì ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè, ãäå áûëè âñå
öåïî÷êè è ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. À íà÷à-
ëîñü âñå ñ êíèãè ïîýòà, ìå÷òàâøåãî ñòàòü ìàòåìàòèêîì.
Â íàãðàäó çà ïîáåäó â îëèìïèàäå ìíå ïîäàðèëè âñå

øåñòü òîìîâ «Ñîâåòñêîé äðàìàòóðãèè». Íà ìåíÿ îáðà-
òèëè âíèìàíèå. Äîöåíò ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà
Èðèíà Ëåîíèäîâíà Ðàóõâàðãåð ðåøèëà çàíèìàòüñÿ ñî
ìíîé âûñøåé ìàòåìàòèêîé, äà âèäíî ãîëîâà ìîÿ îêàçà-
ëàñü ïåðåãðóæåííîé – íà÷àëèñü ìèãðåíåîáðàçíûå áîëè.
Èíòåíñèâíûå çàíÿòèÿ ïðåêðàòèëèñü, íî ê ýòîìó âðåìå-
íè ìíå óæå ñàìîìó áûëî íåÿñíî, ÷òî âëå÷åò áîëüøå –
ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, òåõíèêà? Êñòàòè, èíòåðåñ ê òåõ-
íèêå áûë âñåîáùèì – îñâîåíèå êîñìîñà áûëî óæå íà
ïîäõîäå.
Øêîëó ÿ îêîí÷èë áåç ìåäàëè. Ïðè÷èíà ýòîãî íå â

çíàíèÿõ. ß áûë âñåãäà ÷åëîâåêîì... îòâÿçàííûì. Åñòü
òàêîå àíãëèéñêîå âûðàæåíèå «îòâÿçàííàÿ ïóøêà» –
ýòî ïóøêà, êîòîðàÿ, ñòîèò åå îñâîáîäèòü îò ïóò, íà÷è-
íàåò êàòàòüñÿ ïî ïàëóáå êîðàáëÿ. Ïîä äàâëåíèåì ñåìüè
ÿ ïîåõàë â Ìîñêâó, ñäàë ýêçàìåíû, ïîñòóïèë â ýíåðãå-
òè÷åñêèé èíñòèòóò. Ïðîó÷èëñÿ òàì òðè ãîäà, ïîëó÷àë
äàæå ïîâûøåííóþ ñòèïåíäèþ, íî âñå æå óøåë îòòóäà.
Îêàçàëñÿ â Êóð÷àòîâñêîì èíñòèòóòå 3  â äîëæíîñòè
ëàáîðàíòà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îòäåëà, êîòîðûé êàê
ðàç ñîáèðàëñÿ ïåðååçæàòü â Íîâîñèáèðñê. Îí áûë
çàðîäûøåì áóäóùåãî, â íàñòîÿùèé ìîìåíò àáñîëþòíî
çíàìåíèòîãî, Èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè, ðóêîâîäèë
èì Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷ Áóäêåð, â òî âðåìÿ ÷ëåí-
êîððåñïîíäåíò, âïîñëåäñòâèè èçâåñòíåéøèé àêàäåìèê.
Â îòäåëå áûëà âåñüìà äåìîêðàòè÷íàÿ îáñòàíîâêà. Ó

ìåíÿ áûëî òðè êóðñà âóçà, íî âîñïðèíèìàëè ìåíÿ
ðàâíîöåííûì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì. Òàì ÿ è ïîëó÷èë
ôèçè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ÷òî íàçûâàåòñÿ, èç ïåðâûõ

3 Èíñòèòóò àòîìíîé ýíåðãèè èìåíè È.Â.Êóð÷àòîâà. (Ïðèì.
ðåä.)
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2 Áîáðîâ Ñ.Ï. «Âîëøåáíûé äâóðîã»  (òðåòüå èçäàíèå ýòîé
êíèãè âûøëî â ìîñêîâñêîì èçäàòåëüñòâå ÌÖÍÌÎ â 2006
ãîäó). (Ïðèì. ðåä.)
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ðóê. Äîëæåí áûë ñàì äåëàòü ïðèáîðû, ñàì ïðîèçâîäèòü
âñå ðàñ÷åòû è òàê äàëåå. Ýòî áûë íåîöåíèìûé ýëåìåíò
îáðàçîâàíèÿ, î÷åíü âàæíûé äëÿ ôèçèêà.
Áóäêåð áûë çàìå÷àòåëüíûì ÷åëîâåêîì. Áîëüøèí-

ñòâî ëþäåé èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå ìíåíèå ëèøü ïî
óçêîìó êðóãó âåùåé. Áóäêåð æå ïðèíàäëåæàë ê î÷åíü
ðåäêîìó òèïó òåõ, êîòîðûå ïî ëþáûì âîïðîñàì èìåþò
ñâîå ñîáñòâåííîå ìíåíèå è ëþáîé âîïðîñ îáäóìûâàþò
ñàìîñòîÿòåëüíî – âîïðîñû æèçíè è ñìåðòè, ñóäüáû
÷åëîâå÷åñòâà, ïîëèòèêè, à òàêæå ÷èñòî ïðàêòè÷åñêèå
âîïðîñû, íàïðèìåð ïðîïèñêè. Îí áûë ïîñòîÿííî äó-
ìàþùèì ÷åëîâåêîì, òàëàíòëèâûì è èçîáðåòàòåëüíûì.
Ëàíäàó åãî íàçûâàë ðåëÿòèâèñòñêèì èíæåíåðîì. Áóä-
êåð äåéñòâèòåëüíî áûë ôèçèêîì-òåîðåòèêîì, êîòî-
ðûé, òåì íå ìåíåå, ðàçáèðàëñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Êàæ-
äûé äåíü îí ïðèåçæàë ê äåñÿòè ÷àñàì, âûçûâàë ê ñåáå
ðàçíûå áðèãàäû è îáñóæäàë ñ íèìè äåòàëè èõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïðè÷åì èíîãäà äîñòàòî÷íî òîíêèå (áóêâàëüíî,
ãäå òàì âèíòèêè ïîñòàâëåíû). Ïîòîì îí óåçæàë äîìîé,
îòäûõàë, âîçâðàùàëñÿ è ñèäåë óæå äî ïîçäíåãî âå÷åðà.
×àñòî îí âûçûâàë ìåíÿ (ÿ òîæå ñèäåë ïî âå÷åðàì è
ðàáîòàë), ïðåäëàãàë ìíå ïîñ÷èòàòü ÷òî-òî, ñêàæåì
ïîðîã ðîæäåíèÿ ÷åòûðåõ-øåñòè ôåðìèîíîâ ïðè ñòîëê-
íîâåíèè ïðîòîíîâ. Ýòî íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü. ß ïðèõî-
äèë ê íåìó ÷åðåç ïîë÷àñà: «Ñåìü-ïÿòü íàäî èìåòü â
êàæäîì ïó÷êå». «Ñïàñèáî, òåïåðü ñÿäü». È íà÷èíàë:
«Âîò ÷òî òû äóìàåøü, íàïðèìåð, î òîì, áóäåò ëè
÷åëîâå÷åñêèé èíòåëëåêò áèîëîãè÷åñêèì èëè êèáåðíå-
òè÷åñêèì?» ß ïðåêðàñíî ïîíèìàë – ýòî òàêàÿ èãðà. ß
íèêîãäà íå âûñêàçûâàëñÿ, ïðîñòî áûë ñëóøàòåëåì. È
îí ðàçâèâàë ñâîè òåîðèè – íàïðèìåð, ÷òî áûëî áû,
åñëè áû Ñòàëèí â 45 ãîäó ïîñëå ïîáåäû íàä Ãåðìàíèåé
ðåøèëñÿ íà âîéíó ñ Àìåðèêîé. Ó Áóäêåðà áûëà ñòðîé-
íàÿ, ðàçâèòàÿ òåîðèÿ, ôàíòàñòè÷åñêèé ðîìàí ìîæíî
áûëî ïèñàòü. Îäíàæäû ÿ ïðîèçâåë íà íåãî áîëüøîå
âïå÷àòëåíèå ñâîèì çíàíèåì ëèòåðàòóðû. Îí çàìåòèë â
ðàçãîâîðå ñ êåì-òî: «Êàê ñêàçàë Ëåðìîíòîâ, òû õëî-
ïåö, ìîæåò áûòü, íå òðóñ, äà ãëóï, à ìû âèäàëè âèäû».
ß ãîâîðþ: «Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷, âñå õîðîøî, íî
òîëüêî ýòî íå Ëåðìîíòîâ, à Ïóøêèí». «Êàê? Áûòü íå
ìîæåò!» ß îòâå÷àþ: «Ïóøêèí, ñòèõîòâîðåíèå «Ãó-
ñàð», âî âòîðîì òîìå «Èçáðàííûõ ñî÷èíåíèé», ïðè-
áëèçèòåëüíî íà÷àëî 30-õ ãîäîâ, èç ýòîãî ïåðèîäà». Îí
ïîñëàë ñâîþ ñåêðåòàðøó â áèáëèîòåêó, íàøëè ýòè
ñòðîêè, è ñ òåõ ïîð îí ñòàë ìåíÿ î÷åíü óâàæàòü çà
çíàíèå ëèòåðàòóðû. È, ñàìîå ñìåøíîå, ñïðîñèë: «À òû
îòêóäà ýòî çíàåøü?»
Ïîñëå ãîäà ðàáîòû â Êóð÷àòîâñêîì èíñòèòóòå ÿ

ðåøèë ñòàòü ôèçèêîì-òåîðåòèêîì, à íå ýêñïåðèìåíòà-
òîðîì. È îêîí÷àòåëüíûé âûáîð ñäåëàë â 1961 ãîäó,
êîãäà ìåíÿ ïåðåâåëè â Íîâîñèáèðñê. ß òîãäà ïîøåë ê
Áóäêåðó: «Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷, ÿ õî÷ó ñòàòü òåîðåòè-
êîì». Îí ãîâîðèò: «Íó ëàäíî. Òàêàÿ òâîÿ ñóäüáà.
Êîíå÷íî, òû áû áûë î÷åíü õîðîøèì ýêñïåðèìåíòàòî-
ðîì. Íî, åñëè óæ òû õî÷åøü, ïîæàëóéñòà, èäè. Âîò
Ñàãäååâ ê íàì ïåðååçæàåò, òîæå èç Êóð÷àòîâñêîãî
èíñòèòóòà. Îí ñîçäàåò îòäåë». ß ãîâîðþ: «Íó, êàê æå,
Ñàãäååâ! Îí ñ ìîèì ñòàðøèì áðàòîì â îäíîì êëàññå
ó÷èëñÿ, ÿ åãî çíàþ ñ äåòñòâà, òåì áîëåå ÷òî îí â
èíñòèòóòå ïðåïîäàâàë ôèçèêó è îðãàíèçîâàë êðóæîê

ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå». Âñå ñîøëîñü, è ÿ ñ óäîâîëü-
ñòâèåì ïîøåë ê íåìó â îòäåë.
Ïîñåëèëè ìåíÿ â Íîâîñèáèðñêå â îáùåæèòèè, è ñòàë

ÿ õîäèòü ïî ìîðîçöó â Èíñòèòóò ÿäåðíîé ôèçèêè.
Ñàãäååâñêèé îòäåë ðàñïîëàãàëñÿ íà âòîðîì ýòàæå. Â
íàøåé êîìíàòå áûëî ÷åòûðå ñòîëà, è çà íèìè – ÷åòûðå
÷åëîâåêà: âñå ÷åòâåðî ïîçæå ñòàëè àêàäåìèêàìè. Ýòî
ôàíòàñòèêà! Áûëà ïðåêðàñíàÿ òâîð÷åñêàÿ àòìîñôåðà.
Åñëè ó êîãî-òî áûëè âîïðîñû, ìû îáñóæäàëè èõ âìåñòå
– ïðîèñõîäèëè íåïðåðûâíûå ñåìèíàðû. Ïðè ýòîì
îáñòàíîâêà áûëà îñîáåííîé è î÷åíü íåïðèíóæäåííîé.
×àñòî øóòèëè è ðàçûãðûâàëè äðóã äðóãà. Ïðèõîäèëè
â ñòîëîâóþ ê 9 ÷àñàì óòðà. Çàâòðàêàëè âìåñòå. Êàæäûé
ïî î÷åðåäè ïëàòèë çà âñåõ. Çàâòðàê îïîçäàâøåãî ñ
ãèêàíüåì è ñâèñòîì äåëèëè, äàæå åñëè ñîâñåì íå
õîòåëîñü åñòü.
Â Íîâîñèáèðñêå ÿ îêîí÷èë óíèâåðñèòåò ñ êðàñíûì

äèïëîìîì, ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó, äîâîëüíî áûñòðî
çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ, ÷åðåç 2 ãîäà
ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà, ïîòîì – äîêòîðñêóþ,
òîæå î÷åíü áûñòðî. ß ïîíÿë, ÷òî åñòü öåëàÿ îáëàñòü
íàóêè, êîòîðàÿ åùå òîëüêî íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ, –
ôèçèêà íåëèíåéíûõ âîëí, è îíà æå ñâÿçàíà ñ ìàòåìà-
òèêîé. ß ñòàë çàíèìàòüñÿ ýòîé íàóêîé, ó ìåíÿ áûëà
äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ, ôàêòè÷åñêè ôîðìóëèðóþùàÿ
îñíîâíûå ïðèíöèïû ýòîé íàóêè. ß ÷èòàë â óíèâåðñèòå-
òå ñâîé êóðñ, âåë ñåìèíàðû ïî ðàçíûì ðàçäåëàì
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷èòàë îáùóþ ôèçèêó íà ôèçôà-
êå. Â 1968 ãîäó ÿ ïðî÷èòàë êóðñ ïî ââåäåíèþ â ôèçèêó
íåëèíåéíûõ âîëí, è ìîè ñëóøàòåëè – ÷àñòü èç íèõ
ñáåæàëè äîâîëüíî áûñòðî, íî ÷åëîâåê ñåìü îñòàëèñü –
ñòàëè ÿäðîì ìîåé íàó÷íîé øêîëû. Îíè âñå ñåé÷àñ
èçâåñòíûå â ìèðå ëþäè.
ß íà÷àë ïðåïîäàâàòü åùå ñî ñòóäåí÷åñêèõ ëåò. Âíà-

÷àëå – ôèçèêó â ôèçìàòøêîëå Àêàäåìãîðîäêà. Âåë
ñåìèíàðû, ïîòîì ëåêöèè äàæå ÷èòàë. Ôèçìàòøêîëà è
ñåé÷àñ åùå ñóùåñòâóåò. Çàâó÷ – îäèí èç ìîèõ ñëóøàòå-
ëåé ýòîãî êóðñà. Äî ñèõ ïîð ÿ âñòðå÷àþ ïî âñåìó ìèðó
ó÷åíûõ, êîòîðûå êîãäà-òî ñëóøàëè ìîè ëåêöèè ïî
ôèçèêå.
ß âñïîìèíàþ ñåé÷àñ òî âðåìÿ, êîòîðîå íåâîçìîæíî

çàáûòü, êîòîðîå ó âñåõ íàñ îñòàëîñü â ïàìÿòè êàê ñàìîå
ïðåêðàñíîå âðåìÿ æèçíè, – âðåìÿ ðàñöâåòà Àêàäåìãî-
ðîäêà. Ýòî øåñòèäåñÿòûå ãîäû, êîãäà òàì áûëà ñîâåð-
øåííî îñîáàÿ äóõîâíàÿ àòìîñôåðà, â êîòîðîé, êàê ìû
ïîòîì ïîíÿëè, ó ëþäåé âûðàáàòûâàëèñü ãëóáîêèå,
áåçóñëîâíûå öåííîñòíûå îðèåíòàöèè.
Â Àêàäåìãîðîäêå ðåøèëè ñîçäàòü êëóá, êîòîðûé áû

îáúåäèíÿë êóëüòóðíóþ è ñîöèàëüíóþ æèçíü (à òàêæå
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèì îðãàíèçàöèÿì áûëî
óäîáíåå ñëåäèòü çà íàðîäîì, êàê ìû òåïåðü ïîíèìàåì).
Äíåì – ñòîëîâàÿ, à âå÷åðîì – êëóá. Íàäî áûëî
ïðèäóìàòü íàçâàíèå. È âîò òóò ìåíÿ îñåíèëî – «Ïîä
èíòåãðàëîì». È äåéñòâèòåëüíî åãî òàê íàçâàëè – âñåîá-
ùèé êëóá, âñåõ îáúåäèíÿåò. ×ëåíû êëóáà âûáèðàëèñü
òàéíûì ãîëîñîâàíèåì, áûë ïðåçèäåíò êëóáà. ß èìåë
âûñøèé ðàíã è ðîâíûì ñ÷åòîì íè÷åãî íå äåëàë – ïðîñòî
çà òî, ÷òî íàçâàíèå ïðèäóìàë. Áûë òàêèì êðåñòíûì
îòöîì ýòîãî êëóáà. Òàì ïðîâîäèëèñü ïîýòè÷åñêèå òóðíè-
ðû, òóäà ïðèåçæàëè çíàìåíèòûå áàðäû.



Òîãäà ó íàñ áûëà ëèáåðàëüíàÿ ýïîõà, ïîòîì îíà
íà÷àëà ñòàíîâèòüñÿ âñå áîëåå è áîëåå æåñòêîé. Îäíàæ-
äû íî÷üþ ÿ âèäåë, êàê ïîäúåõàë êðàí è ñíÿë íåîíîâûå
áóêâû «Ïîä èíòåãðàëîì». Êëóá óæå äâà ãîäà êàê áûë
çàêðûò, à âûâåñêà ïðîäîëæàëà âèñåòü ïðîñòî êàê
íåêîòîðûé ïàìÿòíèê ïðîøëîìó. Ñåìèäåñÿòûå ãîäû
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü âðåìåíåì çàñòîÿ. Áûëî îíî, êîíå÷íî,
äîñòàòî÷íî äóøíîå, íî âñå-òàêè ñî ñòàëèíñêèì åãî íå
ñðàâíèòü, îíî áîëåå ëèáåðàëüíîå. ß íå çàíèìàëñÿ
àêòèâíîé îáùåñòâåííîé äåÿòåëüíîñòüþ, íî îáùàëñÿ ñ
êåì õîòåë è äðóæèë ñ êåì õîòåë, ñîâåðøåííî íè÷åãî íå
áîÿñü. Ïî îòíîøåíèþ êî ìíå áûëà òàêàÿ ïîëèòèêà:
æèâè, êàê õî÷åøü, íî â «äàëüíèé çàðóáåæ» íå ïî-
åäåøü. Âñå áûëî áåñêðèçèñíî, êðîìå òîãî ÷òî áûë
íåâûåçäíîé.
À ïîòîì ó ìåíÿ ñ Áóäêåðîì îòíîøåíèÿ ÷óòü-÷óòü

èñïîðòèëèñü. Áåçóñëîâíî, îí î÷åíü ìíîãî â ìåíÿ âëî-
æèë, äàë ìíå âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü è îäíîâðåìåííî
ó÷èòüñÿ, âñå óñëîâèÿ ñîçäàë. Äàæå ïîçàáîòèëñÿ î òîì,
÷òîáû ìåíÿ â òþðüìó íå ïîñàäèëè. Â 1968 ãîäó, êîãäà
íàøè âîéñêà â ×åõîñëîâàêèþ âîøëè, ýòî âïîëíå ìîãëî
ïðîèçîéòè. Ìû ïîäïèñàëè ïèñüìî, òàê íàçûâàåìîå
ïèñüìî 46-òè. Â êàêîé-òî ìîìåíò ëþäè íà÷àëè ïðèõî-
äèòü è ãîâîðèòü, ÷òî áîÿòñÿ, ìíîãèå óæå æàëåþò î òîì,
÷òî ïîäïèñàëè, è ïîýòîìó íàäî âñå ýòî ïðåêðàòèòü.
Îòêàò òàêîé ïîøåë. ß íà÷àë äóìàòü. Î÷åíü áûñòðî
ïðîñ÷èòàë, ÷òî ïðîèçîéäåò äàëüøå. Ïèñüìî îïóáëèêó-
þò, êòî-òî çàÿâèò, ÷òî ïîäïèñàë ïîä äàâëåíèåì, áûë
îáìàíóò. È êàê âûõîäèòü èç ïîëîæåíèÿ? Íàóòðî ìåíÿ
âûçâàëè ê Áóäêåðó: «Âîëîäÿ, ÷òî òû äåëàåøü? Òû äåëó
ïðèíîñèøü áîëüøîé âðåä è âîîáùå íàóêå. Êàê æå òàê!»
ß ãîâîðþ: «Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷, ïîçäíî, ïèñüìî óæå
îòïðàâëåíî â Ìîñêâó». Ýòî áûëà íåïðàâäîé. Ïîòîì ÿ
ñîáðàë ëþäåé è ïðåäëîæèë: «Ìû ñîææåì âñå ýòè
ïîäïèñè è ñîáåðåì ïî íîâîé. Òîò ÷åëîâåê, êîòîðûé
âòîðîé ðàç ïîäïèøåò, óæå íå îòêàæåòñÿ, îí óæå
ïîíèìàåò, ÷òî äåëàåò ñâîé âûáîð». Âñå ñîãëàñèëèñü.
Êðîìå îäíîãî, êîòîðûé áûë, ñîáñòâåííî, îðãàíèçàòî-
ðîì âñåãî ýòîãî äåëà è àâòîðîì ïèñüìà.
Íà ñëåäóþùèé äåíü ÿ ïîøåë ê Áóäêåðó, è îí ìíå

çàäàë ñîâåðøåííî ôàíòàñòè÷åñêèé âîïðîñ: «Âîëîäÿ, à
ñêîëüêî ïîäïèñåé áóäåò èç íàøåãî èíñòèòóòà?» ß åìó
ãîâîðþ: «Âîñåìü èëè äåâÿòü ïîäïèñåé». Îí ñïðîñèë:
«Ýòî áîëüøå, ÷åì â ëþáîì äðóãîì èíñòèòóòå?» ß
ãîâîðþ: «Äà». Îí ãîâîðèò: «Ìîëîäåö». Âîò òàêàÿ
ôàíòàñòè÷åñêàÿ èñòîðèÿ.
Áûëè, ïî-âèäèìîìó, äàíû óêàçàíèÿ êàêèì-òî ëþäÿì,

ïîòîìó ÷òî ó íàñ çàñåäàë ó÷åíûé ñîâåò êàæäûé äåíü.
Îäèí èç ÷ëåíîâ ó÷åíîãî ñîâåòà ñêàçàë, ÷òî áóäåò
òðåáîâàòü, ÷òîáû ìåíÿ âûãíàëè èç èíñòèòóòà. Íî
Áóäêåð ñêàçàë – íåò, ýòî äàæå íå îáñóæäàåòñÿ. Ñïóñòÿ
ìíîãî ëåò ÿ ïðèåõàë â Àìåðèêó, â Ìàññà÷óñåòññêèé
òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò. Îäèí î÷åíü èçâåñòíûé ïðî-
ôåññîð, ôèçèê, êîòîðîãî ÿ çíàë äàâíî, ïðèãëàñèë ìåíÿ
íà óæèí è ãîâîðèò:
– Òû çíàåøü, ïî÷åìó òåáÿ íå ïîñàäèëè â 68-ì ãîäó?
– Íåò.
– ß â òî âðåìÿ áûë ïðåçèäåíòîì «Êîìèòåòà îáåñïî-

êîåííûõ ó÷åíûõ». Ìû ñîñòàâèëè ñïèñîê ó÷åíûõ, â
ñëó÷àå àðåñòà êîòîðûõ ìîãëè áû áûòü äèïëîìàòè÷åñêèå

äåìàðøè. Íà ïåðâîì ìåñòå ñòîÿë Ñàõàðîâ, à òû – íà
ïÿòîì èëè øåñòîì.
Âñ¸ âìåñòå è, êîíå÷íî, ïîâåäåíèå Áóäêåðà ñûãðàëè

ñâîþ ðîëü. Ìåíÿ îñòàâèëè â ïîêîå. Âïðî÷åì, îò äèññè-
äåíòñêîé äåÿòåëüíîñòè ÿ òîãäà óæå ñàì îòîøåë. Ýòî
áûëî íå ñîâñåì òî, ÷åãî ìíå õîòåëîñü.
Òàê âîò, Áóäêåð ïðåäëîæèë ìíå çàâåäîâàòü êðóïíûì

ýêñïåðèìåíòàëüíûì îòäåëîì è äåëàòü ëàçåðû íà ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðîíàõ. Òî, ÷òî òåîðåòèêè ñòàðàþòñÿ âîç-
ëîæèòü ýòî íà ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, – íîðìàëüíûé ôàêò
â ýòîì ìèðå. Ïîòîìó ÷òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåîðåòèê â
ëþáîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì äåëå ðàçáåðåòñÿ, à âîò ýêñ-
ïåðèìåíòàòîð â òåîðåòè÷åñêîì äåëå ìîæåò è íå ðàçîá-
ðàòüñÿ. Ôàêòè÷åñêè îí ïðåäëîæèë ìíå çàíÿòüñÿ èçîá-
ðåòåíèåì... Ó íåãî áûëà èäåÿ, êàê ñäåëàòü ëàçåð íà
ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ. Ìíå ïðåäëàãàëîñü ýòó ðàáîòó
âîçãëàâèòü, åñòåñòâåííî ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì. À ÿ ê
òîìó âðåìåíè óæå èìåë ñîáñòâåííóþ íàó÷íóþ øêîëó,
ó ìåíÿ áûëî øåñòü êàíäèäàòîâ íàóê, è ÿ çàíèìàëñÿ
ñîâåðøåííî äðóãèìè âîïðîñàìè. Â ãîëîâå áûëè ñîá-
ñòâåííûå èäåè, âñå áóðëèëî è òàê. Îí ïîíÿë, ÷òî ÿ íå
õî÷ó, äàâèòü íå ñòàë, îí áûë áëàãîðîäíûé ÷åëîâåê, íî
â îòíîøåíèÿõ âîçíèê õîëîä. Âñêîðå ìíå ïðåäëîæèëè
ìåñòî çàâåäóþùåãî ñåêòîðîì ôèçèêè ïëàçìû â èíñòè-
òóòå Ëàíäàó, â ×åðíîãîëîâêå.4  È ÿ óåõàë...
Â áëèæàéøåì áóäóùåì ÿ áóäó ÷èòàòü â Àðèçîíñêîì

óíèâåðñèòåòå êóðñ ïî îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
îïðåäåëÿâøåé ðàçâèòèå ôèçè÷åñêîé íàóêè ïî÷òè ÷òî
ñòîëåòèå. Íî ìåíÿ íå ïîêèäàåò îäíî ïðåä÷óâñòâèå, è ÿ
ïîäåëþñü èì. Òå, êòî îñòàâÿò ñòóäåí÷åñêóþ ñêàìüþ â
áëèæàéøèå ãîäû, ïîæàëóé, âñòðåòÿò óæå ïðèíöèïè-
àëüíî èíóþ êàðòèíó ìèðà è íåèçáåæíî âíîâü çàäàäóòñÿ
ãëàâíûì âîïðîñîì (â ïåðâóþ î÷åðåäü, êîíå÷íî, ó÷å-
íûå-ôèçèêè): äåéñòâèòåëüíî ëè ìû ïîíèìàåì ãëóáèíû
áûòèÿ, ò.å. ÷òó ìû ìîæåì âûâåñòè èç ïåðâûõ ïðèíöè-
ïîâ? Âîîáùå, ïðîèñõîäÿò òàêèå êîëåáàíèÿ âðåìÿ îò
âðåìåíè. Òàê, ïåðåä îòêðûòèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, â
êîíöå XIX âåêà, âñåì êàçàëîñü, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ

4  Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èìåíè Ë.Ä.Ëàíäàó.
(Ïðèì. ðåä.)
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Êðóòûå áûëè âðåìåíà,
Ê íèì ñêâåðíîå ïðèñòàíåò èìÿ,
Íî ìû-òî áûëè ìîëîäûìè
Â òå äîðîãèå âðåìåíà.

Íà áðàòà áðàò áûëà âîéíà.
Íî ñíåã ñêðèïåë, è ãóáû ïåëè,
È çâåçäû ÿðêèå ãîðåëè,
Âåäü â æèçíè ìîëîäîñòü – îäíà!

Òåïåðü, êîãäà îíà, êàê ñòðàñòü,
Ïðîøëà, è áûñòðî âðåìÿ ëüåòñÿ,
Îäíî èç äâóõ íàì äîñòàåòñÿ –
Äóøà âûñîêàÿ èëü âëàñòü,
Îäíî èç äâóõ – äóøà èëü âëàñòü...
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ôèçèêà çàêîí÷åíà è âñåì âñå ïîíÿòíî: åñòü îáúåêòèâíàÿ
òåîðèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà âñå îáúÿñíèòü. Ëþäÿì íå
ñîâåòîâàëè èäòè äåëàòü êàðüåðó â òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòî áåñïåðñïåêòèâíî. Íî áûë îäèí
íåïîíÿòíûé âîïðîñ îòíîñèòåëüíî óëüòðàôèîëåòîâîé
ðàñõîäèìîñòè: êàê îáúÿñíèòü ñïåêòð? Íåëüçÿ ïðèìå-
íèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ìåõàíèêó ê ôîòîíàì – ïîëó÷àåòñÿ
î÷åíü íåõîðîøàÿ ðàñõîäèìîñòü. Ïîèñêîì çàíÿëñÿ
Ïëàíê. Îí ïðèäóìàë ñâîé ïðèíöèï êâàíòîâàíèÿ, è ñ
ýòîãî íà÷àëàñü àáñîëþòíî äðóãàÿ ýïîõà.
ß òîæå ïîìíþ ìîìåíò, êîãäà êàçàëîñü, ÷òî âñåì âñå

ïîíÿòíî. Êîãäà áûëà ñîçäàíà ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü òåî-
ðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ
âñå-âñå ìîæíî îáúÿñíèòü, è êîñìîëîãèÿ â íåå òîæå âñÿ
óêëàäûâàåòñÿ. Ñåãîäíÿ ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî ïðîòèâî-
ïîëîæíàÿ – îïÿòü íè÷åãî íå ïîíÿòíî, ïîòîìó ÷òî
äàííûå àñòðîíîìèè ÷åòêî ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðîñòðàí-
ñòâå Âñåëåííîé åñòü òåìíàÿ ìàòåðèÿ, à âîò êàê îáúÿñ-
íèòü äî êîíöà, ÷òî ýòî òàêîå, ÷òî îíà èç ñåáÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò è êàêóþ ðîëü èãðàåò ýòà ñêðûòàÿ ìàññà, íåâîçìîæ-
íî. À åùå åñòü òåìíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òàê
íàçûâàåìûì êîñìîëîãè÷åñêèì ñëàãàåìûì. Åãî ââåë â
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè åùå Ýéíøòåéí, íî ìíîãèå äåñÿ-
òèëåòèÿ èì âûñîêîìåðíî ïðåíåáðåãàëè.
Åñòü ôèçè÷åñêîå îùóùåíèå, ÷òî âàêóóì, êîñìè÷åñ-

êîå ïðîñòðàíñòâî, íàïîëíåíî íåêîé ìàòåðèåé, êîòîðîé
âî ìíîãî ðàç áîëüøå, ÷åì âèäèìîé, òàê ÷òî âèäèìàÿ
ìàòåðèÿ ñîñòàâëÿåò òîëüêî 4% ïî ñîâðåìåííûì îöåí-
êàì. È âîò ýòà ìàòåðèÿ ñêðûòà, íî ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â
ãðàâèòàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Åñëè, íàïðèìåð,
èìååòñÿ ãðóïïà ãàëàêòèê, òî òóäà âòÿãèâàåòñÿ åùå è
ýòà òåìíàÿ ìàòåðèÿ, è â ðåçóëüòàòå îáùàÿ ìàññà âñåãî
ýòîãî êîìêà îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ìàññà
îòäåëüíûõ ãàëàêòèê. Ýòî ìîæíî îáíàðóæèòü, ïîñêîëüêó
åñëè åñòü äàëåêàÿ ãàëàêòèêà è îíà âðàùàåòñÿ âîêðóã
îáùåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, òî âèäíî, ÷òî îíà âðà-
ùàåòñÿ íå òàê, êàê åñëè áû òàì áûëè òîëüêî ýòè
ãàëàêòèêè, ò.å. òàì èìååòñÿ åùå ÷òî-òî. À ÷òî? Íèêòî
íå çíàåò, ïîòîìó ÷òî ýòî ìîãóò áûòü òÿæåëûå ÷àñòèöû,
êîòîðûå íå âçàèìîäåéñòâóþò íè ñ ÷åì, ëèáî íåéòðèíî
(íî âðÿä ëè ýòî íåéòðèíî). Ýòî îòêðûòûé âîïðîñ, è
ïîýòîìó óâåðåííîñòü, êîòîðàÿ áûëà, äîïóñòèì, åùå
ëåò 10 íàçàä, ÷òî ìû îñíîâíûå çàêîíû ïðèðîäû íà
ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå óæå ïîíÿëè, ñåé÷àñ ÿâëÿåò-
ñÿ ëèøü èëëþçèåé. Âñå ïîíèìàþò, ÷òî ýòî íå òàê,
ïîòîìó ÷òî åñòü ôàêòû, êîòîðûõ ìû íå ìîæåì îáúÿñ-
íèòü. Êàê îòäåëèòü òåìíóþ ìàòåðèþ îò òåìíîé ýíåð-
ãèè, êîòîðàÿ åñòü êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîïðàâêà? ßâëÿåò-
ñÿ ëè ýòà êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ïîñòîÿííîé âåëè-
÷èíîé èëè îíà – ôóíêöèÿ âðåìåíè? Íåèçâåñòíî. Òåî-
ðèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè äî ñèõ ïîð âåäü íå ñîçäàíà.
È âîçìîæíà ëè îíà? È ñîâñåì óæ áåçóìíûé, íî íà
ñàìîì äåëå èìåþùèé ñìûñë, âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè
äðóãèå ìèðû, ñ êîòîðûìè ìû íå ñâÿçàíû, è âîçìîæíî
ëè ñâÿçàòüñÿ ñ íèìè? 5  Åñòü âåäü è áåëûå äûðû, à
ñ÷èòàåòñÿ âðîäå, ÷òî äåéñòâóåò ïðèíöèï òàê íàçûâàå-

ìîé êîñìè÷åñêîé öåíçóðû, êîòîðûé çàïðåùàåò òàêèå
âåùè.
Âîïðîñ î òåìíîé ìàññå îòíîñèòñÿ ê âîïðîñàì êîñìî-

ëîãèè, ïðîèñõîæäåíèÿ Âñåëåííîé, ê âîïðîñàì î òîì,
÷òî ïðîèñõîäèò íà î÷åíü áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è áûëî
î÷åíü äàâíî. Â ñóùíîñòè, îí, êîíå÷íî, êðàéíå âîëíó-
þùèé, íî íå èìåþùèé îáûäåííîé öåííîñòè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñòü ìàññà âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê íàøåìó
ïîâñåäíåâíîìó ìèðó, êîòîðûå ìîæíî èçó÷àòü òî÷íûìè
ìåòîäàìè, ìåòîäàìè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, è êîòîðûå
ïðåæäå íå ñòàâèëèñü. Íàñêîëüêî ôèçèêà ìîæåò îáúÿñ-
íÿòü ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ èëè, äîïóñòèì, ìîäåëèðîâàòü
êàêèå-òî æèâûå ñèñòåìû? Íó, íàïðèìåð, âîçüìåì ôîð-
ìó öâåòêà, ôîðìó ëèñòüåâ. Ïî÷åìó âîçíèêàåò èìåííî
òàêàÿ èëè èíàÿ ñòðóêòóðà? Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ìîæíî
ñòðîèòü äîâîëüíî ïðîñòûå ìîäåëè, êîòîðûå âîñïðîèç-
âîäÿò, ñêàæåì, ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ðîçû. Êñòàòè, ìîé
áëèçêèé äðóã, ïðîôåññîð Àðèçîíñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ýòèì çàíèìàåòñÿ. Íåäàâíî îí ìíå ïîäàðèë ñâîþ ðàáîòó,
îíà íàçûâàåòñÿ òàê: «Òåîðèÿ ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ðàñòå-
íèé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ». ×ðåçâû÷àéíî
çàáàâíî! Êàê âîçíèêàåò ýòîò óäèâèòåëüíîé êðàñîòû
öâåòîê? Ýòî âñå îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé òåîðèè
îáðàçîâàíèÿ óçîðîâ (pattern formation). Îáðàçîâàíèå
êàðòèí, òàêèõ êàê íà ïîâåðõíîñòè êîðû äåðåâà èëè íà
ïîäóøå÷êàõ ïàëüöåâ, èëè, íàïðèìåð, ñòðóêòóðû, êîòî-
ðûå âîçíèêàþò â îáëàêàõ, êîãäà ìû èõ íàáëþäàåì
ñâåðõó, – âñå ýòî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî èçó÷àòü ñ îáùåé
òî÷êè çðåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, íàø îáûäåííûé ìèð
òîæå ìîæåò ñòàòü ïðåäìåòîì äëÿ íàó÷íîãî èçó÷åíèÿ.
Åñòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëåíèé ìèðà íåîäó-

øåâëåííîãî. Êàê, ñêàæåì, îáðàçîâàíèå ôîðìû â ëàíä-
øàôòàõ. Òóò ãëàâíîå çàäàâàòü âîïðîñû è íå áîÿòüñÿ èõ
êàæóùåéñÿ ãëóïîñòè. Ïðåäïîëîæèì, âû âîçüìåòå ïðî-
èçâîëüíóþ êó÷ó êàìíåé è ðàññîðòèðóåòå èõ ïî ìàññå.
Ñïðàøèâàåòñÿ: ïî êàêîìó çàêîíó, ïðîèçâåäåíî ýòî
ðàñïðåäåëåíèå? Îêàçûâàåòñÿ, ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, è
åñòü äîâîëüíî óíèâåðñàëüíàÿ ñòåïåíü. Ïðèìåðíî òàêîå
æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ðàñïðå-
äåëåíèå ìåòåîðèòîâ èëè ïëàíåò ïî ìàññå èëè æå ðàñïðå-
äåëåíèå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ïî ýíåðãèè. Åñòü îïðåäå-
ëåííûå çàêîíîìåðíîñòè â ïðèðîäå, êîòîðûå ìû åùå íå
î÷åíü ïîíèìàåì. Ñåé÷àñ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ, ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ñîçíàíèÿ. Íî èçó÷èòü áû ñíà÷àëà ýëåìåíòû
ñàìûå ïðîñòûå, õîòÿ áû, íàïðèìåð: êàê óñòðîåíî
çðåíèå? ×åëîâåê ñìîòðèò è âèäèò òðåõìåðíîå èçîáðà-
æåíèå äàæå åñëè îí ïîâîðà÷èâàåò ãîëîâó. Çíà÷èò, òàì
ñêðûò íåêèé àëãîðèòì âðàùåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ïîçâîëÿþùèé ïðîèçâîäèòü ïåðåñ÷åò. Êàê
ýòî óñòðîåíî?
À ýòîò «êîìïüþòåðíûé» software, êîòîðûé çàëîæåí

â íàñ äëÿ îáðàáîòêè çðèòåëüíûõ âïå÷àòëåíèé! Íàïðè-
ìåð, ÷åëîâåê âèäèò ñòóë, èçîáðàæåíèå êîòîðîãî íà
ñåò÷àòêå ïåðåâåðíóòîå, è ìîæåò ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå
ñòóë, ñòîÿùèé íà ìåñòå. Ýòî âåäü òîæå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêîòîðîå ÷óäî. È ìîäåëü òîãî, êàê ýòî óñòðîåíî,
áûëî áû êðàéíå èíòåðåñíî çíàòü.
Èëè ìîäåëè ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ïðèâëå-

êàþò ñåãîäíÿ íåîáû÷àéíî. Íåîáðàçîâàííîñòü ëþäåé â

5 Êðîìå òîãî, ÷òî âî Âñåëåííîé î÷åíü ìíîãî âîçìîæíûõ ìåñò
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ æèçíè, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìàòåìàòè÷åñ-
êè äîêàçàíî, ÷òî çà ïðåäåëàìè ôèçè÷åñêîãî ìèðà ñóùåñòâóåò
åùå áîëåå ñëîæíî îðãàíèçîâàííûé âîëíîâîé ìèð.



ýòîì âîïðîñå ïîðàçèòåëüíà è î÷åíü ïå÷àëüíà, ïî÷òè
ôàòàëüíà. Íàïðèìåð, ó íàñ îäíî âðåìÿ áûëà èäåÿ,
ìîäíàÿ â ýïîõó íà÷àëà ïåðåñòðîéêè, ÷òî íå áóäåò
áîëüøîé áåäû, åñëè, ñêàæåì, áîëüøàÿ ñòðàíà Ñîâåòñ-
êèé Ñîþç ðàçîáüåòñÿ íà ìíîæåñòâî ìåëêèõ ãîñóäàðñòâ.
Ëþäè íå çíàþò ðàáîòû Ðè÷àðäñîíà, êîòîðûé, â ÷àñòíî-
ñòè, çàíèìàëñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîèñõîæäåíèÿ âîéí
è âûâåë èíòåðåñíûé çàêîí íà îñíîâàíèè ìíîæåñòâà
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èç èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà: âåðî-
ÿòíîñòü âîéíû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà îáùåé äëèíå
ãðàíèö. Ãîñóäàðñòâî ðàñêàëûâàåòñÿ íà äâà – âîçíèêàåò
âåðîÿòíîñòü, ÷òî òàì ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ áóäåò âîçìî-
æåí êîíôëèêò, îòòîãî ÷òî îíè ÷òî-òî íå ïîäåëÿò. Òàêèå
îáùèå ìîäåëè ñëîæíûõ, íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñåé÷àñ
òîëüêî íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ.
Áåçóìöàì, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ ïîñâÿòèòü ñâîþ æèçíü

íàóêå, ñòîèò ïîæåëàòü äâå âåùè. Ïðåæäå âñåãî –
íèêîãäà íå áîÿòüñÿ ëèøíåãî çíàíèÿ. ×åì áîëüøå ÷åëî-
âåê çíàåò, òåì ëó÷øå. Íèêîãäà íå äóìàòü, ÷òî ýòî ìíå
íå íóæíî. ×åëîâå÷åñêèé ìîçã òàê óñòðîåí, ÷òî îí ìîæåò
âìåñòèòü ñîâåðøåííî íåîáúÿòíîå êîëè÷åñòâî çíàíèé.
Åñòü ëþäè, êîòîðûå âëàäåþò äåñÿòêàìè ÿçûêîâ. Ïàïà
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Ïåñíÿ

Ãîðÿùèå ñòóïåíè äíÿ,
Ïå÷àëü çåìíàÿ,
Îíè ëåãêî âåäóò ìåíÿ
Â ñòðàíó áåç êðàÿ.

À òàì ëèëîâûå ïîëÿ
È ëóã ìåäâÿíûé,
Òåëåæêà åäåò, íå ïûëÿ,
×åðåç ïîëÿíû.

Ïîâÿçàí áóáóíåö ïðîñòîé
Êîíþ íà øåþ,
À êòî â òåëåæêå åäåò òîé,
Ñêàçàòü íå ñìåþ.

À áûñòðîêðûëàÿ Çåìëÿ
Ëåòèò â ýôèðå,
Ùåáå÷óò ñ âåòðîì òîïîëÿ
Î âå÷íîì ìèðå.

È Âðåìÿ óëûáíóëîñü ìíå,
Êàê ñûí ñïðîñîíîê,
Îíî íå ñòàðåö â òîé ñòðàíå –
Îíî ðåáåíîê.

Åìó ëåãêî âåñòè ìåíÿ
×åðåç èñòîìó
Ïî îãíåííûì ñòóïåíÿì äíÿ
Ê ðîäíîìó äîìó.

Ïî îïåðåíüÿì îáëàêîâ
Çà îáëàê ìëå÷íûé,
Ñíèìàÿ òÿæåñòü âñåõ îêîâ
Ðó÷îíêîé âå÷íîé.

ðèìñêèé Èîàíí Ïàâåë II çíàë, ïî-ìîåìó, 70 ÿçûêîâ. Ê
íåìó ïðèøëè îäíàæäû äâà ýñòîíöà è ñòàëè ðàçãîâàðè-
âàòü ïðè íåì â äîâîëüíî âîëüíîì äóõå, è îí îòâåòèë èì
ïî-ýñòîíñêè. Îíè áûëè àáñîëþòíî ïîòðÿñåíû. Ýòî
ïåðâîå. Âòîðîå – ýòî òî, ÷òî íè÷åãî íåëüçÿ ñäåëàòü áåç
îãðîìíîãî âëîæåíèÿ ñèë è î÷åíü áîëüøîãî òâîð÷åñêîãî
òåìïåðàìåíòà. ×åëîâåê äîëæåí çàíèìàòüñÿ íàóêîé ñî
ñòðàñòíîñòüþ, îí äîëæåí ðàáîòàòü, ðàáîòàòü è ðàáî-
òàòü. È ãëàâíîå – íå íóæíî áîÿòüñÿ çàäàâàòü ãëóïûõ
«äåòñêèõ» âîïðîñîâ. ß âñåãäà â ïåðâóþ î÷åðåäü ïûòà-
þñü ïîíÿòü, óìååò ëè ÷åëîâåê çàäàâàòü âîïðîñû èëè
íåò. Ýòî ìîùíûé ïîêàçàòåëü òîãî, ÷òî îí ïðåäðàñïîëî-
æåí ê çàíÿòèÿì íàóêîé.
Ïðèðîäà, Âå÷íîñòü âñåãäà íåîõîòíî îòäàþò ñâîè

òàéíû. Òàéíû Òâîðåíèÿ çàêðûòû íà çàìîê. Íî ÿ íå
äóìàþ, ÷òî åñòü àáñîëþòíûå òàéíû. Ìåíÿ âñåãäà ïîðà-
æàåò íå òî, ÷òî ñóùåñòâóþò âîïðîñû, à òî, ÷òî ìû
ìîæåì íàõîäèòü îòâåòû. Âîò ýòî ïîðàçèòåëüíî. Íà
ñàìîì äåëå, ëþäè âñå âðåìÿ ïðèîáðåòàþò íîâûå çíàíèÿ
î ïðåäìåòàõ, ñîâåðøåííî óäàëåííûõ âî âðåìåíè è
òðóäíîäîñòóïíûõ, î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèëî, äîïóñòèì,
14 ìèëëèàðäîâ ëåò íàçàä. ß äóìàþ, ÷åëîâåê â ïðèíöèïå
ñïîñîáåí ïîçíàòü âñå íà ñâåòå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðåáûâàòü â èëëþçèè, ÷òî óæå âñå ïîíÿòî, – íàèâíî è
ñàìîóâåðåííî. Íüþòîí, îäèí èç âåëè÷àéøèõ ãåíèåâ,
ïèñàë: «Íå çíàþ, êåì ÿ ìîãó êàçàòüñÿ ýòîìó ìèðó, íî
ñàìîìó ñåáå ÿ êàæóñü ìàëü÷èêîì, èãðàþùèì íà ìîðñ-
êîì áåðåãó. Âðåìÿ îò âðåìåíè ÿ... íàõîæó íà áåðåãó
êàìåøêè è ðàêóøêè... â òî âðåìÿ êàê âåëèêèé îêåàí
Èñòèíû îñòàåòñÿ äëÿ ìåíÿ ïîëíîñòüþ íåèññëåäîâàí-
íûì». È êàæåòñÿ, ÷òî ÷åëîâå÷åñòâî âñåãäà áóäåò íàõî-
äèòüñÿ â òîé æå ñàìîé ñèòóàöèè, ÷óâñòâóÿ ñåáÿ ëèøü
ðåáåíêîì, êîòîðûé ñîáèðàåò êàìíè, âûáðîøåííûå íà
áåðåã îêåàíîì.
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Âîçðîæäåíèå
«áåñïîëåçíûõ» ÷èñåë

Ë.ØÈÁÀÑÎÂ

Â
 ØÅÑÒÎÌ ÂÅÊÅ ÄÎ Í.Ý. ÃÐÅ×ÅÑÊÈÉ Ó×ÅÍÛÉ
Ïèôàãîð îñíîâàë íà þãå Èòàëèè íàó÷íóþ øêî-
ëó, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ñòàëà è ôèëîñîôñêèì

áðàòñòâîì è ïîëèòè÷åñêèì ñîþçîì. Ìíîãî âíèìàíèÿ â
ýòîé øêîëå óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè. Ïèôàãî-
ðåéöû ñ÷èòàëè, ÷òî â îñíîâå ìèðîçäàíèÿ ëåæàò íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà, è âñå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû îáúÿñíÿëè èõ
ñîîòíîøåíèÿìè. Òàêîé ïîäõîä ñïîñîáñòâîâàë ãëóáîêî-
ìó èçó÷åíèþ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â øêîëå
Ïèôàãîðà áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïðîïîðöèé, íàéäå-
íû ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ, èçó÷àëèñü ÷èñëà
÷åòíûå è íå÷åòíûå, ïðîñòûå è ñîñòàâíûå, äðóæåñòâåí-
íûå è ñîâåðøåííûå, ìíîãîóãîëüíûå è ïèðàìèäàëüíûå
è ò.ï. Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

×åòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà

Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî è íàéäåì ñóììó âñåõ åãî
ñîáñòâåííûõ, ò.å. ìåíüøèõ ñàìîãî ÷èñëà, íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé. Ýòà ñóììà ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå èñõîä-
íîãî ÷èñëà, áîëüøå åãî èëè ðàâíà åìó. Íàïðèìåð, äëÿ
÷èñëà 10 ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé 1 + 2 + 5 = 8 <
< 10, äëÿ 12 èìååì 1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16 > 12, à äëÿ
6 ïîëó÷àåì 1 + 2 + 3 = 6. ×èñëà ïåðâîãî òèïà
ïèôàãîðåéöû íàçûâàëè íåäîñòàòî÷íûìè, âòîðîãî òèïà
– èçáûòî÷íûìè, à òðåòüåãî – ñîâåðøåííûìè. Èòàê,
÷èñëî 6 ñîâåðøåííîå. Ýòî íàèìåíüøåå èç ñîâåðøåííûõ
÷èñåë. Ñëåäóþùåå çà íèì – ÷èñëî 28 = 1 + 2 + 4 + 7 +
+ 14, çàòåì – ÷èñëî 496. Ýòè òðè ñîâåðøåííûõ ÷èñëà
çíàëè åùå â øêîëå Ïèôàãîðà.
Â I âåêå óæå íîâîé ýðû ãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê Íèêîìàõ

íàøåë ÷åòâåðòîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî 8128 è, ñðàâíèâ
èçâåñòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà, çàêëþ÷èë, ÷òî: 1) ñóùå-
ñòâóþò ëèøü ÷åòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà; 2) ìíîæåñòâî
òàêèõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî; 3) âñå îíè ïîî÷åðåäíî îêàí÷è-
âàþòñÿ öèôðàìè 6 è 8.
Ïåðâûå äâà ïðåäïîëîæåíèÿ Íèêîìàõà íå äîêàçàíû

äî ñèõ ïîð; áîëüøå ïîâåçëî òðåòüåìó, è òî íàïîëîâèíó:
ñ ÷åðåäîâàíèåì ïîñëåäíèõ öèôð îí îøèáñÿ. Ïÿòîå è
øåñòîå ñîâåðøåííûå ÷èñëà îêàí÷èâàþòñÿ íà 6, íî ýòè
÷èñëà áûëè íàéäåíû â àðàáñêîì ìèðå ëèøü â XIII âåêå,
à â Åâðîïå – äâóìÿ âåêàìè ïîçæå. Òåì íå ìåíåå,
ñîîòâåòñòâóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü äëÿ ÷åòíûõ ñîâåð-
øåííûõ ÷èñåë íàéòè ìîæíî, íî ñíà÷àëà âûÿñíèì èõ
ñòðóêòóðó.
Òåîðåìà. ×åòíîå ÷èñëî ñîâåðøåííî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä ( )1k kn 2 2 1-
= - , ãäå ( )k2 1-

– ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû áûëà äîêàçàíà Åâê-
ëèäîì â åãî çíàìåíèòûõ «Íà÷àëàõ» (3 â. äî í.ý.), à
íåîáõîäèìîñòü – Ë.Ýéëåðîì (XVIII  â.).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ââå-

äåì ôóíêöèþ ( )nσ , ðàâíóþ ñóììå âñåõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n, âêëþ÷àÿ è ñàìî n. Ëåãêî óáåäèòüñÿ
â âåðíîñòè ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ( )nσ :
à) ( ) 1n nσ ≥ + , ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü

äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà n;
á) åñëè ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòûå, òî
( ) ( ) ( )m n m nσ σ σ◊ = ◊ ;
â) äëÿ ïðîñòîãî ð è íàòóðàëüíîãî k âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ( )
1

1

1

k
k p

p
p

σ

+
-

=
-

;

ã) ÷èñëî n ñîâåðøåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
( ) 2n nσ = .
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü n – ÷åòíîå

ñîâåðøåííîå ÷èñëî, òîãäà 1
2
kn m-

= , ãäå k – íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, k > 1, à m – íå÷åòíîå ÷èñëî, òîæå
áîëüøåå åäèíèöû (ïðè m = 1 ÷èñëî n íåäîñòàòî÷íîå:

( )12 2 1 2 2
k k k nσ
-

= - < = ). Èç ðàâåíñòâ ( )nσ =

( ) ( )2 1
k mσ= - ◊  è ( ) 2 2

kn n mσ = =  ïîëó÷àåì

( ) ( )2 1 2
k km mσ- ◊ = , îòêóäà ( ) 2

km sσ = , ãäå s – íå-

÷åòíîå ÷èñëî. Èòàê, ( )2 1
km s= - ◊ . Åñëè 1s π , òî

( ) ( )( )2 1
km sσ σ= - ≥ ( )1 2 1 2 1

k ks+ + - + - s =

= ( )2 2 2
k k ks mσ+ = + ,

÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, s = 1, 2 1
km = -  è

( ) 2 1
km mσ = = + , à çíà÷èò, m – ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ. Òàê êàê ( )1
2 2 1
k kn -

= - =

1
2
k p-

= , òî ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 2 2
k k kn p nσ = - + = - = . Òà-

êèì îáðàçîì, n – ñîâåðøåííîå ÷èñëî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè âûÿñíèòü çàêîíîìåðíîñòü

ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäíåé öèôðû â çàïèñè ÷åòíîãî ñîâåð-
øåííîãî ÷èñëà. Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü k ÷èñëà 2 1

k
-

íå ìîæåò áûòü ñîñòàâíûì: ïðè k t s= ◊ , t > 1, s > 1,

÷èñëî 2 1
ts
- = ( ) ( ) ( )( )1 2

2 1 2 2 2 1
s t s tt t- -

- + + + +…  ñî-

ñòàâíîå. Ïðàâäà, è â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïîêàçàòåëÿ ÷èñëî

2 1
k
-  ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîñòàâíûì; íàïðèìåð,

11
2 1 2047 23 89- = = ◊ . Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëü k
ïðîáåãàåò ëèøü ÷àñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè
èñêëþ÷èòü çíà÷åíèå k = 2, òî îñòàíóòñÿ íå÷åòíûå



ïîêàçàòåëè, à îíè èìåþò âèä 4 1k l= ± . Ïðè k = 4l +1

ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ÷èñëà ( )4 4 1
2 2 1

l l+
-  îêàí÷èâàåòñÿ

øåñòåðêîé, ïîñêîëüêó 4
2 16

l l
= , à âòîðîé ñîìíîæèòåëü

– åäèíèöåé: 4 1
2 1 2 16 1

l l+
- = ◊ - . Â ñëó÷àå k = 4l – 1

èìååì ( )4 2 4 1
2 2 1

l l- -
- ; çäåñü 4 1

2
l-  îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé

8, à 4 2
2

l-  – öèôðîé 4. Èòàê, ÷èñëî ( )4 4 1
2 2 1

l l+
-

çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6, à ( )4 2 4 1
2 2 1

l l- -
-  – öèôðîé 8.

Â èñêëþ÷åííîì ñëó÷àå (k = 2) ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 6.

Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà ÷èñëà âèäà ( )1
2 2 1
k k-

-

÷åðåç kN . Êàê ìû óáåäèëèñü, íàáëþäåíèå Íèêîìàõà î
÷åðåäîâàíèè ïîñëåäíèõ öèôð ïîäòâåðæäàåòñÿ èìåííî
äëÿ ÷èñåë kN  ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè 3k ≥ , íî... íå âñå
îíè ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè. ×èñëà kN  (à çíà÷èò, è
ñîâåðøåííûå) îáëàäàþò ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ñâîé-
ñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, îíè ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûìè
ôèãóðíûìè ÷èñëàìè, õîðîøî èçâåñòíûìè åùå â øêîëå
Ïèôàãîðà.
×èñëî íàçûâàåòñÿ ôèãóðíûì èëè q-óãîëüíûì, åñëè

îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñóìì ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì, ðàâíûì 1, è ðàçíîñòüþ
q – 2. Ýòî ÷èñëî âûðàæàåò êîëè÷åñòâî øàðîâ, èç
êîòîðûõ ìîæíî âûëîæèòü íà ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé
q-óãîëüíèê, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ÷èñëà. Ïîñòðî-
èì òðåóãîëüíûå ÷èñëà; äëÿ ýòîãî íà÷íåì óêëàäûâàòü
øàðû íà ïëîñêîñòè â âèäå ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ,
ðàñòóùèõ èç îäíîé âåðøèíû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëü-

íèêà, ñòîðîíà êîòîðîãî ñîäåðæèò 2 1
k
-  øàðîâ, áóäåò

èñïîëüçîâàíî ( ) ( )1
1 2 2 1 2 2 1

k k k
kN-

+ + + - = - =…  øà-
ðîâ. Îáúåäèíèâ â ýòîé ñóììå ïîïàðíî ñëàãàåìûå,

íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïîëó÷èì ( )1
1 5 9 2 3

k+
+ + + + -…  –

øåñòèóãîëüíîå ÷èñëî. Ñòîðîíà ñîîòâåòñòâóþùåãî

6-óãîëüíèêà ñîäåðæèò 1
2
k-  øàðîâ. Èòàê, èç kN  øàðîâ

ìîæíî âûëîæèòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé

2 1
k
-  è ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1

2
k- .

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ñëó÷àé k = 3.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì k > 1 ÷èñëî kN :
à) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì (4-óãîëüíûì ÷èñëîì);
á) â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ èìååò çàïèñü 11...100...0,

ñíà÷àëà èäóò k åäèíèö, à çà íèìè (k – 1) íóëåé.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî kN  ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì
3k ≥ :

à) ïðè äåëåíèè íà 9 äàåò îñòàòîê, ðàâíûé 1;
á) ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êóáîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò åäèíèöû äî ( )1 2
2 1

k+
- .

Ïîèñê ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî îòêðûòèå íîâûõ ÷åòíûõ ñîâåð-
øåííûõ ÷èñåë ñâÿçàíî ñ ïîèñêîì ïðîñòûõ ïîêàçàòåëåé

k, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà 2 1
k

kM = -  îêàçûâàþòñÿ ïðî-
ñòûìè. ×èñëà kM  íàçûâàþò ÷èñëàìè Ìåðñåííà – ïî
èìåíè èçó÷àâøåãî èõ â XVII âåêå ôðàíöóçñêîãî ó÷åíî-
ãî. Â «Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçìûøëåíèÿõ» (1644)

Ìåðñåíí óòâåðæäàë, ÷òî ÷èñëà 2 1
k
-  ÿâëÿþòñÿ ïðî-

ñòûìè äëÿ k = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257. Ýòîò
ôàêò ïðîèçâåë ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå íà åãî ñîâðåìåííè-
êîâ. Âåäü òîãäà íå áûëî âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, è
ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå áûëî äåëîì íåìûñëèìûì: íà-
ïðèìåð, ÷èñëî 31M  áîëüøå äâóõ ìèëëèàðäîâ (åãî
ïðîñòîòó äîêàçàë ÷åðåç ñòî ëåò Ýéëåð). È õîòÿ, êàê
âûÿñíèëîñü ïîçæå, â ýòîì ñïèñêå äâà ÷èñëà 67M  è 257M
ñîñòàâíûå, ìîæíî ëèøü ïîðàæàòüñÿ ãëóáèíå ïðîíèê-
íîâåíèÿ Ìåðñåííà â ñòðóêòóðó òàêèõ ÷èñåë.
Êðèòåðèé ïðîñòîòû ÷èñåë Ìåðñåííà íàøåë (1878)

ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ô.Ëþêà. Ïðåæäå ÷åì ôîðìó-
ëèðîâàòü åãî, ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà. Îíà
îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî: 1 4L = , 2

1 2n nL L
-

= - . Ïî
ýòèì ôîðìóëàì ïîëó÷àåì 2 14L = , 3 194L = ,

4 37634L =  è ò.ä. Êðèòåðèé Ëþêà, óñîâåðøåíñòâîâàí-
íûé (1930) àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Ëåìåðîì,
çâó÷èò òàê: ÷èñëî kM  ïðè ïðîñòîì íå÷åòíîì k òîãäà
è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, êîãäà 1kL -

 äåëèò-
ñÿ íà kM . Ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî ìû íå áóäåì, à
îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì. Ïðè k = 3 èìååì 2 14L = , îíî
äåëèòñÿ íà 3 7M = , ÷èñëî 7 è íà ñàìîì äåëå ïðîñòîå;
ïðè k = 5 ÷èñëî 4 37634L =  äåëèòñÿ íà 5 31M = , è
÷èñëî 31 ïðîñòîå. Íî ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ k ïðèìåíå-
íèå êðèòåðèÿ çàòðóäíèòåëüíî.
Ïîäîéäåì ê ïîèñêó ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà ñ  äðó-

ãîé ñòîðîíû: íàéäåì âèä äåëèòåëåé ÷èñëà kM  ïðè
óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèò ñðàçó îòñåÿòü
íåêîòîðûå èç kM . Ðàññìîòðèì  ïåðâûå  ÷èñëà  Ìåðñåí-
íà ñ ïðîñòûìè íîìåðàìè: 2 3M = , 3 2 3 1M = ◊ + ,

5 2 3M = ◊ ◊5 + 1, 7 2 7 9 1M = ◊ ◊ + , 11 2 11 93 1M = ◊ ◊ + .
Åñëè èñêëþ÷èòü 2M , òî ÷èñëà 1pM -  äåëÿòñÿ íà 2ð.
Ïîäìå÷åííûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ÷èñåë Ìåðñåí-
íà ñ ïðîñòûìè íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Îí ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà: åñëè ð ïðîñòîå
÷èñëî è à íå äåëèòñÿ íà ð, òî ðàçíîñòü 1

1
pa -

-

äåëèòñÿ íà ð. Ïî ýòîé òåîðåìå 1 2 2
p

pM - = - =

( )1
2 2 1

p-
= -  äåëèòñÿ íà 2ð.
Íàäî ñêàçàòü, ÷òî Ôåðìà è îòêðûë ñâîþ ìàëóþ

òåîðåìó, çàíèìàÿñü ñîâåðøåííûìè ÷èñëàìè. Îïèðàÿñü
íà íåå, îí óñòàíîâèë, ÷òî íå òîëüêî ñàìè ÷èñëà pM  ïðè
ïðîñòîì íå÷åòíîì ð, íî è âñå èõ äåëèòåëè èìåþò âèä
2pt + 1 (ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ, íàïðè-
ìåð, â êíèãå Ë.Ï.Øèáàñîâà «Îò åäèíèöû äî áåñêîíå÷-
íîñòè» – Ì.: Äðîôà, 2006). Ýòî óòâåðæäåíèå Ôåðìà
îáëåã÷àåò ïîèñê ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë Ìåðñåííà.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ð = 23 íàäî èñïûòàòü äåëèìîñòü

23 8388607M =  òîëüêî íà ÷èñëà 46 + 1, 46 2 1◊ +  è ò.ä.
Óæå ïåðâàÿ ïðîâåðêà äàåò ðåçóëüòàò: ÷èñëî 23M
äåëèòñÿ íà 47. Ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå 178481 òîæå ïðåä-
ñòàâèìî â àíàëîãè÷íîì âèäå: 46 3880 1◊ + . Ïðè ð = 29,
ïåðåáèðàÿ ïî ïîðÿäêó ÷èñëà 58t + 1, íàéäåì âñå
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ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà 29M : 58 4 1 233◊ + = ,
58 19 1 1103◊ + = , 58 36 1 2089◊ + = .
Ýéëåð óñòàíîâèë, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë

Ìåðñåííà ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè èìåþò âèä 8mm ± 1.
Åìó æå ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèé ïðèçíàê äåëèìîñòè
÷èñåë pM : åñëè ð = 4m + 3 è q = 2ð + 1 îáà ïðîñòûå,
òî pM  äåëèòñÿ íà q (äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ
èìåþòñÿ â óïîìÿíóòîé êíèãå). Ïðèâåäåì ïðèìåðû
ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðèçíàêà äåëèìîñòè (ó÷èòû-
âàÿ ëèøü ïðîñòûå ÷èñëà ð è q):
1) m = 0, p = 3, q = 7, 3 7M =  äåëèòñÿ íà 7;
2) m = 2, p = 11, q = 23, 11 23 89M = ◊ ;
3) m = 5, p = 23, q = 47, 23 47 178481M = ◊ ;
4) m = 20, p = 83, q = 167, 83M =

    167 57912614113275649087721= ◊ .
Ñëåäóþùèå ïðîñòûå p è q ïîÿâÿòñÿ ïðè m = 32,

ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî 131M  äåëèòñÿ íà 263 è ñîäåð-
æèò 40 öèôð, ìû åãî ïðèâîäèòü íå áóäåì.
Èíòåðåñ ê ïðîñòûì ÷èñëàì Ìåðñåííà îáúÿñíÿåòñÿ íå

òîëüêî èõ ñâÿçüþ ñ ñîâåðøåííûìè ÷èñëàìè, à åùå
îäíèì îáñòîÿòåëüñòâîì. ×åëîâå÷åñòâî âñåãäà èíòåðåñî-
âàëîñü ÷èñëàìè-ãèãàíòàìè, â òîì ÷èñëå è íàèáîëüøèìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû áîëüøî-
ãî ÷èñëà – òðóäîåìêîå çàíÿòèå äàæå ñåé÷àñ, êîãäà â
ðàñïîðÿæåíèè ìàòåìàòèêîâ èìååòñÿ ñîâðåìåííàÿ âû-
÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà. È çäåñü íà âûðó÷êó ïðèõîäÿò
ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè äåëèìîñòè, à ïîñêîëüêó äëÿ pM
íàéäåíî ìíîãî òàêèõ ïðèçíàêîâ äà ê òîìó æå èìååòñÿ
êðèòåðèé ïðîñòîòû, òî ñðåäè íàèáîëüøèõ îòêðûòûõ íà
äàííûé ìîìåíò ïðîñòûõ ÷èñåë ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ
÷èñëà Ìåðñåííà. Ïîêà òàêèì ÷åìïèîíîì ÿâëÿåòñÿ
43-å ïî ñ÷åòó ïðîñòîå ÷èñëî 30402457M , ñîäåðæàùåå
áîëåå 9 ìèëëèîíîâ öèôð. Îíî îáíàðóæåíî â äåêàáðå
2005 ãîäà ïîñëå ìíîãèõ ñóòîê íåïðåðûâíîé ðàáîòû
ìîùíîãî êîìïüþòåðà. Âîçìîæíî, è ýòîò ðåêîðä áóäåò
ïîáèò ê òîìó âðåìåíè, êîãäà âû ïðî÷òåòå ýòó ñòàòüþ.
Äåëî â òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ÝÂÌ ñóùåñòâåííî îáëåã-
÷èëî ïîèñê. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü
(31) èç âñåõ èçâåñòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà íàé-
äåíà èìåííî ñ èõ ïîìîùüþ, ïðè÷åì ïîëîâèíå èç ýòèõ
îòêðûòèé íåò è 20 ëåò. À òåïåðü ýòîò ïðîöåññ ïîéäåò
ãîðàçäî áûñòðåå: ñîçäàí ìåæäóíàðîäíûé ïðîåêò «Ïî-
èñê áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì Èíòåðíåòà», àíîíèìíûé ñïîíñîð îñíîâàë ôîíä íà
ñóììó áîëåå ïîëóìèëëèîíà äîëëàðîâ äëÿ ÷åòûðåõ
óäà÷íèêîâ, êîòîðûå ïåðâûìè íàéäóò ïðîñòûå ÷èñëà
Ìåðñåííà ñ êîëè÷åñòâîì öèôð áîëåå 1 ìèëëèîíà, 10
ìèëëèîíîâ, 100 ìèëëèîíîâ è îäíîãî ìèëëèàðäà ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïåðâûé èç ÷åòûðåõ äåíåæíûõ ïðèçîâ óæå
âûïëà÷åí çà 38-e ÷èñëî Ìåðñåííà, ñîäåðæàùåå áîëåå
äâóõ ìèëëèîíîâ öèôð.
Ñîçäàíèþ ôîíäà, íåñîìíåííî, ñïîñîáñòâîâàëî òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îãðîìíûå ïðîñòûå ÷èñëà ëåæàò â
îñíîâå çàùèòû ýëåêòðîííîé êîììåðöèè è ýëåêòðîííîé
ïî÷òû – â âîïðîñàõ, ñòàâøèõ àêòóàëüíûìè â ïîñëåäíåå
âðåìÿ. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ øèôðà óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë; ÷òîáû íàéòè êëþ÷ ê
øèôðó, íàäî îïðåäåëèòü ýòè ñîìíîæèòåëè. Ïîñêîëüêó
ñî âðåìåíåì âñå æå óäàåòñÿ èõ íàéòè, òî øèôðîâàëüùè-
êè ïîñòîÿííî îáíîâëÿþò àðñåíàë ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàê

÷òî òåïåðü íå òîëüêî ïðîñòàÿ ëþáîçíàòåëüíîñòü è
íàó÷íûé ïðåñòèæ áóäóò ñòèìóëèðîâàòü îõîòíèêîâ çà
áîëüøèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè. À âåäü åùå â 1811 ãîäó
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ï.Áàðëîó, ïðèâåäÿ â ñâîåé
êíèãå «Òåîðèÿ ÷èñåë» âîñüìîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî,
ïèñàë: «Îíî íàâñåãäà îñòàíåòñÿ íàèáîëüøèì èç êîãäà-
ëèáî îòêðûòûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó, ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå èõ áåñïîëåçíîñòü, òðóäíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òîáû êòî-íèáóäü ñòàë çàòðà÷èâàòü óñèëèÿ íà
ïîëó÷åíèå áîëüøèõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë». Êàê æå îí
îøèáàëñÿ!
Ïîõîæå, áîëüøèíñòâî ó÷åíûõ âåðèò â áåñêîíå÷íîñòü

ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà. Â êîíöå XIX âåêà
áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê Ý.Êàòàëàí ïðåäïîëàãàë ýòî
âûâåñòè èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ: åñëè âçÿòü ïðî-
ñòûå ÷èñëà Ìåðñåííà 3, 7, 31, 127, òî 3M , 7M , 31M ,

127M  òîæå áóäóò ïðîñòûìè. Íî â 1953 ãîäó áûëî
îáíàðóæåíî, ÷òî õîòÿ ÷èñëî 31 8191M =  ïðîñòîå, ÷èñëî

8191M  ñîñòàâíîå.

Î íå÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñëàõ

Ó÷åíûå ñ äàâíèõ ïîð ïûòàëèñü îòûñêàòü íå÷åòíûå
ñîâåðøåííûå ÷èñëà. Èõ ïîèñê íàïîìèíàåò îõîòó çà
ïðèçðàêîì, êîòîðîãî íèêòî íèêîãäà íå âèäåë. Â äëè-
òåëüíîì ïðîöåññå îõîòû íàéäåíî ìíîãî ñâîéñòâ, êîòî-
ðûìè äîëæíû îáëàäàòü ýòè ÷èñëà ïðè óñëîâèè èõ
ñóùåñòâîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå÷åòíîãî ñîâåð-
øåííîãî ÷èñëà áîëüøå äâóõ. Â ñàìîì äåëå, ÷èñëî

a bn p q= ◊ , ãäå 3p ≥ , 5q ≥  – ïðîñòûå ÷èñëà, à è b –
íàòóðàëüíûå, íåäîñòàòî÷íîå, ïîñêîëüêó

( )
1 11 1

1 1

1 1 1 1

a ab bp pq q
n

p q p q
σ

+ ++ +
- -

= ◊ < ◊ =
- - - -

= 
3 5

2
1 1 2 4

p q
n n n

p q
◊ ◊ £ ◊ ◊ <

- -
.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 8. Ñëîæíåå îïðåäå-
ëèòü âèä íå÷åòíîãî ñîâåðøåííîãî ÷èñëà n. Îáðàòèìñÿ
ê åãî ðàçëîæåíèþ íà ïðîñòûå (íå÷åòíûå) ìíîæèòåëè:

0 1
10

s
sn p p pα α α

= ◊ ◊ ◊… .

Òàê êàê ( ) ( ) ( ) ( )0 1
10

s
sn p p pα α α

σ σ σ σ= ◊ ◊ ◊… , òî èç ðàâåí-

ñòâà ( )2n nσ=  ïîëó÷àåì

0 1
10

2 s
sp p pα α α

◊ ◊ ◊ =…

= ( ) ( ) ( )0 1
0 1 10

1 1 1 s
s sp p p p p pα α α

+ + + + + + + + +… … … … .
(1)

Ïîñêîëüêó ñóììà 2
1 p p pα
+ + + +…  äåëèòñÿ íà 2

ëèøü ïðè íå÷åòíîì α , òî òîëüêî îäèí èç ïîêàçàòåëåé

0 1, , , sα α α…  íå÷åòåí, îñòàëüíûå ÷åòíûå. Áóäåì ñ÷è-
òàòü 0 2 1cα = + , 1 12aα = , …, 2s saα = . Òîãäà â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ÷åòíûé ñîìíîæèòåëü âîçíèêàåò çà
ñ÷åò ïåðâîé ñêîáêè. Ïðåîáðàçóåì åå òàê:

2 1

0 01
cp p +

+ + + =… ( ) ( )2 2

0 0 01 1
cp p p…+ + + + .

Íå÷åòíîå ÷èñëî 0p  èìååò âèä 0 4 1p l= -  èëè 0 4 1p l= + .
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1) äåëèòñÿ íà



4; ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ òîëüêî
íà 2, îñòàåòñÿ âòîðîé âàðèàíò. Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî ñ íå

ìîæåò áûòü íå÷åòíûì, èíà÷å ñêîáêà ( )2 2

0 01
cp p+ + +…

äåëèëàñü áû íà 2; çíà÷èò, ñ = 2b. Ïîëó÷àåì åùå îäèí
ðåçóëüòàò Ýéëåðà: åñëè íå÷åòíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî
ñóùåñòâóåò, òî îíî èìååò âèä

( ) 1 24 1 2 2 2

1 2
4 s

b a a a
sn l 1 p p p…

+

= + ◊ ◊ ◊ ◊ ,

ãäå 4l + 1, 1, , sp p…  – ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íå÷åòíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî íå

ìîæåò áûòü êâàäðàòîì, ïîñêîëüêó ïåðâûé ñîìíîæè-

òåëü ( )
4 1

4 1
b

l
+

+  íå ÿâëÿåòñÿ èì. Îòêðûòî ìíîãî ñâîéñòâ
íå÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë, íî â èõ ñóùåñòâîâàíèå
âåðèòñÿ ñ òðóäîì: â ïðîìåæóòêå îò 1 äî 300

10  èõ íå
îáíàðóæåíî. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü îòñóòñòâèå
íå÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî 0n  ñóùåñòâóåò: ( )0 02n nσ = .

Ðàññìîòðèì ÷èñëî 02n n= , äëÿ íåãî ( )nσ =

( ) ( )0 02 3 2 3n n nσ σ= ◊ = ◊ = . ×èñëà, äëÿ êîòîðûõ

( ) 3n nσ = , íàçûâàþò òðåõêðàòíûìè ñîâåðøåííûìè.
Íàïðèìåð, ÷èñëî 3

120 2 3 5= ◊ ◊  ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàòíûì
ñîâåðøåííûì. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ñðåäè òðåõ-
êðàòíûõ ñîâåðøåííûõ íåò ÷èñåë âèäà 02n n= , ãäå 0n
– íå÷åòíûé ñîìíîæèòåëü. Âîçìîæíî, èìåííî ýòè ñîîá-
ðàæåíèÿ ñòèìóëèðîâàëè èíòåðåñ ó÷åíûõ XVII ñòîëå-
òèÿ ê òðåõêðàòíûì ñîâåðøåííûì ÷èñëàì.
Ñåé÷àñ, íàðÿäó ñ òðåõêðàòíûìè, èçó÷àþò ìóëüòèñî-

âåðøåííûå, èëè r-êðàòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà. Ýòî

÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ( )n r nσ = ◊ .

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí
âñåõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé r-êðàòíîãî ñîâåðøåííîãî ÷èñ-
ëà ðàâíà r – 1; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë îíà
ðàâíà 1.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòêðûòî áîëåå 5 òûñÿ÷ ìóëüòèñî-
âåðøåííûõ ÷èñåë ðàçëè÷íîé êðàòíîñòè, âñå îíè ÷åò-
íûå, è, ÷òî óäèâèòåëüíî, òîëüêî 6 èç íèõ òðåõêðàòíûå,
ïðè÷åì ýòè øåñòü ÷èñåë áûëè îáíàðóæåíû åùå â ïåðâîé
ïîëîâèíå XVII âåêå. Îïèøåì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ÷åòíûõ
ìóëüòèñîâåðøåíûûõ ÷èñåë, èñõîäÿ íå èç èõ êðàòíîñòè,
à èç ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ÷èñëà 2.
Ïðåäëîæåíèå: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k íàéäåòñÿ

ìóëüòèñîâåðøåííîå ÷èñëî 1kn 2 m-
= , ãäå ò — íå÷åò-

íûé ñîìíîæèòåëü.

Ïîñêîëüêó ( )12 2 1
k k

σ
-

= - , òî íàäî ïî çàäàííîìó

ïîêàçàòåëþ k íàéòè òàêèå ÷èñëà m è r, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( ) 1
2 1 2
k km r mσ

-
- = ◊ .                (2)

ßñíî, ÷òî ( )mσ  äîëæíî áûòü êðàòíûì 1
2
k- . Ïîäáîð

÷èñëà m áóäåì âåñòè ïîýòàïíî. Íà ïåðâîì øàãå ïîëî-

æèì 2 1
km = - . Åñëè ÷èñëî m îêàæåòñÿ ïðîñòûì, òî

öåëü äîñòèãíóòà: ( ) 2
kmσ = , è ÷èñëî ( )1

2 2 1
k kn -

= -

ñîâåðøåííîå. Òàê áóäåò äëÿ k = 2, 3, 5, 7, 13, 17.
Ïðè ñîñòàâíîì 2 1

km = -  ðàçëîæèì åãî íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè 0 1
10

s
sp p pα α α

◊ ◊ ◊… . Åñëè ïîêàçàòåëü ïðîñòîãî

÷èñëà p íå÷åòåí, òî ( ) 2
bp qα

σ = , ãäå íå÷åòíîå ÷èñëî

q pα
<  (íà ñàìîì äåëå, ïðè 3p ≥  èìååì

( )1
1 2 1p p pα α+

- < - , îòêóäà 2 2
bq pα

< ). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè íå÷åòíûõ ïîêàçàòåëÿõ ÷èñëî

( ) 1 22
a

lm q q qσ = ◊ ◊ ◊…  èìååò ìåíüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ
m íå÷åòíûå ñîìíîæèòåëè. Åñëè a < k – 1, òî óâåëè÷èì

m äî ÷èñëà ( ) 12 1
k

lq q…- ◊ ◊ , ÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷å-

íèþ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè 2 ó ÷èñëà ( )1

12
k

lq qσ …

-
◊ ◊ . Â

ñëó÷àå ÷åòíîãî ïîêàçàòåëÿ ÷èñëî ( )p rα
σ =  íå÷åòíî;

äîáàâèì åãî â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ ê ÷èñëó m; åñëè
ïðè ýòîì r âíîâü îêàæåòñÿ ÷åòíîé ñòåïåíüþ ïðîñòîãî

íå÷åòíîãî ÷èñëà (íàïðèìåð, ( )4 2
3 11σ = , ( )211σ =

7 19= ◊ ), òî äîáàâèì åùå ñîìíîæèòåëü ( )rσ . È òàê
áóäåì ïîñòóïàòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (2) íå ïîÿâèòñÿ ìíîæèòåëü 1

2
k- . Ýòî íà

ñàìîì äåëå ïðîèçîéäåò, ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íî óáûâàòü
íå÷åòíûå ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè íå ìîãóò è íà íåêîòî-
ðîì øàãå ïîÿâÿòñÿ òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ

( ) 2
cpσ = . Íî åñëè 2

dp > , òî ( ) 2 2
c dpσ = > , à òàê êàê

( ) 1
2
kmσ
-

> , òî íóæíûé ïîêàçàòåëü äîñòèæèì. Ïðåä-
ëîæåíèå äîêàçàíî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

1) k = 4: èç ðàâåíñòâ ( )32 3 5σ = ◊ , ( ) 2
3 2σ = ,

( )5 2 3σ = ◊  ïîëó÷àåì òðåõêðàòíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî
3

2 3 5 120n = ◊ ◊ = , íàéäåííîå Ìåðñåííîì.

2) k = 6: òàê êàê 6 2
2 1 3 7- = ◊ , òî âñëåä çà Ôåðìà

ïðèõîäèì ê ÷èñëó 5
2 3 7n = ◊ ◊ , äëÿ êîòîðîãî

( )5 2 2 3
2 3 7 3 7 2 2 3nσ ◊ ◊ = ◊ ◊ ◊ = ; åñëè âìåñòî 3 âçÿòü 3

3 ,

òî ïðèäåì ê ÷èñëó 5 3
2 3 5 7n = ◊ ◊ ◊ , îáíàðóæåííîìó

Äåêàðòîì, äëÿ íåãî ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3
3 7 2 5 2 3 2 4n nσ = ◊ ◊ ◊ = .

Óïðàæíåíèå 4. Äëÿ ïîêàçàòåëåé k = 9, 10, 14, 15 íàéäèòå
òðåõêðàòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà è óáåäèòåñü, ÷òî ó íèõ íåò
ïîâòîðÿþùèõñÿ íå÷åòíûõ ñîìíîæèòåëåé.

Èòàê, â ðàçëîæåíèÿõ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âñåõ
øåñòè èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òðåõðàòíûõ
ñîâåðøåííûõ ÷èñåë ìíîæèòåëü 2 èìååò ñòåïåíü âûøå
ïåðâîé, à çíà÷èò, è íà ýòîì ïóòè îáíàðóæèòü íå÷åòíîå
ñîâåðøåííîå ÷èñëî íå óäàëîñü. Ìîæåò áûòü, â ýòîì
ïëàíå ïîâåçåò êîìó-ëèáî èç ÷èòàòåëåé.
À òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåðû ìóëüòèñîâåðøåííûõ

÷èñåë, â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ êðàòíûå
íå÷åòíûå ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.

Ïðè k = 8 èìååì ( )72 3 5 17σ = ◊ ◊ , ( )7
2 3 5 17σ ◊ ◊ ◊ =

( ) ( ) ( )2 2
3 5 17 2 2 3 2 3= ◊ ◊ ◊ ◊ , ïîÿâèëñÿ ñîìíîæèòåëü 4

3 ;

ïîñêîëüêó ( )4 2
3 11σ = , ( )211 7 19σ = ◊ , ïðèõîäèì ê

÷èñëó 7 4 2
2 3 5 7 11 17 19n = ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ , äëÿ êîòîðîãî

( ) 5n nσ = . Åãî íàøåë Äåêàðò. Ìîæíî áûëî íà âòîðîì

ýòàïå âçÿòü ÷èñëî 7 3
2 3 5 17◊ ◊ ◊ ; òàê êàê ( )3 3

3 2 5σ = ◊ ,

( )25 31σ = , òî ïîëó÷èëè áû ÷èñëî 7 3 2
2 3 5 17 31n = ◊ ◊ ◊ ◊ ,

äëÿ íåãî ( ) 4n nσ = .

Óïðàæíåíèå 5. Íàéäèòå ìóëüòèñîâåðøåíïûå ÷èñëà äëÿ
ïîêàçàòåëåé k = 11, 12, 16.
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Óðáåí Ëåâåðüå
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

È
ÇÂÅÑÒÍÛÉ  ÔÐÀÍÖÓÇÑÊÈÉ  ÀÑÒÐÎÍÎÌ  ÓÐ-
áåí Æàí Æîçåô Ëåâåðüå (1811–1877) ðîäèëñÿ
â ñåìüå ìåëêîãî ÷èíîâíèêà â Íîðìàíäèè. Îí

ïîëó÷èë îáðàçîâàíèå â çíàìåíèòîé Ïîëèòåõíè÷åñêîé
øêîëå Ïàðèæà, êîòîðóþ îêîí÷èë â 1833 ãîäó. Ïîñëå
íåñêîëüêèõ ëåò ïîèñêîâ ñâîåãî íàó÷íîãî ïóòè Ëåâåðüå
íàøåë ïðèçâàíèå â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Îí áûë àâòî-
ðîì ìíîãèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè è çàâîåâàë àâòîðèòåò
íåïðåâçîéäåííîãî âû÷èñëèòåëÿ èññëåäîâàíèÿìè âåêî-
âûõ èçìåíåíèé â äâèæåíèè áîëüøèõ ïëàíåò (âåêîâû-
ìè èçìåíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííî ðàñòóùèå ñî
âðåìåíåì óêëîíåíèÿ îò êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïî
îðáèòàì, çàìå÷åííûå ó Þïèòåðà è Ñàòóðíà, à ïîçäíåå
è ó Ëóíû). Â 1845 ãîäó, ïî ñîâåòó äèðåêòîðà Ïàðèæ-
ñêîé îáñåðâàòîðèè Àðàãî, Ëåâåðüå çàíÿëñÿ çàäà÷åé
ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ Óðàíà – ñåäüìîé ïëàíåòû Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû.
Åùå ñ êîíöà XVIII âåêà àñòðîíîìû ñòàëè çàìå÷àòü

ñòðàííîñòè â ïîâåäåíèè Óðàíà. Çà 50 ëåò íàáëþäåíèé
èì òðèæäû ïðèøëîñü óòî÷íÿòü òàáëèöû äâèæåíèÿ ýòîé
ïëàíåòû, íî îíà óïðÿìî ñõîäèëà ñ ïóòè, ïðåäóñìîòðåí-
íîãî íåáåñíîé ìåõàíèêîé Íüþòîíà. Â 40-å ãîäû XIX
âåêà ðàñõîæäåíèå ìåæäó âû÷èñëåííûìè ïî òàáëèöàì è
íàáëþäàåìûìè ïîëîæåíèÿìè Óðàíà äîñòèãàëî äåñÿò-
êîâ óãëîâûõ ñåêóíä, ÷òî ïî÷òè â 100 ðàç ïðåâûøàëî
íàèìåíüøóþ âåëè÷èíó, êîòîðóþ ìîãëè óëàâëèâàòü è ñ
òî÷íîñòüþ äî êîòîðîé èçìåðÿëè ïîëîæåíèå íåáåñíûõ
òåë àñòðîíîìû. Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ãèïîòåç íåîäíîê-
ðàòíî âûñêàçûâàëàñü äîãàäêà î ñóùåñòâîâàíèè äàëåêîé
ïëàíåòû, êîòîðàÿ ñâîèì ïðèòÿæåíèåì âîçìóùàåò îðáè-
òó Óðàíà, íî äàëüøå äîãàäîê äåëî íå øëî.
Ëåâåðüå ñ ýíòóçèàçìîì âçÿëñÿ çà ðåøåíèå ïðåäëî-

æåííîé Àðàãî çàäà÷è, è 10 ñåíòÿáðÿ 1845 ãîäà ïîÿâè-
ëàñü åãî ïåðâàÿ ðàáîòà î äâèæåíèè Óðàíà, ãäå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî íèêàêèìè èçâåñòíûìè ïðè÷èíàìè îáúÿñ-
íèòü åãî «íåïðàâèëüíîå» ïîâåäåíèå íåëüçÿ. Çà íåé
ïîñëåäîâàëà âòîðàÿ (1 èþíÿ 1846 ã.), à âñêîðå (31
àâãóñòà 1846 ã.) è òðåòüÿ ðàáîòà. Â íèõ ñîîáùàëèñü
íåîáõîäèìûå êîîðäèíàòû íîâîé ïëàíåòû, ìàññà è
ýëåìåíòû îðáèòû. Çàâåðøèâ ñâîè âû÷èñëåíèÿ è ó÷èòû-
âàÿ îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè ôðàíöóçñêèõ íàáëþäà-
òåëåé, Ëåâåðüå 18 ñåíòÿáðÿ 1846 ãîäà íàïðàâèë ïèñüìî
â Áåðëèí, ãäå ðåãóëÿðíî âûïóñêàëèñü ñàìûå òî÷íûå
êàðòû çâåçä äî äåñÿòîé âåëè÷èíû. Ïîëó÷èâ ïèñüìî,
àñòðîíîì Áåðëèíñêîé îáñåðâàòîðèè Ãàëëå â òîò æå
âå÷åð íàïðàâèë ñâîé òåëåñêîï íà îòìå÷åííîå â ïèñüìå
ìåñòî íåáà è îáíàðóæèë íåîáû÷íóþ çâåçäî÷êó âîñüìîé
âåëè÷èíû ñ ÿâíî çàìåòíûì äèñêîì (èñòèííûå çâåçäû
äàæå â êðóïíåéøèå ñîâðåìåííûå òåëåñêîïû ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ òî÷êàìè). Ñðàâíèâ åå ïîëîæåíèå ñ óêàçàíèÿìè
òî÷íûõ çâåçäíûõ êàðò, Ãàëëå óáåäèëñÿ, ÷òî ïèñüìî

Ëåâåðüå ñîäåðæèò âåëèêîå îòêðûòèå. Òàê â ñïèñêå
áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïðèáàâèëàñü åùå
îäíà, âîñüìàÿ ïî ñ÷åòó, íàçâàííàÿ çàòåì Íåïòóíîì è
óäàëåííàÿ îò Ñîëíöà íà 4,5 ìèëëèàðäà êèëîìåòðîâ.
Íàäî ñêàçàòü, ÷òî çàãàäêîé Óðàíà åùå â 1841 ãîäó

çàèíòåðåñîâàëñÿ ñòóäåíò Êåìáðèäæñêîãî êîëëåäæà
Äæîí Àäàìñ. Çàêîí÷èâ êîëëåäæ, îí öåëèêîì ïîñâÿòèë
ñåáÿ âû÷èñëåíèÿì. Ðåøàÿ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìåòî-
äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, Àäàìñ ñíà÷àëà
ïðîâåë âñå âû÷èñëåíèÿ ïî 20 íàáëþäåíèÿì Óðàíà çà
1780–1840 ãîäû, à çàòåì, ïîëó÷èâ ðåçóëüòàòû íàáëþ-
äåíèé Ãðèíâè÷ñêîé ëàáîðàòîðèè çà 1750–1830 ãîäû,
ïîâòîðèë èõ çàíîâî. Ïîñëå äâóõ ëåò íàïðÿæåííîãî
òðóäà Àäàìñ ðåøèë çàäà÷ó. Â ñåíòÿáðå 1845 ãîäà îí
ñîîáùèë ïðîôåññîðó àñòðîíîìèè ×àëëèñó ìàññó è
ýëåìåíòû îðáèòû íîâîé, ñëåäóþùåé çà Óðàíîì ïëàíå-
òû, à òàêæå óêàçàë åå êîîðäèíàòû íà íåáåñíîé ñôåðå íà
30 ñåíòÿáðÿ 1845 ãîäà. Ê ñîæàëåíèþ, äèðåêòîð Ãðèí-
âè÷ñêîé îáñåðâàòîðèè Äæ.Ýðí ñ íåäîâåðèåì îòíåññÿ ê
ýòèì ðàñ÷åòàì. Â ðåçóëüòàòå â òå÷åíèå 9 ìåñÿöåâ ðàáîòà
ëåæàëà áåç äâèæåíèÿ, è òîëüêî ïîñëå âûõîäà âòîðîé
ðàáîòû Ëåâåðüå Ýðí ïîðó÷èë ×àëëèñó ïîèñêè íîâîé
ïëàíåòû. Ê òîìó âðåìåíè îíà óæå áûëà îòêðûòà Ãàëëå.
Ïîñëå ãîðÿ÷èõ ñïîðîâ Àíãëèè è Ôðàíöèè î ïðèîðè-

òåòå îòêðûòèÿ Íåïòóíà ó÷åíûé ìèð îöåíèë çàñëóãè
îáîèõ àñòðîíîìîâ, ïðèçíàâ çà Àäàìñîì ïåðâåíñòâî â
ìàòåìàòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è, à çà Ëåâåðüå – çàñëó-
ãó â äåëå îáíàðóæåíèÿ ïëàíåòû.
Â 1846 ãîäó Ëåâåðüå âîçãëàâèë êàôåäðó íåáåñíîé

ìåõàíèêè â Ïàðèæñêîì óíèâåðñèòåòå, à â 1854 ãîäó –
åùå è Ïàðèæñêóþ îáñåðâàòîðèþ. Äàëüíåéøàÿ åãî
íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü áûëà ïîñâÿùåíà óòî÷íåíèþ òåî-
ðèè äâèæåíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â
ðåçóëüòàòå ïî÷òè òðèäöàòèëåòíåé ðàáîòû Ëåâåðüå
îñóùåñòâèë êàïèòàëüíóþ ðåâèçèþ òåîðèè äâèæåíèÿ
Ñîëíöà è ïëàíåò. Åãî òàáëèöû, îñîáåííî ñîëíå÷íûå,
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ â Ïàðèæñêîì
áþðî äîëãîò ïðè ñîñòàâëåíèè àñòðîíîìè÷åñêèõ åæå-
ãîäíèêîâ.
Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ïëàíåò ïðèâåëî Ëåâåðüå ê îäíî-

ìó èç èíòåðåñíåéøèõ îòêðûòèé íàóêè XIX âåêà. Èññëå-
äóÿ ñ 1843 ãîäà äâèæåíèå Ìåðêóðèÿ, Ëåâåðüå ïðèøåë
ê âûâîäó, ÷òî âîçìóùåíèÿ åãî îðáèòû íå ñâÿçàíû ñ
âëèÿíèåì èçâåñòíûõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Îí ïîïû-
òàëñÿ îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå äåéñòâèåì íåêîåé ãèïîòå-
òè÷åñêîé ïëàíåòû, íàõîäÿùåéñÿ áëèæå ê Ñîëíöó, ÷åì
Ìåðêóðèé. Íà ñàìîì äåëå îáúÿñíåíèå íàáëþäåíèÿì
Ëåâåðüå áûëî íàéäåíî ëèøü â íà÷àëå XX âåêà: àíîìà-
ëèè â äâèæåíèè Ìåðêóðèÿ îêàçàëèñü ñëåäñòâèåì íî-
âîé, áîëåå îáùåé, ÷åì íüþòîíîâñêàÿ, òåîðèè òÿãîòåíèÿ
– îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà.



Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Публикуемые  в
нем задачи  нестандартны, но  для  их решения не требуется знаний, выходящих  за рамки  школьной
программы. Наиболее трудные задачи отмечаются звездочкой. После формулировки задачи мы
обычно указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, не все эти  задачи публикуются впервые.

Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 декабря 2006 года по адресу:
119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант». Решения задач из разных номеров журнала или
по разным предметам (математике и физике) присылайте в разных конвертах. На конверте в графе
«Кому» напишите: «Задачник «Кванта» №5–2006» и номера задач, решения которых Вы посылаете,
например «М2011» или «Ф2018». В графе «От кого» фамилию и имя просим писать разборчиво. В
письмо вложите конверт с написанным на нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в этом
конверте Вы получите результаты проверки решений).

Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемой для публикации, присылайте в отдель-
ном конверте в двух  экземплярах вместе с Вашим решением этой задачи (на конверте пометьте:
«Задачник «Кванта», новая задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по матема-
тике»).

В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс, в котором Вы учитесь.
Задачи М2011–М2013, М2015(б), М2016, М2018 предлагались на IV этапе, задачи М2014,

М2017(а), М2019, М2020 – на V этапе XXXII Всероссийской олимпиады школьников по матема-
тике.

Задачи
по математике и физике

З А Д А Ч Н И К  « К В А Н Т А »

Задачи М2011–М2020, Ф2018–Ф2027

M2011. Натуральные числа от 1 до 200 разбили на 50
множеств. Докажите, что в одном из них найдутся три
числа, являющиеся длинами сторон некоторого треу-
гольника.

М.Мурашкин

M2012. В тетраэдре ABCD из вершины A опустили
перпендикуляры AB¢ , AC¢ , AD¢  на плоскости, деля-
щие двугранные углы при ребрах CD, BD, BC попо-
лам. Докажите, что плоскость B C D¢ ¢ ¢  параллельна
плоскости BCD.

А.Бадзян

M2013. При каких натуральных n найдутся такие
положительные рациональные, но не целые числа a и
b, что оба числа a + b и n na b+  целые?

В.Сендеров

M2014. На дугах AB и BC окружности, описанной
около треугольника ABC, выбраны точки K и L соот-

ветственно так, что пря-
мые KL и AC парал-
лельны. Докажите, что
центры вписанных ок-
ружностей треугольни-
ков ABK и CBL равно-
удалены от середины
дуги ABC.

С.Берлов

M2015. Можно ли спа-
ять проволочный кар-

кас куба 2 2 2ѣ ѣ , разбитого на кубики 1 1 1ѣ ѣ  (рис.1),
из восемнадцати деталей конструктора, в котором

каждая деталь имеет вид:
а) скобки из трех попарно
перпендикулярных спиц
длины 1 (рис.2);

б) скобки из трех спиц длины 1 в виде буквы «П»
(рис.3)?

Л.Емельянов

M2016. У выпуклого многогранника 2n граней ( 3n ³ ),
и все грани являются треугольниками. Какое наиболь-
шее число вершин, в которых сходится ровно 3 ребра,
может быть у такого многогранника?

А.Гарбер

M2017. Квадрат 3000 3000ѣ  произвольным образом
разбит на доминошки (т.е. на прямоугольники 1 2ѣ
клетки).
а) Докажите, что доминошки можно раскрасить в 3
цвета так, чтобы доминошек каждого цвета было
поровну и у каждой доминошки было не более двух
соседей ее цвета (доминошки считаются соседними,
если они содержат клетки, соседние по стороне).
б) Докажите, что доминошки можно раскрасить в 4Рис.1

Рис.2 Рис.3
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цвета так, чтобы доминошек каждого цвета было
поровну и ни у какой доминошки не было соседей ее
цвета.

А.Пастор

M2018. Докажите, что если натуральное число N
представляется в виде суммы трех квадратов целых
чисел, делящихся на 3, то оно также представляется в
виде суммы трех квадратов целых чисел, не делящихся
на 3.

П.Козлов

M2019. Окружность ω  касается равных сторон AB и
AC равнобедренного треугольника ABC и пересекает
сторону BC в точках K и L. Отрезок AK пересекает ω
второй раз в точке M. Точки P и Q симметричны точке
K относительно точек B и C соответственно. Докажите,
что описанная окружность треугольника PMQ касает-
ся окружности ω .

В.Филимонов

M2020*. Известно, что многочлен ( )1 1
n

x + -  делится
на некоторый многочлен ( ) 1

1
k k

kP x x c x -

-
= + +

2
2 1 0

k
kc x c x cK

-

-
+ + + +  четной степени k, у которого
все коэффициенты 0 1 1, , , kc c c

-
K  – целые нечетные

числа. Докажите, что n делится на k + 1.
А.Гарбер

Ф2018. Точка движется вдоль оси X, скорость точки
пропорциональна квадрату ее координаты. Средняя
скорость точки на участке (1 м; 2 м) составила 1 м/с.
Найдите среднюю скорость на участках (2 м; 4 м) и
(1 м; 4 м).

З.Рафаилов

Ф2019. На тонком и легком жестком стержне длиной
L закреплены два тела – массой М посредине стержня
и массой 2М на одном из его концов. Другой конец
стержня закреплен шарнирно. Получившийся маятник
раскачивается в вертикальной плоскости, максималь-
ный угол отклонения от вертикали составляет 1o .
Найдите период колебаний этого маятника и макси-
мальную разность натяжений половин стержня при
движении.

Р.Простов

Ф2020. Крыло аиста имеет поперечную площадь 2
2 м ,

оно движется вниз с постоянной скоростью 2 м/с в
течение интервала времени 0,2 с и столько же времени
– вверх. Может ли аист при собственной массе 2 кг
лететь на постоянной высоте с грузом массой 3 кг? Для
тех, кто не видел аиста: у него ровно два крыла.

А.Птицын

Ф2021. В глубинах космоса, вдали от всех других тел,
летает жидкая планета из ртути – огромный однород-
ный шар. Ускорение свободного падения на поверхно-
сти планеты составляет 2

1000 м с . Стальной шарик
объемом 3

1 см  находится на расстоянии трети радиуса
планеты от ее центра. Найдите полную силу, которая
действует на шарик. Плотность ртути 3

13,6 г cм ,
плотность стали 3

7,8 г cм .
З.Шариков

Ф2022. Порция разреженного гелия находится в сосу-
де с поршнем. С гелием проводят замкнутый тепловой
цикл, который состоит из четырех стадий. На первой
стадии газ расширяется вдвое, при этом давление газа
все время пропорционально его объему. На второй
стадии газ продолжает расширяться – но уже при
неизменном давлении, объем газа на этой стадии уве-
личивается еще в 4 раза. Следующая стадия – давление
газа снова пропорционально его объему, газ охлажда-
ется, пока его давление не упадет вдвое. И, наконец,
четвертая стадия – охлаждение при неизменном давле-
нии до начального состояния. Найдите термодинами-
ческий КПД этого цикла.

Р.Циклов

Ф2023. На горизонтально расположенном непрово-
дящем стержне закреплены два маленьких тела, за-
ряженных положительно (заряды нам неизвестны).
Еще одно положительно заряженное тело – малень-
кая бусинка – может двигаться без трения вдоль
стержня. Бусинка совершает малые колебания около
положения равновесия. Во сколько раз изменится
период таких колебаний, если расстояние между не-
подвижными зарядами уменьшится вдвое (разумеет-
ся, их для этого придется сделать на некоторое время
подвижными)?

А.Простов

Ф2024. К обычной сети 220 В, 50 Гц подключены
последовательно соединенные конденсатор емкостью
1 мкФ и нагреватель – резистор. Найдите максималь-
ную мощность такого нагревателя. Кстати – зачем там
понадобился конденсатор?

А.Зильберман

Ф2025. К «мостику» из конденсаторов (рис.4) под-
ключили батарейку напряжением 0U . Затем ее отклю-
чили, а между точками А
и Б включили катушку
индуктивностью L. Най-
дите максимальный ток
через катушку. Найдите
также полный заряд, про-
текший через катушку, и
выделившееся в ней ко-
личество теплоты. Со-
противление соедини-
тельных проводов очень
мало, сопротивление про-
вода, которым намотана катушка, считать небольшим.

Р.Старов

Ф2026. Для задержки во времени звуковых сигналов
в прежние годы часто использовали массивную пружи-
ну, вдоль которой распространялась упругая волна.
Итак, длинная однородная пружина лежит на гладком
горизонтальном столе. За один конец пружину начина-
ют растягивать, при этом ее длина увеличивается за
1 с на 5 см. Через какое время упругая волна добежит
до второго конца пружины? Длина всей пружины 5 м,
полная ее масса 2 кг, а жесткость 100 Н/м.

Р.Александров

Рис. 4



Ф2027. Дно очень узкого и глубокого колодца квад-
ратного сечения освещают подвешенной на уровне
земли маленькой лампочкой, равноудаленной от его
стенок. Стенки колодца зеркальные, но покрыты тон-
ким ровным слоем пыли, так что отражается только
98% энергии падающего света. Во сколько раз темнее
станет в центре дна колодца, когда пыли со временем
станет в 2 раза больше?

Е.Антышев

Решения задач М1991 – М1995,
Ф2003 – Ф2012

M1991. Имеется 6 монет, одна из которых фальши-
вая (она отличается по весу от настоящей, но ее вес,
как и вес настоящей монеты, неизвестен). Как за 3
взвешивания с помощью весов, показывающих общий
вес взвешиваемых монет, найти фальшивую монету?

Приведем один из возможных алгоритмов.
Обозначим веса монет a, b, c, d, e, f. Первыми двумя
взвешиваниями взвесим X = a + b и Y = c + d.
Если X = Y, то фальшивая монета e  или  f. Взвешива-
ем e. Если e = X/2, то f – фальшивая, иначе –
фальшивая e.
Если X > Y, то e и f настоящие. Взвешиваем Z =
= a + c + e. Если a фальшивая, то должно быть

( )
2 2

c d Y
Z a b c a b X

+
= + + = + + = + ; если b  фальши-

вая, то 
3

3
2

Y
Z c= = ; если c фальшивая, то

( )
2 2

a b X
Z a c d c d Y

+
= + + = + + = + ; если d фаль-

шивая, то 
3

3
2

X
Z a= = .

Так как 
3 3

2 2 2 2

X Y X Y
X Y> + > + > , то для Z выполне-

но ровно одно из равенств 
2

Y
Z X= + , 

3

2

Y
Z = ,

2

X
Z Y= + , 

3

2

X
Z = . По этому равенству однозначно

находим фальшивую монету.
Случай X < Y аналогичен рассмотренному.

М.Малкин

M1992. На плоскости лежал куб. Его перекатили
несколько раз через ребра так, что куб снова оказал-
ся на исходном месте той же гранью вверх. Могла ли
при этом верхняя грань повернуться на 90° градусов
относительно своего начального положения?

Ответ: нет.
Раскрасим вершины куба в красный и синий цвета так,
чтобы соседние вершины имели разные цвета. Разобь-
ем плоскость на клетки так, чтобы грань куба была
одной из клеток. Затем раскрасим все вершины клеток

в шахматном порядке
– так, чтобы вершины
куба стояли на точках
плоскости тех же цве-
тов (см. рисунок). Тог-
да при любом перека-
тывании куба верши-
ны его нижней грани

будут совмещаться с точками тех же цветов. Однако
если бы верхняя (а значит, и нижняя) грань поверну-
лась на 90°, то красные точки совместились бы с
синими – противоречие.

И.Богданов

М1993. Пусть H – точка пересечения высот треу-
гольника ABC, а X – произвольная точка, не лежащая
на прямых AH, BH, CH. Окружность с диаметром
XH вторично пересекает прямые AH, BH, CH в
точках 1A , 1B , 1C , а прямые AX, BX, CX – в точках

2A , 2B , 2C  соответственно. Докажите, что прямые

1 2A A , 1 2B B , 1 2CC  пе-
ресекаются в одной
точке (или параллель-
ны).

Воспользуемся следу-
ющим фактом: если
отразить прямые AX,
BX, CX симметрично
относительно биссект-
рис углов A, B, C соот-
ветственно, то полу-
ченные прямые AA¢ ,
BB¢ , CC ¢  пересекут-
ся в одной точке X ¢
или будут параллель-
ны (рис.1). (Это сле-
дует, например, из теоремы Чевы, записанной в сину-
сах; точки X и X ¢  называются изогонально сопряжен-
ными.)
Рассмотрим вначале случай, когда точки расположены
на окружности в порядке 1 2 1 2 1 2A B C A BC  (рис. 2).
(Доказательство для любого расположения точек по-
лучается, если равенства углов заменить на равенства
ориентированных
углов, т.е. углов, от-
считываемых от пря-
мой до прямой про-
тив часовой стрел-
ки.)
Из перпендикуляр-
ностей 1HA BC⊥  и

1HC AB⊥  и свой-
ства вписанных уг-
лов вытекает, что

1 1CBA A HCР = Р =
1 1 1A BC= Р . Анало-

гично, BACР =
1 1 1C A B= Р . Значит,

треугольники ABC и
1 1 1A BC  подобны (и

противоположно
ориентированы).
Поскольку XH – диаметр, то 2 2HB XB⊥ ; отсюда

1 2 1 1 2B BA CBX A HB A B BР = Р = Р = Р¢ . Полученное
равенство углов означает, что при преобразовании
подобия, переводящем треугольник ABC в треуголь-
ник 1 1 1A BC , прямая BB¢  перейдет в прямую 1 2B B .
Аналогичное утверждение справедливо и для прямых

Рис. 1

Рис. 2
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1 2A A  и 1 2CC . Так как прямые AA¢ , BB¢  и CC ¢
пересекаются в одной точке или параллельны, то
прямые 1 2A A , 1 2B B  и 1 2CC  также пересекаются в
одной точке или параллельны.

А.Заславский, П.Кожевников

M1994. а) В мешке изюма содержится 2001 изюминка
общим весом 1001 г, причем ни одна изюминка не весит
больше 1,001 г. Докажите, что весь изюм можно
разложить на две чаши весов так, чтобы весы пока-
зали разность, не превосходящую 1 г.
б) В мешке изюма содержится 2001 изюминка общим
весом 1001 г, причем ни одна изюминка не весит
больше (1 + x) г. При каком наибольшем значении x
заведомо можно разложить весь изюм на две чаши
весов так, чтобы весы показали разность, не превос-
ходящую 1 г?

Из пункта б) вытекает пункт а), поэтому достаточно
решить б).
б) Ответ: при x = 0,002 г.
Пусть x > 0,002 г. Обозначим через ε  меньшее из чисел
x и 0,002001. Пусть в мешке 999 изюминок весом
(1 ε+ ) г  – назовем эти изюминки большими, а остав-
шийся вес распределен между остальными изюминка-
ми произвольным образом (суммарный вес больших
изюминок не больше чем 1,002001 999 1001Ч < ). Тогда
при любом распределении изюма по чашкам на одной
из них будет хотя бы 500 больших изюминок с суммар-
ным весом ( )500 1 г 500 1,002 г 501гε+ > Ч = . Тогда на
другой чаше вес будет меньше чем 1001 г – 501 г =
= 500 г, и разность весов будет больше 1 г.
Теперь достаточно доказать, что при x = 0,002 г требу-
емое распределение весов возможно. Назовем изюмин-
ку весомой, если она весит больше 1 г. Остальные
изюминки назовем невесомыми. Возможны два случая.
1) Количество весомых изюминок n четно: n = 2k. Тогда

500k £ , иначе общий вес был бы не меньше 1002 г.
В этом случае разложим их на чашки так, чтобы на
каждой чашке лежало по k весомых изюминок. Тогда
вес изюма на каждой чашке будет не меньше k г и не
больше ( ) ( )1,002 г 0,002 г 1 гk k k k= + £ + . Таким обра-
зом, разница весов на чашках на данный момент не
больше 1 г.
Будем брать по очереди каждую из остальных изюми-
нок и класть ее на чашку, вес которой не больше веса
другой. Так как наша изюминка не тяжелее 1 г, то эта
чашка либо не перевесит (и разность весов уменьшит-
ся), либо станет тяжелее другой не более чем на 1 г.
Таким образом мы разложим все остальные изюминки
и получим нужное распределение.
2) Количество весомых изюминок нечетно: n = 2k + 1.
В этом случае 499k £ , иначе вес изюма больше 1001 г.
Поэтому общий вес весомых изюминок не больше

( )1,002 2 1 г 1,002 999 г 1000,998 гk + £ Ч = , следователь-
но, суммарный вес остальных не меньше 0,002 г.
Отложим в сторону одну невесомую изюминку. Если ее
вес меньше 0,002 г, то добавим к ней еще одну невесо-
мую. Будем продолжать этот процесс, пока суммарный
вес отложенных невесомых изюминок меньше 0,002 г.
В результате суммарный вес отложенных будет не

меньше 0,002 г и не больше 1,002 г. Также отложим в
сторону одну весомую изюминку. Остальные изюмин-
ки по предыдущему пункту разложим на две чашки
так, чтобы разность весов на чашках не превосходила
1 г. Теперь рассмотрим две группы изюминок: отло-
женную группу невесомых и одну отложенную весо-
мую. Разность весов этих групп не больше 1 г. Поло-
жим более тяжелую из них на легкую чашку весов, а
более легкую – на тяжелую. Тогда разность весов на
чашках осталась не больше 1 г.

И.Богданов

M1995*. Докажите, что уравнение

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

n n 1 n 2 n 3 m m 1 m 2 m 3+ + + = + + +

не имеет решений в натуральных числах.

Вначале докажем лемму:
Пусть a – натуральное число, большее 1, а x – такое
целое неотрицательное число, что ( )2 2

1 1a x- +  явля-
ется квадратом целого числа. Тогда x является одним
из членов последовательности { }nx , которая задается
правилом: 0 0x = , 1 1x = , 2 12k k kx ax x

+ +
= -  при 0k ³ .

Доказательство. Пусть ( )2 2 2
1 1a x y- + =  для нату-

рального y, 1x ³ . Так как ( ) ( )
2 22 2

1y ax x ax= - + £ ,
то можно положить y = ax – t, где 0t ³ . После замены
получаем

2 2
2 1 0x t axt+ - - = .                (* )

Докажем, что если пара целых неотрицательных чисел
x и t удовлетворяет (* ), то x и t – последовательные
члены последовательности { }nx . Пусть это не так для
некоторых x = p, t = q, причем p и q среди всех таких
пар выберем с минимальной суммой p + q. Очевидно,
p q№ . Пусть для определенности p > q. Если q = 0, то
p = 1, тогда 0q x=  и 1p x=  – противоречие. Считаем
далее, что 1q ³ .
Положим ( ) 2 2

2 1f x x aqx q= - + - . Имеем ( ) 0f p = ,

( ) 2 2
2 2 1 0f q q aq= - - < , поэтому ( )f x  имеет второй

корень 1p  такой, что 1p q p< < . Из теоремы Виета

1 2p p aq+ = , откуда 1p – целое и 2
1 1pp q= - , значит,

1p  неотрицательно. Пара ( )1,p q  удовлетворяет (* ),
причем 1p q q p+ < + , и по нашему предположению
найдется такой номер l, что 1 lp x=  и 1lq x

+
= . Но тогда

1 1 22 2 l l lp aq p ax x x
+ +

= - = - = , т.е. p и q – тоже пара
последовательных членов последовательности { }kx  –
противоречие.
Лемма доказана.
Перейдем к решению задачи.
Допустим, m и n удовлетворяют условию задачи.
Имеем

( ) ( ) ( )1 2 3n n n n+ + + =

= ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
3 3 2 3 1 1n n n n n n+ + + = + + - ,

поэтому

( ) ( ) ( )
2 3 4

1 2 3 1m m m m+ + + + =

= ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
2 1 2 3 1m m m m m+ + + + + =



Ф2003. Тонкое велосипедное колесо раскрутили вок-
руг его оси, удерживая ее неподвижной. При этом
пришлось совершить работу А и вся эта работа
пошла на увеличение механической энергии колеса.
Колесо осторожно поставили на горизонтальную
поверхность тележки такой же массы, которая мо-

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 2
1 1 1 2 3 1m m m m= + - + + + +

является точным квадратом. Положив a = m + 1, из
леммы получаем, что число ( ) ( ) ( )

2
1 2 3m m m+ + +  яв-

ляется членом последовательности 0 0x = , 1 1x = ,
( )2 12 2k k kx m x x

+ +
= + -  при 0k ³ . Легко проверить по

индукции, что последовательности остатков чисел
0 1 2, , ,x x x K  при делении на 2m + 1 и на 2m + 3

периодичны с периодами (0, 1, 1, 0, –1, –1) и (0, 1,
–1, 0, 1, –1) соответственно. Следовательно, kx  может
давать при делении на 2m + 1 и на 2m + 3 лишь один
из остатков 0, 1± . Предположим, что найдется такой
номер l, что ( ) ( ) ( )

2
1 2 3lx m m m= + + + . Тогда

( ) ( ) ( )
2

16 2 2 2 4 2 6lx m m m= + + + =

= ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

2 1 1 2 1 3 2 1 5m m m+ + + + + + =

= ( ) ( )22 1 3 5 2 1 75m s m s+ + Ч = + +

должно давать один из остатков 0, 16±  при делении на
2m + 1. Поэтому одно из чисел 75, 75 – 16 = 59, 75 +
+ 16 = 91 должно делиться на 2m + 1. Аналогично,

( ) ( ) ( )
2

16 2 2 2 4 2 6lx m m m= + + + =

= ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

2 3 1 2 3 1 2 3 3m m m+ - + + + + =

= ( )2 3 9m s+ - ,

поэтому получаем, что одно из чисел 9, 9 + 16 = 25,
|9 – 16| = 7 должно делиться на 2m + 3. Для m остаются
3 возможности: 1, 2, 3.
При m = 1 имеем ( ) ( ) ( )

2
1 2 3 96m m m+ + + = , а соответ-

ствующая последовательность { }kx имеет вид 0 0x = ,

1 1x = , 2 4x = , 3 15x = , 4 56x = , 96kx >  при 5k ³ ;

при m = 2 имеем ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 300m m m+ + + = , а соответ-

ствующая последовательность { }kx  имеет вид 0 0x = ,

1 1x = , 2 6x = , 3 35x = , 4 204x = , 300kx >  при 5k ³ ;

при m = 3 имеем ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 720m m m+ + + = , а соответ-

ствующая последовательность { }kx  имеет вид 0 0x = ,

1 1x = , 2 8x = , 3 63x = , 4 496x = , 720kx >  при 5k ³ .
Замечание. Обратное утверждение леммы тоже верно,
т.е. в формулировке леммы описываются все решения

уравнения ( )2 2 2
1 1x a y- + = . Другое доказательство

леммы можно получить, если рассматривать это урав-
нение как уравнение Пелля и использовать тот факт,
что все его решения ( ),x y  являются членами последо-

вательности целых ( ),k kx y , задаваемых равенством

( )2 2
1 1 1

k

k ka x a y- + = - + , 0k ³ .

А.Иванов

жет свободно двигаться по гладкому горизонтально-
му столу. Какое максимальное количество теплоты
может выделиться в системе, пока колесо не покинет
тележку? Колесо во время движения остается верти-
кальным.

Кинетическая энергия колеса после совершения рабо-
ты А равна

2 2
0

1

2
A M Rω= ,

где М масса, 0ω  – начальная угловая скорость, R –
радиус колеса. На достаточно длинной тележке колесо
через некоторое время будет двигаться без проскальзы-
вания, и с этого момента выделение тепла прекратится.
Ясно, что максимальное количество теплоты выделит-
ся именно в этом слу-
чае. А до момента
прекращения про-
скальзывания на ко-
лесо действует сила
трения

трF Mgµ= ,

и для вращающегося колеса уравнение движения выг-
лядит так (см. рисунок):

2
трF R MR

t

∆ω

∆
Ч = - Ч , или 

g
t

R

µ
∆ω ∆= - .

Ускорение оси колеса направлено вправо и равно
a gµ= , откуда получаем

v a t g t R∆ ∆ µ ∆ ∆ω= = = - .

Ускорение тележки (при равенстве масс) такое же по
величине, но направлено влево.
Условие прекращения проскальзывания запишем в
виде

1 2R vω = .

Тогда получаем

( )1 0 12R Rω ω ω= - , и 1 0

2

3
ω ω= .

В этот момент скорости тележки и оси колеса одинако-

вы и равны 0

1

3
Rω . Запишем теперь баланс энергий:

( )
22

02
0

31 2
2

2 3 2

M R
A M R Q

ω
ω

ж ц= + +з чи ш
,

откуда найдем выделившееся количество теплоты:

1

3
Q A= .

А.Сложнов

Ф2004. На гладком горизонтальном столе находится
тележка массой 3 кг, на ее поверхности лежит очень
легкий лист бумаги, на нем – груз массой 1 кг. Лист
бумаги тянут в горизонтальном направлении силой
10 Н. С каким ускорением движется этот лист, если
коэффициент трения между бумагой и каждым из
тел составляет 0,7?

На тележку и на груз (см. рисунок) действуют вправо
силы трения со стороны листа бумаги. Они были бы
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одинаковы в случае,
когда лист проскаль-
зывает относительно
обоих тел, но в нашем
случае это не так. Раз-

беремся с проскальзыванием.
При малой величине F тела едут вместе, их ускорения
одинаковы и равны

a 
F

M m
=

+
.

При увеличении силы F более тяжелая (М = 3m)
тележка начнет отставать, ее максимальное ускорение
под действием силы трения трF mgµ=  составит

a0
1

3

mg
g

M

µ
µ= = .

Это произойдет при величине действующей силы

( )0

1 28
 H

3 3
F M m gµ= + Ч = .

При 010H>F F=  тележка проскальзывает, сила тре-
ния между листом и тележкой составляет 7 Н. Но лист
легкий, поэтому сумма действующих на него сил дол-
жна быть нулевой. Значит, на груз действует сила

1F  = 10 H – 7 H = 3 Н, и его ускорение составляет
2

1 3 м сa = . Лист имеет такое же ускорение, т.е.
2

3м с .
Кстати, если задать в условии F > 14 Н, то нельзя
будет считать массу листа нулевой!

А.Старов

Ф2005. Через легкий блок, закрепленный на большой
высоте над горизонтальной поверхностью земли, пе-
реброшена гибкая веревка. Концы веревки сложены
внизу двумя «бухтами», которые не препятствуют
движению. С одной стороны блока за веревку ухва-
тился человек массой М = 60 кг, который быстро
перебирает руками, стараясь висеть на одной высо-
те над землей. При некоторой установившейся скоро-
сти движения веревки это ему удается. Найдите эту
скорость. Масса одного метра веревки 2 кг мρ = .
Ускорение свободного падения считать равным

2g 10 м с= . Трение в блоке отсутствует.

Слева на веревку (см. рисунок) действует дополни-
тельная сила F = Mg, именно эта сила «вовлекает» в
движение все новые куски веревки. При установив-
шемся режиме масса веревки, вовлеченной в движение

за время t∆ , будет равна
устm v t∆ ρ ∆= . Изменение импуль-

са за это время составит устmv∆ .
Тогда запишем

2
уст устMg t mv v t∆ ∆ ρ ∆= = ,

откуда и найдем установившуюся
скорость:

уст 17 м с
Mg

v
ρ

= » .

А.Повторов

Ф2006. Теплоизолированный сосуд, содержащий ге-
лий при температуре 0T = 30 К  движется со скоро-
стью v = 1000 м/с. Какой станет температура газа
в сосуде через некоторое время после резкой останов-
ки сосуда? Теплообменом газа со стенками сосуда
пренебречь. Моль гелия имеет массу m = 4 г.

Проекции скоростей молекул газа на оси координат
xv , yv , zv  в системе отсчета, связанной с движущимся

сосудом, соответствуют температуре 0T . После оста-
новки сосуда нужно рассмотреть движение молекул в
новой, неподвижной, системе отсчета:

x xv v v*
= + , y yv v* = , z zv v*

= .

Энергия одной молекулы составит, в среднем,

( )2 2 20

2
x y z

m
v v v* * *+ + = ( )

2 2 20

2
x y z

m
v v v vж ц+ + + =и ш

= ( )2 2 2 20 0
0

2 2
x y z x

m m
v v v v m vv+ + + + .

Последнее слагаемое равно нулю ( )0xv = , поэтому
средняя кинетическая энергия молекулы составит

2
0

0

3

2 2

m v
kTε = + .

После хаотизации движения частиц в сосуде можно
будет говорить о температуре 1T  такой, что

2
0

1 0

3 3

2 2 2

m v
kT kT= + .

Удобно рассмотреть один моль газа, тогда получим
2

1 0

1
190 К

3

v
T T

R

Μ
= + » ,

где 4 г мольΜ =  – молярная масса гелия,
( )8,3 Дж моль КR = Ч  – универсальная газовая посто-

янная.
А.Старов

Ф2007. В цилиндре под поршнем находится при
нормальных условиях порция гелия в количестве

 моль2ν = . Ей сообщают количество теплоты Q =
= 100 Дж, при этом температура гелия увеличивает-
ся на T 10 К∆ = . Оцените изменение объема газа,
считая его теплоемкость в этом процессе постоян-
ной.

В условии задачи сказано про постоянную теплоем-
кость – это сделано для того, чтобы исключить экзоти-
ческие процессы, в которых давление и температура
при небольших добавках энергии могут очень сильно
меняться (вначале в одну сторону, потом в другую).
Считая изменение условий (давление, температура)
малыми – мы это еще проверим, – получим

VQ p V C T∆ ν ∆= + ,

где 510 Паp =  – нормальное атмосферное давление,
3

2
VC R=  – молярная теплоемкость гелия при постоян-



ном объеме. Отсюда получаем

3 3
1,5 10  мVQ C T

V
p

ν ∆
∆

--
= = - Ч .

Итак, объем уменьшается на 1,5 литра.
По сравнению с начальным значением (при нормаль-
ных условиях) 2 22,4 л 45 лЧ »  это изменение и в
самом деле невелико.

А.Газов

Ф2008. Закрепленная неподвижно непроводящая тон-
костенная сфера массой М равномерно заряжена по
поверхности полным зарядом Q. Из нее вырезают
маленький кусочек, масса которого равна 1/10000
массы сферы, сминают его в крошечный комочек,
помещают в центр сферы (заряд кусочка при этом
сохраняется) и отпускают. Какая скорость у него
будет на большом расстоянии от сферы? А какую
скорость он приобретет к моменту вылета из сфе-
ры? Силы тяжести отсутствуют.

Комочек можно считать точечным зарядом q =
= Q/10000 с массой m = M/10000. Если комочек
отпустить из центра без начальной скорости, он начнет
ускоряться как раз в сторону дырки – поле «испорчен-
ной» сферы внутри уже не нулевое.
Проще всего найти скорость на бесконечности. Потен-
циал поля сферы, обозначим ее радиус R, в центре
равен

04

Q q

R
ϕ

πε

-
= ,

а потенциал на бесконечности – нулевой. Тогда, соглас-
но закону сохранения энергии,

2
1

1
2

mv
qϕ= ,

откуда находим скорость комочка на бесконечности:

4 2

1 4
00

2 2 10

24 10

q Q Q Q
v

m RMR M

ϕ

πεπε

-

-

Ч Ч Ч
= » =

Ч Ч
.

Сложнее оценить скорость к моменту вылета из сферы.
Вернем назад (мысленно!) вырезанный кусочек поверх-
ности с зарядом q и одновременно добавим такой же
кусочек с зарядом –q. Ясно, что силы, действующие на
интересующий нас комочек, определяются его взаимо-
действием с добавленным кусочком с зарядом –q.
Вдали этот кусочек напоминает точечный заряд –q, а

при подлете к нему он
становится похожим
на бесконечную заря-
женную плоскость, со-
здающую поле

1 2
0 02 8

Q
E

R

σ

ε πε
= = .

На графике (см. рису-
нок) показаны поле
точечного заряда и
поле бесконечной
плоскости в зависимо-

сти от расстояния x до центра дырки. Будем считать
взаимодействие на участке от R до 1x  по первой из
зависимостей, т.е. по модели точечного заряда, а на
участке от 1x  до нуля – по модели бесконечной
плоскости. Вначале найдем «точку пересечения» 1x :

4

2 2
0 1 0

10

4 8

Q Q

x Rπε πε

-Ч
= ,

откуда

1 0,014x R= .

Кинетическая энергия комочка определяется работой
электростатических сил:

( )
2
2

1 2
2

mv
q ∆ϕ ∆ϕ= + =

= 1 1
0 1 04 4

q q
q E x

x Rπε πε

ж ц
- + »з чи ш

2
1

2
0 1 04 8

qQxq

x Rπε πε
+ .

Отсюда получаем скорость комочка на вылете из
сферы:

2
3 1

2
0

7 10
2 12

vQ
v

RMπε

-» Ч Ч » .

Видно, что комочек серьезно набирает скорость только
после вылета из сферы.
И еще – важно, что сфера непроводящая, иначе
пришлось бы учитывать перераспределение зарядов
при подлете комочка к поверхности сферы. Впрочем,
наличие дырки в этом месте очень способствует умень-
шению этого эффекта.

А.Зильберман

Ф2009. К идеальной батарейке с ЭДС 0 ,  ВU 1 3= В
подключена мостиковая электрическая цепь, собран-
ная из трех одинаковых
вольтметров и двух оди-
наковых миллиампермет-
ров, причем один из мил-
лиамперметров включен
в диагональ мостика (рис.
1). Известно, что пока-
зания миллиамперметров
отличаются в 3 раза. Оп-
ределите показания каж-
дого из вольтметров. Сопротивление вольтметра
больше, чем у миллиамперметра.

Если сопротивление вольтметра больше, чем сопро-
тивление амперметра (слово «амперметр» – короче,
чем «миллиамперметр»), то ток через верхний ам-
перметр больше. На ри-
сунке 2 эти токи обозна-
чены I и 3I. Пусть сопро-
тивление амперметра r, а
вольтметра R. Напряже-
ния вольтметров составля-
ют: верхнего 0 3U r I- Ч ,
нижнего справа 3r IЧ +

4I r I rI+ Ч = , нижнего сле-
ва 0 4U rI- . Теперь запи-

Рис. 1

Рис. 2
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шем соотношения для токов в верхнем и нижнем
узлах:

0 3
3

U rI
I I

R

-
+ = ,

0 4 4U rI rI
I

R R

-
= + .

Отсюда легко выразить величину rI:

0 0,1 B
13

U
rI = = .

Тогда показание верхнего вольтметра будет

1 0 3 1 BU U rI= - = ,

нижнего правого –

2 4 0,4 BU rI= =

и нижнего левого –

3 0 2 0,9 BU U U= - = .

А.Простов

Ф2010. Две одинаковые легкие пружины прикреплены
к маленькому массивному телу. Одна из пружин
другим концом приклеена к полу, другая пружина – к
потолку. Рассмотрим два варианта малых колеба-
ний тела – в вертикальном и горизонтальном направ-
лениях. Найдите отношение периодов таких колеба-
ний. Пружины в положении равновесия вертикальны.
Начальные длины пружин считать малыми.

Силы натяжения пружин в положении равновесия
(рис.1) равны 1 1T kl=  и 2 2T kl= ,
причем 1 2T T Mg- = . Сместим
груз по вертикали вниз на ма-
лую величину х, при этом воз-
никнет возвращающая дополни-
тельная сила

1 2F kx= .

Запомним это значение, а счи-
тать пока ничего не будем.
Теперь сместим груз по горизон-
тали вправо на ту же малую
величину х. Длины пружин при

этом изменяются совсем мало, тогда и силы натяжения
остаются прежними. Возвращающая сила возникает
как сумма проекций сил 1T

uur

 и 2T
uur

 на горизонтальное
направление (рис.2):

2 1 1 2 2 1 2
1 2

sin sin 2
x x

F T T kl kl kx
l l

ϕ ϕ= + » + = .

Видно, что при том же по величине смещении возника-
ют одинаковые возвращающие силы. Значит, и перио-
ды колебаний должны быть одинаковыми.

Р.Александров

Ф2011. Параллельно включены катушки с индуктив-
ностями L и 2L и резистор сопротивлением R. В
данный момент токи через катушки одинаковы по
величине, текут в одну сторону и составляют 0I
каждый. Какой полный заряд протечет через резис-

тор за большое время, и
сколько тепла выделится
в резисторе? Указанные
элементы цепи считать
идеальными, никаких дру-
гих элементов в цепи нет.

Токи через катушки изме-
няются со временем так,
что ЭДС индукции E  в
любой момент одинаковы. Отсюда следует, что измене-
ния токов катушек связаны соотношением 1 22I I∆ ∆= .
Через резистор сопротивлением R протекает ток (см.
рисунок) 1 2I I I= + . Спустя очень большой интервал
времени будет достигнуто условие 1 2 0I I+ = . Тогда
можно записать

( ) ( )0 1 0 22I I I I- = -

и при 1 2I I= -  получим

1 0

1

3
I I= - , 2 0

1

3
I I= ,

т.е. ток через катушку индуктивностью L изменит
направление на противоположное.
Заряд, протекающий через резистор за малый интер-

вал времени it∆ , равен i
i iq t

R
∆ ∆=

E
. Подставив зна-

чение 1i
i

i

I
L

t

∆

∆
= -E , получим

1i i
L

q I
R

∆ ∆= - .

Суммарный заряд, прошедший через резистор, будет

1i i
L

Q q I
R

∆ ∆= = - =е е 0
0 0

1 4

3 3

LIL
I I

R R
ж ц- - - =з чи ш .

Количество теплоты тW , выделившееся в резисторе,
найдем из баланса начальной и конечной энергий:

2 2
0 02

2 2

LI LI
+ =

( ) ( )
2 2

0 0
т

3 2 3

2 2

L I L I
W+ + ,

откуда
2

т 0

4

3
W LI= .

З.Рафаилов

Ф2012. Катушку индуктивности и конденсатор со-
единили параллельно и подключили к сети переменно-
го напряжения 220 В, 50 Гц последовательно с ампер-
метром переменного тока (сопротивление ампермет-
ра очень мало). Показания амперметра составили
при этом 0,015 А. Теперь катушку и конденсатор
соединили последовательно и вновь подключили к
сети. Напряжение, измеренное на конденсаторе вольт-
метром (его сопротивление можно считать очень
большим), составило 300 В, а напряжение на зажи-
мах катушки оказалось равным 85 В. Считая показа-
ния приборов точными, определите по этим данным
емкость конденсатора, индуктивность катушки и
сопротивление провода, которым намотана катуш-
ка. Конденсатор можно считать идеальным, потери

Рис. 1 Рис. 2



в сердечнике катушки
очень малы – неиде-
альность катушки оп-
ределяется сопротив-
лением провода, кото-
рым она намотана.

Начнем со второй схе-
мы – последовательно-
го соединения конден-
сатора и катушки
(рис.1). Видно, что на-
пряжения 300 В и 85 В

почти противофазны: 300 B 85 B 220 B- » . Ясно, что
для начала можно пренебречь сопротивлением прово-
да, считая катушку идеальной. Тогда несложно найти
индуктивность катушки L и емкость конденсатора С, а
дальше, опираясь на полученные значения, можно
найти и сопротивление провода R.
Итак, для последовательного включения запишем

( )

85

1 300

L

C

ω

ω
= , или 2 85

300
LCω = .

Для параллельного включения конденсатора и катуш-
ки можно записать

( )

220 220
0,015

1L Cω ω
- = ,

Рис. 1

Рис. 2

или
( )2
1 220

0,015

LC
L

ω
ω

- Ч
= .

Подставляя значение
2 85

300
LCω = , для ω =

1314 c-=  получаем

33,5 ГнL = ,
6

0,09 10 Ф 0,09мкФC -= Ч = .

Найдем теперь значение R.
Для этого определим сдвиг
фаз между током в цепи (пос-
ледовательная схема) и на-
пряжением 85 В на неидеаль-
ной катушке (рис.2):

2 2 2300 85 220
sin cos 0,957

2 300 85
ϕ α

+ -
= = =

Ч Ч
.

Тогда

tg 3,3
L

R

ω
ϕ = = , и 3,5 кОмR = .

Погрешность получается небольшой – судя по величи-
не sin 0,96ϕ » , а упрощение расчетов очень существен-
ное.

А.Длиннов

Лучших результатов в конкурсе добились следующие
школьники:

Злыденко Олег – Беер-Шева, Израиль, 8 кл.,
Левин Дорон – Беер-Шева, Израиль, 8 кл.,
Габидулина Надежда – Севастополь, гимназия 1, 7 кл.,
Дудкин Александр – Харьков, ФМЛ 27, 7 кл.,
Кольцов Иван – Ярославль, 8 кл.,
Лысакевич Анастасия – Харьков, ФМЛ 27, 8 кл.,
Балкашин Александр – Харьков, ФМЛ 27, 7 кл.,
Ибраимова Айжана – Бишкек, ФМШЛ 61, 7 кл.,
Гарагатый Игорь – Харьков, ФМЛ 27, 8 кл.,
Калашник Владислав – Харьков, ФМЛ 27, 8 кл.

и кружки:

Математического клуба при Университете им. Бен-Гуриона
в Негеве, Беер-Шева, Израиль, руководители П.Самовол,
Й.Хейфец,

гимназии 127, Снежинск, руководитель А.А.Малеев,
центра «Олимп», Ярославль, руководитель И.М.Игнатович,
«Эврика» при ФМЛ 27, Харьков, руководители Е.Л.Арин-

кина, А.Л.Берштейн, В.Я.Крупчицкий,
школы индивидуального образования одаренных детей,

Магнитогорск, руководитель А.В.Христева,
гимназии 1, Самара, руководитель А.А.Гусев,
школы 9 им. А.С. Пушкина, Пермь, руководитель

О.Н. Вязьмина,

школы 622, Санкт-Петербург, руководитель Н.А.Петровс-
кая,

«Эрудит» ФМШ 32, Астрахань, руководитель Т.М.Сергеева,
Малого университета при Харьковском национальном уни-

верситете им. В.Н.Каразина, руководители С.А.Лифиц,
А.С.Щербина,

центра дополнительного математического образования,

Курган, руководитель О.И.Южаков.

Жюри конкурса отмечает также хорошие работы сле-
дующих учеников:

Кравченко Александра – Харьков, ФМЛ 27, 7 кл.,
Филимоновой Карины – Харьков, ФМЛ 27, 6 кл.,
Жениленко Вячеслава – Харьков, ФМЛ 27, 7 кл.,
Доричевой Даши – Ярославль, 8 кл.,
Хараджиева Олега – Набережные Челны, гимназия 26,

7 кл.,
Горелышева Сергея – Харьков, ФМЛ 27, 6 кл.,
Лисичкина Владислава – Харьков, гимназия 47, 8 кл.,
Бичурина Игоря – Харьков, гимназия 55, 8 кл.,
Комориной Галины – Краснодар, школа 42, 7 кл.

и  кружков:

ФМШЛ 61, Бишкек, руководитель Л.С.Хохлова,
Политехнической гимназии, Нижний Тагил, руководитель

Т.В.Сабурова,
школы 10, Ангарск, руководитель Л.В.Шварева.

Победители конкурса имени А.П. Савина «Математика 6–8» 2005/06 учебного года
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Задачи

Эти задачи предназначены прежде всего учащимся 6 – 8
классов. И

лл
ю

ст
р
ац

и
и
 Д

.Г
р
и
ш

ук
о
во

й

1. Может ли произведение трех последовательных
натуральных чисел равняться произведению трех пос-
ледовательных четных чисел?

В. Произволов

2. Какое наибольшее количество клеток можно от-
метить на доске ѣ8 8 , чтобы каждая отмеченная
клетка имела общую сторону не более чем с одной
отмеченной клеткой?

И. Акулич

3. Натуральные числа окрашены в красный и синий
цвета так, что произведение чисел разных цветов –
число всегда красного цвета, а их сумма – всегда
синего. Какого цвета произведение двух красных чи-
сел?

Олимпиада «Оранж-2006» , Израиль

4. На сторонах АВ и ВС параллелограмма ABCD, как
на основаниях, построены равносторонние треуголь-
ники АВР и BCQ. Докажите, что треугольник PQD
равносторонний.

В. Произволов

5. Миллионзначное число назовем кошачьим, если
оно делится на произведение своих цифр. Сколько
кошачьих чисел может стоять подряд среди чисел
натурального ряда?

В.Сендеров



Дополняй и властвуй
П . САМОВОЛ ,  М .АППЕЛЬБАУМ ,  А .ЖУКОВ

Мы продолжаем очередной конкурс по решению математических задач для учащихся 6–8
классов. Решения задач высылайте в течение месяца после получения этого номера журнала по
адресу: 119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант» (с пометкой «Конкурс «Математика
6–8»). Не забудьте указать имя, класс и домашний адрес.

Как и прежде, мы приветствуем участие в конкурсе не только отдельных школьников, но и
математических кружков. Руководителей кружков просим указать электронный адрес или контакт-
ный телефон. По традиции, кружки-победители заочного конкурса приглашаются на финальный
очный турнир.

Конкурс имени А.П.Савина

«Математика 6–8»

6. Гирьки набора 1 г, 2 г, …, 100 г разложили по 50
штук на 2 чашки весов так, что весы показали равно-
весие. Верно ли, что с каждой чашки можно снять по
2 гирьки так, что равновесие сохранится?

В. Произволов

7. Укажите две целочисленные арифметические про-
грессии такие, чтобы в первой было сколько угодно
квадратов целых чисел, но ни одного куба, а во второй
– сколько угодно кубов, но ни одного квадрата.

А. Зайчик

8. Многоугольник имеет 400 углов, каждый
из которых равен целому числу градусов. Докажите,

что у многоугольника найдутся 3 параллельные сто-
роны.

В. Произволов

9. Неотрицательные числа х, у, z таковы, что x + y +
+ z = 1. Докажите, что

+ + ³
+ + +2 2 2

1 1 1 5

21 1 1x y z
.

В.Шарич, В.Сендеров

10. Какое наибольшее количество шахматных коней
можно расставить на доске ѣ101 101  клеток так, чтобы
они не били друг друга?

В.Брагин (ученик 8 кл.)

ПРИНЦИП «DIVIDE ET IMPERA», ИЛИ «РАЗДЕЛЯЙ И
властвуй», приписывают Александру Македонс-

кому. В науке он тоже находит свое применение. Так,
большую проблему бывает полезно разложить на ряд
небольших задач. Иногда, однако, помогает и обратное
преобразование, т.е. дополнение «части» до «целого».
Это довольно часто происходит при решении геометри-
ческих задач, когда дополнительные построения помо-
гают справиться с задачей быстро и эффективно. В
алгебре прием «дополняй и властвуй» менее популя-
рен. Но не менее эффективен. Вот примеры.

Задача 1. Разложите на множители:

1) 4
1x + ;   2) 8

1x x+ + .

Решение. В первом примере дополним выражение до
полного квадрата:

4 4 2 2
1 2 1 2x x x x+ = + + - =

= ( )
22 2

1 2x x+ - = ( ) ( )2 2
1 2 1 2x x x x+ - + + .

Во втором примере дополнение выстраивается «ле-

сенкой»:
8

1x x+ + =

( ) ( ) ( )8 7 6 7 6 5 5 4 3x x x x x x x x x= + + - + + + + + -

– ( ) ( )4 3 2 2
1x x x x x+ + + + + =

= ( ) ( )2 6 5 3 2
1 1x x x x x x+ + - + - + .

Задача 2. Докажите равенство
1 3 5 7

5 6 7 8
+ + + =

7 6 5 4 3 2 1

2 3 4 5 6 7 8
- + - + - + .

Решение. Конечно, действуя стандартно, можно было
бы привести дроби к одному знаменателю, но это
делать как-то не хочется… Давайте попробуем приба-
вить к обеим частям равенства одну и ту же сумму
7 6 5 4 3 2 1

2 3 4 5 6 7 8
+ + + + + +  и посмотрим, что получится.

В левой части:

7 1 5 2 3 3 1 4 5 6 7

8 8 7 7 6 6 5 5 4 3 2

ж ц ж ц ж ц ж ц+ + + + + + + + + + =з ч з ч з ч з чи ш и ш и ш и ш

1 3 5
4 1 1 1

4 3 2

ж ц ж ц ж ц= + + + + + +з ч з ч з чи ш и ш и ш .
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В правой части:

2
7 5 3 1 5 3 1

7
2 4 6 8 2 3 4

ж ц+ + + = + + +з чи ш
– но ведь это то же самое, что и в левой части!

Упражнение 1. Докажите равенство

1 3 5 4 1

2 1 2 2 2 3 4

n

n n n n

-
+ + + + =

+ + +
K

= 
4 1 4 2 4 3 2 1

2 3 4 4 1 4

n n n

n n

- - -
- + - - +

-
K .

Задача 3. Упростите выражение

( )

1 1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 4 5 1n n
+ + + + +

Ч Ч Ч Ч Ч +
K .

Решение. Эта классическая задача допускает мно-
жество красивых решений. Наиболее известное из них

такое. Заметим, что дробь вида 
( )

1

1n nЧ +
 можно

«расщепить» на алгебраическую сумму дробей попро-

ще: 
( )

1 1 1

1 1n n n n
= -

Ч + +
. Если расписать таким обра-

зом каждое слагаемое в сумме, то обнаружится, что в
новом выражении почти все дроби чудесным образом
взаимно уничтожаются:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1n n
- + - + - + + - =

+
K

1
1

1 1

n

n n
- =

+ +
.

Расскажем еще об одном, не менее изящном, способе
решения этой задачи. Дополним данное выражение

дробью 
1

n

n

-
+

 (справа) и начнем складывать дроби «с

конца»:

( )

1

1 1

n

n n n
- =

Ч + + ( )

( )2 11 1

1

nn n

n n n n

- -- -
= =

Ч + .

Как видим, получилась дробь такого же вида, что и

прибавка 
1

n

n

-
+

, но с уменьшенными на единицу чис-

лителем и знаменателем. Значит, продолжая склады-
вать полученный результат с предыдущей дробью, мы
от шага к шагу будем «сворачивать» всю цепочку и
«на финишной прямой» получим

1 1 1 3

1 2 2 3 3 4 4
+ + - =

Ч Ч Ч

1 1 2 1 1
0

1 2 2 3 3 1 2 2
+ - = - =

Ч Ч Ч
.

Итак, исходная сумма равна 
1

n

n +
.

Задача 4. Вычислите

52 50 53 49 54 48Ч - Ч + Ч - 55 47 100 2 101 1Ч + + Ч - ЧK .

Решение. Дополним выражение алгебраическими
слагаемыми, в сумме дающими ноль (они подчеркну-
ты):

( ) ( )52 50 50 49 50 49 53 49Ч - Ч + Ч - Ч +

+ ( ) ( )54 48 48 47 48 47 55 47Ч - Ч + Ч - Ч + +K

...+ ( ) ( )100 2 2 1 2 1 101 1Ч - Ч + Ч - Ч =

= ( ) ( )50 3 49 3 48 7 47 7Ч - Ч + Ч - Ч + +K

... + ( )2 99 1 99 3 7 11 99Ч - Ч = + + + + =K

= 
3 99

25 1275
2

+
Ч = .

Задача 5. Докажите, что каждый член последова-
тельности 16, 1156, 111556, … является квадратом
целого числа.

И
лл

ю
ст

р
ац

и
я 

В
.И

ва
н
ю

ка



Решение. Рассмотрим n-й член последовательности:

{
11 155 5 1n

n n

a = + =K K

123
{ {
11 1 10 511 1 1

n

n n

Ч + +K K ,

n цифр в числе 
{
11 1

n

K  и n-я степень десятки (10n )

наводят на мысль «дополнить» единицы до девяток:

{ ( )
1 1

11 1 99 9 10 1
9 9

n

n n

= Ч = Ч -K K

123

.

А дальше – обычная техника:

( ) ( )
1 5

10 1 10 10 1 1
9 9

n n n
na = Ч - Ч + Ч - + =

= ( )21 5
10 10 5 10 1

9 9

n n nЧ - + Ч - + =

= ( )
2

21 10 2
10 4 10 4

9 3

n
n n ж ц+

Ч + Ч + = з чи ш
.

(Подумайте, почему число 10 2
n +  делится на 3.)

Упражнение 2. а) Докажите, что каждое число последова-
тельности

107811 110778111 111077781111
, , ,

3 3 3
K

является кубом целого числа.
б) (по мотивам задачи «Турнира городов», 2006). Докажи-

те, что можно найти бесконечно много пар целых чисел
таких, чтобы в десятичной записи каждого числа все цифры
были не меньше 7 и произведение чисел каждой пары тоже
было числом, все цифры которого не меньше 7.

(Подсказка: докажите, что для любого целого 0k ³  пара

чисел 899 987
k

m = K

123

, 
2

877 7
k

n

+

= K

123

 удовлетворяет усло-

вию задачи.)

Задача 6. Докажите неравенство

20 18 20 18 16 14

19 17 19 17 15 13

Ч Ч Ч Ч
+ + +

Ч Ч Ч Ч
K

20 18 16 14 4 2
10

19 17 15 13 3 1

Ч Ч Ч Ч Ч Ч
>

Ч Ч Ч Ч Ч Ч

K

K

(в каждой дроби четное количество множителей в числителе
и в знаменателе).

Решение. При рассмотрении суммы в левой части
неравенства – обозначим ее 1S  – невольно возникает
впечатление, что ее можно дополнить промежуточны-
ми слагаемыми. Попробуем: давайте добавим к ней
сумму

2

20 20 18 16

19 19 17 15
S

Ч Ч
= + + +

Ч Ч
K

20 18 16 4

19 17 15 3

Ч Ч Ч Ч
Ч Ч Ч Ч

K

K

.

Складывая дроби в общей сумме 1 2S S+  «с конца»
(т.е. начиная с наиболее громоздких дробей), мы
обнаружим, что вся сумма великолепным образом
складывается – как телескопическая антенна. Действи-
тельно, сумма двух последних слагаемых равна

20 18 4 20 18 4 2 20 18 6
4

19 17 3 19 17 3 1 19 17 5

K K K

K K K

Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч
+ = Ч

Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч
.

Сложим этот результат с предыдущим слагаемым:

20 18 6 20 18 6
4

19 17 5 19 17 5

Ч Ч Ч Ч Ч Ч
Ч + =

Ч Ч Ч Ч Ч Ч

K K

K K

20 18 8
6

19 17 7

Ч Ч Ч
Ч

Ч Ч Ч
K

K

.

Продолжая подобным образом «поедать» слагаемые и
дальше, в итоге придем к началу ряда:

20 20 18 20 18 16 20 18 16
14

19 19 17 19 17 15 19 17 15

Ч Ч Ч Ч Ч
+ + + Ч =

Ч Ч Ч Ч Ч

20 20 18 20 18 20 20
16 18 20

19 19 17 19 17 19 19

Ч Ч
= + + Ч = + Ч =

Ч Ч
.

Итак, 1 2 20S S+ = . Поскольку в суммах S
1
 и S

2
равное количество слагаемых, причем каждое слагае-
мое суммы 1S  больше соответствующего слагаемого
суммы 2S , то 1 2S S>  и, значит, 1 10S > .

Задача 7 (из вступительного задания на Малый
механико-математический факультет МГУ, 1985).
Докажите неравенство

1 1 1

1 2 3 4 5 6
+ + + +

+ + +
K

...+ 
1 1

4
77 78 79 80

+ >
+ +

.

Решение. Сначала стандартным способом избавимся
от всех иррациональностей в знаменателях левой части
неравенства. Найдем сумму

1 2 1 4 3 6S = - + - + -

– 5 78 77 80 79+ + - + -K .

Структура этого выражения «подсказывает» добавить
к нему число

2 3 2 5 4 7S = - + - + -

– 6 79 78 81 80+ + - + -K
.

Очевидно, после целого ряда сокращений получим

1 2 81 1 8S S+ = - = .

Далее замечаем, что для всех натуральных k
1

2 2 1
2 2 1

k k
k k

- - = >
+ -

> 
1

2 1 2
2 2 1

k k
k k

= + -
+ +

,

поэтому 1 2S S>  и, следовательно, 1 4S > .

Упражнение 3 (олимпиада «Оранж», 2005–2006, Изра-
иль). а) Найдите 100 первых цифр числа

4 5 6 7
3

9 9 11 9 11 13 9 11 13 15
N K= + + + + +

Ч Ч Ч Ч Ч Ч

1002 1003

9 11 13 2005 9 11 13 2007
K

K K

+ +
Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч

.

б) Расположите числа A, B, C в порядке возрастания:

A = 2,

8000 7997 7994 1004 1001

7999 7996 7993 1003 1000
B = Ч Ч Ч Ч ЧK

,

3
576 575 573 572 3 2C K= - + - + + - .
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Как Студент
думал  Землю
остановить

А.СТАСЕНКО

Ш К О Л А  В  « К В А Н Т Е »

Бывает, что усердие
превозмогает и рассудок.

Козьма Прутков

ОДНАЖДЫ ПОД УТРО ПОДУМАЛОСЬ СТУДЕНТУ: ЕСТЬ
же на Земле такие счастливые места, где ночь длится

полгода! И тут пришла ему в голову Идея: остановить
вращение Земли – чтобы утро вообще не наступило. Ведь
повернута же Луна к нам только одним своим полушарием.

Понятно, что затормозить вращение можно, например,
при помощи реактивной силы выбрасываемой массы. Но
какую массу для этого придется выбросить в космос? С
какой скоростью? И вот, чтобы не утруждать себя деталя-
ми, в «тонком полусне» Студент сделал простые числен-
ные оценки.

Ясно, что искомую массу m∆  нужно выбрасывать симмет-
рично относительно оси вращения – чтобы не изменить

движение центра масс
Земли. И, конечно, про-
тивоположно направле-
нию ее окружной (ли-
нейной) скорости 0V .
Например, так, как
изображено на рисунке
1, где N – северный по-
люс, а u – искомая ско-
рость выброса относи-
тельно Земли. В систе-
ме неподвижных звезд
скорость выброса будет
равна 0u V- .

Для того чтобы выб-
рошенная масса не воз-

вратилась, ее скорость на бесконечном удалении от Земли
должна по крайней мере обратиться в ноль. Значит, там
равна нулю ее кинетическая энергия. Но и потенциальная
энергия П там тоже равна нулю – см. рисунок 2, где 0 0g R-

это потенциальная энергия единицы массы на поверхности
Земли. Следовательно, закон сохранения полной механичес-

кой энергии единицы мас-
сы можно записать в виде

( )
( )

2

0
0 0

2

u V
g R

-
+ - = 0 + 0.

Отсюда находим

0 0 02u g R V= + .

«Конечно, это только
оценка, – успокоил себя
Студент, – ведь в процессе

выброса будет изменяться и масса Земли, и ее радиус, и,
следовательно, ускорение тяготения на поверхности». (По-
этому величины V, g, R и отмечены индексом «0» – чтобы
подчеркнуть, что для оценки берутся их начальные значе-
ния.) Но если в результате окажется, что искомая масса m∆
много меньше начальной массы Земли 0M  ( 0m M∆ = ), то
эта оценка вполне разумна и может быть принята в качестве
«первого приближения» – как любят говаривать физики.

Далее, чтобы не утруждать себя такими понятиями, как
момент силы и момент инерции, Студент смело принял
упрощенную модель Земли. Он представил ее в виде обруча,
вдоль которого распределена вся ее масса. Тогда начальный

«вращательный» импульс Земли равен (0 0 0M V Mº -

) 0 0m V mV∆ ∆- +  (в этом выражении уже выделена отбрасы-
ваемая масса m∆ ). Сразу после выброса вращение остав-
шейся массы 0M m∆- , по предположению, прекратилось, а
отброшенная масса приобрела скорость 0u V- . Тогда закон
сохранения импульса будет выглядеть так:

( )0 0 0M m V mV∆ ∆- + = ( ) ( )0 00M m m u V∆ ∆- Ч + - ,

откуда получаем

0 0

0 0 0 02

m V V

M u V g R

∆
= =

- .

Осталось найти численные значения. Тут время вспом-
нить, что радиус Земли 6

0 6,4 10  мR = Ч , ее масса
24

0 6 10  кгM = Ч , а период обращения вокруг своей оси

0 24 чT = . Тогда окружная скорость на экваторе Земли
равна

6
0

0

0

2 2 3,14 6,4 10  м
465 м с

с
3600 24 ч

ч

R
V

T

π Ч Ч Ч
= = »

Ч

(больше скорости звука в воздухе!). Стоящее в знаменателе

предыдущей формулы выражение 0 02g R  – это вторая
космическая скорость IIv , равная

II 0 02v g R= = 2 62 10 м с 6,4 10  м 11 км сЧ Ч Ч » .

В итоге получаем

0

0,46
4%

11

m

M

∆
= » .

«А если учесть, что Земля – это не обруч, а шар, – подумал
Студент, – то ее затормозить легче, поскольку не вся ее масса
находится на расстоянии 0R  от оси вращения». Действи-
тельно, неслучайно есть такое понятие, как момент инерции:

для шара он равен 2
0 0

2

5
M R , а для обруча 2

0 0M R . (Иными

словами, Землю можно было бы представить обручем ради-

усом 0

2

5
R R= .) Значит, потребуется выбросить массу еще

приблизительно в 
2

5
 раз меньшую, т.е.

0

2%
m

M

∆
< .

Именно с такой точностью верно принятое нами предположе-
ние 0m M∆ = .

Но много это или мало? Сравним, например, с массой
земной коры, плавающей на более тяжелой магме (той
самой, которая иногда вытекает из вулканов). Земная кора
сложена, в основном, из базальтов и гранитов, покрытых
менее плотным слоем осадочных пород. Положим для
оценок среднюю толщину коры равной h = 20 км, а плот-

Рис. 1



ность – порядка 3 33 10 кг мρ = Ч . Тогда масса этого шаро-

вого слоя будет порядка

2
к 04m h Rρ π= Ч =

= ( )
23 3 6 223 10 20 10 4 6,4 10  кг 3 10  кгπЧ Ч Ч Ч Ч » Ч .

 А масса океана еще меньше:
21

ок 1,4 10 кгm » Ч .

(Более точные данные можно найти, например, в книге
А.В.Бялко «Наша планета – Земля» – М.: Наука, Библио-
течка «Квант», вып.29.) В сумме эти массы составляют
приблизительно

22
3

24

3 10
5 10 0,5%

6 10

-Ч
= Ч =

Ч
от массы Земли. Таким образом, даже если выбросить в
космос все океаны и всю земную кору (вплоть до более
плотных пород, куда еще никто не добирался), то и этого не
хватит, чтобы остановить вращение Земли.

Но пусть даже хватило бы массы. А какую наименьшую
энергию надо было бы затратить, чтобы сообщить выбрасы-
ваемой массе вторую космическую скорость? Кинетическая
энергия этой массы равна

2
II

2

mv∆
»

( )
2

24 3

31
0,02 6 10  кг 11 10  м с

10  Дж
2

Ч Ч Ч Ч
» .

Сколько же потребовалось бы, например, керосина, чтобы
обеспечить такую потребность в энергии? При сгорании

одного килограмма керосина выделяется примерно 74 10 ДжЧ
тепла. Если предположить, что все оно идет в «дело» без
потерь, то необходимая минимальная масса сгоревшего керо-
сина должна составить

31
23

кер 7

10  Дж
2 10  кг

4 10  Дж кг
m » » Ч

Ч
.

О, да это ведь сотня океанов из чистого керосина!
И Студенту стало жаль и массы, и энергии Земли. «Нет

уж, – подумал он, – лучше встать и пойти на лекцию».

Электрические
машины и

выбор режима
Г.БАКУНИН

АНАЛОГИЯ – ОДИН ИЗ ВАЖНЕЙШИХ ИНСТРУМЕНТОВ
исследования. Это неоднократно подчеркивалось как

известными учеными, так и историками науки. Воспользуем-
ся этим инструментом и обсудим сходство и различие «мощ-
ностных» характеристик хорошо известных электрических
устройств.

Рассмотрим простейшую электрическую цепь – модель
электронагревателя, состоящую из источника, имеющего
ЭДС E  и внутреннее сопротивление r, и нагрузки — резис-
тора сопротивлением R (рис.1). Вычислим полезную мощ-

ность такого устройства, опи-

раясь на закон Ома:

I
R r

=
+
E

, 
( )

2
2

2
P I R R

R r
= =

+

E
.

График зависимости ( )P R  приведен на рисунке 2. Неслож-
но заметить, что график обладает максимумом, т.е. имеются
две возможности обеспечить полезную мощность 0P  устрой-

ства в зависимости от внешней нагрузки 1R  или 2R .
Большему значению R при этом соответствует меньшее
значение тока в цепи.

Таким образом, даже в простейшей электрической маши-
не – электронагревательном приборе – существует возмож-
ность выбора режима работы.

Более сложной оказывается ситуация в случае электричес-
кого мотора постоянного тока. Здесь в цепи якоря генериру-
ется индукционная ЭДС iE , и закон Ома записывается в
виде

iU IR- =E ,

где U – внешнее напряжение, а R – сопротивление якоря.
Естественно предположить, что индуцированная ЭДС про-
порциональна частоте вращения ω  якоря:

0i Φ ω=E ,

где 0Φ  – размерный коэффициент, равный максимальному
потоку магнитной индукции через рамку якоря. Анализ
выражения для полной мощности:

2
iUI I I R= +E

показывает, что полезная мощность связана с членом iIE ,
где ток якоря I зависит линейно от частоты вращения ω :

( )
( ) 0iU U

I I
R R

ω Φ ω
ω

- -
= = =

E
.

Таким образом, зависимость полезной мощности электри-
ческой машины постоянного тока от частоты вращения якоря
имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )( )0
0iP I U

R

Φ
ω ω ω ω Φ ω= = -E .

Здесь, как и в предыдущем случае, виден максимум  мощно-
сти, однако теперь выбор режима зависит от частоты (рис.3).

Заметим, что нагрузка в данной задаче связана с враща-
тельным моментом, который способен создать электромотор:

( )
( )

( )0
0

P
M U

R

ω Φ
ω Φ ω

ω
= = - .

Стабильная работа мотора обеспечивается балансом этого
момента и момента 0M , создаваемого внешней нагрузкой.
Например, если мотор равномерно поднимает на веревке

Рис. 1
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груз, то момент нагузки
равен произведению
силы натяжения верев-
ки, которая равна весу
груза, на радиус вала.
Холостой ход электри-
ческой машины соответ-
ствует значению

0 0M = . В случае нену-
левой нагрузки частота

вращения ω*  определяется балансом моментов (рис.4):

( ) 0M Mω
*

= .

Что же получается, электрический мотор сам выбирает
понравившуюся ему мощность? Действительно, если момент
нагрузки меньше момента, создаваемого мотором, то ротор
раскручивается все сильнее и сильнее, пока частота не
достигнет значения ω* . В противоположном случае, когда
момент нагрузки больше момента, создаваемого мотором,
ротор тормозится до тех пор, пока баланс моментов не
восстановится. Иными словами, значение ω*  соответствует

положению устойчивого
равновесия. Следователь-
но, несмотря на формаль-
ную возможность выбора
частоты вращения ротора
для заданной величины по-
лезной мощности 0P , ро-
тор раскручивается до тех
пор (до такой частоты ω* ),
пока не выполнится усло-
вие равенства моментов.
Мощность в этом случае
определяется внешней на-
грузкой 0M :

( ) 0
0 0 0 2

0 0

U RM
P M M Mω

Φ Φ
*

ж ц
= = - =з чи ш

0
0

0 0

M R
U M

Φ Φ

ж ц
-з чи ш

.

Этот простой пример показывает, как непросто навязать
свою волю машинам, даже если это всего лишь электричес-
кие машины постоянного тока.

Рис. 3

Рис. 4

Фокус шара
Д.ВИКТОРОВ

И даль свободного романа
Я сквозь магический кристалл
Еще не ясно различал.

А.С.Пушкин

ОДНАЖДЫ У МЕНЯ В РУКАХ ОКАЗАЛСЯ ОПТИЧЕСКИЙ
раритет – хрустальный шар диаметром 5,5 сантиметров,

изготовленный предположительно в Великобритании. Пред-
последний владелец использовал этот магический кристалл
в конце XIX – начале XX века (точный год изготовления
изделия неизвестен). Сквозь толщу лет пробиваются старо-
английские слова, переведенные на русский язык:

«...Наблюдатель должен сесть спиной к свету, держа
шар на ладони руки, которая может удобно покоиться на
коленях, или шар можно поместить на столе на подставке
под ним и поставить сзади экран из черного бархата или
темного материала. Последний физически помогает от-
ключить боковой свет и отражение.

Постоянное «глядение» в полной тишине абсолютно
необходимо, так как в отличие от других оккультных
явлений отвлечение внимания или первичного (обычного)
сознания очень неблагоприятно.

Успех обнаруживается, когда сфера, прекращая отра-
жать, становится молочной. Появляется туманный цвет
(обычно красный и его дополнительный – зеленый), превра-
щаясь в темноту, которая откатывается прочь, подобно
занавесу, который открывает взгляду наблюдателя кар-
тины, сцены, фигуры в движении, интересные сентенции и
т.д.

Оживление скрытой памяти или воспоминаний о будущем
является одной из главных особенностей этого опыта».

Признаюсь, что у меня не получилось разглядеть в шаре
что-либо необычное. Видимо, я отношусь к тем 25% людей,
которые «ничего не смогут сделать вообще», как говорится
в обращении к читателю (покупателю шара). Из этого,

конечно, не следует, что ни у кого не получится, хотя
инструкция, с современной точки зрения, и выглядит весьма
фантастично. С другой стороны, магические кристаллы
выпускались в XIX веке явно не единичными экземплярами.
И если бы в них ничего и никому нельзя было увидеть, то кто
бы их стал приобретать? В любом случае, последнее слово за
достаточно массовым экспериментом...

В солнечную погоду легко экспериментально убедиться в
том, что шар фокусирует солнечные лучи, действуя как
собирающая линза. Данный шар собирает лучи на расстоя-
нии 5 мм от его поверхности.

Интересно, что маленькие капельки воды на листьях
растений имеют почти сферическую форму (из-за значитель-
ного преобладания сил поверхностного натяжения над силой
тяжести). Такие капельки, фокусируя солнечные лучи на
листьях, точечно обжигают их. Вот почему растения не надо
поливать в то время, когда они освещены солнцем.

Рассчитаем теперь теоретически фокусное расстояние шара
F = OC (рис.1). Рассмотрим луч, идущий вблизи одной из
главных оптических осей шара параллельно ей. Место
пересечения вышедшего из шара луча и оси –  точка С – и есть
фокус «толстой» линзы, т.е. нашего шара. Параксиальность
лучей гарантирует нам, что углы , ,α β γ  будут малыми, т.е.
значительно меньшими одного радиана. По закону прелом-
ления света в точках А и В имеем соответственно

sin sinnα β= , sin sinn β γ= ,

где n – показатель преломления материала шара. Отсюда
получаем γ α= . Применим к треугольнику ОВС теорему
синусов:

( ) ( )sin 180 sin 2 2

F R

α α β
=

° - - ,

откуда получим

( )

sin

sin 2 2

R
F

α

α β
=

-
,

где R – радиус шара. Так как синус малого (в радианной
мере) угла можно (и нужно) заменить самим углом, то
окончательно имеем

( ) ( )2 2 1

R Rn
F

n

α

α β
= =

- -
.                   (1)



Факт отсутствия здесь величины β  говорит о том, что все
параксиальные лучи собираются в одной точке С, т.е. мы
нашли действительно фокус.

Полученная формула дает возможность, используя преды-
дущие измерения, узнать показатель преломления стекла, из
которого изготовлен шар:

2 4

2 4

F F
n

F R F d
= = =

- -
4 3,25

1,73
4 3,25 5,5

Ч
=

Ч -
.

Видим, что магический кристалл сделан из качественного
оптически плотного стекла.

Из формулы (1)  для фокусного расстояния легко вывести,
что

при 1 < n < 2    F > R,

при n = 2    F = R,

при n > 2    F < R.

Ясно, что рисунок 1 и выведенная на его основе формула
справедливы при 1 2n< < . А для n > 2 придется сделать
другой рисунок (рис.2) и получить другую формулу фокуса
шара. Вычисления весьма похожи на первый случай, поэто-
му будем кратки: применим теорему синусов к треугольнику
АОС и запишем закон преломления света в точке А. Синусы
малых углов сразу заменим самими углами. Тогда из урав-
нений

F R

β α β
=

-
 и nα β=

сразу находим

1

R
F

n
=

-
.                              (2)

Отметим, что для n = 2 подходят обе формулы фокусного
расстояния шара – (1) и (2). А бывает ли показатель
преломления стекла больше двух? Обычно в задачах встре-
чаются числа, меньшие двух, но в «Справочнике по физике»
А.С.Еноховича, например, указан диапазон показателей
преломления оптического стекла от 1,47 до 2,04. Можно
надеяться, что при неизбежном совершенствовании техники
и технологии изготовления оптического стекла удастся полу-
чить образцы и с бóльшими показателями преломления.

В заключение сравним «толстую» и «тонкую» линзы. Если
для шара мы получили две разные формулы фокусного
расстояния: одну для 2n £ , другую  для 2n ³ , то для
тонкой линзы такая формула, как известно, одна:

( )
1 2

1

1 1
1

F

n
R R

=
ж ц

- +з чи ш

,

где 1R  и 2R  – радиусы сферических поверхностей, ограни-
чивающих тонкую линзу. В частности, при 1 2R R R= =

( )2 1

R
F

n
=

-
.                            (3)

Видно, что формула (3) отличается и от формулы (1), и от
формулы (2).
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«Непослушные колючки»

(Начало см. на 2-й с. обл.)

Чемпионаты по решению занимательных задач-головоло-
мок проводятся в нашей стране с 1998 года. Организует их
московский клуб «Диоген», объединяющий сотни любите-
лей головоломок из многих городов России и зарубежных
стран.

Летом 2006 года в Москву приехали 34 претендента на
звание чемпиона России. Они завоевали это право по итогам
заочных соревнований, которые проводятся круглый год на
сайте www.diogen.h1.ru. Итоговое состязание в Москве
проходило в несколько туров и длилось более шести часов.
В результате четвертый год подряд чемпионом стал Андрей
Богданов из города Железнодорожный Московской области.

На подобных соревнованиях, как правило, предлагаются
задачи, для решения которых достаточно иметь лист бумаги
и карандаш или ручку. Но для некоторых заданий и этого не
потребовалось. Участникам раздали предметные (механи-
ческие) головоломки в разобранном виде. Задача состояла в
том, чтобы собрать их, т.е. расположить детали головоломок
определенным образом.

Головоломку «Непослушные колючки» вы легко можете
сделать самостоятельно. Для этого перенесите контуры пла-
стины и колючки с обложки журнала на лист клетчатой
бумаги, а затем вырежьте копию пластины и четыре одина-
ковые колючки.

Понятно, что первую и вторую колючки уложить внутрь
шестиугольника очень легко. При укладке третьей детали
вам придется изрядно потрудиться. На чемпионате быстрее
всех головоломку решила Наталья Налимова из Екатерин-
бурга, вторым был Андрей Богданов. Им понадобилось для
этого менее пяти минут.

Организаторы считали, за 15 минут головоломку должны
решить все, но за это время с ней справились только 12
человек. Поэтому откроем секрет, которого не знали участ-
ники чемпионата: укладывать в шестиугольник легче сразу
четыре колючки, а не три! Подумайте сами: все детали
одинаковы, а шестиугольник симметричен, следовательно,
можно заранее предположить, что из колючек надо склады-
вать компактную и симметричную фигуру, состоящую из
двух одинаковых половинок. Если до этого догадаться, то
решение будет найдено быстро.

А.Калинин

Рис. 1 Рис. 2



С самими иллюзиями нам приходится сталкиваться
чуть ли не каждый день, но вряд ли мы их вообще
замечаем или расцениваем как иллюзии. Дейст-
вительно, разве мы задумываемся над тем, что изоб-
ражение на экране в кино либо в телевизоре это
ряд сменяющихся кадров, сливающихся  в  движущую-
ся картинку только благодаря особенностям наших
глаз? Или, глядя в зеркало, вспоминаем, что видим в
нем мнимые изображения предметов да и самих
себя?

Однако если все же задумаемся да еще и прислуша-
емся к порой скептическим замечаниям об обманах
зрения, на которые не скупились и ученые и писатели
с древних времен до наших дней, то можем поставить
вопрос: а насколько это касается физики? Возможно,
разгадки оптических иллюзий надо искать физиоло-
гам и врачам или психологам и искусствоведам? Но, с
другой стороны, разве может физика отказаться от
дальнейших попыток понять, каким образом мы вос-
принимаем окружающий мир, если в ее арсенале
накоплен огромный опыт оптических исследований, в
том числе и зрительных иллюзий? Скорее, объедине-
ние усилий ученых и практиков самых разных направ-
лений принесет успех – и не только в удовлетворении
любопытства при раскрытии тайн зрения, но и для
решения медицинских, технических и других задач.
Это и лечение глазных болезней, и создание новых
визуальных средств коммуникации, и снабжение ро-
ботов зрением...

Пока же ограничим себя вопросами, требующими
знания лишь в объеме школьной оптики. А об иллю-
зиях, связанных с устройством глаза или с атмосфер-
ными явлениями, мы надеемся поговорить позже.

Вопросы и задачи

1. Почему в ясный солнечный день при сближении
двух предметов, например карандашей или пальцев
рук, их тени на экране тянутся друг к другу и «слипа-
ются» раньше, чем соприкасаются сами предметы?

2. Расположив спичку между глазом и книжным
текстом, закроем ею какую-нибудь строку. Затем сде-
лаем то же самое, держа спичку на расстоянии 1–2

сантиметра от глаза. Теперь текст будет виден «сквозь»
спичку. Почему?

3. Наблюдая днем лунный серп, мысленно проведите
линию по его оси симметрии. Будет ли эта линия
проходить через Солнце?

4. Если отойти от сетчатой ограды, окружающей
теннисный корт, то играющих станет видно лучше. Как
это объяснить?

5. Со времен Аристотеля считается, что яркие звезды
можно увидеть и днем, если смотреть на небо через
длинную, например печную, трубу или из глубокого
колодца. Так ли это?

6. В плоском зеркале получено мнимое изображе-
ние Солнца. Можно ли этим «мнимым солнцем»
прожечь бумагу с помощью собирающей линзы?

7. Выпуклые зеркала сильно искажают форму пред-
метов. Почему же рядом с кабинами водителей авто-
машин устанавливают именно такие зеркала?

8. Можно ли продемонстрировать кому-либо, как
свеча горит под водой?

9. В летний солнечный день асфальтовое шоссе
кажется блестящим, если смотреть на него вдаль.
Почему?

10. В дождливый день дом отражается в мокром
асфальте. Отчего в изображении дома, как видно из
рисунка, все окна свет-
лые, хотя на самом доме
окна нижних этажей тем-
ные?

11. Человек стоит по пояс
в воде на горизонталь-
ном дне бассейна. Поче-
му ему кажется, что он
стоит в углублении?

12. С погруженной под-
водной лодки определи-
ли скорость пролетающе-
го над ней самолета. Во
сколько раз кажущаяся
скорость самолета отли-
чается от истинной?

13. Стеклянный прямоугольный аквариум с непроз-

Посмотри сквозь перила моста, и ты увидишь, как мост
плывет по неподвижной воде.

Китайское изречение

За Киевом показалось великое чудо! Вдруг стало види-
мо далеко во все концы света. Вдали засинел Лиман,
за Лиманом разливалось Черное море. Бывалые люди
узнали и Крым...

Николай Гоголь

...Познавание явлений природы, воспринимаемых че-
рез зрение, выходит за рамки физики как таковой... Со-
вершенно излишне сравнивать зрительные ощущения
двух разных людей, смотрящих на один и тот же... пред-
мет.

Ричард Фейнман

А так ли хорошо знакомы вам
зрительные иллюзии?



рачными ребрами просматривается по направлению
его диагонали, при этом наблюдается удвоенное изоб-
ражение рыбки, если она находится вблизи противо-
положного ребра. Почему?

14. Если посмотреть на монету, лежащую на дне
заполненной водой банки, под определенным углом,
то изображение монеты можно увидеть на поверхно-
сти воды. Но если приложить с обратной стороны
банки мокрую ладонь, то изображение исчезнет. Чем
это можно объяснить?

15. Почему восходящее или заходящее Солнце часто
кажется сплюснутым?

16. Солнце или Луна приобретают красный оттенок,
если находятся низко над горизонтом. Чем это объяс-
нить?

Микроопыт

Взгляните на два приведенных рисунка. Попробуйте
оценить на глаз, во сколько раз отличаются размеры

ближнего и дальнего цилиндров. Затем проверьте
ваши прикидки с помощью линейки.

Любопытно, что...

...несмотря на то что грекам еще в третьем веке до
новой эры были известны некоторые законы геомет-
рической оптики, ее неразрывная связь с особеннос-
тями человеческого восприятия не подвергалась со-
мнению. Это отразилось даже в названии дисципли-
ны, изучавшей свойства света, – «зрительное искусст-
во».

...одно из ранних объяснений действия вогнутых
зеркал было дано в XIII веке Роджером Бэконом. Во
всяком случае, с помощью таких зеркал ему удавалось
создавать «висящие» в воздухе предметы, что давало
повод невежественным современникам обвинять его
в волшебстве.

...когда в 1818 году Огюст Френель представил в
Парижскую академию наук свой «Мемуар о дифрак-
ции света», расчеты, проделанные по его теории
известными физиками, приводили к парадоксальным
результатам. Например, в центре тени от шарика на
экране должно было наблюдаться светлое пятно. Уче-
ные не верили своим глазам, обнаружив это пятно в
эксперименте, но это была не иллюзия, а факт, под-
тверждающий волновую природу света.

...атмосферная рефракция солнечных лучей объяс-

няет не только возникновение оптических миражей;
благодаря ей на несколько минут удлиняется световой
день, а в высоких широтах полярная ночь оказывается
короче полярного дня.

...демонстрируя увеличение или уменьшение людей
и предметов, их молниеносное появление или исчез-
новение, а также свободное «парение» над землей,
знаменитые чародеи и иллюзионисты, например Дэ-
вид Копперфилд, вполне расчетливо опираются на
знание физических законов и зачастую применяют
самую современную оптическую технику.

...моряки, побывавшие в Исландии, привозили в
Европу необычные кристаллы, обладавшие тем забав-
ным свойством, что рассматриваемые сквозь них
предметы как бы двоились. Оказалось, что при про-
хождении через такой кристалл, названный исландс-
ким шпатом, луч света расщепляется на два: «обыкно-
венный» луч соответствует закону преломления, «нео-
быкновенный» же словно нарушает его. Изучение
этого аномального преломления сыграло важную роль
в открытии поляризации света.

...еще менее полувека назад показ неотличимых от
оригинала объемных изображений, полученных с по-
мощью голографии, поражал воображение любой
аудитории. Однако уже довольно скоро был создан
голографический кинофильм, и не за горами время,
когда объемные кино и телевидение станут повсед-
невной реальностью.

...несколько лет назад были получены композитные
материалы с необычными оптическими свойствами.
Луч света, преломленный на границе воздух – компо-
зит, отклонялся в сторону, противоположную отклоне-
нию в привычном случае, иными словами, показатель
преломления такого вещества – отрицательный!

...одна из самых грандиозных оптических иллюзий,
созданных самой природой, это гравитационная лин-
за. Искривление световых лучей тяготением при их
прохождении вблизи массивных звезд или галактик
приводит к появлению космического миража – умно-
жению числа изображений удаленного светящегося
объекта.

Что читать в «Кванте» о зрительных иллюзиях
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4. «Физический калейдоскоп» – 2004, Приложение № 6,

с. 78 – 96;

5. «Угол падения равен...» – 2005, № 1, с. 31;

6. «Ворона – хвостом вперед?» – 2005, № 5, с. 28;

7. «Загадка» тени от прозрачной пластинки» – 2006, № 1,

с. 30;

8. «Фотонные кристаллы и другие метаматериалы» –

2006, Приложение №2;

9. «Разглядывая шариковую ручку» – 2006, №3, с. 31;

10. «Деннис Габор» – 2006, №4, с. 15.

Материал подготовил А.Леонович



К В А Н T $ 2 0 0 6 / № 534

На лифте в...
заоблачные

дали
П.БЕНОМАР, А.БУРОВ

ОБ ОДНОМ НАБЛЮДАТЕЛЕ. ЖИЛ ДА БЫЛ НА ЭКВАТОРЕ
один Наблюдатель. И любил он наблюдать за небом,

вернее за спутниками, совершающими движение в экватори-
альной плоскости. Особенно нравились ему те спутники,
которые двигались по круговым орбитам по ходу вращения
Земли. Из них выделялся один, положение которого не
менялось, – он как бы зависал над одной точкой экватора и
висел там сутки напролет. Наблюдатель знал, что именно
поэтому такой спутник называется суточным – угловая
скорость его орбитального движения равняется угловой
скорости Ω  вращения Земли. Из физики наблюдателю было
известно, что в таком относительном равновесии, т.е. в
равновесии относительно вращающейся Земли, спутник на-
ходится потому, что именно на этой орбите радиусом R
уравновешиваются центробежная сила инерции 2

иF m RΩ= ,
стремящаяся отбросить спутник подальше от оси вращения

Земли, и сила земного тяготения т 2

GmM
F

R
= , ласково при-

тягивающая его к центру Земли (здесь G – гравитационная

постоянная, а М – масса Земли). Из уравнения

2

2
0

GmM
m R

R
Ω - =

нашему Наблюдателю удалось найти, что радиус орбиты
суточного спутника, иначе называемой геостационарной
орбитой, равен

3
2

GM
R

Ω
=

и составляет приблизительно 42000 км. Много это или мало
– трудно сказать, но наш Наблюдатель понимал, что с
уравнением движения тесно связан третий закон Кеплера

2 3r GMω = ,

где ω  и r – орбитальная угловая скорость и радиус орбиты
спутника соответственно. И именно согласно этому закону
спутники, «обгонявшие» Землю в ее вращении, летали по
орбитам более низким, чем орбита суточного спутника.
Спутники же, «отстававшие» от вращения Земли, летали по
более высоким, чем геостационарная, орбитам.

Об одном Мечтателе. У нашего Наблюдателя был друг,
Мечтатель, который был в курсе всех этих наблюдений. «Эх,
– говорил он, – как-то зря висит этот самый суточный
спутник. Приставить бы к нему лестницу да и доставлять по
ней в космос всякие грузы. И никаких тебе ракет не надо».
«Что ты! – отвечал ему наблюдатель. – Ты представь себе,
сколько эта лестница будет весить». «Ну, так надо сделать
ее покороче», – не унимался Мечтатель. «Сам посуди, –
отвечал ему Наблюдатель. – Мысленно поместим наш спут-
ник пониже геостационарной орбиты. Тогда при заданной
угловой скорости Ω  центробежная сила инерции уменьшит-

ся, так как она пропорциональна расстоянию до оси враще-
ния, а сила тяготения увеличится, поскольку она обратно
пропорциональна квадрату расстояния до центра Земли.
Чтобы компенсировать эту разницу, придется приставить
подпорку. Да и было уже все это – вспомни Библейскую
историю про Вавилонскую башню». «Погоди, погоди! Ну а
тогда давай разместим наш спутник за геостационарной
орбитой. Ведь там центробежная сила инерции по тем же
причинам превосходит силу притяжения Земли, и, чтобы
скомпенсировать их разницу, будет нужна не подпорка, а
растяжка, которая будет тянуть спутник к Земле. Натянем
такой трос или несколько таких тросов, и пусть по ним
ползают лифты, таскают грузы туда и обратно. А что
касается материалов, то говорят, что специалисты по нано-
технологиям создали из углерода алмазную нить — этакий
гибкий бриллиант, удивительно легкий и прочный. Осталось
научиться плести из таких ниток веревки, и дело будет
сделано!»

И оба умолкли, мысленно созерцая блистающую брилли-
антовую дорогу, идущую в заоблачные выси.

Об одном Скептике. «Ну вот, размечтались тут!» –
раздался голос третьего. Этот третий был хорошо известен и
Наблюдателю и Мечтателю своим скептическим взглядом на
вещи. «Подумайте сами, вот протянете вы веревку в космос
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за геостационарную орбиту, т.е. тысяч на сорок километров,
а она, не дай Бог, по каким-нибудь причинам обмотается
вокруг земного экватора да нам всем головы и снесет. Ведь
длина экватора – как раз сорок тысяч километров. Да и
сколько времени потребуется, чтобы поднять ваш груз на
орбиту. Пусть даже лифт будет ехать со скоростью 10 метров
в секунду. Ну и доберетесь вы до своего космоса за тысячу
с лишним часов, т.е., считай, за два месяца. Я уж не говорю
о том, что делать, если такой лифт застрянет – вы оба,
вероятно, в лифтах никогда не застревали. А так застрянешь
на высоте, куда самолеты уже не летают, а спутники еще не
летают. И что делать?» «Ладно тебе! – накинулись на него
Наблюдатель и Мечтатель. – Думать надо, что делать, а не
паниковать заранее». «Думай – не думай, а против физики
не попрешь.

Давайте посчитаем, что будет, если наша кабина с грузом
сорвется с троса или, не дай Бог, трос порвется и перестанет
удерживать конечную станцию. Всюду далее будем считать,
что трос невесом. Воспользуемся законом сохранения энер-
гии

22
отр

отр2 2

mvmv GMm GMm

r r
- = - ,

где в правой части значения скорости и радиуса рассматри-
ваются в момент отрыва. Если величина в правой части
положительна, то при r ® ¥  наша кабина или конечная
станция сможет удалиться в бесконечность с ненулевой
скоростью, т.е. улетит по гиперболической орбите и будет
потеряна навсегда. Так как в нашем случае v rΩ= , то
условие положительности после деления на положительную
массу m запишется в виде

2 2

0
2

r CM

r

Ω
- > .

Выражая отсюда критическое значение для радиуса, полу-
чим
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а 3 2 1,259921050»  – это не так и много, т.е. протягивать
трос почти за 54000 км опасно из-за риска улета в «прекрас-
ное далеко».

При критr R>  орбита будет гиперболической, т.е. наша
кабина прилетит на бесконечность с ненулевой скоростью.
При критr R=  орбита будет параболической, т.е. наша каби-
на прибудет на бесконечность с нулевой скоростью. При

критR r R< <  орбита окажется эллиптической, причем точка
срыва будет ее перигеем, т.е. самой ближней к Земле точкой.
При r < R орбита тоже будет эллиптической, но точка срыва
будет апогеем, т.е. наиболее удаленной от Земли точкой. И
именно по такой орбите будет «падать» кабина лифта,
сорвавшегося с троса ниже геостационарной орбиты.

И вот еще какое дело. Когда я роняю что-нибудь из рук,
то, как правило, это что-то падает мне на ноги, не доставляя
больших хлопот окружающим. Спрашивается, что будет с
кабиной, если она вдруг отцепится от троса. Понятно, что
если высота, на которой она отцепится, будет невелика, то
кабина упадет на голову незадачливому разработчику. Для
больших высот это будет не так.

Вспомним второй закон Кеплера, согласно которому за
равные промежутки времени радиус-вектор летящего тела за
равные промежутки времени заметает равные площади, или
скорость изменения заметаемой площади не меняется во
времени:

2 2
отр отрr rθ θ=¢ ¢ ,

где θ¢  и 
отрθ¢  – соответствующие угловые орбитальные

скорости. Попробуем с помощью этого закона и закона
сохранения энергии понять, как полетит отцепившаяся каби-
на. А полетит она по эллипсу, отцепившись в его апогее. Для
нас было бы хорошо, если бы в перигее этого эллипса она не
задела Землю. В точках апогея и перигея вектор скорости
кабины перпендикулярен ее радиусу-вектору, отчего в этих
точках v rθ= ¢ . Тогда если ρ  – радиус Земли, а aω  –
орбитальная угловая скорость в апогее, то в силу закона
сохранения энергии и второго закона Кеплера для критичес-
кого случая касания Земли имеем

2 2 2 2
a

2 2

m GMm m r GMm

r

ω ρ Ω

ρ
- = - ,

2 2
a rρ ω Ω= .

Выражая из второго соотношения aω  и подставляя в первое,
после сокращений получим уравнение относительно r:

2 4 2 2

2 22

r GM r GM

r

Ω Ω

ρρ
- = - .

Это уравнение приводится к виду

( ) ( )( )2 3
2 0r r r GMρ Ω ρ ρ- + - =

и помимо очевидного решения r ρ= , соответствующего
прохождению через апогей, имеет и другое, составляющее в
нашем случае величину порядка 30000 км. Иными словами,
лишь удалив кабину от центра Земли на такое расстояние,
можно быть спокойным, что она, отцепившись, не упадет на
голову какому-нибудь экваториальному жителю, например
сингапурцу».

И друзья вновь погрузились в молчание.
Вместо эпилога. А пока они молчат, мы вспомним, что

восходящая к Циолковскому идея орбитального лифта полу-
чила свое продолжение после появившейся на заре космичес-
кой эпохи статьи ленинградского инженера Ю.Арцутанова
«В космос – на электровозе» («Комсомольская правда», 31
июля 1960 г.). В ее популяризации несомненную роль
сыграли и «Фонтаны рая» Артура Кларка. Но все это так бы
и оставалось несбыточной мечтой, если бы не нанотехноло-
гии, подавшие надежду на создание сверхлегких и сверх-
прочных материалов. Поговаривают о том, что за океаном
начато финансирование тридцатилетней программы по раз-
вертыванию орбитального лифта – см., например, сайт:

 http://www.isr.us/spaceelevatorconference/.
Но, как бы то ни было, не стоит забывать печального опыта

предков (Бытие, глава 11):
«1 На всей земле был один язык и одно наречие. 2

Двинувшись с востока, они нашли в земле Сеннаар равнину
и поселились там. 3 И сказали друг другу: наделаем
кирпичей и обожжем огнем. И стали у них кирпичи вместо
камней, а земляная смола вместо извести. 4 И сказали они:
построим себе город и башню, высотою до небес, и сделаем
себе имя, прежде нежели рассеемся по лицу всей земли. 5 И
сошел Господь посмотреть город и башню, которые стро-
или сыны человеческие. 6 И сказал Господь: вот, один народ,
и один у всех язык; и вот что начали они делать, и не
отстанут они от того, что задумали делать; 7 сойдем же
и смешаем там язык их, так чтобы один не понимал речи
другого. 8 И рассеял их Господь оттуда по всей земле; и они
перестали строить город. 9 Посему дано ему имя: Вавилон,
ибо там смешал Господь язык всей земли, и оттуда рассеял
их Господь по всей земле».
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Закон
электромагнитной

индукции
В.ДРОЗДОВ

ЗАКОН  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ  ИНДУКЦИИ  ФАРАДЕЯ  ГО-
ворит о том, что в проводящем контуре наводится элект-

родвижущая сила (ЭДС) индукции, равная скорости изме-
нения магнитного потока, пронизывающего этот контур:

i Φ= - ¢E .                            (1)

Знак «минус» здесь отражает правило Ленца: направление
индукционного тока таково, что его магнитное поле противо-
действует изменению магнитного потока. Однако при вычис-
лении модуля ЭДС индукции, что приходится делать чаще
всего, этот знак обычно опускается.

Формула (1) часто записывается в несколько ином виде:

i t

∆Φ

∆
= -E .                           (2)

Понятно, что формулы (1) и (2) равносильны лишь для
равномерного изменения магнитного потока. В общем же
случае формула (1) дает мгновенное значение ЭДС индук-
ции, а формула (2) – ее среднее значение. Первую формулу
удобно применять, когда магнитный поток легко записать
как функцию времени. Второй формулой надо пользоваться
для таких быстрых процессов изменения магнитного потока,
когда его невозможно выразить функцией времени, в этих
случаях средняя ЭДС практически совпадает с мгновенной.

Если магнитное поле с индукцией B
ur

 в данный момент
времени одинаково в любой точке плоского контура площа-
дью S, то магнитный поток через этот контур равен

cosBSΦ α= ,

где α  – угол между вектором B
ur

 и нормалью к контуру.
Очевидно, что магнитный поток может меняться при измене-
нии любой из величин B, S, α , в реальных же задачах
обычно меняется что-то одно из трех.

Переходим к рассмотрению конкретных задач.
Задача 1 (МГУ, физический факультет, 1972). Плоский

виток изолированного провода перегибают, придавая ему
вид «восьмерки», а затем помещают в однородное магнит-
ное поле перпендикулярно линиям магнитной индукции.
Длина витка l = 120 см. Петли восьмерки можно считать
окружностями с отношением радиусом 1:2. Какой ток
потечет по проводу, если поле будет убывать с постоянной
скоростью B t∆ ∆ = 10–2 Тл/с? Сопротивление витка R =
= 10 Ом.

Геометрически очевидно нахождение радиусов петель
восьмерки и их площадей (рис.1):

6

l
r

π
= , 

2
2

1
36

l
S rπ

π
= = , 2

3

l
r

π
= , 

2

2 14
9

l
S S

π
= = .

Однако в этой, казалось бы простой, задаче есть физическая
тонкость – вектор нормали к каждому контуру направлен

так, что если смотреть из
его конца, то ток течет по
контуру против часовой
стрелки. Значит, нормали
1n
r

 и 2n
r

 антипараллель-
ны. Следовательно, маг-
нитный поток через
восьмерку равен

1 2Φ Φ Φ= - + = -

2

1 2
12

Bl
BS BS

π
= - + = .

Так как в задаче уже задана скорость изменения магнитного

поля 
B

t

∆

∆
, то применяем формулу (2):

2

12
i

B l B
S

t t t

∆Φ ∆ ∆

∆ ∆ π ∆
= - = - = -E .

Тогда искомый ток в проводе равен
2

34 10  A
12

i l B
I

R R t

∆

π ∆
-= = = Ч

E
.

При решении этой и других задач рационально использо-
вать очевидный факт: постоянный множитель можно выно-
сить за знак приращения ∆  («дельта»).

Задача 2. Проводящая перемычка длиной l и массой m
скользит в однородном магнитном поле с индукцией В по
проводящим рельсам, замкнутым на резистор сопротивле-
нием R. Какую силу F нужно приложить к перемычке,
чтобы двигать ее с постоянной скоростью v? Коэффици-
ент трения перемычки о рельсы равен µ , сопротивлением
перемычки и рельсов можно пренебречь.

Так как проводник движется с постоянной скоростью v
r
,

то его ускорение равно нулю: 0a =
r

. Тогда уравнение движе-
ния перемычки, т.е. второй закон Ньютона, запишем в виде
(рис.2)

тр A 0F F F mg N+ + + + =
ur ur ur uurr

,

где тр A, , ,F F mg N
ur ur uurr

 – силы трения, Ампера, тяжести и
реакции опоры соот-
ветственно. В проек-
циях на горизонталь-
ное направление име-
ем

тр A 0F F F- - = ,

а на вертикальное –

N – mg = 0.

Отсюда получаем

тр AF F F N IBl mg IBlµ µ= + = + = + ,

где I – сила тока в перемычке. Силу тока определим,
используя закон электромагнитной индукции. ЭДС индук-
ции в замкнутом контуре равна

( )0i Blvt BlvΦ Φ ¢= - = - + = -¢E ,

где 0 B KC CDΦ = Ч Ч  – постоянный поток вектора B
ur

  через
контур AKCD. Сила тока в контуре равна

i Blv
I

R R
= =

E
.

Рис. 1

Рис. 2



Следовательно,
2 2B l v

F mg
R

µ= + .

Задача 3 (МФТИ, 1993). Квадратную проволочную рам-
ку со стороной а и сопротивлением R протягивают с

постоянной скоростью v
через зазор электромагни-
та (рис.3). Магнитное
поле в зазоре однородное,
его индукция равна В и
перпендикулярна плоско-
сти рамки. Пренебрегая
краевыми эффектами, оп-
ределите, какое количе-
ство теплоты выделится
в рамке. Сторона рамки
меньше и продольного раз-
мера зазора b и его попе-
речного размера l.

Очевидно, что тепло в рамке будет выделяться во время
возникновения в ней электрического тока. А он будет течь,
когда рамка будет частично находиться в магнитном поле.
Если такое мгновенное «погружение» равно х (x < a), то
рамку пронизывает магнитный поток

Bax BavtΦ = = .

Значит, в рамке наводится ЭДС индукции

i BavΦ= - = -¢E .

Тогда через нее будет течь постоянный ток

i Bav
I

R R
= =

E
.

Следовательно, по закону Джоуля – Ленца в рамке выделит-
ся количество теплоты

22Q I RT= ,

где 
a

T
v

=  – время частичного нахождения квадрата в поле,а

коэффициент «2» вызван тем, что рамка и входит и выходит
из магнитного поля. Окончательно имеем

2 2 2 2 3

2

2
2

B a v a B a v
Q R

v RR
= = .

Задача 4. Два проволочных кольца разных диаметров
расположены в одной плоскости в однородном магнитном
поле, индукция которого с течением времени равномерно
возрастает. В каком кольце индуцируется больший ток,
если массы колец одинаковы и изготовлены они из одного и
того же материала?

Здесь будет удобно рассмотреть одно кольцо радиусом R,
а не вводить индексы «1» и «2».

По условию задачи,

0B B kt= + ,

где 0B  и k – некоторые константы. Если α  – постоянный
угол между нормалью к кольцу и вектором магнитной

индукции B
ur

, то кольцо пронизывает магнитный поток

( )2
0 cosR B ktΦ π α= + .

По закону электромагнитной индукции ЭДС индукции в
кольце равна

2 cosi R kΦ π α= - = -¢E .

Тогда ток, текущий в кольце, равен
2 cosi R k

I
r r

π α
= =

E
.

Здесь 
0

2 R
r

S

π
ρ=  – сопротивление кольца, где ρ  – удельное

сопротивление проволоки, 0
2

m
S

RDπ
=  – площадь попереч-

ного сечения проволоки, D и m – плотность и масса кольца

соответственно. Окончательно,
2 24 R D

r
m

π ρ
= , и 

cos

4

km
I

D

α

π ρ
= .

Видно, что все величины, входящие в последнюю форму-
лу, одинаковы для обоих колец. Следовательно, в них
индуцируются равные токи.

Задача 5 (МГУ, химический факультет). Проволочное
кольцо радиусом r = 0,1 м лежит на столе. Какой заряд
протечет по кольцу, если его перевернуть с одной сторо-
ны на другую? Сопротивление кольца R = 1 Ом, верти-
кальная составляющая индукции магнитного поля Земли

B 5⊥ = Ч10–5 Тл.
Необходимо учесть, что вместе с кольцом переворачивает-

ся и его нормаль n
r
 (рис.4), а также то обстоятельство, что

детали процесса пово-
рота нам неизвестны.
Поэтому будем считать
его весьма быстрым и
применим формулу
(2).

Начальный магнит-
ный поток равен

1 cosBS B SΦ α
⊥

= = ,

где 2S rπ=  – площадь
кольца. Конечный маг-
нитный поток состав-
ляет

( )2 cosBS B SΦ π α
⊥

= - = - .

Значит, в контуре возникает ЭДС индукции

2 2
i

B S B S

t t∆ ∆
⊥ ⊥ж ц= - - =з чи ш

E ,

где t∆  – малое время переворота кольца. Ток в кольце равен
22i r B

I
R R t

π

∆
⊥= =

E
,

а искомый заряд –
2

62
3,14 10 Кл = 3,14мкКл

r B
q I t

R

π
∆ -⊥= = = Ч .

Задача 6. В однородном магнитном поле с индукцией В
вращается катушка, состоящая из N витков. Ось враще-
ния катушки перпендикулярна ее оси и направлению маг-
нитного поля. Период обращения катушки Т, площадь
поперечного сечения S. Найдите максимальную ЭДС индук-
ции во вращающейся катушке.

Мгновенное значение магнитного потока, пронизывающе-
го N витков катушки, равно

cosNBSΦ α= ,

где tα ω=  – угол между вектором нормали к виткам
катушки и вектором индукции магнитного поля (рис.5).
Мгновенную ЭДС индукции определяем по формуле (1),

Рис. 3

Рис. 4
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применяя правило дифференциро-
вания сложной функции:

( )cos sini NBS t NBS tω ω ω¢= - = =E

= 
2 2

sin
NBS t

T T

π πж ц
з чи ш

,

где 
2

T

π
ω =  – угловая скорость вра-

щения катушки. Ясно, что макси-

мальное значение ЭДС индукции
равно

2
im

NBS

T

π
=E .

Задача 7 (МГУ, механико-математический факультет,
1985). Гибкий замкнутый проводник сопротивлением R =
= 100 кОм, образующий квадрат со стороной а = 0,1 м,
помещен в однородное магнитное поле с индукцией В = 5 Тл.
Плоскость квадрата перпендикулярна вектору магнитной
индукции. Какой заряд протечет по проводнику, если из
квадрата сделать равносторонний треугольник, не меняя
плоскости его расположения?

В этой задаче магнитный поток через контур меняется за
счет изменения его площади. Применяем формулу (2),
считая процесс трансформации квадрата в треугольник дос-
таточно быстрым.

Сначала немного геометрии – определим площадь равно-

стороннего треугольника со стороной 
4

3
b a= :

2 21 4 3
sin 60

2 9
S b a∆ = ° = .

Изменение магнитного потока через контур равно

24 3 9

9
BS BS a B∆∆Φ

ж ц-
= - = з чи ш

W .

Значит, в проводнике возникает ЭДС индукция

( ) 29 4 3

9
i

a B

t∆

-
=E ,

где t∆  – время изменения формы контура. Индукционный
ток в контуре равен

( ) 29 4 3

9

i
a B

I
R R t∆

-
= =
E

,

а искомый заряд составляет

( ) 2

7
9 4 3

1,2 10  Кл
9

a B
q I t

R
∆ -

-

= = = Ч .

Задача 8 (МФТИ, 1995). На гладкой горизонтальной
поверхности расположено тонкое непроводящее кольцо
массой m, вдоль которого равномерно распределен заряд Q.
Кольцо находится во внешнем однородном магнитном поле
с индукцией, равной 0B  и направленной перпендикулярно
плоскости кольца. Внешнее магнитное поле выключают.
По какой причине (укажите механизм) кольцо начнет
вращаться? Найдите угловую скорость вращения кольца
после выключения магнитного поля.

Пусть магнитное поле исчезает до нуля за время 0t  по
простейшему линейному закону (рис.6). Очевидна зависи-
мость

( ) 0
0

0

B
B t B t

t
= - .

Введем радиус кольца R,
помня, что он нам не дан,
впрочем как и величина 0t .
Мгновенный магнитный
поток, пронизывающий
кольцо, равен

2
0

0

1
t

BS R B
t

Φ π
ж ц

= = -з чи ш
.

ЭДС индукции, в силу фор-
мулы (1), равна

2
0

0

i
R B

t

π
=E .

Физическая причина вращения кольца такова. Перемен-
ное магнитное поле порождает вихревое электрическое поле,
силовые линии которого в каждой точке кольца направлены
по касательной к нему. Это поле и действует на заряды
кольца.

Найдем модуль напряженности электрического поля Е.
Поскольку по соображениям симметрии в любой точке
кольца Е = const, то, мысленно разрезав кольцо, мы вправе
применить формулу Ed∆ϕ = , где i∆ϕ = E  – разность потен-
циалов между точками разреза, 2d Rπ= – длина кольца.
Значит,

0

02 2
i RB

E
R tπ

= =
E

.

Разобьем кольцо на доста-
точно большое число n то-

чечных зарядов 
Q

Q
n

∆ =  с

массой 
m

m
n

∆ = . На каждый

такой заряд будет действо-
вать сила (рис.7)

0

02

B Q R
F E Q

t n
∆ ∆= = .

По второму закону Ньютона модуль линейного ускорения
любого элемента кольца равен

0

02

F B Q R
a

m m t

∆

∆
= = .

Соответствующее угловое ускорение, равное

0

02

B Qa

R mt
ε = = ,

постоянно. Следовательно, угловая скорость вращения кольца
равна

0
0

2

B Q
t

m
ω ε= = .

Как видим, введенные неизвестные величины 0t  и R,
которые нам были необходимы для решения, сократились.

Упражнения
1 (МГУ, мехмат, 1975). Катушка

диаметром d = 10 см помещена в
магнитное поле с индукцией

2
1,256 10  ТлB -

= Ч  так, что ее ось
совпадает с направлением линий маг-
нитной индукции. Катушка содер-
жит N = 500 витков и имеет сопротив-
ление R = 10 Ом. Найдите заряд,
который пройдет через обмотку ка-
тушки, если магнитное поле равно-
мерно упадет до нуля.

2 (МГУ, мехмат, 1983). Из прово-

Рис. 6

Рис. 8

Рис. 7

Рис. 5



да длиной l = 2 м, обладающего сопротивлением R = 4 Ом, спаян
квадрат. В стороны квадрата включены источники с ЭДС

1 10 B=E  и 2 8 B=E  согласно схеме, приведенной на рисунке 8.
Цепь помещена в однородное магнитное поле, перпендикуляр-
ное плоскости квадрата, направленное за чертеж и возрастаю-
щее во времени по закону B = kt, где k = 16 Тл/с. Найдите силу
тока в цепи. Внутренним сопротивлением источников пренеб-
речь.

3 (МГУ, мехмат, 1988). Из куска однородной проволоки
длиной l и сопротивлением R спаяна фигура в виде кольца с
хордой, равной диаметру кольца. Кольцо помещают в однород-
ное магнитное поле, вектор индукции которого перпендикуля-
рен плоскости кольца, а модуль этого вектора меняется со
временем по закону B = kt. Найдите выделяемую в проволоке
мощность.

4 (МГУ, факультет вычислительной математики и киберне-
тики, 1996). В магнитном поле с индукцией, равной В = 1 Тл

и направленной вертикаль-
но вниз, по горизонтальным
рельсам равномерно дви-
жется проводящий стержень
длиной l = 0,4 м со скорос-
тью v = 5 м/с (рис. 9).
Концы рельсов присоеди-
нены к батарее с ЭДС

10,1 B=E  и внутренним со-
противлением r = 0,1 Ом.
Какое количество теплоты

выделится в стержне за время t = 10 с, если его сопротивле-
ние R = 10 Ом? Сопротивлением рельсов и соединительных
проводов пренебречь.

5 (РГУ нефти и газа им. И.М.Губкина). По П-образной рамке,
наклоненной под углом 30° к горизонту и помещенной в однород-
ное магнитное поле, перпендикулярное плоскости рамки, начи-
нает соскальзывать без трения перемычка массой 30 г. Длина
перемычки 10 см, ее сопротивление 2 мОм, индукция поля
0,1 Тл. Найдите установившуюся скорость движения перемыч-
ки. Сопротивлением рамки пренебречь.

Рис. 9

6 (МИЭТ). Энергия маг-
нитного поля катушки
электромагнита с индук-
тивностью L = 0,2 Гн рав-
на W = 5 Дж. Определите
величину ЭДС самоиндук-
ции, возникающей к ка-
тушке при равномерном
уменьшении силы тока за
время t = 0,1 с.

7 (МФТИ, 1996). В про-
стейшей схеме магнитного гидродинамического генератора плос-
кий конденсатор с площадью пластин S и расстоянием между
ними d помещен в поток проводящей жидкости с удельным
сопротивлением ρ , движущейся с постоянной скоростью v
параллельно пластинам (рис.10). Конденсатор находится в
магнитном поле с индукцией, равной В, направленной вдоль
пластин и перпендикулярной ско-
рости жидкости. Найдите полез-
ную мощность, выделяющуюся в
виде тепла на внешней нагрузке
сопротивлением R.

8 (МФТИ, 2002). Металличес-
кий стержень АС одним концом
(точка А) шарнирно закреплен на
вертикальном диэлектрическом
стержне АО (рис.11). Другой ко-
нец (точка С) связан с вертикаль-
ным стержнем с помощью нерас-
тяжимой непроводящей горизон-
тальной нити ОС длиной l = 1 м.
Стержень АС вращается вокруг
стрежня АО в однородном маг-
нитном поле, индукция которого
вертикальна и равна 210  ТлB -

= .
Угловая скорость вращения стер-
жня 1

60 cω -

= . Определите разность потенциалов (по модулю)
между точками А и С.

Рис. 10

Рис. 11

Функциональные
уравнения

и неравенства
Г.ФАЛИН, А.ФАЛИН

Введение

В последние годы на вступительных экзаменах по мате-
матике в МГУ им. М.В.Ломоносова регулярно предлага-
ются задачи на решение уравнений, неравенств и систем,
неизвестными в которых являются не числа, а функции.
Задачи эти необычны как по внешней форме, так и по
методам решения. Поэтому в настоящей статье мы решили
на примерах реальных экзаменационных задач показать
основные виды таких уравнений и основные методы их
решения.

Некоторые задачи вступительных экзаменов формально

не предполагают решения функциональных уравнений, но
«простые» решения, которые публикуются после экзаменов
в «официальных» сборниках, часто выглядят искусствен-
но, в то время как более общий взгляд на задачу и исполь-
зование относительно несложных понятий и методов теории
функциональных уравнений позволяют дать очень есте-
ственное решение, показать взаимосвязь различных задач,
повысить математическую культуру абитуриента.

Задачи на решение функциональных уравнений и нера-
венств полезно разобрать и при изучении общих свойств
функций в классах с углубленным изучением математики.

Параметризуемые уравнения

Самыми простыми являются функциональные уравнения,
в которых неизвестная функция однозначно описывается
одним или несколькими числовыми параметрами (простей-
ший и наиболее распространенный пример функции такого
рода – это многочлен). В этом случае задача нахождения
функции сводится к определению значений этих числовых
параметров, т.е. к обычной школьной задаче (как правило,
на решение систем уравнений). Рассмотрим в качестве при-
мера следующую задачу, которая предлагалась в 2001 году
на устном экзамене по математике на факультете вычисли-
тельной математики и кибернетики (ВМК).

Задача 1 (ВМК, устный экзамен, 2001). Существует ли
линейная функция y = f(x), удовлетворяющая при всех x

П Р А К Т И К У М  А Б И Т У Р И Е Н Т А 39



К В А Н T $ 2 0 0 6 / № 540

соотношению

( ) ( )2f x 2 f 4 x 2x 7+ + - = + ?               (1)

По определению, линейная функция – это функция, кото-
рая представима в виде ( )f x kx b= + . Числовые параметры
k и b однозначно характеризуют линейную функцию, так как
равенство 1 1 2 2k x b k x b+ = +  при всех значениях переменной
х равносильно равенствам k

1
 = k

2
, 1 2b b= . Этот факт

является частным случаем следующего важного утвержде-
ния, которое мы будем неоднократно использовать:

Два многочлена тождественно равны тогда и только
тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых степе-
нях переменной (в частности, совпадают и степени много-
членов).

Поэтому нашу задачу можно переформулировать следую-
щим образом:

Существуют ли числа k и b такие, что при всех x верно
равенство

2 ( )( ) ( )( )k x 2 b k 4 x b 2x 7Ч + + + - + = + ?        (2)

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, мы приве-
дем уравнение (2) к виду

8 3 2 7kx k b x+ + = +  при всех х.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях пе-
ременной, преобразуем задачу:

Существуют ли числа k и b такие, что верны равенства

,k 2

8k 3b 7

=м
н + =о

                          (3)

В этом виде задача просто сводится к вопросу о совместно-
сти системы (3). Легко видеть, что эта система имеет и
притом единственное решение k = 2, b = –3. Итак, существует
и притом единственная линейная функция ( ) 2 3f x x= - ,
удовлетворяющая исходному функциональному уравнению.

Хотя все проделанные преобразования равносильны и
проверка не нужна, мы рекомендуем читателю непосред-
ственной проверкой убедиться, что найденная функция дей-
ствительно удовлетворяет уравнению (1). Это замечание
относится и к последующим задачам.

Как и для обычных уравнений, когда неизвестная величи-
на является числом, возможны случаи, когда функциональ-
ное уравнение вообще не имеет решений или имеет бесконеч-
ное множество решений. Проиллюстрируем эти ситуации на
двух примерах.

Задача 2 (ВМК, устный экзамен, 1997/2001/2005).
Существует ли линейная функция y = f(x), удовлетворя-
ющая для всех действительных x соотношению

( ) ( )f x 3 f 2 x 3x 1+ - - = + ?                (4)

Как и при решении задачи 1, исходную задачу можно
переформулировать следующим образом:

Существуют ли числа k и b такие, что верны равенства

,2k 3

k 1?

=м
н =о

Эта система, очевидно, несовместна. Соответственно, ис-
ходное функциональное уравнение не имеет решений в
классе линейных функций.

Задача 3 (ВМК, устный экзамен, 1997). Найдите квадра-
тичную функцию y = f(x), удовлетворяющую при всех x
уравнению

( ) ( )f 1 x f 2 x 2x 7- - - = - + .                (5)

По определению, квадратичная функция – это функция,
которая представима в виде ( ) 2f x ax bx c= + + , 0a № .

Поэтому нашу задачу можно переформулировать следую-
щим образом:

Найдите числа a № 0, b и c такие, что при всех x верно
равенство

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

2 2

.

a 1 x b 1 x c a 2 x b 2 x c 2x 7

2ax 3a b 2x 7

c

- + - + - - + - + = - +

- + = - +

Поскольку два многочлена тождественно равны тогда и
только тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых
степенях переменной, задача примет такой вид:

Найдите числа a № 0, b и c такие, что верны равенства

,

.

2a 2

3a b 7

= -м
н- - =о

                           (6)

Иначе говоря, нужно решить систему (6).
Если эту систему рассматривать как систему с двумя

неизвестными a и b, то она имеет единственное решение a =
= –1, b = –4. Однако эта система неявно включает еще одну
неизвестную – c. Поскольку никаких ограничений на c не
накладывается, эта неизвестная может принимать произ-
вольное действительное значение. Таким образом, система
(6) имеет бесконечно много решений вида ( ) ( ); ; 1; 4;a b c c= - - ,
где c ОR  – произвольно. Соответственно, исходное функ-
циональное уравнение имеет бесконечно много решений в
классе квадратичных функций. Все эти решения могут быть
описаны равенством ( ) 2

4f x x x c= - - + , где c – произволь-
ная константа.

В следующей задаче также требуется решить функцио-
нальное уравнение в определенном классе функций (много-
членов степени n), но само уравнение гораздо сложнее тех,
которые обсуждались раньше.

Задача 4 (ВМК, устный экзамен, 2002/олимпиада Румы-
нии, 1980). Найдите все многочлены

( ) 1
1 1 0

n n
n nP x a x a x a x a-

-
= + + + +K

степени n, т.е. с коэффициентом na № 0, удовлетворяющие
тождеству

( ) ( )( )
22P x P xº ,   ( );x О -¥ +¥ .            (7)

Чтобы решить эту задачу, представим ( )P x  в виде
( ) n

nQ x a x+ , где

( ) 1
1 1 0

n
nQ x a x a x a-

-
= + + +K .

Степень многочлена ( )Q x  нам не известна, так как нельзя
исключить, что некоторые (или даже все) из его коэффици-
ентов равны 0. Но совершенно точно можно утверждать, что
степень многочлена ( )Q x  не превосходит n – 1. Обозначим
эту степень через k; при этом предположим, что хотя бы один
из коэффициентов многочлена ( )Q x  не равен 0. Тогда
тождество (7) примет вид

( ) ( )( ) ( )
22 2 2 22n n n

n n nQ x a x Q x a x Q x a x+ = + + ,

( );x О -¥ + ¥ . (8)

Два многочлена тождественно равны тогда и только тогда,
когда равны коэффициенты при одинаковых степенях пере-
менной (в частности, совпадают и степени многочленов).

Степень многочлена ( )2Q x  равна 2k, степень многочлена

( )( )
2

Q x  равна 2k, степень многочлена ( )2 n
na x Q x  равна n +

+ k. Следовательно, членами степени 2n в уравнении (8)

будут только 2n
na x  (в левой части) и 2 2n

na x  (в правой части),
и поэтому 2

n na a= . Поскольку 0na № , отсюда следует, что

?



1na = . Это позволяет представить тождество (8) так:

( ) ( )( ) ( )
22 2 nQ x Q x x Q x= + , ( );x О -¥ +¥ .

Как мы уже отмечали, степень многочлена ( )2Q x  равна 2k,

степень многочлена ( )( )
2

Q x  равна 2k, степень многочлена

( )2 n
na x Q x  равна n + k. Поскольку k < n, степень многочлена

в правой части больше степени многочлена в левой части и
равенство невозможно.

Но эти рассуждения базировались на предположении, что

хотя бы один из коэффициентов многочлена ( )Q x  не равен

0. Если же все коэффициенты многочлена ( )Q x  равны 0, то

( ) 0Q x º . Тогда тождество (8) примет вид
2 2 2n n

n na x a x= , ( );x О -¥ +¥ ,

что равносильно равенству 1na = .
Итак, единственное решение функционального уравнения

(7) в классе многочленов степени n – это ( ) nP x x= .

Общие функциональные уравнения

По поводу задачи 1, решенной в предыдущем разделе,
возникает естественный вопрос, существуют ли другие фун-
кции ( )f x  (не обязательно линейные), удовлетворяющие
исходному функциональному уравнению (1) в общем виде.
Для ответа на этот вопрос решим функциональное уравнение
(1) в общем виде.

Для этого прежде всего заменим x на x – 2 (с тем, чтобы
в уравнении фигурировало выражение ( )f x ). Тогда уравне-
ние (1) примет вид

( ) ( )2 6 2 3f x f x x+ - = +  при всех х.         (9)

Это равенство можно рассматривать как обычное уравнение
относительно двух неизвестных ( )A f x=  и ( )6B f x= - ,
переменная x в этом случае будет играть роль параметра:

2 A + B = 2x + 3.

Поскольку у нас две неизвестные величины, хотелось бы
получить еще одно уравнение относительно A и B. С этой
целью заменим в равенстве (9) x на 6 – x (ведь оно верно при
всех значениях x, поэтому вместо x можно ставить любое
число или выражение):

( ) ( )2 6 2 15f x f x x- + = - +  при всех x.

В терминах переменных ( )A f x=  и ( )6B f x= -  это равен-
ство означает, что

2B + A = –2x + 15.

Итак, справедлива система
2 2 3,

2 2 15.

A B x

B A x

+ = +м
н + = - +о

Исключая из этих равенств ( )6B f x= - , получим

( ) 2 3A f x xº = - .

Изложенный метод решения функционального уравнения
(9) имеет более глубокие корни – он связан с тем, что набор
из двух функций ( )0 x xϕ = , ( )1 6x xϕ = -  замкнут относи-
тельно операции композиции функций, т.е. композиция
любых двух функций из этого набора дает функцию из этого
набора. Действительно, нетрудно проверить, что

( )( ) ( )0 0 0x xϕ ϕ ϕ= ,

( )( ) ( )0 1 1x xϕ ϕ ϕ= ,

( )( ) ( )1 0 1x xϕ ϕ ϕ= ,

( )( ) ( )1 1 0x xϕ ϕ ϕ= .

Используя язык современной алгебры, можно сказать, что
функции ( )0 x xϕ =  и ( )1 6x xϕ = -  образуют группу. Поня-
тие группы является одним из важнейших в современной
математике и широко используется в самых разнообразных
приложениях.

Аналогичные рассуждения показывают, что уравнение (4)
вообще не имеет решений в классе функций, определенных
на всей числовой прямой. Более того, эти рассуждения
можно модифицировать, чтобы получить более сильный
результат:

Ни одна функция f(x) не может удовлетворять уравне-
нию (4) одновременно для двух различных чисел 1x  и 2x ,

симметричных относительно точки 
1

2
- .

Действительно, это утверждение означает несовместность
системы

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

3 2 3 1,

3 2 3 1.

f x f x x

f x f x x

м + - - = +п
н

+ - - = +по

Поскольку симметричность 1x  и 2x  относительно точки 
1

2
-

означает, что 1 2 1x x+ = - , эта система может быть перепи-
сана в виде

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

3 2 3 1,

2 3 3 2.

f x f x x

f x f x x

м + - - = +п
н

- - + = - -по
Складывая уравнения системы, мы получим, что 0 = –1.

Более сложной и интересной является задача решения
уравнения (5) без условия, что ( )f x  – квадратичная функ-
ция. Ее решение использует новые идеи, полезные при
решении и других функциональных уравнений, и поэтому
мы подробно изложим его. Как и при решении функциональ-
ного уравнения (1) в общем виде, прежде всего заменим
1 – x на x (с тем чтобы в уравнении фигурировало выражение

( )f x ). Тогда уравнение (5) примет вид

( ) ( )1 2 5f x f x x- + = +  при всех x ОR .   (10)

Функциональное уравнение (10) является неоднородным
(«лишним» является член 2x + 5 в правой части). В соответ-
ствии с общей идеологией решения уравнений превратим его
в однородное. Для этого найдем частное решение уравнения.
Фактически это уже сделано, так как мы решили уравнение
в классе квадратичных функций, так что, например,

( ) 2
0 4f x x x= - -  является решением.
Теперь введем новую неизвестную функцию ( )g x =

( ) ( )0f x f x= -  и запишем для нее функциональное уравне-
ние (10):

( ) ( )1g x g x= +  при всех x ОR .

Это соотношение совпадает с определением периодической
функции, определенной на всей числовой прямой, с перио-
дом T = 1. Поэтому ему удовлетворяют все такие функции и
только они. Соответственно, общее решение уравнения (5)
дается формулой ( ) ( )2 4f x x x g x= - - + , где ( )g x  – произ-
вольная периодическая функция с периодом T = 1, опреде-
ленная на всей числовой прямой.

Более общий вариант задачи 4 (решить функциональное
уравнение (7) без требования, что ( )P x  – многочлен)
вообще не имеет ответа в сколько-нибудь простых терминах:
этому уравнению удовлетворяют такие разнородные функ-
ции, как |x|, 3 x , y = f ( )n x  – знак числа (напомним, что
f ( ) 1, 0x =  или –1 в зависимости от того, х больше 0, равен
0 или меньше 0), и много других.

Рассуждения, аналогичные приведенным выше, применя-
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ются при решении функциональных уравнений, когда нет
никакой информации о виде неизвестной функции. Хотя
общая методика рассуждений не меняется, появляются важ-
ные специфические особенности. Мы рассмотрим их на
примере такой задачи.

Задача 5 (экономический факультет, 2000, июль). Про
функцию f(x) известно, что она определена на отрезке

;
1

6
6

й щ
к ъл ы

 и удовлетворяет на этом множестве системе

( )

( )

2
cos ,

cos

.

1 1 10
12 2f

1 x xf x
2

0 f x
4

π

м ж цж ц- =з чп з чи ши шп -
н
п

£ £п
о

Решите неравенство ( )f x
8

π
£ .

Для решения задачи прежде всего немного упростим
уравнение системы. Для этого понизим степень выражения

( )2cos f x  за счет удвоения аргумента:

( )( )
1 1 5

6 cos 2
cos 2

f
x xf x

ж цж ц- =з чз чи ши ш
, 

1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
.    (11)

Если 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
, то 

1

x
 также меняется на этом отрезке.

Поэтому в уравнении (11) можно заменить x на 
1

x
:

( )( )
1

6 cos 2 5
1

cos 2

f x x

f
x

- =
ж цж ц

з чз чи ши ш

, 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
.    (12)

Соотношения (11), (12) можно рассматривать как систему
двух уравнений с двумя числовыми неизвестными

( )( )cos 2A f x=  и 
1

cos 2B f
x

ж цж ц= з чз чи ши ш
, переменная х в этом

случае играет роль параметра:

1 5
6 ,

1
6 5 .

B
A x

A x
B

м - =пп
н
п - =
по

Эта система легко решается методом исключения (с учетом

условия 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
 все нижеследующие преобразования рав-

носильны):

2 2

5
,

6

1
6 5

5
,

6

6
6 5

5

5
,

6

6 5 0.

x A
B

Ax

A x
B

x A
B

Ax

Ax
A x

x A

x A
B

Ax

A Ax x

c

c

-м =пп
н
п - =
по

-м =пп
н
п - =
п -о

-м =п
н
п - - =о

Второе уравнение последней системы можно переписать в

виде ( ) ( )6 0A x A x+ - = . Следовательно, при каждом фик-

сированном 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
 переменная ( )A A x=  может прини-

мать только одно из двух значений: –х или 
6

x . В силу

условия ( )0
4

f x
π

£ £  можно гарантировать, что

( )( )cos 2 0A f x= ³ . Поэтому при 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
 выражение А +

+ х положительно и, следовательно, ( )
6

x
A A x= = . Соответ-

ствующее значение ( )B B x=  равно 
1

6x
.

Таким образом, исходная система равносильна системе

( )( )

( )

1
cos 2  при всех ; 6 ,

6 6

0 2 .
2

x
f x x

f x
π

м й щ= Оп к ъп л ын
п £ £по

При 
1
; 6

6
x

й щО к ъл ы
 величина 

6

x
 принимает значения из отрезка

1
;1

36

й щ
к ъл ы

, который является подмножеством отрезка [–1; 1].

Используя определение arccosa , мы получим, что

( )
1
arccos

2 6

x
f x = .

Теперь исходная задача сводится к решению обычного
неравенства с обратной тригонометрической функцией:

arccos
6 4

x π
£

на множестве 
1

6
6

x£ £ . Это неравенство без труда решает-

ся, что дает окончательный ответ задачи: 3 2 6x£ £ .
Разобранная задача интересна еще и потому, что в ней

требовалось решить «обычную» задачу (неравенство), в
которой фигурирует функция, про которую известно лишь
то, что она является решением некоторого функционального
уравнения. В относительно простых случаях с помощью
изложенных методов можно решить это функциональное
уравнение и определить функцию в явном виде. После этого
основная задача сводится к обычной задаче на решение
уравнения (неравенства, системы).

Следующая задача также относится к этому типу, но
решение соответствующего функционального уравнения бу-
дет немного сложнее, чем раньше.

Задача 6 (химический факультет, 2000, заочный тур).
Найдите значения x, при которых функция f(x), удовлет-
воряющая при всех x № 0; 1 уравнению

( )
1

f x f x
1 x

ж ц+ =з чи ш-
,                    (13)

имеет экстремумы. Найдите эту функцию.
Как и раньше, будем рассматривать функциональное урав-

нение (13) как обычное уравнение с двумя числовыми

неизвестными ( )A f x=  и 
1

1
B f

x

ж ц= з чи ш-
, переменная х в

этом случае играет роль параметра:

A + B = x.

Чтобы получить еще одно уравнение, заменим в (13) x на
1

1 x-
:

1 1 1 1

1 1 1

x
f f B C

x x x x

-ж ц ж ц+ = Ы + =з ч з чи ш и ш- - - ,



где 
1x

C f
x

-ж ц= з чи ш
. Поскольку наряду с переменными A и B

появилась третья величина, C, нужно иметь еще одно урав-

нение. С этой целью заменим в (13) x на 
1x

x

-
:

( )
1 1 1x x x

f f x C A
x x x

- - -ж ц + = Ы + =з чи ш .

На этом шаге наш процесс замкнулся, и мы имеем систему
трех уравнений с тремя неизвестными

,

1
,

1

1
.

A B x

B C
x

x
C A

x

м
п + =
п
п + =н -п

-п + =по

Она легко решается. Поскольку нас интересует только
( )A f x= , сложим все три уравнения, разделим сумму на 2

и вычтем из нее второе уравнение:

( )
( )

3 1

2 1

x x
A f x

x x

- +
º =

- ,  0;1x № .            (14)

Относительно функций х, 
1

1 x-
 и 

1x

x

-
 уместен тот же

комментарий, который мы дали к решению уравнения (9):
эти функции образуют группу третьего порядка относитель-
но операции суперпозиции функций.

Теперь можно заняться поиском точек экстремума функ-
ции (14). Ее производная дается формулой

( )
( )

4 3 2

22

2 2 1

2 1

x x x x
f x

x x

- + - +
=¢

-
.

Многочлен в числителе является возвратным. Поэтому его
можно разложить на множители с помощью новой перемен-

ной 
1

t x
x

= + :

( )
( )( ) ( )( )

( )

2 2

22

1 2 1 1 2 1

2 1

x x x x
f x

x x

- + + Ч - - +
=¢

-
.

Квадратный трехчлен ( )2 1 2 1x x- + +  имеет два действи-

тельных корня ( )1

1 2 2 2 1
0;1

2
x

+ - -
= О  и

( )2

1 2 2 2 1
1;

2
x

+ + -
= О +¥ . Дискриминант трехчлена

( )2 1 2 1x x- - +  отрицателен, так что этот трехчлен поло-

жителен при всех х и не влияет на знак производной. Теперь
методом интервалов мы можем определить знаки производ-
ной и, соответственно, поведение функции ( )f x :

на промежутке ( ]; 0-¥  функция возрастает;

на промежутке [ ]10; x  функция возрастает;

на промежутке [ ]1;1x  функция убывает;

на промежутке [ ]21; x  функция убывает;

на промежутке [ )2;x +¥  функция возрастает.

Таким образом, функция ( )f x  имеет две точки экстрему-
ма:

( )1

1 2 2 2 1
0;1

2
x

+ - -
= О

(в ней достигается локальный максимум) и

( )2

1 2 2 2 1
1;

2
x

+ + -
= О +¥

(в ней достигается локальный минимум).

Использование более сложных понятий и результатов
математического анализа

Задача 7 (мехмат, 2001, олимпиада, 10 класс). Числовая
функция f(x) при каждом действительном x удовлетворя-
ет равенству

( ) ( )( )x f x f f x+ = .                  (15)

Решите уравнение ( )( )f f x 0= .
Для решения этой задачи введем понятие инъективной

функции:
Определение: функция ( )f x  называется инъективной,

если для любых двух чисел 1 2,x x  из ее области определения
равенство ( ) ( )1 2f x f x=  влечет, что 1 2x x= .

Нетрудно видеть, что если функция строго возрастает
(убывает) на всей области определения, то она инъективна.
Более того, во многих задачах (например, при решении
уравнений), где используется монотонность той или иной
функции, часто на самом деле нужна именно инъективность.

Аналогичное определение можно дать для произвольного
отображения; в этом случае говорят об инъективном ото-
бражении.

Наряду с термином инъективная функция используются
термины инъекция и (несколько старомодный) взаимно
однозначное соответствие.

Соотношение

( ) ( )1 2 1 2f x f x x x= Ю =

равносильно соотношению

1 2x x№ ( 1 2,x x  входят в область определения функции)Ю

 ( ) ( )1 2f x f xЮ № .

Поэтому инъекцию можно было бы определить как отобра-
жение, которое «не склеивает» элементы.

Вернемся теперь к нашей задаче и докажем, что функция,
о которой идет речь в задаче, является инъекцией. Действи-

тельно, если ( ) ( )1 2f x f x= , то, переписывая уравнение для

( )f x  в виде ( )( ) ( )x f f x f x= - , мы имеем

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 2 2x f f x f x f f x f x x= - = - = .

Займемся теперь уравнением ( )( ) 0f f x = . Прежде всего
выясним, сколько оно может иметь корней. Если 1 2,x x  –

корни уравнения ( )( ) 0f f x = , то ( )( ) ( )( )1 2f f x f f x= , а

тогда из доказанной инъективности функции ( )f x  следует,

что ( ) ( )1 2f x f x= . Применяя свойство инъективности еще
раз, мы получим 1 2x x= . Таким образом, уравнение

( )( ) 0f f x =  не может иметь больше одного корня.
Теперь подставим в исходное функциональное уравнение

вместо x число 0. Это даст следующее равенство:

( ) ( )( )0 0f f f= . В силу доказанной инъективности функции

( )f x  отсюда следует, что ( )0 0f= , а тогда ( )( ) ( )0 0f f f= =

= 0, т.е. число 0 является корнем уравнения ( )( ) 0f f x = .
Ответ: x = 0.
Хотя из текста задачи 7 следует, что существуют функции,

удовлетворяющие функциональному уравнению (15), было
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бы интересно найти хотя бы одну такую функцию. В общем
виде решить это уравнение не удается, но, используя методы,
описанные выше, можно, например, доказать, что в классе
многочленов уравнение (15) имеет ровно два решения:

( )1

1 5

2
f x x

+
= , ( )2

1 5

2
f x x

-
= .

Действительно, если ( )f x  – многочлен степени 1n ³ , то
в левой части уравнения (15) стоит многочлен степени n, а
в правой – степени 2n . Это возможно лишь в случае n = 1.
Поэтому можно ограничиться рассмотрением линейных фун-
кций: ( )f x kx b= + . Для них уравнение (15) примет вид

( ) ( )x kx b k kx b b+ + = + +  при всех х,

или, что то же самое,

( ) ( )21k x b k x kb b+ + = + +  при всех х.

Это соотношение равносильно системе

21 ,

,

k k

b kb b

м + =п
н

= +по

которая имеет два решения: ( )
1 5

; ; 0
2

k b
ж ц+

= з чи ш
,

( )
1 5

; ; 0
2

k b
ж ц-

= з чи ш
. Им соответствуют следующие две ли-

нейные функции, удовлетворяющие функциональному урав-

нению (15):

( )1

1 5

2
f x x

+
= , ( )2

1 5

2
f x x

-
= .          (16)

Этими двумя функциями не исчерпывается множество
решений уравнения (15). Например, функция

( )

1 5
,  если 5 

2

для некоторых рациональных , ,

1 5
 в противном случае

2

x x a b

f x a b

x

м +
= +п

пп= н
п -п
по

     (17)

также удовлетворяет этому уравнению.
Разобранная задача интересна тем, что хотя решить фун-

кциональное уравнение и тем самым определить явный вид

функции ( )f x  нельзя, основная задача (решение уравнения

( )( ) 0f f x = ) вполне может быть решена.
На понятии инъективной функции базируется и решение

следующей задачи, которая предлагалась в 2005 году на
олимпиаде «Покори Воробьевы горы», проводимой МГУ
совместно с газетой «Московский комсомолец».

Задача 8 (МК-МГУ, 2005, I тур). Существуют ли фун-
кции f и g, определенные на всей числовой прямой и при
каждом x удовлетворяющие равенствам

( )( ) 2f g x x= ,  ( )( ) 3g f x x= ?              (18)

Предположим, что такие функции существуют. Как и при
решении задачи 7, прежде всего докажем, что функция ( )f x
– инъекция.

Допустим, что для некоторых чисел 1x  и 2x  верно

равенство ( ) ( )1 2f x f x= . Поскольку любая функция одно-

значна, отсюда следует, что ( )( ) ( )( )1 2g f x g f x= . В силу

второго из уравнений (18) это означает, что 3 2
1 2x x= . Извле-

кая корень кубический из обеих частей этого равенства, мы
получим, что 1 2x x=  (на самом деле здесь мы пользуемся
инъективностью функции 3y x= ).

Рассмотрим теперь выражение ( )( )( )f g f x . Поскольку

( )( ) 3g f x x= , оно равно ( )3f x . С другой стороны, его

можно рассматривать как ( )( )f g t , где ( )t f x= . Поэтому в

силу первого из уравнений (18) оно равно ( )( )
2

f x . Итак,
можно гарантировать справедливость равенства

( ) ( )( )
23f x f x=  при всех x ОR .

Заменяя здесь переменную x числами 0, 1, –1, мы получим,
что для чисел ( )0a f= , ( )1b f= , ( )1c f= -  справедливы

равенства 2a a= , 2b b= , 2c c= . Иначе говоря, эти числа

удовлетворяют квадратному уравнению 2t t= , т.е. являют-
ся его корнями.

Поскольку f – инъекция, числа ( )0a f= , ( )1b f= ,
( )1c f= -  различны, т.е. квадратное уравнение 2t t=  имеет

три корня, чего быть не может. Значит, исходное допущение,
что существуют функции f и g, определенные на всей
числовой прямой и при каждом x удовлетворяющие равен-
ствам (18), неверно. Следовательно, функции f и g, опреде-
ленные на всей числовой прямой и при каждом x удовлетво-
ряющие равенствам (18), не существуют.

При решении функциональных уравнений полезны и дру-
гие общие понятия и результаты математического анализа,
изучаемые в курсе средней школы, например понятия преде-
ла и производной.

Задача 9 (мехмат, 2003, заочный тест). Найдите все
функции f(x), определенные на всей числовой прямой, для
которых неравенство

( ) ( ) ( )cosf y x y f xЧ - £                   (19)

выполнено при любых x и y.
Начнем решение с того, что подставим в (19) вместо y

выражение 
2

x
π

- :

( ) ( )cos 0
2 2

f x f x f x
π πж ц- Ч £ Ы ³з чи ш

.

Теперь подставим в (19) вместо y выражение x + t:

( ) ( )cosf x t t f x+ Ч £ .

Поскольку 
2

cos 1
2

t
t ³ -  (конечно, это надо доказать!), а

функция f неотрицательна, тем более верно неравенство

( ) ( )
2

1
2

t
f x t f x

ж ц
+ Ч - £з чи ш

.                 (20)

Ограничим возможные значения переменной t интервалом

( )2; 2- . Тогда 
2

1 0
2

t
- > , и неравенство (20) можно

почленно разделить на 
2

1
2

t
- :

( )
( )

2

1
2

f x
f x t

t
+ £

-
.                      (21)

По аналогии с предыдущим шагом, подставим в (20) вместо
x выражение x – t, а затем вместо t выражение –t:

( ) ( )
2

1
2

t
f x f x t

ж ц
Ч - £ +з чи ш

.                 (22)



Вычитая из обеих частей неравенств (21) и (22) выражение
( )f x , мы получим, что

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22 2

t t
f x f x t f x f x

t
- £ + - £

-
, ( )2; 2t О - .

Тем более верно неравенство

( ) ( ) ( )
2

22

t
f x t f x f x

t
+ - £

-
, ( )2; 2t О - .

Если дополнительно предположить, что 0t № , то это нера-
венство влечет, что

( ) ( )
( ) 22

f x t f x t
f x

t t

+ -
£

- , ( )2; 2 , 0t tО - № . (23)

Теперь зафиксируем х и устремим переменную t к нулю.
Поскольку предел при 0t ®  функции в правой части
неравенства (23) равен нулю, в силу теоремы о зажатой
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переменной можно утверждать, что существует
( ) ( )

0
lim
t

f x t f x

t®

+ -

и он равен 0. Но, по определению производной, этот предел
– это ( )f x¢ . Итак, мы доказали, что производная искомой
функции ( )f x  равна 0 при всех x. Известно, что тогда ( )f x
является константой, причем, как следует из неравенства

( ) 0f x ³ , доказанного в самом начале нашего решения, эта
константа должна быть неотрицательной:

( )f x cº , 0c ³ .                        (24)

Для завершения решения необходимо проверить, что функ-
ция вида (24) действительно удовлетворяет соотношению
(19). Для этого нужно просто умножить неравенство

( )cos 1x y- £  на (неотрицательное) число c.

(Продолжение следует)

И Н Ф О Р М А Ц И Я

Летние физико-
математические школы

в Поволжье

Вот уже 19 лет Институт приклад-
ной физики (ИПФ) Российской ака-
демии наук (РАН) ежегодно – в авгу-
сте, а с 2001 года и в июне – проводит

Летние физико-математические школы (ЛФМШ) для ода-
ренных детей Поволжья. Эти школы являются важной
составляющей многоуровневой системы непрерывной подго-
товки научных кадров (от лицея до аспирантуры), для
координации которой в составе ИПФ создан Научно-образо-
вательный центр (НОЦ). В августе дети съезжаются в
детский лагерь им. Талалушкина недалеко от Нижнего
Новгорода, а в июне – на базу санатория-профилактория
ИПФ «Варнавино» на берегу реки Ветлуги.

В этом году ЛФМШ «Варнавино» проводилась с 18 июня
по 4 июля. Из числа участников – около 60 человек – было
сформировано 2 отряда, один из которых представлял сбор-
ную Поволжья (Варнавино–Дзержинск–Автозавод–Сара-
тов), а второй состоял из школьников лицея 40 Нижнего
Новгорода. За последние 10 лет этот  лицей был неоднократ-
но отмечен: признан «школой года» России, награжден
грантами Сороса и президента РФ за работу с одаренными
детьми, а его лицеисты завоевали 9 золотых, 3 серебряных
и 4 бронзовых медалей на международных олимпиадах и
награждались стипендиями президента РФ. Занятия в физи-
ческих классах лицея проводятся по специальным програм-
мам НОЦ, среди педагогов – доктора и кандидаты наук,
учителя высшей категории.

Во время летних школ преподаватели получают бесценный
опыт использования такой формы учебной работы, как
самостоятельные исследовательские работы, которые разви-
вают творческие способности подростка и дают уверенность
в собственных силах. Эти работы выполняются за две недели
лагерной смены, без использования «домашних заготовок»,
в группах по 2–3 человека.

Вот некоторые из тем Научно-исследовательского инсти-
тута изучения всего (НИИИВсего) 2006 года:  кинематика
баскетбольного броска (под каким углом следует бросать

мяч, чтобы обеспечить максимальную точность броска);
исследование дыхания растений, окружающих лагерь; сред-
нестатистический портрет слушателя ЛФМШ;  параметри-
ческие колебания (почему и как следует вести себя на
качелях, чтобы раскачаться без посторонней помощи); рас-
пределение скорости течения в реке Ветлуге; двухракурсная
оптическая голография; цифровая голография; исследова-
ние и сравнение характеристик полупроводникового лазера
и светодиода; исследование скорости реакции в зависимости
от состояния человека.

Кроме того, учебные мероприятия в ЛФМШ включают в
себя лекции по физике и математике, читаемые как приезжа-
ющими лекторами, так и постоянно присутствующими в
лагере преподавателями; олимпиады по физике, математи-
ке, информатике, астрономии (и даже по филологии!);
занятия в компьютерном классе; семинары, проводимые
школьниками с целью развития умения выступать перед
аудиторией, слушать докладчика, формулировать свои мыс-
ли, задавать вопросы, отвечать на них и вести дискуссию.

Перечислим некоторые темы семинаров ЛФМШ 2006
года: российские Нобелевские лауреаты в области физики;
Мишель де Нострадам; первая Государственная дума; тайна
Тунгусского метеорита; бронза, художественное литье, пати-
на; Биттлз и их роль в развитии молодежной музыкальной
культуры; Спилберг; квазары; дружба (социальная психо-
логия); жиромер; полярные сияния; экологические пробле-
мы, связанные с переработкой нефти; осадные машины
Средневековья; математика в экономике; обряд жертвопри-
ношения древних славян; загадки и парадоксы в нашей
жизни; криптография; бестселлер всех времен и народов,
или кому была выгодна Библия; массаж.

В течение всей смены проводится экономическая игра, суть
которой заключается в том, что каждый школьник имеет счет
в игровой валюте в банке ЛФМШ. Этот счет можно попол-
нять и расходовать. При этом все общественно-полезное
оплачивается, все общественно-вредное штрафуется.

Хочется пожелать преподавателям ЛФМШ, его директору
А.О.Перминову и завучу  А.М.Рейману, а также сотрудни-
кам НОЦ ИПФ удачи в их поисках и воспитании талантли-
вых детей. Все вы блестящие учителя, и у вас прекрасные
ученики!

К.Богданов
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С 24 по 28 марта 2006 года в семи городах России прошел
IV (федеральный окружной) этап Всероссийской олимпиа-
ды школьников по математике.

В этом году олимпиаду принимали города Санкт-Петер-
бург (Северо-Западный), Ярославль (Центральный), Элиста
(Южный), Челябинск (Уральский), Пермь (Приволжский),
Новосибирск (Сибирский) и Якутск (Дальневосточный фе-
деральный округ).

Заключительный, V этап олимпиады прошел с 21 по 26
апреля в Пскове на базе Центра образования «Псковский
педагогический комплекс». В олимпиаде приняли участие
199 российских школьников – дипломанты IV этапа, а также
победители Московской и Санкт-Петербургской олимпиад.
Традиционно, гостями олимпиады стали команды Болгарии
и Китая. С этими странами на протяжении последних лет
ведется обмен делегациями и плодотворная совместная
работа в области математических соревнований.

Наиболее трудной на заключительном этапе олимпиады
оказалась задача 7 в 11 классе – ее смогли решить лишь три
участника. А самыми красивыми, по мнению участников
олимпиады, были признаны задача 1 в 9 классе, задача 8 в
10 классе и задача 3 в 11 классе.

Ниже приведены условия задач IV и V этапов и список
призеров V (заключительного) этапа олимпиады.

ОКРУЖНОЙ ЭТАП

8 класс

1. Найдите какое-нибудь девятизначное число N, состоя-
щее из различных цифр, такое, что среди всех чисел,
получающихся из N вычеркиванием семи цифр, было бы не
более одного простого. Докажите, что найденное число
подходит. (Если полученное вычеркиванием цифр число
начинается на ноль, то ноль тоже вычеркивается.)

О.Подлипский

2. Двое играют в такую игру. В начале по кругу стоят числа
1, 2, 3, 4. Каждым своим ходом первый прибавляет к двум
соседним числам по 1, а второй меняет любые два соседних
числа местами. Первый выигрывает, если все числа станут
равными. Может ли второй ему помешать?

П.Мартынов

3. В круговых автогонках участвовали четыре гонщика.
Их машины стартовали одновременно из одной точки и
двигались с постоянными скоростями. Известно, что после
начала гонок для любых трех машин нашелся момент, когда
они встретились. Докажите, что после начала гонок найдется
момент, когда встретятся все 4 машины. (Гонки считаем
бесконечно долгими по времени.)

И.Богданов, П.Кожевников, О.Подлипский, Г.Челноков

4. См. задачу М2015,б «Задачника Кванта».
5. На доске записано произведение 1 2 100a a aЧ Ч ЧK , где

1 100, ,a aK  – натуральные числа. Рассмотрим 99 выражений,
каждое из которых получается заменой одного из знаков
умножения на знак сложения. Известно, что значения ровно

32 из этих выражений четные. Какое наибольшее количество
четных чисел среди 1 2 100, , ,a a aK  могло быть?

Р.Женодаров

6. В клетчатом квадрате 101 101ѣ  каждая клетка внутрен-
него квадрата 99 99ѣ  покрашена в один из десяти цветов
(клетки, примыкающие к границе квадрата, не покрашены).
Может ли оказаться, что в каждом квадрате 3 3ѣ  в цвет
центральной клетки покрашена еще ровно одна клетка?

Н.Агаханов

7. Медиану 0AA  треугольника ABC отложили от точки 0A
перпендикулярно стороне ВС во внешнюю сторону треуголь-
ника. Обозначим второй конец построенного отрезка через

1A . Аналогично строятся точки 1B  и 1C . Найдите углы
треугольника 1 1 1A BC , если углы треугольника ABC равны
30°, 30° и 120°.

Л.Емельянов

8. При изготовлении партии из 5N ³  монет работник по
ошибке изготовил две монеты из другого материала (все
монеты выглядят одинаково). Начальник знает, что таких
монет ровно две, что они весят одинаково, но отличаются по
весу от остальных. Работник знает, какие это монеты и что
они легче остальных. Ему нужно, проведя два взвешивания
на чашечных весах без гирь, убедить начальника в том, что
фальшивые монеты легче настоящих, и в том, какие именно
монеты фальшивые. Может ли он это сделать?

К.Кноп, Л.Емельянов

9 класс

1. См. задачу 1 для 8 класса.
2. В каждую клетку бесконечной клетчатой плоскости

записано одно из чисел 1, 2, 3, 4 так, что каждое число
встречается хотя бы один раз. Назовем клетку правильной,
если количество различных чисел, записанных в четыре
соседние (по стороне) с ней клетки, равно числу, записанно-
му в эту клетку. Могут ли все клетки плоскости оказаться
правильными?

Н.Агаханов

3. Известно, что 2 2 2
1 2 6x x xK+ + + = 6 и 1 2 6 0x x x+ + + =K .

Докажите, что 
1 2 6

1

2
x x x £K .

А.Храбров

4. Биссектрисы углов А и С треугольника ABC пересекают
описанную окружность этого треугольника в точках 0A  и 0C
соответственно. Прямая, проходящая через центр вписанной
окружности треугольника ABC параллельно стороне АС,
пересекается с прямой 0 0A C  в точке Р. Докажите, что
прямая РВ касается описанной окружности треугольника
ABC.

Л.Емельянов

5. См. задачу 5 для 8 класса.
6. В остроугольном треугольнике ABC проведены биссек-

триса AD и высота BE. Докажите, что угол CED больше 45°.
А.Мурашкин

XXXII  Всероссийская олимпиада
школьников по математике



7. См. задачу 8 для 8 класса.
8. Число N, не делящееся на 81, представимо в виде суммы

квадратов трех целых чисел, делящихся на 3. Докажите, что
оно также представимо в виде суммы квадратов трех целых
чисел, не делящихся на 3.

П.Козлов

10 класс

1. См. задачу М2011 «Задачника «Кванта».
2. Назовем раскраску доски 8 8ѣ  в три цвета хорошей,

если в любом уголке из пяти клеток присутствуют клетки
всех трех цветов. (Уголок из пяти клеток – это фигура,
получающаяся из квадрата 3 3ѣ  вырезанием квадрата 2 2ѣ .)
Докажите, что количество хороших раскрасок не меньше чем

86 .
О.Подлипский

3. См. задачу 4 для 9 класса.
4. См. задачу М2009 «Задачника «Кванта».
5. Докажите, что для каждого х такого, что sin 0x № ,

найдется такое натуральное n, что 
3

sin
2

nx ³ .

И.Богданов, А.Храбров

6. Через точку пересечения высот остроугольного тре-
угольника ABC проходят три окружности, каждая из кото-
рых касается одной из сторон треугольника в основании
высоты. Докажите, что вторые точки пересечения окруж-
ностей являются вершинами треугольника, подобного ис-
ходному.

Л.Емельянов

7. См. задачу М2013 «Задачника «Кванта».
8. См. задачу М2016 «Задачника «Кванта».

11 класс

1. См. задачу М2011 «Задачника «Кванта».
2. Произведение квадратных трехчленов 2

1 1x a x b+ + ,
2

2 2x a x b+ + , …, 2
n nx a x b+ +  равно многочлену

( ) 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2

n n n
n nP x x c x c x c x c- -
-= + + + + +K , где коэффи-

циенты 1 2 2, , , nc c cK  положительны. Докажите, что для неко-
торого k (1 k n£ £ ) коэффициенты ka  и kb  положительны.

B.Сендеров

3. В гоночном турнире 12 этапов и n участников. После
каждого этапа все участники в зависимости от занятого места
k получают баллы ka  (числа ka  натуральны и

1 2 na a a> > >K ). При каком наименьшем n устроитель
турнира может выбрать числа 1, , na aK  так, что после
предпоследнего этапа при любом возможном распределении
мест хотя бы двое участников имели шансы занять первое
место?

М.Мурашкин

4. Биссектрисы углов А и С треугольника ABC пересекают
его стороны в точках 1A  и 1C , а описанную окружность этого
треугольника – в точках 0A  и 0C  соответственно. Прямые

1 1AC  и 0 0A C  пересекаются в точке Р. Докажите, что отрезок,
соединяющий Р с центром вписанной окружности треуголь-
ника ABC, параллелен АС.

Л.Емельянов

5. См. задачу 5 для 10 класса.
6. См. задачу М2012 «Задачника Кванта».
7. См. задачу М2018 «Задачника «Кванта».
8. Какое минимальное количество клеток можно закрасить

черным в белом квадрате 300 300ѣ , чтобы никакие три

черные клетки не образовывали уголок, а после закрашива-
ния любой белой клетки это условие нарушалось?

И.Богданов, О.Подлипский

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП

9 класс

1. Дана шахматная доска 15 15ѣ . Некоторые пары цент-
ров соседних по стороне клеток соединили отрезками так,
что получилась замкнутая несамопересекающаяся ломаная,
симметричная относительно одной из диагоналей доски.
Докажите, что длина ломаной не больше 200.

С.Берлов, И.Богданов

2. Докажите, что найдутся 4 таких целых числа а, b, с, d,
по модулю больших 1000000, что

1 1 1 1 1

a b c d abcd
+ + + = .

С.Берлов

3. Петя раскрашивает 2006 точек, расположенных на
окружности, в 17 цветов. Затем Коля проводит хорды с
концами в отмеченных точках так, чтобы концы любой
хорды были одноцветны и хорды не имели общих точек (в
том числе и общих концов). При этом Коля хочет провести
как можно больше хорд, а Петя старается ему помешать.
Какое наибольшее количество хорд заведомо сможет прове-
сти Коля?

С.Берлов

4. Дан треугольник АВС. Окружность ω  касается описан-
ной окружности треугольника АВС в точке А, пересекает
сторону АВ в точке K, а также пересекает сторону ВС.
Касательная CL к окружности ω  такова, что отрезок KL
пересекает сторону ВС в точке Т. Докажите, что отрезок ВТ
равен по длине касательной из точки В к ω .

Д.Скробот

5. Пусть 1 2 10, , ,a a aK  – натуральные числа, 1 2a a< <K

10a<K . Пусть kb  – наибольший делитель ka  такой, что

k kb a< . Оказалось, что 1 2 10b b b> > >K . Докажите, что

10 500a > .
М.Мурашкин

6. На сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС выбраны
точки Р, Q, R соответственно таким образом, что АР = CQ
и четырехугольник RPBQ  вписанный. Касательные к опи-
санной окружности треугольника АВС в точках А и С
пересекают прямые RP и RQ в точках Х и Y соответственно.
Докажите, что RX = RY.

С.Берлов

7. Клетчатый квадрат 100 100ѣ  разрезан на доминошки:
прямоугольники 1 2ѣ . Двое играют в игру. Каждым ходом
игрок склеивает две соседние по стороне клетки, между
которыми был проведен разрез. Игрок проигрывает, если
после его хода фигура получилась связной, т.е. весь квадрат
можно поднять со стола, держа его за одну клетку. Кто
выиграет при правильной игре – начинающий или его
соперник?

И.Богданов

8. Дан квадратный трехчлен ( ) 2f x x ax b= + + . Уравне-

ние ( )( ) 0f f x =  имеет четыре различных действительных
корня, сумма двух из которых равна –1. Докажите, что

1

4
b £ - .

С.Берлов
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10 класс

1. См. задачу 1 для 9 класса.
2. Сумма кубов трех последовательных натуральных чи-

сел оказалась кубом натурального числа. Докажите, что
среднее из этих трех чисел делится на 4.

В.Сендеров

3. См. задачу 3 для 9 класса.
4. См. задачу М2019 «Задачника «Кванта».
5. См. задачу 5 для 9 класса.
6. См. задачу М2014 «Задачника «Кванта».
7. См. задачу 8 для 9 класса.
8. См. задачу М2017,а «Задачника «Кванта».

11 класс

1. Докажите, что sin sinx x<  при 0
2

x
π

< < .

В.Сендеров

2. Сумма и произведение двух чисто периодических деся-
тичных дробей – чисто периодические дроби с периодом Т.
Докажите, что исходные дроби имеют периоды не больше Т.

А.Голованов

3. У клетчатого прямоугольника 49 69ѣ  отмечены все
50 70Ч  вершин клеток. Двое играют в следующую игру:
каждым своим ходом каждый игрок соединяет две точки
отрезком, при этом одна точка не может являться концом
двух проведенных отрезков. Отрезки могут содержать общие
точки. Отрезки проводятся до тех пор, пока точки не
кончатся. Если после этого первый может выбрать на всех
проведенных отрезках направления так, что сумма всех
полученных векторов равна нулевому вектору, то он выигры-

вает, иначе выигрывает второй. Кто выигрывает при пра-
вильной игре?

О.Подлипский

4. Биссектрисы 1BB  и 1CC  треугольника АВС пересекают-
ся в точке I. Прямая 1 1BC  пересекает описанную окружность
треугольника АВС в точках М и N. Докажите, что радиус
описанной окружности треугольника MIN вдвое больше
радиуса описанной окружности треугольника АВС.

Л.Емельянов

5. Последовательности положительных чисел ( )nx  и ( )ny
удовлетворяют условиям 2

2 1n n nx x x
+ += + , 2

2 1n n ny y y
+ += +

при всех натуральных n. Докажите, что если все числа

1 2 1 2, , ,x x y y  больше 1, то n nx y>  при каком-нибудь нату-
ральном n.

А.Голованов

6. Окружность с центром I, вписанная в грань АВС
треугольной пирамиды SABC, касается отрезков АВ, ВС, СА
в точках D, E, F соответственно. На отрезках SA, SB, SC
отмечены точки , ,A B C¢ ¢ ¢  соответственно так, что AA AD=¢ ,
BB BE=¢ , CC CF=¢ ; S¢  – точка на описанной сфере
пирамиды, диаметрально противоположная точке S. Извес-
тно, что SI является высотой пирамиды. Докажите, что
точка S¢  равноудалена от точек , ,A B C¢ ¢ ¢ .

Ф.Бахарев

7. См. задачу М2020 «Задачника «Кванта».
8. В лагерь приехали несколько пионеров, каждый из них

имеет от 50 до 100 знакомых среди остальных. Докажите, что
пионерам можно выдать пилотки, покрашенные в 1331 цвет
так, чтобы у знакомых каждого пионера были пилотки хотя
бы 20 различных цветов.

Д.Карпов

Дипломы I степени

по 9 классам получили

Кевер Михаил – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Кудык Никита – Омск, школа 117,
Волков Владислав – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Бойкий Роман – Санкт-Петербург, ФМЛ 239;

по 10 классам –

Илюхина Мария – Москва, лицей «Вторая школа»,
Митрофанов Иван – Коломна, гимназия 2,
Арутюнов Владимир – Москва, гимназия 1543,
Сафин Станислав – Краснодар, лицей «ИСТЭК»,
Матвеев Константин – Омск, лицей 66,
Шмаров Владимир – Саров, лицей 15;

по 11 классам –

Магазинов Александр – Ярославль, школа 33 им. К.Марк-
са,

Затицкий Павел – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Глазман Александр – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Девятов Ростислав –Москва, лицей «Вторая школа»,
Образцов Тимофей – Санкт-Петербург, ФМЛ 239.

Дипломы II степени

по 9 классам получили

Ардинарцев Никита – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Бажов Иван – Екатеринбург, гимназия 9,
Пешнин Александр – Киров, ФМЛ,
Горинов Евгений – Киров, ФМЛ,

Архипов Дмитрий – Ярославль, школа 33 им. К.Маркса,
Харитонов Михаил – Московская обл., п.Удельная, Удель-

нинская гимназия,
Поглазов Павел – Киров, ФМЛ,
Салихов Камиль – Казань, гимназия 102,
Воробьев Илья – Сыктывар, республиканский физико-мате-

матический лицей-интернат,
Ерпылев Алексей –Московская обл., п.Белоозерский, школа

23,
Мазурик Александр – Анапа, школа 7,
Шарахов Сергей – Ижевск, ЭМЛ 29,
Сластенин Александр – Санкт-Петербург, школа 627,
Ненашев Глеб – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Хасанов Тимур – Казань, ФМЛ 131;

по 10 классам –

Воробьев Сергей – Киров, ФМЛ,
Михайловский Никита – Челябинск, лицей 31,
Лишанский Андрей – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Ярушин Дмитрий – Челябинск, лицей 31,
Лысов Михаил – Москва, лицей «Вторая школа»,
Омельяненко Виктор – Белгород, лицей 38, 7 кл.,
Дроздов Сергей – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ» РАН,
Чувашов Сергей – Киров, ФМЛ,
Хабибрахманов Искандер – Казань, лицей-интернат 2;

по 11 классам –

Красильников Александр – Ульяновск, гимназия 79,
Катышев Алексей – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Баранов Дмитрий – Жуковский, гимназия 1,

Призеры олимпиады



Есин Алексей – Краснодарский кр, ст. Старонижестеблиев-
ская, школа 55,

Гусаров Евгений – Ярославль, гимназия 3,
Христофоров Михаил – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Дружинин Андрей – Иркутск, лицей 2,
Еремин Алексей – Краснодар, школа 47.

Дипломы III степени

по 9 классам получили

Филькин Евгений – Майкоп, гимназия 22,
Янушевич Леонид – Москва, школа 1321 «Ковчег»,
Корб Дмитрий – Омск, школа 117 ,
Распопов Алексей – Ростов-на-Дону, ФМЛ 33,
Селищев Виталий – Барнаул, школа 107 (лицей «Грани»),
Соколов Вячеслав – Санкт-Петербург, гимназия 261,
Титов Иван – Екатеринбург, гимназия 9,
Григорьев Сергей – Санкт-Петербург, лицей 533,
Царьков Олег – Москва, лицей «Вторая школа»,
Кусков Дмитрий – Владимир, лингвистическая гимназия 23

им. А.Г.Столетова;

по 10 классам –

Пономаренко Екатерина – Майкоп, гимназия 22,
Шапцев Алексей – Пермь, гимназия 17,
Борискин Павел – Саров, лицей 3,
Махлин Игорь – Москва, гимназия 1543,
Шульцева Ольга – Курган, гимназия 27,
Сидоров Александр – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ»

РАН,
Пасынков Павел – Киров, ФМЛ,
Сеплярская Анна – Черноголовка, школа 82,
Локтев Сергей – Краснодар, лицей 90,
Баранов Эдуард – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Остроумова Людмила – Ярославль, школа 33 им.К.Маркса,

Фельдман Григорий – Новосибирск, гимназия 1,
Логунов Александр – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Анацкий Анатолий – Ленск, лицей 2;

по 11 классам –

Козачок Марина – Долгопрудный, ФМШ 5,
Прасолов Максим – Новосибирск, гимназия 1,
Чернов Вадим – Челябинск, лицей 31,
Ситников Александр – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Щичко Антон – Челябинск, лицей 31,
Столяров Дмитрий – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Иванов Григорий – Рыбинск, лицей 2,
Куприн Сергей – Челябинск, лицей 31,
Музычка Степан – Жуковский, школа 8,
Печенкин Николай – Москва, школа 192,
Буфетов Алексей – Москва, лицей «Вторая школа»,
Бяков Леонид – Нижний Тагил, политехническая гимназия,
Смотров Дмитрий – Челябинск, лицей 31,
Рябченко Александр – Новосибирск, СНЦ НГУ,
Трифонов Иван – Ангарск, школа 10.

В этом году жюри олимпиады приняло решение отметить
участников, набравших наибольшее число баллов в своих
параллелях. Специальные призы «За абсолютный результат
на олимпиаде» получили 11-классник Александр Магазинов
из Ярославля, 10-классники Николай Белухов из Болгарии,
Мария Илюхина из Москвы и Иван Митрофанов из Колом-
ны, а приз «За лучший результат по 9 классам» был вручен
Михаилу Кеверу из Санкт-Петербурга. Особо хочется отме-
тить результат А. Магазинова, набравшего максимально
возможное количество баллов (56 из 56 возможных) при
решении сложного варианта 11 класса.

Публикацию подготовили
Н.Агаханов, П.Кожевников, О.Подлипский, Д.Терёшин

В этом году заключительный этап очередной Всероссийс-
кой физической олимпиады прошел в городе Снежинске. В
олимпиаде приняли участие около 170 школьников 9 – 11
классов в составе команд от федеральных округов России и
городов Москвы и Санкт-Петербурга.

Ниже приводятся условия задач теоретического и экспери-
ментального туров заключительного этапа и список призе-
ров олимпиады.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ТУР

9 класс

Задача 1. Максимальная амплитуда
Брусок массой М, покоящийся на горизонтальном столе,

и пружинный маятник, состоящий из груза массой m и
легкой длинной пружины, связаны легкой нерастяжимой
нитью, перекинутой через идеальный неподвижный блок
(рис. 1). Коэффициент трения между основанием бруска и
поверхностью стола 0,3µ = . Отношение массы бруска к
массе груза M/m = 8. Груз совершает вертикальные колеба-
ния с периодом Т = 0,5 с. Какова максимально возможная

амплитуда таких колебаний,
при которых они остаются
гармоническими?

В.Грибов

Задача 2. Курсирующий
катер

По реке, скорость течения
которой u, навстречу друг
другу плывут два однотип-
ных теплохода. В некоторый
момент времени, когда один
из теплоходов проплывал
мимо пункта А, а другой – мимо пункта В, из А в В отплыл
быстроходный катер, который стал курсировать между теп-
лоходами вплоть до их встречи. Какой путь относительно
берега реки проплыл катер? Расстояние от А до В вдоль
фарватера реки L. В стоячей воде скорость теплоходов v, а
катера V. Пункт А находится выше пункта В по течению
реки. Как изменится ответ, если катер стартует из пункта В?

В.Слободянин

XL  Всероссийская олимпиада
школьников по физике

Рис. 1
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Задача 3. Термо-
резистор

На дне калоримет-
ра закреплен тонкий
плоский нагрева-
тельный элемент, а
на некотором уров-
не над ним – термо-
резистор, сопротив-
ление R которого
зависит от темпера-
туры t, выраженной
в °С, по закону

( )0 1R R tα= + , где

0R  и α  не зависят
от температуры. Параметр α  называется температурным
коэффициентом сопротивления. В калориметре находится
лед. Его удельная теплота плавления 340 кДж кгλ = .
Удельная теплоемкость воды ( )4,2 кДж кг °Сc = Ч . Если
через нагревательный элемент пустить ток силой 0I , сопро-
тивление R будет изменяться со временем τ  так, как
показано на рисунке 2. Найдите α . Изобразите график
зависимости ( )R τ , если бы через терморезистор пропускали
ток силой 01,41I I= .

О.Шведов

Задача 4. Цепь с двумя
ключами

На рисунке 3 изображе-
на цепь, содержащая иде-
альный амперметр А, ре-
зисторы сопротивлением
R и 2R, ключи 1K  и 2K .
Цепь подключена к ис-
точнику постоянного на-
пряжения U. Какую силу
тока будет показывать ам-
перметр при различных
комбинациях ключей 1K
и 2K  (замкнуто – разом-
кнуто)? Какими будут на-
правления тока на участ-
ке BD в различных случа-

ях? В каком случае показания амперметра окажутся макси-
мальными?

М.Соболев

10 класс

Задача 1. Эшелон
На горизонтальном столе один на другом лежат N = 42

длинных бруска массами m, 2m, 3m, ..., 42m (рис. 4). Они
смазаны вязким маслом,
так что сила трения меж-
ду брусками и между
нижним бруском и сто-
лом пропорциональна
относительной скорос-
ти u соприкасающихся

брусков: трF uα= -

ur

r

,
где α  – некоторая кон-

станта. Сначала все бруски неподвижны, затем верхнему
бруску сообщают горизонтальную скорость v. Определите
смещение n-го бруска относительно (n + 1)-го бруска после
остановки брусков. Какой вид примет стопа брусков после
остановки?

Л.Мельниковский

Задача 2. Неустойчивое равновесие
В горизонтальном колене запаянной теплоизолированной

П-образной трубки небольшого постоянного поперечного
сечения S с длиной колена L
расположена жидкость плот-
ностью ρ  (рис.5). Теплоем-
кость всей жидкости в трубке
равна С. В вертикальных ко-
ленах находится по ν  молей
гелия под давлением 0p . Из-
за слабого толчка равновесие
нарушилось. Пренебрегая теп-
лообменом с окружающей сре-
дой, найдите расстояние, на
которое сместится столбик
жидкости к моменту установ-
ления термодинамического равновесия. Поперечное сечение
трубки столь мало, что пузырьки газа не «пробулькивают»
сквозь жидкость, сместившуюся в вертикальное колено.

И.Воробьев

Задача 3. Наибольший КПД
Рассмотрите два цикла, совершаемых над идеальным га-

зом (рис.6). В первом из них газ адиабатически сжимают из
состояния 1 до состоя-
ния 2, затем изотерми-
чески расширяют до со-
стояния 3 и, наконец,
изохорически возвра-
щают в исходное состо-
яние 1. КПД такого
цикла обозначим Vη .
Во втором цикле газ
адиабатически сжима-
ют из состояния 1 до
состояния 2, затем изо-
термически расширяют до состояния 4 и, наконец, изобари-
чески возвращают в исходное состояние 1. КПД такого цикла
обозначим pη . Сравните Vη  и pη .

Примечание. В адиабатическом процессе constpVγ = , где

p VC Cγ = . При изотермическом расширении идеального
газа от объема aV  до объема bV  им совершается работа

( )lnab b aA RT V Vν= .
В.Слободянин

Задача 4. Притяжение одноименных зарядов
Распространено мнение, что тела с одноименными заряда-

ми всегда отталкиваются друг от друга. Вовсе нет! Такой
эффект наблюдается далеко не всегда. Представьте себе, что
сплошной металлический шар
радиусом R распилили пополам,
а получившиеся половины сбли-
зили плоскими сторонами так,
что зазор d между ними оказал-
ся предельно малым ( d R= ).
Найдите силу электростатичес-
кого взаимодействия полушарий
с одноименными зарядами 1q  и

2q  (рис.7). При каком отноше-
нии зарядов полушария будут
притягиваться?

Примечание. Сила, действую-
щая на единицу поверхности заряженного проводника про-
извольной формы, связана с напряженностью электрическо-
го поля вблизи поверхности тем же соотношением, что и в
плоском конденсаторе.

И.Воробьев

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7



Задача 5. Полубесконечная цепочка
На рисунке 8 изображена полубесконечная цепочка, состо-

ящая из одинаковых источников постоянного тока с ЭДС

1,2 B=E  и внутренним сопротивлением r = 2,0 Ом. К
входным клеммам цепочки с помощью перекидного ключа
K могут быть подключены либо идеальный вольтметр V,
либо идеальный амперметр А. Определите показания этих
приборов.

С.Козел

11 класс

Задача 1. Разорвавшийся снаряд
Пушечный снаряд массой М = 100 кг разорвался в некото-

рой точке траектории на два осколка, разлетевшихся с
импульсами 4

1 3,6 10  кг м сp = Ч Ч  и 4
2 2,4 10  кг м сp = Ч Ч .

Импульсы осколков направлены под углом 60α = °  друг к
другу. Определите, при каком отношении масс осколков
выделившаяся при взрыве кинетическая энергия будет мини-
мальной. Найдите эту энергию.

А.Чудновский

Задача 2. Шайба на привязи
Круглый вертикальный цилиндр радиусом R прикреплен

к горизонтальной плоскости (рис.9). Внизу с боковой поверх-
ностью цилиндра соединена нерастяжимая нить длиной L,

направленная по каса-
тельной к поверхности
цилиндра. На другом
конце нити закреплена
маленькая шайба. Шай-
бе сообщают горизон-
тальную скорость 0v ,
направленную перпен-

дикулярно нити, и шайба начинает скользить по плоскости.
1) Сколько времени будет продолжаться движение шайбы
(наматывание нити на цилиндр) в отсутствие трения? 2)
Сколько времени будет продолжаться движение шайбы при
наличии трения между шайбой и плоскостью, если коэффи-
циент трения равен µ ?

Е.Бутиков

Задача 3. Два термодинамических процесса
На рисунке 10 изображена система, состоящая из балло-

на объемом 3
0 0,2 мV =  и цилиндра с поршнем. Начальный

объем баллона и цилинд-
ра 1 0V kV= , где k = 2,72.
В системе находится воз-
дух под давлением

5
0 10  Паp =  и при тем-

пературе 0 300 KT = ,
равной температуре на-

ружного воздуха. Передвигая поршень, весь воздух из
цилиндра закачивают в баллон. Определите количество
теплоты, которое передается окружающей среде в следую-
щих двух случаях.

1) Поршень передвигается медленно, так что в каждый
момент времени вся система находится в тепловом равнове-
сии с окружающей средой.

2) Поршень передвигается достаточно быстро, так что за
время его перемещения можно пренебречь теплообменом с
окружающей средой, но воздух внутри системы в каждый
момент времени находится в равновесном состоянии. После
завершения процесса перекачки температура воздуха в бал-
лоне постепенно сравнивается с температурой окружающего
воздуха.

Примечание. Адиабатический процесс описывается урав-
нением constpVγ = , где p VC Cγ = .

С.Козел

Задача 4. Исследование кон-
денсатора

Для определения емкости

2C  и сопротивления утечки 2r
конденсатора собрана мостовая
схема (рис.11), которая сба-
лансирована при подключении
гармонического переменного
напряжения. Оказалось, что
баланс моста не нарушается
при любом изменении часто-
ты напряжения. Чему равны
параметры 2C  и 2r , если из-
вестно, что 1 2500 Омr = ,

3 10 Омr = , 3 1 ГнL = , 4r =

800 Ом= ? Гальванометр измеряет действующее значение
силы тока.

М.Огарков

Задача 5. У торца соленоида
У торца вертикально расположенного длинного соленои-

да на тонком немагнитном листе лежит соосно с соленои-
дом круглое тонкое кольцо
из сверхпроводника (рис.
12). В начальном состоя-
нии сила тока в витках со-
леноида и сила тока в коль-
це равны нулю. При проте-
кании тока по виткам соле-
ноида вблизи торца возни-
кает неоднородное магнит-
ное поле. Вертикальную zB
и радиальную rB  состав-
ляющие вектора магнитной

индукции B
ur

 можно в не-
которой ближней области

задать с помощью соотношений ( )0 1zB B zα» - , 0rB B rβ» ,
где α  и β  – некоторые константы, а 0B  определяется
силой тока в соленоиде. По виткам соленоида начинают
пропускать ток силой I, постепенно увеличивая его значе-
ние. Определите:

1) критическое значение силы тока 0I  в соленоиде, при
котором кольцо начинает подниматься над опорой;

2) высоту кольца над опорой при 02I I= ;
3) частоту малых колебаний сверхпроводящего кольца при

02I I= .

Числовые данные: константы 136 мα -
=  и 1

18 мβ -= ,

масса кольца m = 100 мг, коэффициент самоиндукции кольца
8 1,8 10 ГнL -= Ч , площадь кольца 21 смS = , магнитная по-

стоянная 6
0 1,257 10  Гн мµ -= Ч , плотность намотки солено-

ида 3 110  мn -= .
С.Козел

Рис. 8

Рис. 10

Рис. 9

Рис. 11

Рис. 12
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ ТУР

9 класс

Задача 1. Механический «черный ящик»
Внутри «черного ящика» находится система из трех пру-

жин, соединенных друг с другом (рис.13). В точке А две
пружины прикреплены
к корпусу «черного ящи-
ка». Упоры В и С огра-
ничивают перемещение
крючков. Начальные де-
формации пружин не-
известны. Определите
жесткости каждой из

пружин при малых деформациях.
Оборудование: «черный ящик», динамометр, линейка,

миллиметровка, липкая лента.
Е.Елькина, М.Карманов

Задача 2. Экспериментатор Глюк
Экспериментатору Глюку на день рождения подарили

«черный ящик», в котором находится источник постоянного
напряжения с последователь-
но присоединенным к нему не-
известным сопротивлением
(рис.14). Глюк захотел узнать,
какой ток потечет через источ-
ник, если соединить провод-
ки, торчащие из «черного ящи-
ка». Поскольку под рукой у

экспериментатора оказался далеко не идеальный амперметр,
что не позволило измерить этот ток напрямую, он обратился
за помощью к вам. Помогите Глюку. Для этого:

1) изучите зависимость мощности, выделяющейся на внеш-
ней нагрузке, от силы тока через источник;

2) определите ток короткого замыкания «черного ящика»
при помощи этой зависимости.

Примечание: внешней нагрузкой называется все, что под-
ключается к выводам 1 и 2 «черного ящика».

Оборудование: «черный ящик», переменное сопротивле-
ние, миллиамперметр (внутреннее сопротивление указано на
приборе), вольтметр (внутреннее сопротивление 700 Ом),
соединительные провода, миллиметровая бумага.

И.Иоголевич

10 класс

Задача 1. Шарик в трубке
Внутри цилиндрической трубки собрана конструкция,

изображенная на рисунке 15. Трубка с пробками является
симметричной (ее центр
масс расположен ровно
посередине). Определи-
те: массу трубки, массу
шарика, жесткость пру-

жины. Массой пружины можно пренебречь.
Примечание: конец трубки, из которого выходит нить,

погружать в воду запрещается; плотность воды 31000 кг м .

Оборудование: трубка в сборке, линейка, сосуд с водой,
спичка.

М.Карманов

Задача 2. Электрический «черный ящик» (1)
В «черном ящике» собрана схема из трех элементов,

соединенных «звездой» (рис.16). Два элемента являются
постоянными резисторами, а третий элемент имеет нелиней-

ную вольт-амперную характе-
ристику. Определите:

1) провод какого цвета со-
единен с нелинейным элемен-
том;

2) значения сопротивлений
резисторов;

3) вольт-амперную характе-
ристику нелинейного элемен-
та.

Оборудование: «черный
ящик», два мультиметра, регу-
лируемый источник тока, со-
единительные провода, миллиметровая бумага.

И.Иоголоевич, М.Карманов

11 класс

Задача 1. Дифракция и дисперсия
1) Используя дифракционную решетку, определите грани-

цы — максимальную maxλ  и минимальную minλ  длины волн
– спектра излучения выданного вам источника в видимой
области.

2) С помощью щели направьте узкий пучок света на одну
из граней призмы (рис.17). Подберите угол падения 1ϕ  так,
чтобы пучок проходил
симметрично через при-
зму ( 1 2ϕ ϕ=  для средней
части спектра). Получи-
те на экране спектр ис-
точника и измерьте углы

отклонения ( )maxδ λ  и

( )minδ λ  для границ спек-
тра источника. Рассчитай-
те угловую дисперсию
призмы ∆δ ∆λ  при сим-
метричном ходе лучей.

3) Рассмотрите ход луча с некоторой длиной волны в
призме и выразите показатель преломления n материала
призмы через углы α  и δ  при симметричном ходе лучей.
Рассчитайте показатель преломления призмы для средней
части спектра.

4) Оцените дисперсию показателя преломления n∆ ∆λ .
Оборудование: источник света, призма, дифракционная

решетка (100 штр./мм), прищепки, экран со щелью, милли-
метровая бумага.

Ю.Марфенков

Задача 2. Электрический «черный ящик» (2)
В «черном ящике» находятся три элемента, соединенные

последовательно (возможные варианты: катушка индуктив-
ности, конденсатор, резистор). Есть только два вывода,
соединенные с крайними точками цепочки из трех элементов.

1) Определите, какие элементы находятся в «черном
ящике».

2) Измерьте параметры этих элементов.
Оборудование: «черный ящик», генератор гармоническо-

го сигнала с регулируемой частотой, двухлучевой осциллог-
раф, дополнительное сопротивление с известным номиналом

0R , соединительные провода.
И.Иоголевич

Рис. 13

Рис. 14

Рис. 15

Рис. 16

Рис. 17



Дипломы I степени

по 9 классам получили

Михайлов Александр – Челябинск, лицей 31,
Кокшаров Григорий – Пермь, школа 146,
Самойлов Леонид – Саратов, ФТЛ 1,
Буслаев Павел – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ» РАН,
Макарова Мария – Москва, лицей 1557;

по 10 классам –

Кулиев Виталий – Киров, ФМЛ,
Мыльников Дмитрий – Самара, школа 27,
Котов Андрей – Москва, Московская государственная Пять-

десят седьмая школа,
Ефимов Сергей – Бийск-2, Бийский лицей Алтайского края,
Сокко Анастасия – Долгопрудный, ФМШ 5,
Соловьева Ксения – Пермь, школа 146;

по 11 классам –

Зоркин Сергей – Иркутск, лицей ИГУ,
Муравьев Александр – Нижний Новгород, лицей 40,
Мостовых Павел – Санкт-Петербург, школа 306,
Киселев Александр – Москва, школа 1189 им. И.В.Курча-

това.

Дипломы II степени

по 9 классам получили

Фейзханов Рустем – Москва, лицей 1557,
Алпеев Андрей – Санкт-Петербург, ФМЛ 239,
Захаров Алексей – Пермь, школа 146,
Трихин Петр – Долгопрудный, ФМШ 5,
Толстов Иван – Вологда, Вологодский многопрофильный

лицей,
Черников Юрий – Дубна, лицей «Дубна»,
Дубов Александр – Вологда, Вологодский многопрофиль-

ный лицей,
Павлова Елизавета – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ»

РАН,
Шульчевский Дмитрий – Рязань, лицей 52;

по 10 классам –

Суханов Илья – Саров, лицей 15,
Пестременко Максим – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ»

РАН,
Андреев Андрей – Чебоксары, лицей 44,
Дрожжин Александр – Саратов, лицей прикладных наук,
Кононенко Даниил – Новосибирск, гимназия 1,
Поташев Александр – Москва, лицей «Вторая школа»,
Кузин Денис – с. Ельники (Мордовия), лицей 2,
Дербышев Андрей – Ярославль, гимназия 2,
Рогожников Алексей – Москва, лицей 1303,
Сивцев Петр – Якутск, Республиканский лицей-интернат;

по 11 классам –

Бударагин Дмитрий – Нижний Новгород, лицей 40,
Артамонов Семен – Казань, лицей им. Н.И.Лобачевского

при КГУ,
Мартынов Денис – Снежинск, гимназия 127,
Труханов Никита — Оренбург, гимназия 1,
Былинкин Александр – Снежинск, гимназия 127,
Обморошев Борис – Москва, Московская государственная

Пятьдесят седьмая школа,
Былинкин Алексей – Снежинск, гимназия 127,
Щепетильников Антон – Снежинск, гимназия 127,

Попов Антон – Челябинск, лицей 31,
Рындин Максим – Березники, школа 3.

Дипломы  III  степени

по 9 классам получили

Байдасов Марат – Нижний Новгород, лицей 40,
Семенов Станислав – Саров, лицей 15,
Бурмистров Михаил – Тамбов, лицей 14,
Маслов Ярослав – Новокузнецк, лицей 84,
Анютин Николай – п. Радуга, школа 10,
Решетняк Семен – Владивосток, школа 23,
Чупраков Денис – Киров, школа 65,
Пусева Дарья – Ростов-на-Дону, Классический лицей 1 при

РГУ,
Степанов Сергей – Якутск, Республиканский лицей-интер-

нат,
Зеленеев Андрей – Киров, ФМЛ,
Кононов Артем – Майкоп, школа 7,
Матвеев Харитон – Москва, школа 401,
Мельников Игорь – Озерск, школа 32,
Павлов Артем – Воркута, лицей 1,
Плешаков Руслан – Владивосток, школа 25,
Сашурин Александр – Москва, школа 179;

по 10 классам –

Алексеев Дмитрий – Москва, школа 444,
Бельтюков Ярослав – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ»

РАН,
Еловиков Андрей – Бийск-2, Бийский лицей Алтайского

края,
Коршунов Николай – Великий Новгород, гимназия 2,
Гущин Григорий – Ярославль, школа 33 им. К.Маркса,
Анисимов Андрей – Ноябрьск, школа 10,
Проскурин Михаил – Нижневартовск, лицей,
Будкин Григорий – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ» РАН,
Власов Владислав – Красноярск, Красноярский кадетский

корпус им. А.И.Лебедя,
Сметнев Денис – Саров, гимназия 2,
Лучников Константин – Тамбов, лицей 14,
Тараканов Александр – Курган, гимназия 47;

по 11 классам –

Капун Евгений – Челябинск, лицей 31,
Лисов Денис – Москва, лицей 1525,
Федянин Дмитрий – Саратов, ФТЛ 1,
Афанасьев Александр – Владивосток, гимназия 1,
Богер Евгений – Киров, ФМЛ,
Лыков Антон – Москва, СУНЦ МГУ,
Марковцев Вадим – Сергиев Посад, ФМЛ,
Рассказов Александр – Астрахань, технический лицей,
Королев Алексей – Екатеринбург, СУНЦ УрГУ,
Горбенко Виктор – Санкт-Петербург, лицей «ФТШ» РАН,
Майоров Денис – Москва, СУНЦ МГУ,
Мудла Алексей – Ноябрьск, школа 10,
Иванов Николай – Чебоксары, лицей 3,
Шарафутдинов Азат – Казань, лицей им. Н.И.Лобачевско-

го при КГУ.

Публикацию подготовили С.Козел, В.Слободянин

Призеры олимпиады
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XIII Всероссийская заочная
математическая олимпиада

школьников
Всероссийская школа математики и физики «АВАНГАРД»

при участии журнала «Квант» проводит очередную Всерос-
сийскую заочную математическую олимпиаду для школьни-
ков 5–10 классов. Срок проведения олимпиады октябрь–
декабрь 2006 года.

Чтобы принять участие в олимпиаде, нужно в течение
недели после получения этого номера журнала решить
предлагаемые ниже задачи, аккуратно оформить решения
(каждую задачу – на отдельном листочке) и отослать по
адресу: 115446 Москва, а/я 450, ОРГКОМИТЕТ, «М-КВАНТ» –
номер класса.

В письмо вложите два пустых маркированных конверта с
надписанным домашним адресом.

Заметим, что для участия в олимпиаде необязательно
решить все задачи – достаточно хотя бы одной. Победители
олимпиады получат призы, среди которых несколько бес-
платных подписок на журнал «Квант». (Оргкомитет прило-
жит все усилия к тому, чтобы поощрения и призы получили
все, приславшие хотя бы одно правильное решение.)

Все учащиеся, приславшие свои работы в Оргкомитет
олимпиады, независимо от результатов их проверки получат
приглашение учиться на заочном отделении Всероссийской
школы математики и физики «АВАНГАРД» в 2006/07 учеб-
ном году.

Вниманию учителей математики 5–10 классов!
Пригласите к участию в олимпиаде своих учеников!

Задачи олимпиады

5 класс

1. В мешке 24 кг гвоздей. Как, имея только рычажные весы
без гирь, отмерить 9 кг гвоздей?

2. Червяк ползет по столбу, начав путь от его основания.
За каждый день он проползает вверх на 3 см, а за каждую
ночь сползает вниз на 1 см. Когда он достигнет верхушки
столба, если его высота 75 см?

3. Как разложить по семи кошелькам 127 рублевых монет
так, чтобы любую сумму от 1 до 127 рублей можно было
выдать, не открывая кошельков?

4. Круглая поляна обсажена деревьями. Мальчик и девоч-
ка пошли вокруг поляны, считая деревья. Они идут в одном
направлении, но начали считать в разных местах. Дерево,
которое у девочки было седьмым, у мальчика было двадца-
тым, а дерево, которое у мальчика было седьмым, у девочки
было девяносто третьим. Сколько деревьев растет вокруг
поляны? Ответ объясните.

5. Можно ли прямоугольник размером 35 23ѣ  разрезать
без остатка на прямоугольники размером 5 7ѣ ? Если мож-
но, то как? Если нельзя, то почему?

6 класс

1. Доктор Айболит раздал четырем заболевшим зверям
2006 чудодейственных таблеток. Носорог получил на одну

таблетку больше, чем крокодил, бегемот — на одну больше,
чем носорог, а слон – на одну больше, чем бегемот. Сколько
таблеток придется съесть слону?

2. Саша пригласил Петю в гости, сказав, что живет в
10-м подъезде в квартире 333, а этаж сказать забыл. Подойдя
к дому, Петя обнаружил, что дом девятиэтажный. На какой
этаж ему следует подняться? (На каждом этаже число
квартир одно и то же, номера квартир в доме начинаются с
единицы.)

3. Возьмите любое трехзначное число. Умножьте его на 7,
результат умножьте на 11, а новый результат – на 13.
Сравните полученное число с исходным, опишите обнару-
женное явление и объясните его причину.

4. Страницы в книге пронумерованы подряд, от первой до
последней. Хулиган Вася вырвал из разных мест книги 25
листов и сложил номера всех 50 вырванных страниц. У него
получилось 2006. Докажите, что сложение было выполнено
неправильно.

5. Среди всех положительных чисел с суммой цифр,
равной 21, найдите наименьшее и наибольшее. Ответ обо-
снуйте.

7 класс

1. Фраза Bekybekjwe – xezjxe j tvunemwe ctyd meuw,
имеющая прямое отношение к математике, зашифрована
следующим образом: русские буквы заменены на латинские,
причем гласные заменены на гласные, а согласные – на
согласные. Расшифруйте фразу.

2. Найдите последнюю цифру числа 20062007 .
3. Выразите l из соотношения

2 24
2

2

l k
l k

m l

-
+ =

+
.

4. Изобразите на координатной плоскости 0xy множество
точек, координаты x и y которых удовлетворяют уравнению

0x x y y+ + + = .

5. Очень мощный прожектор высвечивает конус, угол
между диаметрально противоположными лучами которого
равен 90°. Каким конечным числом таких прожекторов
можно гарантированно осветить все пространство?

8 класс

1. Решите в целых числах уравнение

xy + x + y = 3.

2. Дан треугольник со сторонами 3 см, 4 см и 5 см.
Найдите площадь фигуры, каждая точка которой удалена от
данного треугольника не больше чем на 1 см.

3. См. задачу 2 для 7 класса.
4. См. задачу 5 для 7 класса.
5. Докажите, что

2 2 2

1 1 1
1

2 3 2006
+ + + <K .



9 класс

1. Решите в целых числах уравнение

( ) ( )2 2 2 2 25x y y z+ + = .

2. Докажите неравенство

( )2006
2007

1
cos1 cos 2 cos 4 cos 2

2 sin1
° Ч ° Ч ° Ч Ч ° £

°
K .

3. См. задачу 5 для 7 класса.

4. Что больше: 20072006  или 2006
2007 ?

5. Рациональным или иррациональным является число

sin 2007° ?

10 класс

1. Решите уравнение

2006 2006x x+ - = .

2. См. задачу 5 для 7 класса.
3. Докажите неравенство

( )

1
sin1 sin 2 sin 2006

sin 1 2
° + ° + + ° £

°
K .

4. См. задачу 4 для 9 класса.
5. Изобразите на плоскости параметров 0ab множество

точек (a,b) таких, для которых уравнение

( ) ( )21 1 0ab x a b x+ + + + =

относительно переменной x имеет действительные корни,
большие единицы.
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Международный турнир
«Компьютерная физика»

Турнир «Компьютерная физика» – часть программы Меж-
дународного интеллект-клуба (МИК) «ГЛЮОН», проводи-
мой с целью поиска, отбора и поддержки интеллектуально
одаренных детей, проявляющих интерес к математике, фи-
зике и информатике. Уникальность этого турнира состоит в
том, что все задачи предполагается решать с помощью
численного моделирования на компьютере.

Для участия в турнире приглашаются команды школьни-
ков (5 человек), обладающих знаниями физики и навыками
работы на IBM PC. Турнир проводится в виде интеллектуаль-
ного соревнования между командами в два тура – заочный
и очный.

X Турнир
«Компьютерная физика»

Традиционно, заочный тур этого турнира начался в сентяб-
ре 2005 года рассылкой задания заочного тура «Кинетика
фазовых переходов» по заявкам в лицеи, школы и гимназии
(это задание было опубликовано в журнале «Квант» №5 за
2005 г.). Шесть лучших команд были приглашены на финал
– очный тур соревнований, который проходил с 29 января по
5 февраля 2006 года в городе Протвино на базе Государствен-
ного научного центра Института физики высоких энергий. В
проведении турнира приняли участие Московский государ-
ственный университет им. М.В.Ломоносова и администра-
ция города Протвино. Турнир прошел при поддержке фонда
«Династия», компаний «Кирилл и Мефодий», «Физикон»,
«1С» и журнала «Квант».

Прежде всего состоялась защита заочных заданий. Каж-
дой команде было предложено выступить с докладом на-
учных результатов перед командами оппонента и рецензен-
та. Научная дискуссия завершилась победой команды
«МИФИ-1» лицея 1511 при Московском инженерно-физи-
ческом институте (МИФИ).

Подготовка к соревнованиям очного тура началась с лек-
ции профессора МГУ А.М.Попова о фотоэффекте и его
классической и квантовой интерпретации, после чего ко-

манды получили задание очного тура и в течение последу-
ющих двух дней решали поставленную задачу.

На защите очного задания отличилась команда гимназии
56 из Ижевска, представившая наиболее развернутое и
глубокое решение и ставшая победителем этого тура. Она
же стала и абсолютным победителем турнира по итогам
двух туров и получила переходящий приз «Хрустальный
глобус». Дипломами I степени и памятными значками были
награждены команда гимназии 56 из Ижевска и команда
«МИФИ-1» лицея 1511 при МИФИ. Дипломы II степени
получили команда Самарского аэрокосмического лицея и
команда «МИФИ-2» лицея 1511 при МИФИ, а диплом III
степени завоевала команда ФМЛ 1580 при Московском
государственном техническом университете им. Н.Э.Бау-
мана. Участникам соревнований было вручено множество
призов от спонсоров и организаторов турнира.

Очный тур «Фотоэффект»

Современные взгляды на процесс фотоионизации атомов
восходят к знаменитой работе А.Эйнштейна по фотоэф-
фекту, выполненной в 1905 году и лежащей в основе кван-
товой теории. Фотоэффект был открыт Г.Герцем в 1887
году и позднее детально исследован А.Г.Столетовым. Опы-
ты Столетова по изучению фотоэффекта с поверхности
металлов привели к установлению ряда фактов, необъяс-
нимых с точки зрения классической физики. Так, оказа-
лось, что энергия фотоэлектронов не зависит от интенсив-
ности воздействующего излучения и для данного материа-
ла определяется лишь его частотой ω . Причем существует
минимальное значение частоты излучения ω*  — так назы-
ваемая красная граница фотоэффекта, — вызывающего
фотоэффект; для значений ω ω*<  фотоэффект невозмо-
жен. Преодолевая трудности объяснения закономерностей
фотоэффекта, Эйнштейн высказал гипотезу, что свет пред-
ставляет собой поток частиц – квантов света, фотонов,

несущих энергию ωh  ( 341,05 10  Дж с-= Ч Чh  – постоянная
Планка). Предположение о том, что свет распространяется
в пространстве и поглощается веществом порциями ωh ,
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позволяет сразу же объяснить существование красной гра-
ницы фотоэффекта, загадочной с точки зрения классичес-
кой физики. Действительно, уравнение Эйнштейна для ки-
нетической энергии электронов, вырываемых из атомов (с
поверхности твердого тела) полем электромагнитной вол-
ны, имеет вид kE Iω= -h , где I – потенциал ионизации
атома (работа выхода А для твердых тел). В случае Iω <h

энергии кванта недостаточно для удаления электрона из
атома, и фотоэффект невозможен.

Цель предлагаемого задания – исследовать явление фото-
эффекта  и понять, что можно и что нельзя объяснить в этом
явлении, исходя из классических представлений.

Рассмотрим следующую модель взаимодействия электрон-
ного газа в металле с внешним электромагнитным полем.
Электрон в металле движется под действием силы

( )0 cos
e
F eE x tω=  со стороны поля электромагнитной вол-

ны. Здесь ( )0E x  – амплитуда электрического поля волны,

которая убывает с глубиной проникновения в металл по

закону ( ) ( )0 expE x E x δ= Ч - , где δ  – глубина проникнове-

ния поля, Е – электрическое поле на поверхности металла,
при этом вектор электрического поля направлен вдоль поверх-
ности металла. Кроме того, электрон с некоторой частотой ν
рассеивается на ионах, находящихся в узлах кристалличес-
кой решетки. В результате этого рассеяния скорость элект-
рона практически не меняется по величине, однако случай-
ным образом меняет свое направление. Таким образом,
движение конкретного электрона носит случайный харак-
тер, однако в среднем по многим столкновениям электрон
набирает энергию от поля электромагнитной волны. Если эта
энергия превысит работу выхода А, электрон может вылететь
с поверхности металла (произойдет фотоэффект). При этом
величина фототока будет пропорциональна числу покинув-
ших металл электронов.

Задание

Считая электронный газ в металле двумерным, напишите
программу, моделирующую движение электронов в металле
с учетом действия электрического поля волны и столкнове-
ния электронов с узлами кристаллической решетки, и иссле-
дуйте:

1) зависимость фототока от интенсивности воздействую-
щего на металл излучения для фиксированной частоты
излучения;

2) зависимость фототока от частоты излучения при задан-
ном значении интенсивности излучения;

3) распределение фотоэлектронов по энергиям для различ-
ных частот воздействующего излучения.

Какие из полученных зависимостей соответствуют экспе-
риментальным данным?

При проведении моделирования считайте, что

30 300Aδ = -

o

, 13 15 10  cν -= Ч , А = 4 эВ. Исследуйте диапа-

зон частот 15 16 1
1,8 10 1,8 10  сω -= Ч - Ч  (от излучения Nd

лазера до водородной лампы). Рассеяние электронов на
узлах решетки считайте изотропным.

Разбор задания

Рассмотрим качественную картину явления. Между стол-
кновениями движение электрона описывается уравнением

0 cos
dv

m eE t
dt

ω=
r

ur

с начальным условием ( )i iv t t v= =
r r

, где it  – момент вре-
мени i-го столкновения, iv

r

 – вектор скорости электрона
после i-го столкновения. Решение этого уравнения имеет

вид

( )0 sin sini i

eE
v v t t

m
ω ω

ω
= + -

ur

r r

.

Таким образом, под действием поля электромагнитной вол-
ны электрон в металле совершает колебательное движение с

амплитудой колебаний скорости ( )0ev eE mω= , а также
приобретает дополнительную дрейфовую скорость

( )( )dr 0 sin iv eE m tω ω= - , определяемую фазой электричес-
кого поля волны в момент столкновения. В результате в
высокочастотном случае ω ν?  (а этот случай всегда выпол-
нен в оптическом диапазоне частот) в среднем по большому
числу столкновений электрон набирает энергию порциями
порядка колебательной энергии электрона в поле электро-
магнитной волны

2 2
0
24

e E
W

m
∆

ω
: .

Обычно эта величина существенно меньше работы выхода,
т.е. для того чтобы электрон набрал энергию, достаточную
для выхода с поверхности металла, должно произойти много
актов столкновения.

Последнее выражение позволяет на качественном уровне
понять основные зависимости, которые должны описывать
явление фотоэффекта с точки зрения классической физики.
Вероятность выхода электронов с поверхности металла (т.е.
величина фототока) должна быть, во-первых, пропорцио-
нальна интенсивности излучения (квадрату напряженности
электрического поля волны), а во-вторых, обратно пропор-
циональна квадрату частоты излучения.

Результаты компьютерного моделирования полностью под-
тверждают высказанные предположения. Отметим, что ли-
нейная зависимость величины фототока от интенсивности
излучения действительно наблюдается в лабораторных экс-
периментах. Что касается зависимости от частоты излуче-
ния, то она не подтверждается экспериментальными данны-
ми. Эксперимент показывает, что существует красная грани-
ца фотоэффекта, т.е. критическая частота излучения, ниже
которой фотоэффект невозможен. Обычно значение этой
частоты лежит в ультрафиолетовом диапазоне. Теория же
подсказывает, что чем ниже частота излучения, тем больше
будет фототок с поверхности, по крайней мере пока выпол-
нено условие ω ν? .



Рассчитанные спектры фотоэлектронов, вылетевших с
поверхности металла (при различных частотах воздейству-
ющего поля), приведены на рисунке. Как и следовало
ожидать, в рамках классических представлений наблюда-
ется широкое энергетическое распределение, причем сред-
няя энергия фотоэлектронов возрастает с увеличением ин-
тенсивности излучения и уменьшением его частоты. Экспе-
рименты показывают, однако, что электроны, покинувшие
поверхность металла, характеризуются практически одной
и той же энергией, которая к тому же не зависит от
интенсивности. Увеличение же частоты излучения приво-
дит к увеличению энергии фотоэлектронов. Объяснить от-
меченные выше особенности фотоэффекта смогла только
квантовая теория.

Решение этого задания представила команда гимназии 56
из Ижевска в составе: Павлов Сергей, Мокрушин Алек-
сандр, Анкудинов Владимир, Манохин Александр.

XI Турнир
«Компьютерная физика»

Международный интеллект-клуб «ГЛЮОН» приглашает
региональные центры, гимназии и школы, работающие с
одаренными детьми, принять участие в XI Турнире «Ком-
пьютерная физика», очный тур которого пройдет в январе
– феврале 2007 года в городе Пущино (Московская обл.).

Заявки на участие присылайте по адресу: 115522 Москва,
Пролетарский пр.,15/2, МИК «ГЛЮОН»

Тел.: (495)517-8014, факс.: (495)396-8227
E-mail: gluon@yandex.ru
Сайт: www.informika.ru/text/goscom/gluon

Заочный тур «Поверхностное натяжение»

Одна из основных задач физической теории – описание
свойств вещества на микроскопическом уровне с целью
определения его макроскопических характеристик. Для это-
го необходимо построение моделей, описывающих строение
вещества на атомно-молекулярном уровне. Все макроскопи-
ческие характеристики вещества (такие как плотность, теп-
лоемкость, диэлектрическая проницаемость, проводимость,
коэффициент поверхностного натяжения и др.) могут быть
рассчитаны в рамках изучения атомно-молекулярной дина-
мики, поскольку, в конечном счете, определяются физикой
взаимодействия частиц между собой и с внешними электро-
магнитными полями.

Предлагается на примере простой микроскопической мо-
дели конденсированного состояния вещества (жидкости)
изучить эффект возникновения поверхностной энергии и
связанного с ним явления поверхностного натяжения, а
также определить коэффициент поверхностного натяжения
по заданному потенциалу межмолекулярного взаимодей-
ствия.

В качестве модели среды рассмотрим N молекул, взаимо-
действующих между собой по закону (потенциал Леннарта–
Джонса)

( )
6 12

0 0
0

r r
U r U

r r

ж цж ц ж ц= - -з чз ч з чи ш и ши ш
,

где r – расстояние между парой атомов, 0r  определяется

атомным размером и составляет приблизительно 1 4 A
o

- , а

0U  задает глубину потенциальной ямы — для атомов
инертных газов 0 0,005 0,02 эВU » - . Соотношение харак-
терной величины кинетической энергии молекул ( kT: ) и
глубины потенциальной ямы определяет фазовое состояние

вещества. В случае если потенциальная энергия взаимодей-
ствия молекул существенно превышает их кинетическую
энергию, молекулы будут удерживаться рядом друг с другом
силами межмолекулярного притяжения.

Полная потенциальная энергия взаимодействия может
быть определена как сумма парных энергий взаимодействия
молекул и зависит от геометрии системы. Существует неко-
торая пространственная конфигурация, соответствующая
минимуму потенциальной энергии взаимодействия. Измене-
ние пространственной конфигурации с сохранением объема
сопровождается изменением площади поверхности рассмат-
риваемой системы, при этом происходит изменение потенци-
альной энергии взаимодействия. Оказывается, что в случае
короткодействующего потенциала, описывающего межмоле-
кулярное взаимодействие, величина изменения потенциаль-
ной энергии U∆  пропорциональна увеличению площади
поверхности S∆ , т.е. U S∆ σ∆= , где σ  – коэффициент
поверхностного натяжения. Таким образом, с наличием
поверхностного слоя жидкости связано существование так
называемой поверхностной энергии U Sσ= , которая тем
больше, чем больше площадь поверхности. Стремление
системы к минимуму потенциальной энергии ведет к возник-
новению сил поверхностного натяжения, возникающих при
деформации поверхности относительно формы, характери-
зующейся минимальной площадью поверхности. Эти силы –
силы поверхностного натяжения – стремятся минимизиро-
вать площадь поверхности.

В данной задаче требуется рассмотреть двумерную модель
конденсированного состояния совокупности N атомов (мо-
лекул) и показать, что при произвольной начальной геомет-
рической форме жидкости под действием сил межмолеку-
лярного взаимодействия двумерная жидкость со временем
приобретает форму круга (в качестве поверхности двумер-
ной жидкости выступает периметр).

Моделирование системы на этапе вычисления потенциаль-
ной энергии может быть проведено путем численного интег-
рирования уравнений Ньютона, описывающих движение
отдельных атомов или молекул. Начальные координаты и
скорости молекул могут быть выбраны случайным образом,
но так, чтобы начальный ансамбль атомов (молекул) моде-
лировал конденсированную фазу вещества.

Задание

1. Установите связь между изменением величины потенци-
альной энергии ансамбля атомов (молекул) и изменением
площади поверхности. Определите коэффициент поверхно-
стного натяжения.

2. Определите зависимость коэффициента поверхностного
натяжения от числа молекул в жидкости (N изменяется от
100 до 1000).

3. Определите зависимость коэффициента поверхностного
натяжения от температуры ансамбля частиц (в диапазоне
температур, соответствующих существованию конденсиро-
ванной фазы).

В качестве параметров используйте 0 4 Ar
o

=  и

0 200 KU k =  – такие параметры приблизительно соответ-
ствуют потенциалу взаимодействия между атомами ксенона,
масса атома ксенона составляет 130 атомных единиц.

Публикацию подготовили
В.Альминдеров, А.Попов, О.Поповичева
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Задачи

(см. «Квант» №4)

1. Не обязательно – см. рис. 1.

2. Покажем, что наименьший периметр прямоугольника равен
14. Легко проверить, что не подходят прямоугольники разме-
ром 1 nѣ , где 5n £ ; 2 nѣ , где 4n £ ; 3 nѣ , где 3n £  (при
других значениях n прямоугольник имеет периметр, превыша-
ющий 13). Прямоугольник 3 4ѣ  подходит. Действительно,

если Малыш последовательно бу-
дет ставить крестики в отмеченные
клетки (рис.2), то он выиграет,
поскольку на каждый его ход
Карлсон вынужден будет отвечать
ходом на той же горизонтали
(если он этого не сделает, то у
Малыша будет возможность поста-
вить 3 крестика по горизонтали).
3. Из всех артистов, кроме Удава,

можно составить не более 3 пар для исполнения песни: Мар-
тышка + Попугай, Мартышка + Слоненок и Попугай + Сло-
ненок. Так как Удав исполнил 1 песню, то всего было испол-
нено не больше 1 + 3 = 4 песен.
Кроме того, из всех артистов, кроме Удава, можно составить
не более 1 тройки для исполнения танца: Мартышка + Попу-
гай + Слоненок. Так как Удав исполнил 2 танца, то всего
было исполнено не больше 2 + 1 = 3 танцев.
Итого, на концерте могло быть исполнено не более 4 + 3 = 7
номеров, а так как, по условию, их и было ровно 7, то кон-
церт состоял в точности из 4 песен и 3 танцев.
Итак, были исполнены 3 песни следующими составами: Мар-
тышка + Попугай, Мартышка + Слоненок и Попугай + Сло-
ненок, а также еще одна – четвертая – песня, которую кто-то
из тройки Мартышка, Слоненок и Попугай исполнил вдвоем
с Удавом. Поэтому из них троих кто-то исполнил 3 песни, а
остальные двое – по 2 песни.
Перейдем к танцам. Один танец Мартышка, Слоненок и По-
пугай исполнили втроем, и еще 2 танца по двое из них испол-
нили вместе с Удавом. Поэтому кто-то из них дважды уча-
ствовал в этих двух танцах, а остальные двое – по разу. Та-
ким образом, кто-то из тройки Мартышка, Слоненок и Попу-
гай исполнил 3 танца, а остальные двое – по 2 танца.
Если кто-то из этой тройки исполнил 3 + 3 = 6 номеров, то
остальные двое исполнил по 2 + 2 = 4 номера. По условию,
Мартышка исполнила больше номеров, чем Слоненок, поэто-
му в данном случае Слоненок мог исполнить только 4 номера.
Если же двое из троих исполнили по 3 + 2 = 2 + 3 = 5 но-
меров, то один исполнил 2 + 2 = 4 номера. И опять же, так
как Мартышка исполнила больше номеров, чем Слоненок, то
в данном случае Слоненок мог исполнить только 4 номера.
Как видим, во всех случаях Слоненок исполнил 4 номера. О
Мартышке и Попугае ничего определенного сказать нельзя,
но это и не требуется.

4. Обозначим через А, Б, В, Г утверждения Ани, Бори, Вити,
Гены соответственно. Верному утверждению припишем значе-
ние И (истина), неверному – Л (ложь). Логическое следова-
ние обозначим знаком ⇒. Учитывая, что каждое из трех ут-
верждений И ⇒ И, Л ⇒ И, Л ⇒ Л истинно, а утверждение
И ⇒ Л ложно, составим таблицу истинности всевозможных
вариантов утверждений ребят:

Из этой таблицы видно, что утверждение В ⇒ Г всегда истин-
но, а утверждение Г ⇒ В может быть ложным.
5. Покажем, как можно добиться равновесия. Две гирьки на-
зовем парой, если сумма их масс равна 201 г. Ясно, что 50
пар образуют половину общей массы всех 200 гирек. Добьем-
ся того, чтобы на левой чашке, так же, как и на правой, при-
сутствовали 50 пар.
Если на левой чашке можно указать 50 гирек, парные для ко-
торых находятся на правой чашке, то оставим их на левой
чашке, а с правой чашки переместим к ним парные гирьки
(переместив также другие 50 гирек с левой чашки на пра-
вую).
Если на левой чашке можно указать 50 гирек, парные для ко-
торых находятся среди них (т.е. 25 пар), то на правой также
существует не меньше 25 пар. Оставляя эти гирьки на месте,
добавим к ним 25 пар с правой чашки (также переместив дру-
гие 50 гирек с левой чашки на правую).
Поскольку один из перечисленных случаев всегда имеет мес-
то, то с помощью указанных перекладываний можно добиться
равновесия.

Рис. 1

Рис. 2

ДОПОЛНЯЙ И ВЛАСТВУЙ

1. Указание. Прибавьте к обеим частям предполагаемого ра-
венства сумму
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б) Заметим, что 
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Очевидно, все цифры этой разности не меньше 7.

3. а) Дополним число N дробью 
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Если складывать дроби с конца в начало, то все выражение
«сложится», как телескопическая антенна:
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б) Рассмотрим следующие дополнения:

1
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2
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Понятно, что 
1 2 8B B BЧ Ч = . Очевидно также, что B >

> 1 2B B> > . Поэтому 3
1 28 B B B B= Ч Ч < . Значит, B > 2. Но

тогда 2 = A < B.
Докажем теперь, что C < A. Обозначим

 3
576 575 573 572D C= = - + - +

+ 570 569 3 2- + + -K .

Используем идею дополнения. Строим выражения

1 575 574 572 571 569D = - + - + - 568 2 1+ + -K ,

2 574 573 571 570D = - + - + 568 567 1 0- + -K .

Очевидно, 1 2D D D< < . Ясно также, что 1 2 24D D D+ + = .
Поэтому D < 8, а значит, C < 2.
Итак, C < A < B.

КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Вопросы и задачи

1. Из-за конечного углового размера Солнца края теней от
предметов размыты. В каждую точку отрезков 1 1A B  и 2 2A B

(рис.3) попадают лучи лишь
от части солнечного диска.
Границы полутеней – точки

1B  и 2B  – совпадут раньше,
чем сблизятся предметы 1 и 2.
2. Если спичка находится
вблизи строки S, то ни один
луч, выходящий из строки, не
попадет в зрачок (рис.4,а).
Если же спичка расположена
у самого глаза, то некоторые
лучи проходят внутрь зрачка
(рис.4,б).
3. «Проведя» эту линию с помощью длинной линейки или
ровной палки, вы, как и следовало ожидать, попадете на

Солнце. Но линия, проведенная лишь мысленно, может и
«промахнуться». Эта иллюзия связана с тем, что небо пред-
ставляется нам куполообразным.
4. Вблизи сетки-ограды даже отдельный ее прут может замет-
но перекрыть поле зрения глаза. Удаляясь от сетки, мы уве-
личиваем и поле зрения и световой поток от игроков, прохо-
дящий через большее число отверстий.
5. Нет. Небо вокруг звезды как через трубу, так и без нее
выглядит одинаково ярко, а рассеянный атмосферой солнеч-
ный свет значительно ярче света звезд.
6. Конечно, можно. Отраженные лучи, ищущие от зеркала к
линзе, неотличимы от действительных солнечных лучей.

Рис. 3

Рис. 4
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7. Выпуклые зеркала
имеют более широкую
область обзора, чем
плоские.
8. Можно. Для этого
надо закрыть свечу от
зрителя экраном и по-
лучить ее зеркальное
отражение от стеклян-
ной пластины (рис.5).
Затем совместить изоб-

ражение свечи с сосудом, наполненным водой.
9. Коэффициент отражения лучей заметно возрастает по мере
приближения угла падения к прямому. (Этот случай не свя-
зан с возникновением миража из-за искривления лучей у по-

верхности разогретого
асфальта.)
10. Наблюдатель О
(рис.6), судя по рисун-
ку в тексте, находится
на уровне второго этажа
дома. Глядя непосред-
ственно на дом, в окнах
верхних этажей он ви-
дит отражение светлого
неба, а в нижних – от-
ражение темной земли
(М) или своего места
наблюдения (N). Глядя
же на мокрый асфальт,
наблюдатель О во всех
окнах видит небо – то
же, что видел бы зер-
кальный ему наблюда-
тель O¢ .

11. Из-за преломления света на границе вода – воздух изоб-
ражение дна будет казаться наклонным с наибольшей глуби-

ной у ног человека.
12. Кажущаяся скорость
меньше истинной в n
раз, где n – показатель
преломления воды.
13. В результате пре-
ломления лучей на гра-
нях аквариума (см.
рис.7 – вид сверху) в
глаз попадают два пото-
ка лучей.
14. Идущие от монеты
лучи отражаются от зад-
ней стенки банки и, пре-
ломившись на поверхно-
сти воды, попадают в
глаз. От мокрой ладони,
приложенной к задней
стенке, отражения не бу-
дет – лучи или поглотят-
ся или рассеются.
15. Из-за рефракции –
искривления световых
лучей при прохождении
через атмосферу – уже
ушедший за горизонт
нижний край Солнца ка-

жется нам приподнятым. Верхний край солнечного диска
приподнимается рефракцией слабее. Поэтому Солнце у гори-

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7

зонта кажется немного сплюснутым по вертикали.
16. На более длинном пути в атмосфере, который проходит
свет к глазу от низко стоящего светила, заметно рассеиваются
практически все составляющие светового спектра, кроме са-
мых длинных волн – красных.

Микроопыт

На левом рисунке в тексте ближний цилиндр кажется по
крайней мере раз в восемь меньше, чем дальний. На правом
рисунке все три цилиндра кажутся одинаковыми. Линейка,
однако, удостоверит вас в том, что малый цилиндр в три раза
меньше большого. Все дело – в эффекте перспективы.

ВОЗРОЖДЕНИЕ «БЕСПОЛЕЗНЫХ» ЧИСЕЛ

1. а) При четном k утверждение очевидно, для k = 2s + l из
предположения, что kN  является квадратом, вытекает

( )
22 12 1 2 1s m+ - = + , откуда ( )2 2

2 2 1
s m m= + + , что невозмож-

но; б) 2 1k -  в двоичной системе записывается с помощью k

единиц.
2. а) Пусть k = 2s + l, тогда

4 1 2
2 1 1 2 2 1

s s

sN +

+
- = - - =

= ( )4 2 3 4 2 2
2 2 1 2 2 1

s s s- -+ - - - = ( )
2

4 2 2 1
9 2 2 1

s s- -Ч - + ,

а ( )2 1
2 1 2 1

s- + = + ( )2 2 2 3
2 2 2 1

s s- -
- + - +K  делится на 3;

б) из равенства 
( )

22
3

1

1

4

m

t

m m
t

=

+
=е  получаем

 
( ) ( )

2 1 1
3 33

1 1 1

2 1 2
m m m

t t t

t t t
- -

= = =

- = - =е е е

= ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
2 1 2 1 1m m m m m m- - - = - ,

остается положить 2 1
2

k
m

-
=  при нечетном k.

3. Искомая сумма равна ( )( )n n nσ - , а ( )nσ = rn.

4. Так как ( )82 7 73σ = Ч , ( )8 32 7 73 7 73 2 2 37σ Ч Ч = Ч Ч Ч Ч ,

( )37 2 19σ = Ч , ( ) 2
19 2 5σ = Ч , то для числа

8
2 5 7 19 37 73n = Ч Ч Ч Ч Ч  имеем ( ) 3n nσ = ; если взять

8
2 3 5 7 19 37 73n = Ч Ч Ч Ч Ч Ч , то получим ( ) 4n nσ = . Равенства

( )92 3 11 31σ = Ч Ч , ( ) 2
11 2 3σ = Ч , ( ) 531 2σ =  приводят к числу

9
2 3 11 31n = Ч Ч Ч , для которого ( ) 3n nσ = . Поскольку

( )132 3 43 127σ = Ч Ч , ( ) 2
43 2 11σ = Ч , ( ) 7

127 2σ = , то получаем

число 
13
2 3 11 43 127n = Ч Ч Ч Ч , для него ( ) 3n nσ = . Из

( )142 7 31 151σ = Ч Ч , ( ) 3151 2 19σ = Ч  находим
14
2 5 7 19 31 151n = Ч Ч Ч Ч Ч  и ( ) 3n nσ = ; добавив сомножитель

3, получим 14
2 3 5 7 19 31 151n = Ч Ч Ч Ч Ч Ч  и ( ) 4n nσ = .

5. Равенства ( )102 23 89σ = Ч , ( ) 323 2 3σ = Ч , ( ) 289 2 3 5σ = Ч Ч ,

( )3 3
3 2 5σ = Ч , ( )25 31σ =  приводят к числу

10 3 2
2 3 5 23 31 89n = Ч Ч Ч Ч Ч , для которого ( ) 4n nσ = . Из

( )11 2
2 3 5 7 13σ = Ч Ч Ч , ( )11 2 5 3 2 2

2 3 5 7 13 2 3 5 7 13σ Ч Ч Ч Ч = Ч Ч Ч Ч ,

( )3 3
3 2 5σ = Ч , ( )25 31σ = , ( )27 3 19σ = Ч  ( )( )213σ  не рассмат-

риваем: второй сомножитель 13 появился за счет ( )( )23σ  по-

лучаем 11 3 2 2
2 3 5 7 13 19 31n = Ч Ч Ч Ч Ч Ч , для него ( ) 5n nσ = . По-

скольку ( )152 3 5 17 257σ = Ч Ч Ч , ( )257 2 3 43σ = Ч Ч ,

( ) 2
43 2 11σ = Ч , ( ) 2

17 2 3σ = Ч , ( )5 23 2 7 13σ = Ч Ч , ( )27 3 19σ = Ч ,

( )25 31σ = , то 15 5 2 2
2 3 5 7 11 13 17 19 31 43 257n = Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч  и

( ) 6n nσ = .
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XXXII ВСЕРОССИЙСКАЯ ОЛИМПИАДА
ШКОЛЬНИКОВ ПО МАТЕМАТИКЕ

Заключительный этап

9 класс

1. Ясно, что ломаная пересекает диагональ. Пусть А – одна
из вершин ломаной, лежащая на диагонали. Будем двигаться
по ломаной, пока не попадем первый раз снова в вершину В,
лежащую на диагонали. Из симметрии, если двигаться по ло-
маной из А в другую сторону, то В также окажется первой
вершиной на диагонали, в которую мы попадем. При этом ло-
маная уже замкнется, поэтому через остальные 13 центров
клеток на диагонали ломаная не проходит.
Раскрасим доску в шахматном порядке так, чтобы диагональ
была черной. Заметим, что на нашей ломаной белые и черные
клетки чередуются, поэтому их количества равны. В исход-
ном же квадрате черных клеток на одну больше. Поскольку
клетки диагонали черные и ломаная не проходит через 13 из
них, то она не проходит и через 12 белых клеток.
Итого, длина ломаной не более 2

15 13 12 200.- - =

2. Рассмотрим какое-нибудь натуральное число n > 1000000.
Покажем, что условию будет удовлетворять четверка чисел
–n, n + 1, ( )1 1n n + + , ( ) ( )( )1 1 1 1n n n n+ + + + . Действитель-
но, применив трижды соотношение

( )

1 1 1

1 1a a a a
- =

+ +
,

получаем

( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n n n
+ + + =

- + + + + + + +

= 
( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1

1 1 1 1 1 1n n n n n n n n
- + + =

+ + + + + +

= 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n n n
- + =

+ + + + + + +

= 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n n n+ + + + + + +
,

что и требовалось.
3. 117.
Заметим, что 2006 17 118= Ч , поэтому найдутся 2 цвета, в ко-
торые покрашены в сумме не менее 2 118 236Ч =  точек.
Докажем индукцией по k, что через 2k – 1 точку двух цветов
всегда можно провести k – 1 непересекающуюся хорду с од-
ноцветными концами. База очевидна. Пусть k > 2. Тогда сре-
ди точек возьмем две одноцветные, стоящие подряд. Соеди-
ним их хордой, выбросим и применим предположение индук-
ции к оставшимся точкам.
Выбрав 235 точек двух цветов и применив данное утвержде-
ние, получаем, что 117 хорд Коля сможет провести всегда.
Осталось привести пример, когда больше хорд провести
нельзя.

Допустим, на окружности стоят 17k точек. Пусть Петя покра-
сит каждую точку в цвет, соответствующий остатку от деле-
ния на 17 ее номера. Докажем индукцией по k, что через эти
точки можно провести не более k – 1 хорды с выполнением
условия. База очевидна, докажем переход. Пусть проведено
некоторое количество хорд. Рассмотрев две соединенные точ-
ки А и В на минимальном расстоянии друг от друга, получим
такую хорду АВ, что на одной из дуг, на которые она делит
окружность, нет концов других проведенных хорд. Теперь со-
трем хорду АВ и уберем с окружности все точки этой дуги,
включая один из концов хорды. Мы получим исходную рас-
краску 17l точек при l < k. Они соединены не более чем l – 1
хордой, поэтому изначально хорд было не больше

1 1 1l k- + £ - , что и требовалось.
4. Пусть М – вторая точка пересечения ω  со стороной АС.
Докажем, что четырехугольник ATLC вписанный. Действи-
тельно, заметим, что при гомотетии с центром А, переводя-
щей окружность ω  в описанную окружность треугольника
ABC, прямая MK переходит в прямую СВ, а следовательно,
они параллельны (рис.8).
Тогда получаем, что
AMK ACB ACTР = Р = Р ,

но из вписанности четырех-
угольника AMLK имеем
AMK ALK ALTР = Р = Р .

Отсюда ACT ALTР = Р ,
т.е. четырехугольник
ATLC вписанный. Следова-
тельно, CTA CLAР = Р , но
по свойству касательной

CLA LKAР = Р , т.е.
CTA TKAР = Р , и, значит,
BTA BKTР = Р . Тогда тре-

угольники ВТA и ВKТ по-
добны по двум углам, откуда 2BT BK BA= Ч . С другой сто-
роны, произведение BK BAЧ  равно квадрату касательной к
окружности ω  из точки В.

5. Заметим, что k
k

k

a
b

c
= , где kc  – наименьший простой дели-

тель ka . Так как 9 10b b> , то 9 1b >  и 9 9b c³ . Отсюда
2

10 9 9a a c> ³ . Но из неравенств 1i ia a +< , 1i ib b +>  следует,

что 1i ic c +< , т.е. 1 2 10c c c< < <K . Значит, 9 23c ³ , так как

23 – девятое по счету простое число. Поэтому 2
10 9a c> ³

529 500³ > .
6. Заметим, что точка X лежит на луче RP (рис.9), так как

RAZ ARPР > Р  ( RAZ ABC PRQ ARPπР = Р = - Р = Р +
QRC+ Р ). Аналогично, точка Y лежит на луче RQ.

 Тогда ACB XABР = Р  и APX RPB RQCР = Р = Р , и тре-
угольники АРХ и CQR равны по стороне и двум углам. Сле-
довательно, РХ = QR. Аналогично, PR = QY, откуда и сле-
дует утверждение задачи.
7. Выигрывает игрок, делающий второй ход.
Приведем выигрышную
стратегию для второго.
Первыми несколькими хо-
дами он склеивает каждую
клетку, примыкающую к
границе квадрата, со всеми
ее соседями. На это потре-
буется не более 8 99Ч  хо-
дов, т.е. после этого будет
склеено всего 16 99Ч  пар
сторон и, как следствие, не

более 
10000

2 16 99
2

Ч Ч <  до-

Рис. 8

Рис. 9
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миношек окажутся склеенными с чем-нибудь еще. Следова-
тельно, после этого еще останутся отдельные доминошки, и
фигура не будет связной. Далее второй будет действовать
произвольным образом, следя только за тем, чтобы не проиг-
рать прямо нынешним ходом.
Тогда все доминошки распадаются на две связные фигуры,
причем все несклеенные отрезки – это граница между этими
фигурами, так как любой другой отрезок можно склеить. При
этом одна из этих фигур содержит все граничные клетки
квадрата.
В границе внутренней фигуры четное число отрезков (если
мы обойдем эту ломаную, то отрезков, по которым мы шли
вверх и вниз, будет поровну; то же с отрезками вправо и вле-
во). Подсчитаем изначальное число разрезанных сторон от-
резков. Оно равно суммарному периметру всех доминошек,
уменьшенному на периметр квадрата и деленному на 2 (так
как каждый из остальных отрезков считался по два раза),

т.е. 
6 5000 400

2

Ч -
– четному числу. Значит, к данному момен-

ту стерто также четное число сторон, и ходить должен пер-
вый. Противоречие.

8. Обозначим через 1c  и 2c  корни уравнения ( ) 0f x = , а че-

рез 1x  и 2x  – корни уравнения ( )( ) 0f f x = , сумма которых

равна –1. Множество корней последнего уравнения совпадает

с объединением множеств корней уравнений ( ) 1f x c=  и

( ) 2f x c= . Если 1x  и 2x  являются корнями одного из после-

дних двух уравнений, то их сумма, равная –1, будет по тео-
реме Виета равна и –а, откуда а = 1. Можно считать, что

1 2c c³ . Но поскольку по теореме Виета 1 2 1c c+ = - , то

2

1

2
c £ - . Из условия следует, что дискриминант уравнения

( ) 2f x c=  неотрицателен, поэтому 21 4 4 0b c- + ³ , откуда
1

4
b £ - .

В противном случае, не умаляя общности, можно записать,

что 2
1 1 1x ax b c+ + =  и 2

2 2 2x ax b c+ + = . Складывая после-

дние два равенства, получим ( )2 2
1 2 1 2 1 22x x a x x b c c+ + + + = + .

Поскольку 1 2c c a+ = -  по теореме Виета, а 1 2 1x x+ = -  по
условию, то последнее равенство после сокращения перепи-

шется так: 2 2
1 2 2 0x x b+ + = . Но тогда ( )2 2

1 2

1

2
b x x= - + £

( )
2

1 2

1 1

4 4
x x£ - + = - .

10 класс

2. В решении латинскими буквами везде обозначены нату-
ральные числа.

По условию, ( ) ( )
3 33 31 1x x x y- + + + = , или ( )2 3

3 2x x y+ = .

Тогда у делится на 3, у = 3z и ( )2 3
2 9x x z+ = . Очевидно,

( )2
НОД , 2 2x x + £ .

Докажем, что случай ( )2
НОД , 2 1x x + =  невозможен. Дей-

ствительно, в этом случае либо 39x u=  и 2 3
2x v+ = , либо

3x u=  и 2 3
2 9x v+ =  при некоторых натуральных u, v. В

первом случае получаем 6 3
81 2u v+ = , что невозможно, так

как куб целого числа при делении на 9 дает остаток 0 или
1± . Аналогично, второе равенство влечет, что 6 3

2 9u v+ = ,
что невозможно по тем же причинам.

Итак, ( )2
НОД , 2 2x x + = , ( )2 3

2 9x x z+ = . Тогда x (и, следо-

вательно, z) четно, поэтому ( )2
2x x +  делится на 8. Посколь-

ку 2
2x +  не делится на 4, получаем, что х делится на 4, что

и требовалось.

Замечание. Можно доказать, что уравнение задачи имеет
единственное решение в натуральных числах: (4; 6). Однако
элементарное доказательство этого факта автору задачи неиз-
вестно.

11 класс

1. При 1x ³  имеем 1
2

x x
π

£ £ < . Отсюда sin sinx x£ .

Далее, поскольку 0 sin 1x< < , имеем sin sinx x< . Пусть

0 < x < 1. Перепишем неравенство: ( )2 2
sin sint t<  при 0 <

< t < 1. Так как ( )2 2
sin 0 sin 0= , то достаточно доказать

( ) ( )( )2 2
sin sint t

¢¢ < , или ( )22sin cos 2 cost t t t< . Поскольку

2
0

2
t t

π
> > > , то ( )2cos cost t< . Перемножив это неравен-

ство и неравенство sin t t< , получим ( )2sin cos cost t t t< .

2. Заметим, что дробь с периодом Т после домножения на
10 1

T -  становится целым числом. Домножим наши две дроби

а и b на число 10 1 99 9T

T

- = K

123

. Получатся два новых рацио-

нальных числа ( )10 1
TA a= -  и ( )10 1

TB b= - . Числа

( ) ( )10 1
TA B a b+ = - +  и ( )

2
10 1

TAB ab= -  целые, так как

а + b и ab – дроби с периодом Т, становящиеся целыми при

домножении на 10 1
T -  и тем более на ( )

2
10 1

T - . Но два ра-

циональных числа, сумма и произведение которых целые, яв-
ляются корнями приведенного квадратного уравнения с целы-
ми коэффициентами, т. е. сами являются целыми числами.
Значит, а и b могут быть записаны в виде обыкновенных дро-
бей со знаменателем 10 1

T - , откуда и следует утверждение
задачи.
3. Выигрывает первый.
Разобьем все отмеченные точки на пары (множество отрезков
в концах точек пары – горизонтальные отрезки длины 1).
Опишем выигрышную стратегию первого игрока. Пусть пер-
вым ходом он соединит точки из какой-нибудь пары. Если
второй соединяет отрезком две точки какой-нибудь пары, то
первый должен соединить отрезком две точки другой пары –
назовем эти два отрезка двойкой первого типа. Если же вто-
рой соединит отрезком две точки из разных пар, то первый
должен соединить отрезом две оставшиеся точки их этих пар
– назовем эти два отрезка двойкой второго типа. Заметим,
что количество точек делится на 4, поэтому последний ход
сделает второй. Первый будет делать ответные ходы до тех
пор, пока не останется одна пара – эти две оставшиеся точки
соединит отрезком второй игрок. Заметим, что в двойке пер-
вого типа можно выбрать направление так, чтобы сумма двух
векторов равнялась нулевому вектору, а в двойке второго
типа – так, чтобы сумма двух векторов равнялась горизон-
тальному вектору длины 2 (любого из двух направлений).
Теперь первому нужно выбрать направления в двойках второ-
го типа, чтобы суммарная длина всех векторов в этих двой-
ках равнялась либо нулевому вектору, либо горизонтальному
вектору длины 2. После этого останутся только два отрезка
длины 1 (первый ход первого игрока и последний ход второ-
го), на которых первому игроку нужно выбрать направления
так, чтобы сумма всех векторов равнялась нулевому вектору.
4. Пусть биссектрисы AI, BI, CI пересекают описанную ок-
ружность в точках 0A , 0B  и 0C  соответственно. Точки 

0B  и

0C  являются серединами дуг АС и АВ соответственно. Про-
ведем через А прямую, параллельную 0 0B C , пересекающую
биссектрисы в точках BI  и CI  (рис.10). Имеем

0AIB ABI BAIР = Р + Р =

= 0 0ABB BAAР + Р = 0 0 0B BC CAA B AIР + Р = Р ,
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поэтому треугольник 0B AI  равнобедренный ( 0B A BI= ).
Аналогично, 

0C A CI= . Поэтому треугольники 
0 0B AC  и

0 0B IC  равны. Далее, отрезок 
0 0B C  является серединным

перпендикуляром к AI, a AI – высота в треугольнике 
B CII I .

Отсюда следует, что 0 0B C  – средняя линия треугольника

B CI II . Получаем следующие равенства для радиусов описан-
ных окружностей:

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 2 2B CR I II R B IC R B AC R ABC= = = .

Теперь достаточно доказать, что точки М и N лежат на опи-
санной окружности треугольника 

B CI II . Заметим, что

0 0 0 0 0BAI I C B I C B A C CA ICAР = Р = Р = Р = Р , значит, точки
А, I, С, BI  лежат на одной окружности, отсюда

1 1 1 1 BB A BC B I B IЧ = Ч . С другой стороны, 1 1B A BCЧ =

1 1B M B N= Ч , так как точки А, М, С, N лежат на одной ок-
ружности. Следовательно, 1 1 1 1 BBM B N B I B IЧ = Ч , и точка BI

лежит на описанной окружности треугольника IMN. Анало-
гично, на ней лежит точка CI , что и требовалось.
5. Очевидно, что, начиная со второго члена, наши последова-
тельности возрастают: 2

2 1 1n n nx x x+ + +> > , 2 1n ny y+ +> . Так

как 2
3 1 1 2x > + = , 2

3 1 1 2y > + = , все члены каждой из пос-
ледовательностей, начиная с третьего, больше 2. Аналогично,
при n > 3 получим 3nx > , 3ny > .

Заметим теперь, что 2 4
2 1n n nx x x+ +
> >  при n > 1. С другой

стороны, 2 2 2 2 3
2 1 1 3n n n n n n n ny y y y y y y y+ + -= + = + + < <  при

n > 3.
Итак, при n > 3 имеем

2

2

lg 4 lg

lg 3 lg
n n

n n

x x

y y
+

+

> ,  а  
1

2 2

2 2

lg 4 lg

lg 3 lg

k
k

k

x x

y y

-ж ц
> з чи ш .

При достаточно большом k
правая часть последнего
неравенства больше 1, а
значит, 2 2k kx y> , что и
требовалось доказать.
6. Из теоремы о трех пер-
пендикулярах следует, что
SD – высота в грани SAB.
Так как SS¢  – диаметр ок-
ружности, проходящей че-
рез S, S¢  и А, то

90SASР = °¢  (рис.11).
Обозначив через R и r ра-
диусы описанной сферы
пирамиды и вписанной ок-
ружности треугольника

ABC соответственно, имеем

( )2 2 2 2 2 2S A S A AA SS SA AD= + = - + =¢ ¢ ¢ ¢ ¢

= ( )2 2 2 2 2SS SA AD SS SD- - = - =¢ ¢

= ( ) ( )
22 2 2 2 2

2SS SI ID R SI r- + = - -¢ .

Аналогично вычисляя S B¢ ¢  и S C¢ ¢ , получаем, что

( )
2 2 22S A S B S C R SI r= = = - -¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ .

8. В решении будем пользоваться следующей известной тео-
ремой.
Теорема Холла. Пусть дан двудольный граф G, т.е. его
вершины разбиты на два подмножества А и В таких, что
любое ребро соединяет вершины из разных подмножеств.
Предположим, что для любого подмножества вершин

1A AН  количество вершин в 1A  не больше, чем количество
вершин, соединенных хотя бы с одной вершиной из 1A . Тог-
да в графе найдется паросочетание (т.е. набор ребер с раз-
личными концами), содержащее все вершины множества А.
Перейдем к решению задачи. Построим граф, вершины кото-
рого соответствуют пионерам, а ребра – знакомствам. Степе-
ни вершин этого графа не менее 50 и не более 100. Докажем
вспомогательное утверждение.
Лемма 1. Пусть k n m£ £  – натуральные числа. Тогда из
графа, степени вершин которого не менее п и не более т,
можно удалить несколько ребер так, чтобы степени всех
вершин стали не менее n – k и не более m – k.
Доказательство. Понятно, что достаточно доказать утвержде-
ние леммы для k = 1. До тех пор пока есть ребра, соединяю-
щие пары вершин степени m, будем удалять такие ребра.
Пусть таких ребер больше нет, обозначим через А множество
всех вершин степени m в полученном после удаления ребер
графе G, а через В – множество всех остальных вершин.
Рассмотрим двудольный граф G¢  на тех же вершинах, в ко-
тором останутся лишь ребра между А и В. Проверим выпол-
нение условия теоремы Холла для этого графа. Рассмотрим
множество 1A AМ , пусть 1B  – множество вершин, смежных

с вершинами из 1A . Из 1A  выходит не менее 1m A  ребер к

вершинам множества 1B , а в каждую вершину из 1B  входит

менее m ребер, следовательно, 1 1B A³  (через |Х| мы, как

обычно, обозначаем количество элементов в множестве X).
Таким образом, по теореме Холла существует паросочетание,
содержащее все вершины из А. Удалив из графа G ребра это-
го паросочетания, мы получим граф 1G , степени вершин ко-
торого не менее n – 1 и не более m – 1. Лемма 1 доказана.
Вернемся к решению задачи. Применив лемму 1 для исходно-
го графа и k = 30, мы получим граф Н, степени вершин кото-
рого не менее 20 и не более 70. Сделаем его ребра красными.
Для каждой вершины этого графа отметим 20 вершин среди
ее соседей и попарно соединим эти 20 вершин зелеными реб-
рами. Так как из каждой вершины выходит не более 70 крас-
ных ребер, то из нее выходит не более чем 70 19 1330Ч =  зе-
леных ребер.
Рассмотрим граф H ¢  с зелеными ребрами на вершинах графа
Н. Несложно по очереди покрасить эти вершины в 1331 цвет
так, чтобы соседние вершины были разноцветными: рассмат-
ривая каждую следующую вершину, покрасим ее в любой не-
задействованный среди ее соседей цвет.
Теперь опять рассмотрим граф Н с красными ребрами. Среди
соседей каждой его вершины есть 20 выделенных, и все они
покрашены в разные цвета.
Замечание. Можно покрасить пилотки пионеров всего в 761
цвет (это наблюдение принадлежит И.Богданову). Для дока-
зательства этого факта надо заменить лемму 1 на более силь-
ную лемму 2, доказательство которой предоставляется читате-
лю.
Лемма 2. Пусть k n£  – натуральные числа. В графе G
степени всех вершин не менее n и не более 2n. Тогда можно
удалить несколько ребер так, чтобы степени всех вершин
стали не менее k и не более 2k.

Рис. 10

Рис. 11
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