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Отсюда найдем высоту подъема жидкости:

( ) 2
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2
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h
g d

ε ε −  =  ρ  
.

Упражнения

1. Внутри плоского конденсатора с площадью пластин
2200 смS =  и расстоянием между ними d = 0,1 см находится

пластина из стекла ( 5ε = ), целиком заполняющая пространство
между пластинами конденсатора. Как изменится энергия кон-
денсатора, если удалить стеклянную пластину? Решить задачу
при двух условиях: 1) конденсатор все время подсоединен к
батарее с напряжением U = 300 В; 2) конденсатор был первона-
чально присоединен к той же батарее, затем отключен, и после
этого пластина была удалена. Найдите также механическую
работу, которая затрачивается на удаление пластины в том и
другом случае.

2. Плоский воздушный конденсатор, пластины которого рас-
положены горизонтально, наполовину залит жидким диэлектри-
ком с проницаемостью ε . Какую часть конденсатора надо залить
этим же диэлектриком при вертикальном расположении пластин,

d h

чтобы емкости в обоих
случаях были одинако-
вы?

3. В подключенный к
батарее плоский конден-
сатор вставляются две
пластины из сегнетоэ-
лектрика ( 100ε = ) та-
ким образом, что между
ними остается неболь-
шой зазор (рис.8). При
какой величине зазора h поле в нем будет в n = 50 раз больше,
чем в отсутствие диэлектрика? Расстояние между обкладками
d = 2 см.

4. Плоский конденсатор с горизонтально расположенными
пластинами подсоединен к батарее с ЭДС E  и помещен в сосуд,
который постепенно заполняется керосином ( 2ε = ). Найдите
зависимость напряженности поля в центре конденсатора от
толщины слоя керосина h внутри него. Расстояние между
пластинами конденсатора равно d.

Рис. 8

ЗАДАЧИ  О  ТОЧКАХ,  ЛЕЖАЩИХ  НА  ОКРУЖНОСТИ,  О

хордах и касательных, проходящих через эти точки, часто
встречаются в вариантах вступительных экзаменов. С мето-
дами решения таких задач мы и собираемся познакомить
читателей.

Напомним основные теоремы, которыми нам в дальней-
шем придется часто пользоваться. Это прежде всего теоремы
о вписанных углах, углах между хордами и касательными,
углах с вершиной внутри и вне круга и, разумеется, теорема
синусов. Причем теорему синусов часто бывает удобно
применять в следующей формулировке: если из точки А
окружности радиуса R хорда ВС длины а видна под углом
α , то 2 sina R= α  (рис.1).

Мы рекомендуем читателям вспомнить формулировки и
доказательства упомянутых теорем. Ведь очень часто дока-
зательство той или иной теоремы содержит в себе методы

решения близких по формули-
ровке задач.

В дальнейшем мы будем при-
держиваться стандартных обо-
значений сторон, углов и дру-
гих элементов треугольника, т.е.
полагать, что ВС = а, АС = b,
AB = c, AР = α , BР = β ,

CР = γ . Радиус окружности,
проходящей через три задан-
ные точки K, L, M, будем обо-
значать как KLMR .

Итак, приступим к решению задач.
Задача 1. В треугольнике АВС даны сторона ВС = а и
AР = α . Пусть I – центр вписанной окружности, Н –

ортоцентр (точка пересечения высот), 1B и 1C  – основа-
ния высот, проведенных
из вершин В и С. Найди-
те ABCR , BICR , BHCR , а
также отрезки 1 1BC  и
АН.

Решение. По теореме
синусов находим радиус
описанной около треуголь-
ника АВС окружности:

2sinABC
a

R R= = α .

Так как I – точка пересечения биссектрис (рис.2),

BIC
+ -

Р = - = - = +
β γ π α π α

π π2 2 2 2 .

(Заметим попутно, что BICР  всегда тупой и выражается
только через угол α .) По теореме синусов,

2 cos2 sin 22 2

BIC
a a

R = =
ж цчз + чз ччзи ш

απ α
.

Угол ВНС также выражается через α , а именно,
BHCР = -π α . Кстати, здесь необходимо рассмотреть два

возможных случая: <
π

α 2  (рис.3,а) и >
π

α 2  (рис.3,б).

Проследите это самостоятельно. Снова по теореме синусов

Точка на
окружности
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В.ПАНФЕРОВ, В.ТАРАСОВ

Рис. 1

2 2

π α
+

2

β
2

γ
2 2

π α
+

α

a
C

A

B

I

2

β
2

γ

Рис. 2

Рис. 3



К В А Н T $ 2 0 0 2 / № 544

180 α–

2α

α

H

L

M

M
1

K
1

O

K

получаем

( ) 2 sin2 sinBHC

BC a
R R= = =

- απ α .

Для отыскания АН заметим, что точки А, 1B , 1C  и Н лежат
на одной окружности с диаметром АН (см. рис.3). По
теореме синусов, 1 1 sinC B AH= α . Найдем отрезок 1 1BC .
Для этого заметим, что треугольник 1 1B AC  подобен треу-
гольнику АВС, ибо из прямоугольных треугольников 1BB A
и 1CC A  получаем

1 1 cos
AB AC
AB AC

= = α

(или ( )cos cos- =-π α α  при >
π

α 2 ). Поэтому треугольни-

ки 1 1B AC  и АВС подобны с коэффициентом cos α . Но тогда

1 1 cosBC a= α

и

ctgAH a= α .

Упражнения

1. Из точек А и 1A , лежащих по одну сторону от прямой ВС,
отрезок ВС виден под одним и тем же углом №α 0 . Докажите,
что около четырехугольника 1BAAC  можно описать окруж-
ность.

2. Из точек А и A¢ , лежащих по разные стороны от прямой
ВС, отрезок ВС виден под углами α  и 180 -

o α  соответственно.
Докажите, что около четырехугольника BACA¢  можно описать
окружность.

3. Докажите, что выпуклый четырехугольник АВСD является
вписанным тогда и только тогда, когда сумма его противополож-
ных углов равна 180°.

4. Докажите, что выпуклый четырехугольник ABCD является
описанным тогда и только тогда, когда AB + CD = AD + BC.

5. Найдите радиус окружности, описанной около треугольни-
ка 1 1ABC  (см. задачу 1).

Задача 2 (МГУ, мехмат, 1972). В треугольнике KLM угол
L тупой, а длина стороны KM равна 6. Найдите радиус
описанной около треугольника KLM окружности, если
известно, что на этой окружности лежит центр окружно-
сти, проходящий через вершины K, М и точку пересечения
высот треугольника KLM.

Решение. Обозначим через Н ортоцентр треугольника
KLM, через О – центр окружности, проходящей через точки
K, M, H (рис.4). По условию угол L тупой. Поэтому точка
Н лежит вне KLMV , точка L является точкой пересечения

высот в KHMV и лежит
внутри KHMV , а треу-
гольник KHM – остро-
угольный (его углы при
вершинах K, Н, M явля-
ются острыми углами пря-
моугольных треугольни-
ков 1MKM , 1MHM ,

1KMK  соответственно).
Пусть KHMР = α . Тог-

да центральный угол KOM
равен 2α . Из точек О и L
окружности KLM хорда
KM видна под одним и тем
же углом: KLMР =

2KOM=Р = α . Но 1 1 180KLM K LMР = Р = ° - α , так как в
четырехугольнике 1 1LK HM  углы при вершинах 1K  и 1M

прямые. Поэтому 2 180= -
oα α , т.е. 60=

oα , KLMР =

180 60 120= - =
o o o , и по теореме синусов искомый радиус

равен

2sinKLM
KM

R
KLM

= =
Р

6
2 3

2 sin120
=

o
.

Упражнение 6. Радиус окружности, описанной около остро-
угольного треугольника АВС, равен 1. Известно, что на этой
окружности лежит центр окружности, проходящей через верши-
ны А, С и точку пересечения высот треугольника АВС. Найдите
длину стороны АС.

Задача 3 (МГУ, биофак,
1990). Из точки М на окруж-
ности проведены три хорды:
MN = 1, MP = 6, MQ = 2. При
этом углы NMP и PMQ рав-
ны. Найдите радиус окруж-
ности.

Решение. Пусть R – иско-
мый радиус, NMPР =

QMP= Р = α , NP = x (рис.
5). Тогда 2 sinPQ R x= =α
(в окружности против равных
вписанных углов лежат рав-
ные хорды). Теорема косинусов для MPNV  и MPOV Q дает
систему относительно х и cos α :

2 2 2

2 2 2

1 6 2 1 6 cos

2 6 2 2 6 cos

x

x

мп = + - Ч Ч Чпп
н
п = + - Ч Ч Чппо

α,

α,

откуда
34,

1
cos ,

4

xмп =п
пп
н
п =пппо

α

а

2 15
sin 1 cos

4
= - =α α .

Значит,

34
2

2 sin 15
x

R = =
α .

Упражнение 7. Через вершину угла А проведена окружность,
пересекающая стороны угла в точках М и N. Биссектриса этого
угла пересекает окружность в точке Р. Найдите радиус окруж-
ности, если АМ = 1, AN = 2,
АР = 4.

Задача 4 (МГУ, физфак,
1971). Пятиугольник
ABCDЕ вписан в окруж-
ность. Расстояния от вер-
шины Е до прямых АВ, ВС и
CD равны а, b и с соответ-
ственно. Найдите рассто-
яние от вершины Е до диа-
гонали AD.

Решение. Докажем сле-
дующее свойство точки Е
окружности (рис.6):

Если 1A E a= , 1B E b= , 1C E c= , 1D E x=  – соответ-
ственно, расстояния от точки Е окружности до прямых
АВ, ВС, CD, AD, образующих вписанный четырехугольник
ABCD, то

аc = bx.

Доказательство вытекает из наличия двух пар подобных

Рис. 4
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прямоугольных треугольников, имеющих общие гипотену-
зы, а значит, и одинаковые коэффициенты подобия. Дей-
ствительно, вписанные углы ABE и ADE опираются на дугу
АЕ и потому равны, значит, треугольники 1BA E  и 1DD E

подобны с коэффициентом 
BE a

k
DE x

= = .

Далее, углы 1B BE  и 1C DE  равны, так как дополняют
один и тот же угол CDE до 180° (по свойству вписанного
четырехугольника ABCD), значит, треугольники 1BB E  и

1DC E  тоже подобны с тем же коэффициентом 
BE b

k
DE c

= = .

Окончательно имеем

a b
ac bx

x c
= Ю = .

Искомое расстояние равно 
ac

x
b

= .

Упражнение 8 (МГУ, физфак, 1971). В окружность вписана
трапеция ABCD ( AD BCP , AD > BC). На дуге CD, не
содержащей вершин А и В, взята точка S. Точки Р, Q, M и N
являются основаниями перпендикуляров, опущенных из S на
прямые CD, АВ, AD и ВС соответственно. Известно, что
SM = a, SN = b, SP = c. Найдите отношение площадей
треугольников MQS и MPS.

Задача 5 (МГУ, геогр. ф-т, 1989). В выпуклом четырех-
угольнике ABCD проведены диагонали АС и BD. Известно,
что AD = 2, ABD ACDР = Р  = 90° и расстояние между
точкой пересечения биссектрис треугольника ABD и точ-

кой пересечения биссек-
трис треугольника
ACD равно 2 . Най-
дите длину стороны
ВС.

Решение. Из точек В
и С отрезок AD виден
под одним и тем же (пря-
мым) углом. Значит, че-

тырехугольник ABCD является вписанным в окружность с
диаметром AD = 2 (рис.7), причем

2 sinBC R BAC= Р , где 
1

1
2

R AD= = .

Задача, следовательно, сводится к отысканию угла ВАС.
Если из точки В окружности отрезок AD виден под углом

ϕ , то из центра 1I  вписанной в ABDV  окружности отрезок

AD виден под углом 
2
+π ϕ

 (см. задачу 1). Так как

2
ABD ACDР = Р =

π
, 1I  и 2I  – центры вписанных в ABDV

и ACDV  окружностей, то

1 2
1 3
2

AI D AI D
ж цчзР = Р = + =чз ччзи ш

π π
π

2 4 .

Значит, четырехугольник 1 2AI I D  тоже является вписанным
в окружность. Ее радиус

1
1

2
2

2sin 3
2sin

AD
R

AI D
= = =

Р π
4

.

Так как 1 2 1 1 22 sinI I R I AI= Р , то

1 2
1 2

1

1
sin

2 2

I I
I AI

R
Р = = .

Аналогично,

1 2
1

sin
2

I DIР = .

Вписанные углы 1 2I AI  и 1 2I DI  – острые, так как каждый из

подобных треугольников 1I QA  и 2I QD  (где Q =

2 1AI DI= I ) уже имеет тупой угол. Значит,

1 2 1 2 6
I AI I DIР = Р =

π
.

Докажем, что 1 22 2
6 3

BAC I AIР = Р = =
π π

. Действительно,

угол ВАС есть разность двух углов BAD и CAD
( BAC BAD CADР = Р -Р ), а угол 1 2I AI  образован биссек-
трисами последних. Но тогда

1 2 1 2I AI I AD I ADР = Р -Р =
1 1 1
2 2 2

BAD CAD BACР - Р = Р ,

откуда

3
BACР =

π
, а 3BC = .

Упражнения

9. В выпуклом четырехугольнике ABCD проведена диагональ
АС, AD = 7, BC = 3, 60ACDР = o . Известно, что точки А, В, С,
D лежат на одной окружности и перпендикуляр, проведенный
из точки А к стороне CD, делит угол BAD пополам. Найдите
длину диагонали АС.

10. В выпуклом четырехугольнике KLMN проведены диаго-
нали KM и LN. Известно, что 60KLM KMNР = Р = o , 3LM =

и расстояние между точкой пересечения биссектрис треугольни-
ка KLN и точкой пересечения биссектрис треугольника KMN
равно 1. Найдите длину стороны KN.

11 (МГУ, геогр. ф-т, 1986). Внутри треугольника АВС взята
точка K. Известно, что длина стороны ВС равна 1, длина

стороны АВ равна 
3
2

, а величины углов АВС, AKB и CKB

равны 30°, 120° и 120° соответственно. Найдите длину отрезка
BK.

Задача 6 (МГУ, геогр. ф-т, 1986). В выпуклом четырех-
угольнике ABKC длина стороны АВ равна 3 , длина
диагонали ВС равна 1,
а величины углов АВС,
BKA и BKC равны 120°,
30° и 60° соответствен-
но. Найдите длину сто-
роны BK.

Решение. Отрезок
BK виден из точек А и С
под углами BAKР = α
и BCKР = µ  соответ-
ственно (рис.8). Из тре-
угольников АОВ и KOC получаем

180AOB COK ABO BAKР = Р = -Р -Р =o

= 180 120 60- - = -o o oα α ,

180 COK OKC= -Р -Р =oµ

= ( ) ( )180 60 60 30 90- - - - = +o o o o oα α .

Найдем радиусы описанных около ABKV  и CBKV  окруж-
ностей:

3
3

2sin 2sin 30
ABK

AB
R

AKB
= = =

Р o ,

1 1
2 sin 32 sin 60

BCK

BC
R

BKC
= = =

Р o

Рис. 7

Рис. 8
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и выразим через них искомую длину BK = x:

2 3 sin
2 sin

2
2 sin cos

3

ABK

BCK

x
x R

x R x

мп =пм =п пп пЫн н
п п= =п по ппо

αα
µ α,

откуда ctg 3=α , и

2

1 1
sin

101 ctg
= =

+

α
α

.

Значит,

1 6
2 3

510
x = = .

Задача 7. Биссектриса DE треугольника ADC продлена
до пересечения с описан-
ной окружностью в точке
В. а) Известно, что BD =
= l и ADCР = β . Найдите
площадь четырехугольни-
ка ABCD. б) Известны
длины отрезков DE = m и
BE = n, на которые отре-
зок BD рассекается дру-
гой диагональю АС. Най-
дите длины отрезков АВ
и ВС.

Решение. а) Для иско-
мой площади S имеем
(рис.9)

1
sin

2
S BD AC DEC= Ч Ч Р =

= 
1

2 sin sin
2

BD R ADC DECЧ Р Ч Р .

Из ADEV  и ABEV  ясно, что

2
DEC DABР = + = Р

β
α , где DAE= Рα ,

1
2 2

ADE CDE BAE BC
И

= Р = Р = Р =
β

.

Поэтому

( )
1

2 sin sin
2

S BD R DEC ADC= Р Р =

= ( )
1

2 sin sin
2

BD R DAB ADCР Р =

= 
1

sin
2

BD BD ADCЧ Ч Р
21
sin

2
l= β .

б) Ответ вытекает из подобия ABEV  и DBAV  (по двум
углам):

2AB BE
AB

BD AB
= Ю =

BD BE= Ч Ю AB =

( )BC m n n= = + .

Задача 8 (МГУ, мехмат,
1997). Диагонали вписан-
ного в окружность четы-
рехугольника ABCD пере-
секаются в точке Е, при-

чем ADB
8

Р =
π

, BD = 6 и

AD CE DC AEЧ = Ч . Найдите площадь четырехугольника
ABCD.

Решение. Конфигурация этой задачи (рис.10) напоминает
предыдущую. Из условия имеем

AD AE
DC CE

= .

В треугольнике ADC отрезок DE рассекает противополож-
ную сторону АС на отрезки, пропорциональные прилежа-
щим сторонам. Значит, DE – биссектриса в ADCV . Дока-
жем это.

Пусть биссектриса 1DE  не совпадает с DE. Тогда по
свойству биссектрисы

1

1

AD AE
DC CE

= , или 1

1

AE AE
CE CE

= ,

но это значит, что точки 1E  и Е совпадают.
Итак, BD – биссектриса. Осталось воспользоваться ре-

зультатом предыдущей задачи. Так как по условию BD =

= l = 6, 2 2
8 4

ADC ADBР = Р = Ч =
π π

, то искомая площадь

равна

2 21 1
sin 6 sin 9 2

2 2 4
S BD ADC= Р = Ч Ч =

π
.

Задача 9 (МГУ, мехмат, 1997). В окружности проведены
хорды АС и BD, пересека-
ющиеся в точке Е, причем
касательная к окружнос-
ти, проходящая через точ-
ку С, параллельна BD. Из-
вестно, что AB : BE =
= 3 : 1 и ADCS 18=

V
. Най-

дите площадь треугольни-
ка CDE.

Решение. Задача сводит-
ся к нахождению отноше-
ния CE : AC. Действитель-
но, высота Dh , проведен-
ная из вершины D, являет-
ся общей для треугольни-
ков CDE и ADC (рис.11). Поэтому

1
2
1
2

DCED

ADC
D

CE hS CE
S AC

AC h

Ч
= =

Ч

V

V

.

Касательная  CT  параллельна  BD.  Поэтому  BC = DC,

BC DC

И И

= . Обозначим CBD CDBР =Р = α . По теореме о
вписанном угле,

1
2

BAC BC BDC α
И

Р = = Р = ,

 
1
2

DAC CD CBD α
И

Р = =Р = ,

т.е. хорда АС является биссектрисой угла BAD.
Имеем стандартную конфигурацию: биссектриса АЕ в
ABDV  продолжена до пересечения с описанной (около
ABDV ) окружностью, т.е. во вписанном четырехугольнике

ABCD диагональ АС является биссектрисой угла. Рассмот-
рим две пары подобных треугольников. Во-первых,

BAE CDEV V»  по двум углам: BAE CDEР = Р = α ,
BEA DECР =Р . Поэтому BE : BA = CE : CD = 1 : 3. Пусть

СЕ = у, тогда CD = 3y. Кроме того, CDE CADV V»  по двум
углам: CDE CADР = Р = α , а угол при вершине С – общий.

Рис. 9

B

E CA

D

Рис. 10

Рис. 11

∩
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α

C
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Поэтому

( )
22 3

9
yCE CD CD

AC y
CD AC CE y

= Ю = = = .

Значит,

1
9 9

CE y
AC y

= = ,

и искомая площадь равна

1
18 2

9CDE ADC
CE

S S
AC

= Ч = Ч =
V V

.

Упражнение 12. В окружности проведены хорды АС и BD,
пересекающиеся в точке Е, причем касательная к окружности,
проходящая через точку А, параллельна BD. Известно, что
CD : ED = 3 : 2, 8ABES =

V
. Найдите площадь треугольника

АВС.
Задача 10. Биссектриса 1AA  треугольника АВС продле-

на до пересечения в точке 2A  с описанной окружностью
(рис.12). а) Докажите,
что

1 2AAC ABAР = Р ,

 1 2AA B ACAР = Р .

б) Докажите, что
2
al bc mn= - , где al  –

биссектриса угла А, АС =
= b, AB = c, 1AC m= ,

1A B n= .
Решение. а) В точке 1A

пересекаются хорды 2AA
и ВС. С учетом теоремы о
вписанном угле имеем две
пары подобных треуголь-

ников (по двум углам) – это треугольники 1AA B  и 1 2CA A ,
а также 1AAC  и 1 2BA A . Каждое из указанных подобий дает
известное свойство отрезков хорд: 1 1 2 1 1AA A A BA ACЧ = Ч ,
откуда

al x mn= ,                            ( * )

где 1 2x A A= . Поскольку

2 2 2 2 2
BAA CAA CBA BCAР = Р =Р = Р =

α
,

где BAC= Рα , получаем, что

2 1 2 1AA B ACA BA AV V V» » ,

а также

2 1 2 1AA C ABA CA AV V V» » .

Из доказанных подобий следует, что, например,

1 2AAC ABAР = Р .

Иначе равенство этих же углов можно доказать непосред-
ственно вычислением:

1 2
AACР = +

α
β – как внешний угол для 1ABAV ,

2 2
ABAР = +

α
β – как угол в 2ABAV .

Значит,

1 2AAC ABAР = Р .

Аналогичными способами можно доказать равенство

1 2AA B ACAР = Р .

Рис. 12

б) Из подобия 2AA BV  и 1ACAV  имеем

2

1

aAA AB l x
AC AA b

+
= Ы =

2
a a

a

c
l l x bc

l
Ю + = ,

откуда, с учетом ( * ), находим

2
al bc mn= - .

Мы получили важную формулу, позволяющую в некото-
рых случаях вычислять биссектрису угла треугольника.

Задача 11. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD
пересекаются в точке Е, АВ = AD, CА – биссектриса угла
С, BAD = 140Р

o , BEA = 110Р
o . Найдите угол CDB.

Решение. Мы уже встречались со стандартным построени-
ем – продолжением биссектрисы треугольника до пересече-
ния с описанной окружностью. В полученном при этом
вписанном четырехугольнике (например, четырехугольнике
BCDA) оказываются равными две вновь полученные сторо-
ны (ВА = DA, так как по
теореме о вписанном угле

1
2

DBA BDA BCDР =Р = Р ).

В данной задаче ситуация
обратная. Известно (рис.13),
что отрезок СЕ – биссектриса
угла С в BCDV ; биссектриса
СЕ продолжена так, что в че-
тырехугольнике BCDA равны
стороны ВА и DA (по усло-
вию). Докажем, что четыре-
хугольник BCDA является
вписанным. Достаточно убе-
диться, что описанная около BCDV  окружность пройдет
через точку А. Действительно, так как ВА = AD, то

DBA BDAР = Р . Поэтому середина дуги BmD, как и точка
А, лежит на биссектрисе угла BCD и на серединном перпен-
дикуляре к хорде BD. Значит, точка А совпадает с серединой
дуги BmD, и четырехугольник BCDA является вписанным.

Во вписанном четырехугольнике сумма противоположных
углов равна 180°. Поэтому

180 140 40BCDР = - =
o o o ,

1 1
40 20

2 2
ABD ACD BCDР = Р = Р = Ч =

o o ,

CDB CAB EABР = Р = Р =

= ( )180 ABD BEA- Р + Р =
o ( )180 20 110 50- + =

o o o o

.

Упражнения

13. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересека-
ются в точке Е, АВ = ВС, DB – биссектриса угла D, 100ABCР =

o ,
70BEAР =

o . Найдите угол CAD.
14 (МГУ, геогр. ф-т, 1994). В треугольнике KMN проведены

высота NA, биссектриса NB и медиана NC, которые делят угол
KNM на четыре равные части. Найдите высоту NA, биссектрису
NB и медиану NC, если радиус описанной около треугольника
KMN окружности равен R.

15. Найдите углы треугольника АВС, если его высота и
медиана, проведенные из вершины С, делят угол АСВ на 3
равные части.

Рис. 13


