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Задача 7. Пусть R и r – радиусы сфер, описанной около
правильной n-угольной пирамиды и вписанной в нее, d –
расстояние между их центрами. Докажите, что
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причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда
центры сфер совпадают.

Решение. Воспользуемся теми же обозначениями и фор-
мулами, что и при решении предыдущих задач. Составим
систему уравнений:
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Возведем в квадрат обе части последнего равенства и полу-
чим

2 2
2

1 1 1
1 1

cos coscos
n
πβ α
ж цчз- = - чз ччзи ш

.

Из первых двух уравнений находим
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Подставив эти значения в предыдущее равенство, получаем
квадратное уравнение относительно h:
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А так как расстояние d между центрами описанной и
вписанной сфер равно NJ NO h r R- = - - , то
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Дискриминант уравнения (6) неотрицателен, следовательно,
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Равенство здесь имеет место тогда и только тогда, когда
d = 0, т.е. центры сфер совпадают.

Естественно поставить вопрос: нельзя ли получить анало-
гичное неравенство для радиуса описанной сферы и радиуса
сферы, касающейся всех ребер правильной пирамиды?

Задача 8. Пусть R – радиус сферы, описанной около
правильной n-угольной пирамиды, и 1R  – радиус сферы,
касающейся всех ее ребер. Докажите, что
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Решение. Воспользуемся формулой (2):
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Применим неравенство между средним геометрическим и
средним арифметическим двух положительных чисел а и b:
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Следовательно,
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Равенство здесь имеет место тогда и только тогда, когда
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т.е. тогда, когда n < 6 и центры сфер совпадают (см. задачу
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Из приведенных примеров видно, что решение связанных
между собой задач упрощается, если задачи расположены в
определенной последовательности так, что решение первых,
более простых задач помогает отыскать решение последую-
щих.

Предлагаем читателям для самостоятельного решения еще
несколько задач о сфере, касающейся ребер правильной
пирамиды.

Упражнения

1. Сторона основания правильной пирамиды равна а, боковое
ребро равно b. Найдите радиус сферы, касающейся всех ребер
пирамиды.

2. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна h.
Двугранный угол при основании равен 60°. Найдите радиус r
сферы, вписанной в пирамиду, и радиус 1R  сферы, касающейся
всех ее ребер.

3. В сферу радиуса R вписана правильная шестиугольная
пирамида, плоский угол при вершине которой равен γ . Найдите
радиус сферы, касающейся всех ребер пирамиды.

4. Радиус сферы, описанной около правильной треугольной
пирамиды, в два раза больше радиуса сферы, касающейся всех
ее ребер. Найдите величину плоского угла при вершине пира-
миды.

5. В правильной n-угольной пирамиде центр О сферы, описан-
ной около пирамиды, симметричен центру 1O  сферы, касаю-
щейся всех ее ребер, относительно плоскости основания. Найди-
те угол наклона бокового ребра пирамиды к основанию. Вычис-
лите его при n = 6.


