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Ф1746. К батарей-
ке напряжением
U = 1,5 В подклю-
чена очень длинная
цепь из множества
одинаковых ампер-
метров и такого же
количества одина-
ковых вольтметров

(рис.2). Каждый из амперметров имеет сопротивление
r = 1 Ом, сопротивление каждого вольтметра R =
= 10 кОм. Что показывают первый и второй амперметры?
Найдите сумму показаний всех амперметров и сумму
показаний всех вольтметров в этой цепи.

А.Приборов

Ф1747. Катушка индуктивности подключена параллель-
но конденсатору, и они присоединены к источнику пере-
менного напряжения. Измеренный в цепи источника ток
равен I

1 = 1 А, ток через конденсатор при этом составляет
I

2
 = 0,8 А. Во сколько раз нужно изменить частоту

источника, чтобы наступил резонанс?
З.Катушкин

V V

A AA

Решения задач М1711—М1720,
Ф1728—Ф1732

М1711. В «Большой энциклопедии кроликов» 10 томов.
Они стоят на полке почти по порядку: каждый том
стоит либо на своем месте, либо на соседнем. Сколько
таких расположений возможно?

Будем считать, что в энциклопедии n томов и все вместе
они занимают n положенных им мест на полке, хотя при
этом некоторые тома могут занимать не свое место, а
соседнее со своим. В общее количество таких расположе-
ний войдет и то расположение, в котором все тома стоят
на своих местах (его мы потом вычтем).

Пусть P nb g – количество таких расположений n томов;

P 1b g = 1, P 2b g = 2. Разобьем все их на две группы; в первую
группу отнесем те, в которых первый том стоит на своем
месте, во вторую группу – остальные.
В первой группе столько расположений, сколько их
возможно из n − 1b g тома (со второго до n-го), т.е. P n − 1b g.
Если первый том не на своем месте, то он стоит на второй
позиции, а на первой позиции стоит второй том. Таких
расположений столько же, сколько расположений осталь-
ных томов: со второго до n-го, т.е. всего P n − 2b g.
Значит, имеет место соотношение P nb g  = P n − 1b g +

+ P n − 2b g. Используя его, можно, зная P 1b g  и P 2b g, найти

P 3b g, затем найти P 4b g , и так далее. Получаем последо-
вательность: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89. Итак, P 10b g =
= 89.
Такая последовательность чисел P nb g  – это числа Фибо-
наччи.
Если есть желание вычесть то расположение, в котором
все тома стоят на своих местах, то ответом для n  = 10 будет
88.

Д.Калинин

М1712. а) Несколько треугольников расположены на
плоскости так, что каждые четыре из них имеют
общую вершину. Докажите, что все треугольники име-
ют общую вершину.

б) Несколько прямоугольников расположены на плоско-
сти так, что каждые три из них имеют общую вершину.
Докажите, что все прямоугольники имеют общую вер-
шину.
а) На плоскости расположены треугольники T

1
, T

2
, …

..., T
n
 (n ≥ 5), каждые четыре из которых имеют общую

вершину. Сначала положим n = 5. Из треугольников T
1
,

T
2
, T3 , T4

, T5  можно составить четыре четверки, содер-
жащие треугольник T1

. Каждая такая четверка треу-
гольников имеет общую вершину, и эта точка является
вершиной треугольника T

1
. Но у T

1
 лишь три вершины,

и значит, есть такая его вершина, которая является
общей для двух из четырех четверок. Очевидно, что эта
изобранная вершина треугольника T

1
 является верши-

ной всех пяти треугольников.
Подобные рассуждения первого шага индукции прохо-
дят без изменений и для индуктивного перехода от n к
n + 1.
В то же время нужно заметить, что в утверждении
пункта а) слова «каждые четыре» нельзя заменить на
«каждые три». В самом деле, четыре вершины квадрата
являются вершинами четырех треугольников, каждые
три из которых имеют общую вершину, но все четыре
общей вершины не имеют.
б) Предварительно сделаем два элементарных геометри-
ческих замечания. Первое: четыре различные точки на
плоскости, из которых каждые три являются вершинами
прямоугольного треугольника, все вместе являются вер-
шинами прямоугольника. Второе: два прямоугольника,
имеющих три общие вершины, совпадают.
Теперь рассмотрим расположение прямоугольников P1,
P2 , …, P

n
 (n ≥ 4 ), каждые три из которых имеют общую

вершину. Сначала положим n = 4. Допустим, что прямо-
угольники P1, P2 , P3  и P4  не имеют общей вершины, хотя
каждые три из них общую вершину имеют: точки A, B, C
и D являются общими вершинами для всевозможных
троек наших прямоугольников. Тогда всякие три из этих
точек являются вершинами одного из прямоугольников и,
в силу предварительных замечаний, ABCD – это прямо-
угольник, который совпадает с каждым из четырех пря-
моугольников P1, P2 , P

3  и P4 . Налицо противоречие с
допущением.
Разберем случай при n = 5: допустим, что прямоугольники
P1, P2 , P3 , P4 , P5  не имеют общей вершины, хотя каждые
три из них общую вершину имеют. Но тогда, в силу
доказанного, каждые четыре из них имеют общую верши-
ну. В этом случае точки А, В, С, D и Е являются общими
вершинами для всевозможных четверок прямоугольни-
ков. При этом каждые четыре из этих точек являются
вершинами одного прямоугольника. Но таких пяти раз-
личных точек на плоскости существовать не может,
значит, две из этих точек совпадают. Тогда эти совпавшие
точки являются общей вершиной для всех пяти прямоу-
гольников – противоречие. Индуктивный переход от n к
n + 1 реализуется так же, как переход от 4 к 5.

В.Произволов

М1713. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника АВС
взяты такие точки ′A , ′B , ′C , что прямые AA′ , BB′ ,
CC′  пересекаются в одной точке.
Пусть D, E, F, ′D , ′E , ′F  – середины отрезков АВ, ВС,

СА, ′ ′A B , ′ ′B C , ′ ′C A .
Докажите, что

Рис.2

6*
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a) прямые DD′ , EE ′ , FF ′  имеют общую точку, причем
эта точка, точка пересечения прямых AA′ , BB′ , CC′  и
точка пересечения медиан треугольника АВС лежат на
одной прямой;
б) если в качестве прямых AA′ , BB′ , CC′  взяты высоты
треугольника АВС, то точка пересечения прямых DD′ ,
EE ′ , FF ′  совпадает с центром окружности Эйлера
(окружности девяти точек) треугольника АВС;
в) если прямые AA′ , BB′ , CC′  – биссектрисы треуголь-
ника АВС, то их общая точка, общая точка прямых DD′ ,
EE′ , FF ′  и точка пересечения прямых, проходящих через
вершины треугольника АВС и делящих его периметр
пополам (точка Нагеля), лежат на одной прямой;
г) если прямые AA′ , BB′ , CC′  делят периметр треуголь-
ника АВС пополам, то точка пересечения прямых DD′ ,
EE′ , FF ′  совпадает с центром масс контура треуголь-
ника АВС.
а) Точку пересечения прямых AA′ , BB′ , CC′  обозначим
Н, середины отрезков АН, ВН, СН – соответственно K,
L, M (см. рисунок).
Воспользуемся теоремой Гаусса: если у четырехугольни-
ка нет параллельных сторон, то середины его диагоналей

и середина отрезка, со-
единяющего точки пе-
ресечения противопо-
ложных сторон четы-
рехугольника, лежат
на одной прямой. (До-
кажите ее самостоя-
тельно!)
Применяя эту теоре-
му к четырехугольни-
ку ′ ′A HB C, приходим
к выводу, что точки
D, ′D , М лежат на
одной прямой.
Точно так же на одной

прямой лежат точки Е, ′E , K и F, ′F , L.
Но отрезки DM, EK, FL соединяют, соответственно,
середины противолежащих сторон и середины диагона-
лей четырехугольника АВСН, поэтому эти отрезки имеют
общую точку, совпадающую с центром системы четырех
равных точечных масс, три из которых находятся в
вершинах треугольника АВС, а четвертая – в точке Н
(теорема Симсона—Жергона).
Так как центр масс системы А, В, С находится в точке
пересечения медиан треугольника АВС, то центр масс
системы А, В, С, Н лежит на отрезке, соединяющем точку
пересечения медиан треугольника АВС с точкой Н, и
делит этот отрезок в отношении 3:1 (считая от точки Н).
б) Если Н – точка пересечения высот треугольника АВС,
то около четырехугольника ABA B′ ′ можно описать ок-
ружность с центром в точке D, поэтому треугольник

′ ′A DB  – равнобедренный, а так как ′D  – середина
отрезка ′ ′A B , то DD A B′ ⊥ ′ ′ .
Аналогично, EE B C′ ⊥ ′ ′  и FF A C′ ⊥ ′ ′ , т.е. точка пересе-
чения прямых DD′ , EE′ , FF ′  – это центр окружности,
описанной около треугольника ′ ′ ′A B C , а эта окружность
и есть окружность Эйлера треугольника АВС.
в) Воспользуемся известной теоремой: центр окружности,
вписанной в треугольник, совпадает с точкой Нагеля
треугольника, вершинами которого служат середины сто-
рон исходного треугольника.

Следовательно, если Н – центр вписанной в треугольник
АВС окружности, то Н – точка Нагеля треугольника
DEF. Но треугольник DEF гомотетичен треугольнику
АВС с центром гомотетии в точке пересечения медиан
обоих треугольников и коэффициентом гомотетии –1/2,
поэтому точки Нагеля обоих треугольников и точка
пересечения их медиан лежат на одной прямой.
Ранее было доказано, что отрезок, соединяющий точку Н
с точкой пересечения медиан треугольника АВС, делится
точкой пересечения прямых DD′ , EE′ , FF ′  в отношении
3:1 (считая от точки Н), так что эта же точка делит
отрезок, соединяющий точку Н с точкой Нагеля треуголь-
ника АВС, в отношении 1:3 (тоже считая от точки Н).
Можно показать, что эта же точка делит пополам отрезок,
соединяющий центр вписанной в треугольник АВС ок-
ружности с центром масс контура треугольника АВС.
г) Центр масс контура треугольника совпадает с точкой
пересечения биссектрис треугольника, вершинами кото-
рого служат середины сторон исходного треугольника
(см., задачу М1016).
Из этого и указанных выше соотношений следует нужное
доказательство.
Ясно также, что центр масс контура треугольника делит
пополам отрезок, соединяющий точку пересечения бис-
сектрис треугольника и точку Нагеля.

И.Вайнштейн

М1714. Докажите, что каждое из уравнений

а) x y z
2 2 2

1 1+ − =e je j ,

б) x y z
2 2 2

1 1− − =e je j , где x y≠ ,

в*) x y z
2 2 2

1 1+ + =e je j , где x y≠ ,

имеет бесконечно много решений в натуральных числах
х, у и z.

а) Домножим обе части очевидного тождества

2 1 1 4 1
2

u u u+ − = +b g b g                 (1)

на u + 1; кроме этого, считая u > 0, положим t u= .
Подставив u t=

2, получим

t t2 2 2
1 2 1 1+ + −F
H

I
K =e j e j 2 12

2

t t +e je j .         (2)

А теперь возьмем в качестве t любое целое положительное
число, положим

x = t, у = 2 2t  + 1,  z = 2 12t t +e j            (3)
– и задача а) решена.
Аналогично решается и задача б): рассмотрев тождество
(1) при u < 0 и полагая t = −u , мы, рассуждая как и
выше, придем к тождеству

t t2 2 2
1 2 1 1− − −F
H

I
K =e j e j 2 12

2

t t −e je j .         (4)

Решая а) и б), можно было вместо (1) воспользоваться
тригонометрией – например, так:

1 2 1 2 12 2 2

− = − − =cos cosx e j 4 12 2cos cosx x−e j ,

1 1 22 2
− − =cos cosx xe je j 4 12 2

2

cos cosx x−e j .

Подставив cos cos2 2 12x x= − , получаем (4) при u =
= t2 1≤ . Значит, (4) верно при всех u: многочлены,
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совпадающие на отрезке, совпадают всюду – поскольку
многочлен (отличный от тождественного нуля) n-й степе-
ни имеет не более n вещественных корней. (О свойствах
многочленов можно прочесть, например, в книге «Энцик-
лопедия для детей. Т. 11. Математика» – М.: Аванта+,
1999.)
Теперь подставим u t= −

2  в доказанное тождество

u u u u− − − = −1 2 1 1 4 1
2 2b g b ge j b g .

Мы получим (2).
Чтобы поменять в тождестве t2  на −τ

2 , можно воспользо-
ваться и комплексными числами, а именно, подстановкой
t = iτ, где i2  = –1. Такая подстановка корректна,
поскольку многочлены в левой и правой частях тождества
совпадают на всей комплексной плоскости.
С помощью тригонометрических функций мы легко полу-
чили (4) – тождество, в которое входят выражения t2  –
– 1 и 2 2t  – 1. Рассмотрим теперь аппарат, позволяющий
получать непосредственно также и тождества типа (2).
Гиперболическими функциями называются:

sh x
e ex x

=
− −

2
, ch x

e ex x

=
+ −

2
,

th
sh

ch
x

x

x

e e

e e

x x

x x
= =

−

+

−

− , cth
ch

sh
x

x

x

e e

e e

x x

x x
= =

+

−

−

− , …

(гиперболический синус, косинус, тангенс, котангенс, …);
они определены для всех значений х, исключая cth x ,
который теряет смысл при х = 0. Эти функции проявляют
замечательную аналогию с тригонометрическими функ-
циями.
Так, имеют место формулы (обратите внимание на зна-
ки!)

ch ch ch sh shx y x y x y± = ±b g ,

sh sh ch ch shx y x y x y± = ±b g ,

из которых при у = х, в частности, следует

ch sh2 2 1x x− = , ch ch sh2 2 2x x x= + ,

sh sh ch2 2x x x= .

Докажем с помощью гиперболических функций (2).
В равенство ch2 2x – 1 = sh

2 2x  подставим

ch sh22 1 2x x= +

и

sh sh sh2 2 22 4 1x x x= +e j;
получим

1 2 1 4 12
2

2 2
+ − = +u u ue j e j.

С помощью равенства

ch ch22 2 1x x= −

легко доказать и (4).
Все продемонстрированные приемы полезны при реше-
нии более сложной задачи – пункта в).
в) Первый способ. Воспользовавшись тождеством

cos cos cos3 4 33x x x= − ,               ( ′4 )

получим

1 32
− =cos x 1 4 12 2 2

− −cos cosx xe je j ,

1 1 32 2
− − =cos cosx xe je j 1 4 12 2 2 2

− −cos cosx xe j e j .

Пользуясь полученным тождеством и ( ′4 ), приходим к
формуле

1 1 4 32 3 2
− − −F

H
I
K =y y ye j e j 1 4 12 2 2 2

− −y ye j e j . ( ′′4 )

Заменяя (как и выше, при решении а) и б)) y2  на −y2 ,
получаем тождество

y y y2 3
2

1 4 3 1+ + +F
H

I
K =e j e j y y2 2 2 2

1 4 1+ +e j e j .   (5)

Это тождество позволяет выписать некоторую бесконеч-
ную серию натуральных решений:

n n n n n, ,4 3 1 4 13 2 2
+ + +e je je j .

Заметим, что эта серия не дает всех решений: например,
справедливо равенство

1 1 41 1 582 2 2
+ + =e je j .                  (6)

Заметим также, что тождество ( ′′4 ) задает новую беско-
нечную серию натуральных решений уравнения пункта
б).
Второй способ. Воспользуемся тождеством

sh sh sh33 3 4x x x= + ;                ( ′6 )

отсюда

sh2 3 1x + = 1 1 4
2

+ +sh sh2 2x xe je j ,

sh sh2 2x x+ + =1 3 1e je j sh 4sh2 2x x+ +1 1
2

e je je j .

Пользуясь полученным тождеством и ( ′6 ), приходим к
(5).
Третий способ. А теперь получим (5) с помощью комп-
лексных чисел. Как и выше, мы будем искать какие-
нибудь непостоянные многочлены А, В, С с целыми
коэффициентами такие, что A B≠  и

A B C2 2 21 1+ + =e je j .

Достаточно найти многочлены D, F, G с целыми коэффи-
циентами такие, что G ≠ const и

D G≠ ± , D i F i G i+ = + −b g b g2
:            (7)

в этом случае

D F G2 2 2 21 1 1+ = + +e j e j ,

D G2 21 1+ + =e je j F G2 2
2

1 1+ +e je je j .

Легко видеть, что (7) выполняется в точности при G ≠ 0,
F = 2G.
Положив G = x, F = 2x, получим

2
2

x i x i+ − =b g b g D i x x i+ = + +4 33 ,

4 3 1 13 2 2x x x+ +F
H

I
K + =e j e j 4 1 12 2

2

x x+ +e je je j .

7 Квант № 4
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+ + + +4i

4 –2i

4i

4 2i+ + + +

Напоследок подумайте: как можно легко догадаться до
равенства (6)?
Кроме этого, докажите следующее усиление предложения
пункта в): при любом натуральном n уравнение

n y2 21 1+ +e je j  = z2  имеет бесконечно много натуральных

решений.
В.Сендеров

М1715. Все натуральные числа от 1 до 2n записаны в
последовательности a

1
, a

2
, …, a

n2
 такой, что

a a a a1 2 2 3− + − + +K a a
n n2 1 2−

− + a a n
n2 1

2
2− = .

Докажите, что

a a a a1 2 3 4− + − + +K a a n
n n2 1 2

2

−
− = .

Для произвольной расстановки натуральных чисел от 1
до 2n в последовательность a

1
, a

2
, …, a

n2
 обозначим

S = a a1 2−  + a a2 3−  +  … + a a
n n2 1 2−

−  + a a
n2 1− .

В результате раскрытия модуля в любом слагаемом этой
суммы  получим два натуральных числа – одно с плюсом,
другое с минусом. Для того чтобы сумма S достигла
наибольшего возможного значения, необходимо и доста-
точно, чтобы числа от 1 до n получали минусы, а числа от
n + 1 до 2n – плюсы. Тогда

S n n n= + − + + + −2 2 2 1 1Kb g n n n+ − + + =1 1 2 2
Kb g .

Значит, каждое слагаемое суммы модулей – это модуль
разности двух натуральных чисел, одно из которых
больше n, а другое не превосходит n. Но тогда

a a a a1 2 3 4− + − + K+ − =
−

a a
n n2 1 2

= 2 2 1 1n n n+ − + + + −Kb g n n n+ − + + =1 1 2
Kb g .

В.Произволов

М1716. В квадрате клетчатой бумаги размером n × n
клеток отмечены N клеток таким образом, что каждая
клетка квадрата (отмеченная или неотмеченная) име-
ет хотя бы одну отмеченную соседнюю клетку. Опре-
делите наименьшее возможное значение N, если соседни-
ми считать клетки, имеющие общую сторону.

Рассмотрим случай четного n.
Сначала раскрасим доску в черный и белый цвета в
шахматном порядке. Пусть f nb g – это искомое число, а

f n
ω b g – минимальное число белых клеток, которые долж-

ны быть отмечены таким образом, чтобы каждая черная
клетка имела соседнюю отмеченную белую. Определим

подобным образом f n
b b g . Благодаря симметричности

шахматной доски (n = 2k), мы имеем f n
ω b g = f n

b b g; кроме

этого, f nb g = f n
ω b g + f n

b b g.
Было бы более удобно посмотреть на доску, развернув ее
таким образом, чтобы главная черная диагональ (самая
длинная) располагалась горизонтально. Тогда длины
остальных черных диагоналей были бы 2, 4, …, 2k, …
..., 4, 2.

Зачеркнем «нечетные»
клетки белых диагоналей,
расположенных под чер-
ными диагоналями длины
4i – 2 в первом случае и
под черными диагоналя-
ми длины 4i + 2 во втором
случае (см. рисунок). В
первом случае зачеркну-
тыми окажутся 2i белых
клеток, а во втором случае
2i + 1 белых клеток. Таким образом, всего мы зачеркнем

2 4 3 1
1

2
+ + + + + + =

+
K Kk

k kb g

белых клеток. Легко видеть, что каждая черная клетка
имеет белую зачеркнутую соседнюю клетку. Из этого
следует, что

f n
k k

ω b g
b g

≤
+ 1

2
.

Рассмотрим k k + 1 2b g  зачеркнутых белых клеток: у них
нет общих черных соседних клеток, следовательно, нам
нужно по крайней мере k k + 1 2b g  черных отмеченных
клеток с тем, чтобы «охватить» все эти белые клетки.
Поэтому

f n
k k

b b g
b g

≥
+ 1

2
.

Отсюда мы имеем

f n f n
k k

bω b g b g b g
= =

+ 1

2
,

f n k kb g b g= + 1 .

Аналогично доказывается, что

f n
k n k

k n k
b g

b g
=

− = −

+ = +

R
S|

T|

4 1 4 1

2 1 4 1

2

2

 при 

 при 

,

.

Е.Баранов, И.Воронович

М1717. Две окружности Г
1
 и Г

2
, содержащиеся внутри

окружности Г, касаются Г в различных точках М и N
соответственно. Окружность Г

1
 проходит через центр

окружности Г
2
. Прямая, проходящая через две точки

пересечения Г
1
 и Г

2
, пересекает Г в точках А и В.

Прямые МА и МВ пересекают Г1
 в точках С и D

соответственно. Докажите, что CD касается Г
2
.

Лемма 1. Окружность k
1
 касается окружности k внутрен-

ним образом в точке А и касается ее хорды MN в точке B.
Пусть С – середина дуги MN окружности k, которая не
содержит точку А. Тогда точки А, В, С лежат на одной
прямой и CA CB⋅  = CM2.
Доказательство. Гомотетия с центром в точке А, перево-
дящая k

1
 в k, переводит MN в касательную к окружности

k, параллельную MN, т.е. в прямую, касающуюся окруж-
ности k в точке С. Таким образом, А, В, С коллинеарны.
Для второй части заметим, что ∠ ≡ ∠NMC CAM , поэтому
∆ACM  подобен ∆MCB , следовательно, CA CB⋅  = CM2.
Лемма 2. Пусть окружность Г

1
 проходит через центр O

2
окружности Г

2
; t

1
 и t

2
 – (различные) общие касательные

этих окружностей – касаются Г1
 в точках С и D. Тогда

прямая CD касается Г2 .
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Доказательство. Пусть t
1
 касается Г

2
 в точке Х. Так как

O
2
 – середина дуги CD, то имеем

∠ =
∪

O CD O D2 2

1

2
, а ∠ = =

∪ ∪
XCD CD O D

1

2 2 .

Значит, ∠XCD  = 2
2

∠O CD , откуда сразу следует утверж-
дение леммы.
Решение задачи. Пусть O1

 и O2
 – центры окружностей Г1

и Г
2  соответственно и t1  и t2  – их общие касательные.

Пусть α , β  – дуги, высекаемые на Г прямыми t
1
 и t

2
 и

расположенные так же, как в лемме 1.
Их середины, согласно лемме 1, имеют одинаковую
геометрическую степень относительно окружностей Г

1
 и

Г2
; таким образом, они находятся на радикальной оси

этих двух окружностей. Значит, А и В являются середи-
нами дуг α  и β . Из леммы 1 мы также можем сделать
вывод, что С и D – это точки, в которых касательные t

1
и t

2
 касаются Г

1
. По лемме 2 получаем, что CD касается

Г
2
.

П.Кожевников

М1718. Найдите все функции f: R R→  такие, что

f(x – f(y)) = f(f(y)) + xf(y) + f(y) – 1

для всех x y, ∈R.

Пусть А – множество значений функции f и c f= 0b g.
Положив х = у = 0, мы получим

f c f c c− = + −b g b g 1,

поэтому c ≠ 0 .
Легко найти сужение функции f на множество A: взяв
х = f yb g , получим

f x
c x

b g =
+

−
1

2 2

2

                      (1)

для всех х из А.
Основной шаг доказательства состоит в том, чтобы пока-
зать, что множество разностей х – у, где x y A, ∈ , есть все
множество R. Для у = 0 мы имеем

f x c f x x− − ∈b g b gm R} = cx f c+ − ∈b gm 1 x ∈ R} = R,

поскольку c ≠ 0 .
Теперь мы можем получить значение f xb g  для произволь-
ного х: если мы выберем y

1
, y A

2 ∈  такие, что х = y
1
 – y

2
,

и используем (1), то мы получим

f x f y yb g c h= − =1 2

= f y y y f y2 1 2 1
1c h c h+ + − =

c y
y y

+
− + +

1

2 2
2
2

1 2

+ 
c y+

− − =
1

2 2
11

2

c
y y

c
x

−
−

= −
1 2

2 2

2 2

c h
. (2)

Сравнивая (1) и (2), мы получим с = 1, и поэтому

f x
x

b g = −1
2

2

для всех x ∈ R. Мы получили единственную функцию,
которая удовлетворяет функциональному уравнению за-
дачи.

М1719. Последовательность a
1
, a

2
, a3 , … задана своим

первым членом a
1
 = 1 и рекуррентной формулой a

n+1
 =

= an  + 
1
an

, где n = 1, 2, 3, …

а) Докажите, что a
100 > 14.

б*) Найдите a1000 , т.е. укажите такое целое число m,
для которого m a m≤ < +1000

 1.
в) Докажите существование и найдите значение преде-

ла lim
n

na n
→∞

.

а) Возводим равенство a a
an n

n
+ = +1

1
 в квадрат и «отбра-

сываем лишнее»:

a a
a

an n

n

n+ = + + > +1
2 2

2

22
1

2 .

Вспомнив, что a1

2
 = 1, получаем одно за другим неравен-

ства a
2
2  > a

1
2  + 2 = 3, a

3
2  > a

2
2  + 2 > 3 + 2 = 5, и вообще

(при n > 1),

a n
n
2 2 1> − .                         (& )

В частности, a100

2  > 199 > 196 = 14
2
, что и требовалось.

б) Ответ: a
1000

44= .

При n = 1000 неравенство (& ) дает a
1000

 > 1999 > 442, так
что a1000 ≥  44. Чтобы получить оценку сверху, введем

величины b
n
, такие что a

n
2  = 2n – 1 + b

n
. В силу

неравенства (&), имеем b
n
 > 0 при n > 1. Далее, запишем

формулу a
n+1

2  = a
n

2  + 2 + 
1
2a
n

 в виде

2 1
1

n b
n

+ + =
+ 2 1 2

1

2 1
n b

n bn
n

− + + +
− +

,

откуда

b b
n bn n

n
+ = +

− +
≤1

1

2 1
b

nn +
−

1

2 1
.

По индукции из последнего неравенства следует, что

b b
n nn+ ≤ + + + +

−
+

−1 1

1

1

1

3

1

2 3

1

2 1
K .

Поскольку b1
0= , имеем, в частности,

b1000 1
1

3

1

5

1

1995

1

1997
≤ + + + + +K .

Осталось оценить сумму, оказавшуюся в правой части
последнего неравенства. Сгруппируем слагаемые:

b1000
1

1

3

1

5

1

7
≤ + + +

F
HG

I
KJ

+
1

9

1

11

1

13

1

15

1

25
+ + + + +

F
HG

I
KJ

+K

+ 
1

27

1

29

1

31

1

33

1

79
+ + + + +

F
HG

I
KJ

+K

1

81

1

83

1

241
+ + +

F
HG

I
KJ

+K

+ 
1

243

1

239

1

727
+ + +

F
HG

I
KJ

+K

1

729

1

731

1

1997
+ + +

F
HG

I
KJ

K .

(Принцип очень простой: в первой скобке три слагаемых,
наибольшее из которых равно 1/3; во второй – девять
слагаемых, наибольшее из которых 1/9; …; в пятой – 243
слагаемых, наибольшее  1/243; наконец, в шестой скобке

7*
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наибольшее слагаемое равно 1/729, а слагаемых всего
лишь 635.) Следовательно, b

1000
< 7. Это позволяет утвер-

ждать, что

a
1000
2 22000 1 7 2025 45< − + < = ,

откуда a
1000

45< .
в) Использованный при решении пункта б) прием позво-
ляет доказать, что lim

n
nb n

→∞

 = 0. Поскольку a
n
 =

= 2 1n b
n

− + , получаем ответ:

lim
n

na n
→∞

= 2 .

А.Спивак

М1720. N одинаковых деревянных кубиков склеены меж-
ду собой так, что каждые два из них склеены по грани
или по участку грани. Докажите, что максимальное
значение N равно шести.

Приведем расположение шести деревянных кубиков, в
котором каждые два скле-
ены, как сказано в усло-
вии задачи (рис.1): три
«черных» кубика стоят на
плоскости стола, а три
«красных» кубика стоят
над ними (вид сверху!).
Теперь выстроим цепоч-
ку наглядных представ-
лений и соображений, из
которых будет следовать,
что max N = 6.
Определимся сначала с
плоским случаем: если на
столе лежат n одинако-
вых картонных квадра-
тов, каждые два из кото-
рых склеены по стороне
или по участку стороны,
то maxn = 3, что очевид-
но (рис.2).
Будем говорить, что n
деревянных кубиков (из
имеющихся N) принад-
лежат одному слою, если
найдется плоскость
(стол), на которой все они
стоят. Из вышесказанно-
го следует, что n ≤ 3.
Нетрудно убедиться, что

если все N кубиков параллельно расположены, т.е. каж-
дый из них является результатом параллельного переноса
другого, то N ≤ 4.
Пусть среди N кубиков нашлись два – кубики Q

1
 и Q

2
,

которые не являются параллельно расположенными
(транслятами), а плоскость π  – общая плоскость двух
соприкасающихся граней этих кубиков. Плоскость π

определяет два слоя, одному из которых принадлежит
кубик Q

1
, а другому – кубик Q

2
. Заметим, что всякий

третий деревянный кубик обязан принадлежать одному
из этих слоев. Но в каждом слое кубиков не больше
трех, значит, N ≤ 6  .

В.Произволов

Ф1728. Источник света движется равномерно вдоль
прямой со скоростью v = 0,2 с, где с – скорость света.
На расстоянии d от этой прямой находится наблюда-
тель. Запаздывание пришедшего к наблюдателю света
приводит к тому,
что движение источ-
ника кажется ему
неравномерным. Ка-
ким будет макси-
мальное наблюдаемое
ускорение источника
света?

При выбранном нача-
ле координат (см. ри-
сунок) и нулевом моменте при прохождении начала
координат имеем

x vt= ,    
x x

v

x d

c

−
=

+
1 1

2 2

.

Выразим отсюда координату x
1
 и вычислим скорость ′x

1
и ускорение ′′x

1
:

x v
c t c v t d c v

c v
1

2 2 2 2 2 2 2

2 2
=

− + −

−

e j
,

′ =x
1

vc

c v

v t

c v t d c v

2

2 2

2

2 2 2 2 2 2
1

−
−

+ −

F

H

G
GG

I

K

J
JJe j
,

′′ = −

+ −

x
v c d

c v t d c v
1

3 2 2

2 2 2 2 2 2
3 2

e je j
.

Видно, что максимальное по модулю ускорение будет при
t = 0:

a x
v c d

d c v
m = ′′ =

−
=1

3 2 2

3 2 2 3 2
0b g

e j

= 
v

d

v

c

v

c

2 2

2

3 2

1 −
F
HG

I
KJ

≈

−

8 5 10 3
2

, ⋅
− c

d
.

Если же говорить о действительно максимальном ускоре-
нии, то оно равно нулю и получается таким при t = ±∞

(т.е. задолго до нулевого момента и через очень большое
время после него).

В.Шелест

Ф1729. На гладком горизонтальном столе происходит
лобовой удар двух одинаковых тел – одно из них вначале
покоится, другое налетает на него со скоростью v0 .
Куда и с какой скоростью будет двигаться после удара
налетевшее тело, если при ударе в тепло переходит 1%
от максимальной энергии деформации тел?

Максимальная энергия деформации получается в тот
момент, когда в процессе соударения скорости тел рав-
ны, т.е. эта энергия равна половине начальной кинети-
ческой энергии E

0
 налетающего тела, а тепловые поте-

ри составляют E
0

200 . Для скоростей тел после удара,
в соответствии с законом сохранения импульса и выра-
жением для кинетической энергии (с учетом потерь),
можно записать

u u v
1 2 0+ = , u u v1

2

2

2

0

20 995+ = , .

Рис.2

Рис.1

0

d

v

x

Кажущийся Источник

x
1
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0,5I0,5I

I

I

R

r

Скорость налетающего тела после удара должна полу-
читься очень маленькой (без потерь энергии она была бы
просто нулевой). С учетом этого, уравнения можно ре-
шать приближенно, отыскивая малый ответ. Окончатель-
но получаем

u v
1 0

400≈ .
Р.Александров

Ф1731.1 Два одинаковых конденсатора емкостью С =
= 10 мкФ каждый вначале заряжены до напряжения
U

0
 = 10 В и соединены параллельно при помощи длинных

проводов общим сопротивлением r = 1 Ом. Резистор
сопротивлением R =
= 10 кОм подключа-
ют непосредственно
к выводам одного из
конденсаторов. Ка-
кое количество теп-
лоты выделится в
проводах за большое
время?

Это совсем простая
задача. Начальная энергия системы равна

W
CU

0
0
2

32
2

10= =
−  Дж.

Если ток через резистор R в некоторый момент составит
I (см. рисунок), то (учитывая, что r R? ) оба конденса-
тора разряжаются одинаковыми токами 0,5I и ток через
сопротивление r равен 0,5I. Видно, что почти вся тепло-
вая мощность выделяется на резисторе R:

I R

I r

2

2
0 5

40000 1
,b g

= @ .

Ясно, что количество теплоты, выделившееся на сопро-
тивлении r, можно найти так:

W
W

r ≈ ≈ ⋅
−0 7

40000
0 25 10,  Дж.

З.Рафаилов

Ф1732. К источнику пе-
ременного напряжения,
частоту которого мож-
но изменять в широких
пределах, подключена
цепь из двух одинаковых
катушек индуктивнос-
тью L, двух конденса-
торов емкостью С и
амперметра переменно-
го тока с очень малым
сопротивлением (см. рисунок). Амплитуда напряжения
источника U

0
. На какой частоте ток через амперметр

будет минимальным? Чему равна амплитуда этого
тока? Элементы цепи считайте идеальными.

Если заменить идеальный амперметр куском провода, то
сразу станет видно, что к каждому из получившихся
одинаковых параллельных колебательных контуров при-
ложена половина напряжения источника. Тогда при U =
= U t

0
cos ω  ток через конденсатор равен

I U C tC = −
1

2 0ω ωsin ,

ток через катушку –

I
U

L
tL =

1

2
0

ω
ωsin .

Ток через второй конденсатор, очевидно, такой же, как и
через первый, а ток амперметра равен разности токов
через катушку и конденсатор:

I U C
L

t
A

= +
F
HG

I
KJ

1

2

1
0

ω
ω

ωsin .

Выражение в скобках минимально при равенстве слагае-
мых (можно взять и производную по частоте и приравнять
ее нулю). В результате получим

ω =
1

CL
, I U

C

LA0 = 0 .

А.Зильберман

A
~

1 Решение задачи Ф1730 будет опубликовано позже.

Международный турнир
«Компьютерная физика»

Международный интеллект-клуб (МИК) «Глюон» в рамках
своей программы «Интеллектуально одаренные дети и новые
информационные технологии» проводит турнир «Компьютер-
ная физика». На турнире предлагаются «открытые» физичес-
кие задачи, решение которых предполагает не только аналити-
ческие оценки, но и численное моделирование на компьютере.

В период с 28 января по 6 февраля 2001 года состоится
юбилейный пятый международный турнир «Компьютерная фи-
зика». К участию в турнире приглашаются команды школьни-
ков (5 человек) с руководителем.

Турнир проводится в 2 тура. Заочный тур начинается за
четыре месяца до очной встречи, задание высылается по элект-
ронной почте. Защита задания происходит в первый день

турнира. Очный тур стартует на второй день турнира, задание
дается в этот день. Итоги подводятся по двум турам.

На финал приглашаются 12 команд из России, СНГ, Европы
и Америки. Место проведения – Научный центр Российской
академии наук, г.Протвино, Институт физики высоких энергий.

Заявки на участие от региональных центров МИК «Глюон»,
лицеев, гимназий и школ, работающих с одаренными детьми,
принимаются до 28 сентября 2000 по адресу:

115522 Россия, Москва, Пролетарский проспект, д.15/6,
корп. 2, Интеллект-клуб «Глюон»,  тел: (095) 324-20-30,
факс: (095) 396-82-27,  e-mail: olga@mics.msu.su

Всем зарегистрировавшимся будет выслано задание предыду-
щих турниров «Компьютерная физика». Подробную информа-
цию о турнирах можно найти также в Интернете: http://
www.informika.ru/text/goscom/gluon/ и в журналах: «Ком-
пьютерные инструменты в образовании» №66 (1998), с.29 и
«Квант» №2 (1999), с.54.
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