IMKOJIA B

«KBAHTE»

[ leproapueckme
npodMU

JI.CEMEHOBA

K AK BBl 3HAETE, OBbIKHOBEHHAY
Jpo6b — 3TO YUCJIO, COCTABJEHHOE
U3 1[eJ0T0 KOJUUYECTBA OJIeH eIUHUIIBI.

m
JIpo6b 3anuchIBaIOT B BU/le — WU M,/ 1,
n

rJie Y4UCJUTENb 7 — IeJI0e YHUCI0, a
3HAMEHATEJSb 7 — HATYyPAJTbHOE UUCJO.
[lns mostyuenust ApoGu m,/n HaJ0 pasjie-
JIUTh €[INHUIYY HA N PABHBIX YacTell u
B34Tb M Takux 4dacteii. Beanunna apobu
He M3MEHUTCS, €CJU €€ YUCAUTeIb WU
3HAMEHATEb YMHOKUTD HA OJTHO 1 TO Ke
HATypasbHOe YnCJa0. DBriaromaps atomy
mo6bie 1Be jipobu k/I v m/n MOXHO
npuBecTH K 06IIeMy 3HaMeHATemo [n,
samenuB ux Ha kn/(In) u ml/(In).
Ecsin yucmmtesib ¥ 3HAMEHATENb JIPO-
OU UMEIOT OTJIMYHBIN OT €JUHULIbI OOLIUIT
JIEJTUTENTb, TO APOOh MOKHO COKPATUTD —
pas/leIuTh Ha HETO YHMCJUTENb U 3HaMe-
HareJsb. BeJie/icTBIE 9TOTO BCSAKYIO 1POGH
MOSKHO TPEJICTaBUTh B HECOKPATHMOM
BU/IE, T. €. B BU/E JPOOU, YUCIUTETH U
3HaMeHaTeJib KOTOPOil — B3aMMHO IPO-
crpre uncia '. Hampumep, 120,344 —

p (120 158
coKpaTuMasi Jpo0b 34 - 3.8

5 ), a 15,/43 — paBnas eii Hecokparu-
Mast po6b.

[po6b m/n Ha3blBAIOT NPAGULLHOLU,
ecan 0< m < n. Besakyio 1po6b MOYKHO
€/IMHCTBEHHBIM 00OpPa30M IPE/ICTAaBUTh B
BUJIE CyMMbI 1esioro uucaa [m,/n] (ue-
JI0i1 yacT ApoOH m,/n) W IPABUJIBHOM
apo6u {m,/n} (xpoGuoit yactn). Hanpu-
Mep,

91 5-17+6 6
—=——=5+—.
17 17 17

CyMMy U pasHOCTD JIpo6eit ¢ OJIMHAKO-

BBIMHU 3HaMEHATeJSIMH OIIPEe/IeJIsIIoT 110
NpaBUIaM:

a b azxb
4+ = )
n o n

""Yucra m u n nasvieaiom esaumno npo-
CMbLMU, eCaU OUNCMEEHHBIM UX 00uUM Oe-
JumenemM SGAAemcs Yucao 1, m.e. ecau wucio
m me Oeaumcsi Mu Ha O00UH U3 NPOCMBLX
desumenei Yucida n.

7 Ksanur Ne2

Uto6bl CAOXKUTH UM BBIYECTH JAPOOU
k/l v m/n ¢ pasHbIMU 3HAMEHATEJISIMU,
WX MPEIBAPUTETHHO TIPUBOJIST K 00TIEMY
sHamenaTe 0. OObIYHO B KauecTBe HEro
6epyT HauMeHblee oOliee KpaTHoe
HOK][,n] uucen [ u n.

Hunepnanjackuit y4yeHblil U HHMXXeHep
Cumon Cresun (1548—1620) npesao-
JKUJT UCTIOJIb30BaTh JIECSTHYHBIE JPOOH,
T.e. Apo6U, 3HAMEHATETN KOTOPBIX —
crenenn yncaa 10. CkiaabiBaTh, BbIYN-
TaTh U CPABHUBATH 2 UX JieT4e, 4eM 00bIK-
HoBennble apobu. Jlecaruunbie apobu
00blYHO THMHIYT 6e3 3HAMEHaTeJsd, Ha-

5481475 23
npumep, 10000 =3548,1475n 1000 ~
=0,023.

3BeCTHO BaM U TO, UTO PAI[HOHAJb-
noe uncao (06bIKHOBEHHAs APO0b) — 5TO
epuoindecKast ecatnunas apo0b, a
UPPAIIOHATBHOE — HENePHOINYEeCKas.
Ho panexo He KaskJblil MOXKeT 00bBSC-
HUTD, MOYEMY 3TO TaK. A YK Ha BOTIPOCHI:
«KakoBa jmHa nepuoja AeCATHYHOTO
rpeJcTaBaeHust Apoou 1 /77 ? Kaxoii Mo-
’KeT ObITh [ITUHA TIEPUOJA CYMMBI JBYX
GeCKOHEUHbBIX JIECITHYHBIX TEPUONYIEC-
KHUX JIpO0elt, JIUHBI TIEPUOIOB KOTOPBIX
paBHbl 6 1 12?» — OTBETAT OYEHD 1 OYEHD
HEMHOTHE.

Jra crarbsg — OOCTOATEJbHbIH pac-
CKa3 O CBSI3U MEXKIY OOBIKHOBEHHBIMI
U TEPUOJNYECKUMU JIECITUYHBIMU [IPO-
G6simu. MBI HayduMCs peniath HEeKOTO-
pbIe BeCbMa HEMPOCTbIE 3a/1aUU U JIOKA-
JKeM OJIHY U3 BOKHEHNX TeopeM apud-
MeTnKu — Teopemy Jiinepa (u ee yact-
HbIl cayuyail — maayio Teopemy Dep-
Ma). Ho me Gyaem topomutbesi, a pas-
6epeM Bce MO0 MOPS/KY.

OT 0ObIKHOBEHHON Apobu —
K DecATUYHOM

Kak 3amnucarb OOBIKHOBEHHYIO JIPOOD
m,/n B I€CATUYHOI CUCTEME CUMCJICHMS ?
Eciu n — crenenb ABOIKH, CTEIIEHD IIsI-
TEePKU UJIU TPOU3Be/IeHUE CTereHel BOii-

2

< 9mo ouenv 6axHo 01t npakmuxu: decsi-
muunvle Opodu 20pasdo Jezue cpASHUBAND
Mexkdy coboil, uem 06vikHOGeHHblE!

KU U ISATEPKH, TO TOJYINTCS — KOHEUHAST
jecaruuHas 1po6b. Hampumep,

13 13-15625 203125

- - =0,203125-
64 64-15625 1000000
334 =0,12:
25 254
2
3 325 75 0,075,

40 40-25 1000

Xots uncyio 35 He SIBJSETCS TIPOU3BeJIe-
HUEM CTelleHell IBOMKN U TATEPKU, CO-
Kparumasg apo0b 7 /35 mpejcraBuMa B
BH/IE KOHEYHOIl JIeCATUYHON JApOOH:

7/35=1/5=0,2.

Ho ecu gpo6b m,/n HecokpaTuMa u mpu
3TOM XOTSI Obl O/INH U3 IIPOCTBIX JIeJTUTe-
Jieil 4ucsa n OTJMYeH oT 2 U 5, TO m/n
HeJIb3s NPEJCTAaBUTh B BHUJ/IE KOHEYHOI
Jecatynoii apo6u 3 .

[TepeBoguTh 1po6U 13 OGBIKHOBEHHBIX
B JIECITUYHDBIE MOKHO JICJIEHHEM <YTOJI-
komM». Hampuwmep, pasmenum 3 nHa 7:

3 |7
0 [0,4285714

_30
28
20
14
60
56
40
35
50
49
10
A
730
28

Ienas gactb paBHa 0. UTOOBI IOLYUYUTD
nepByio 1udpy Imocse 3aisaToil, paszie-
guMm 30 ma 7. Ilomyuum uactHoe 4 U
ocrarok 2. Pazgesnus 20 Ha 7, nomydaem
vacTHOe 2 u ocratok 6. Crexyionuii mar
— nesenrie 60 Ha 7 — maer yactHoe 8 U
octatok 4. [laiee,

40=5-7+5,
30=7-7+1,
10=1-7+3.

Mbl BepHYJIICD K 33/1a4e JieJieHus: 3 Ha 7;
MPOU3OIILIO 3AlUKINBAHIE: €CJU TIPO-
JOJDKUM  JIeJIEHUe, TO OMSTb TOJTyYlM

3 lleticmeumenvno, ecium /n=a/ 10”, mo
10°m = an; paccmompes 1060t omawuwLL

om 2 u 5 npocmoii deiumenv p uucia n,
nPUXoOUM K NPOMUBOPEUUIO: an KPAMHO P, a

paenoe emy uucao 10°m — ne xpamuo.
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yacTHOe 4 W OCTaTtok 2, 3areM Oyjem
nemTh 20 Ha 7, M Tak jasee:

% = 0,428571428571428571...
OObIUHO 3TOT pe3yJbTaT 3alChIBAIOT
Kopoue:

é? — 0,(428571),

T.€. 3aKJI0YAIOT MOBTOPSIONLYIOCS TPYTI-
1y 1udp B CKOOKU U TOBOPAT: «428571 B
nepuoze»? .

Ecsi moBTopsiiomniasicst rpyrmna mnudp
(1epuos) pacIosoKeHa HermocpeaCTBEH-
HO TIOCJIe 3AISITON, TO TaKylo JeCsSTHd-
HyI0 Ipo0b Ha3bIBAIOT YUCO NEPUOoU-
4ecKoll; B TIPOTUBHOM CJIydae TOBODST,
4TO IpoOb UMeeT npednepuod 1 Ha3bIBa-
10T ee CMewantol nepuoouteckoll.

Teopema 1. Jecsmuunoe npedcmas-
Jenue Opobu m,/n, zde m, n — HAMypaiv-
nole uucaa, m < n,— nepuoouuecKds
Opobv, Odauna Haumenvbuezo nepuood
Komopoti ne npesocxodum n — 1.

HoxazaTenbcTBo. UTOObI IIOTYyUUTDH
nepByIo nudpy moce 3arsToil, Mbl MpH-
nuchiBaeM K m HyJb (T.e. yMHOKAaeM m
Ha 10) u geaum (¢ ocTaTKOM) TIOJTyYeH-
Hoe uncao Ha n. Boobie Bech mpoiece
JIeJIEHUsT YTOJKOM — MOBTOPSIEMOE BHOBb
U BHOBb YMHOKEHIE OYEPEHOTO OCTATKA
na 10 u genenue (¢ octaTkoM) Ha 7.

Ecson Ha KakoM-TO Iare IMOJYYUTCS
HYJIEBOI OCTATOK, TO IPOGh — KOHEUHAs .
Koneunyto 1po06b, npurnucas K Hell crpa-
Ba OECKOHEYHO MHOTO HYJIEll, ecTecTBeH-
HO CYUTATh MEPUOJNYECKON C MEPHOIOM
pisbt 1. Ilo yenoBuio, 1 < n — 1, tak
YTO B HTOM CJIy4Yae yTBEpP)KIeHUe Teope-
MBI BBITIOJTHEHO.

Ecutit sxe mporiecc JieieHust HUKOT/Ia He
3aKOHUYUTCS, TO OYAYT MOJYIATCS TOJb-
KO HEHyJIeBble OCTATKHU, T.e. Yucjaa oT 1
o n — 1. 3HA4YUT, HE MO3Ke YeM Ha N-M
mare octatok 1moBroputcsi. C 3TOro Mo-
MeHTa TIPOIeCC [eJIeHUsT 3aIUKINTCS,
4TO M TPeOOBAJIOCH JI0KA3ATh.

YupaxkHeHusa

1. V6emurecn, uto a) 1,/3 = 0,(3);
6) 1/6 = 0,1(6); B) 7/30 = 0,2(3);
r) 7/11 = 0,(63).

2. Haiigure coryio nudpy mocie 3ars-
TOI B jlecATUYHON 3anucu ynciaa 1,/7.

3. Paspmenute <«yronkom» umciao 1 Ha
a) 9; 6) 99; B) 9999999. r) lokaxkute
obwee npasuio: 1,/99..9 = 0,(M1.

n n—1

1 Cywecmsyiom u nenepuoduueckue Opo-
6u, manpumep, Odecsmuunas 0pobs
0,1010010001..., 20e Kosuuecmao ny.ieti mex-
Jy edunuyamu ece 8pems Yeeauuusaemcs
1. Ho 6 3moii cmamve onu nuxax we 6yoym
UCNOLL30BANDL.

KBAHT:- 2000/Ne?2

+

4. TIposepbre pasenctsa a) 0,(6)
+0,(5) = 1,(2); 6) 0,(845) + 0,(49) =
=1,(340795); B) 2,70(584) + 6,917(49) =
=9,623(340795).

OT nepuogunyeckomn
OecaTnyHom gpobu —
K OObIKHOBEHHOMN

IIyctp

x=0,11111...
Torna

10x = 1,1111..,
OTKyZla

10x = 1 + x,

T.e. x = 1/9. Mbl noayuunu sameya-
TeJIbHBII pesyJIbTar:

0,11111... =1/9.

DTO PpaBEHCTBO He MPHOJIKEHHOE, a
mounoe: 6eCKOHEUHAs JIeCATUYHAS TIePU-
oamueckas apo6p 0,(1) asasgercs B TOU-
HOCTH TeM >K€ caMbIM YHCJOM, 4TO U
o6bikHOBeHHast Apo6b 1,/9. (Mexy
npounM, pasenctBo 0,999... = 1 Toxe
a6CcoJIIOTHO TouHOE!)
[lasee, mycTb

y = 0,17331733173317331733...

Torna

10000y = 1733,1733173317331733...,
OTKyZla
10000y =

= 1733 + 0,1733173317331733... =

=1733 + y.

W3 ypasHenus

10000y = 1733 + y

HaXO0/uM
9999y = 1733, T.e. y = 1733,/9999.

Ecim 11poBecTH BbIYMCJIEHUS] He JUIsI
YACTHBIX IPUMEPOB, KaK 3TO C/leJIalli
MBI, 2 B OGILEM BHJe, TO MOJKHO YCTaHO-
BHTD CJIEyIOliee IIPABUIIO:

Qucmo nepuoduueckas npasuibHas
dpobb pasna maxoi 066IKHOGEHHOU OPO-
6u, 6 wucaumese KOMopou — nepuoo, d 6
3namenamene — wucao 100 — 1= 9...9,

—

7

20e ¥ — dauna nepuooa.

YupakHeHusa

5. OGparure B JecsTHuHbIe [POOH YnCIa
a) 23,/99; 6) 1234,/999999.

6. OGparure B OOGBIKHOBEHHbIE JPOOU
yucsa a) 0,(012); 6) 3,1(3); B) 1,93(173).

7. Cymma (mpoussejenue, pasHOCTD)
JIBYX TIEPHOJNYECKUX [AECSATHYHDBIX APoGeit
— nepuojyeckas Apo0b. Jlokaxure aTo.

8. /lana Geckoneunas gecaTUdHasa Helle-
puojuyeckast ApoOb. Jlokaxkure, 4yTO ee
1 pbl MOKHO [IEPECTABUTH TAK, Y4TO HOJIY-
YUTCST TIEPUOANYECKass IPO0h.

Mpepnepuopn

Ecin pemutb <«yronakoMm» 3 Ha 14, 1O
3aLUKJIMBaHIE IPOU30ILJeT He cpasy:

3/14 = 0,2(142857).

Ilepuon, 3amerum, Takoil ke, Kak y
npobu 1,/7. IT0 JIeTKO OOBSCHUTD:

3 30 15 1
H:H1O :710 :(24‘7]10,

a geauthb Ha 10 oueHb JIerKo — JIOCTATOY-
HO IepeHecTH 3alATyI0 Ha OJHY I103U-
LU0,

B o6meM ciyvae BbIe MM B 3HAMCHA-
TeJie CTENEHU [IBONKU U MATEPKHU, T. €.

a-b
3anuiieM Apo0b B BUJe m/(2 5 k), rjie
a, b — HeoTpuUIaTEIbHbIE T[eJIbIe YNCIa, R
— HATYpAJbHOE YHCJIO, He KPAaTHOEe HU 2,
Hu 5. O603HaunM HarGOJIbIIEe U3 YHCE
a, b 6ykBoil ¢ 1 BBITTOJTHUM TIPe0OpPa30Ba-
HUeE:

m m.2(7.5(7.

= 10¢ =
2°5°k 295k

m- 2(:—{150—1) .
= —:10".
k

3HauuT, A9 pelieHus BOIPOca O JIJIn-

HaX TePUOJIOB JIECATUYHBIX Apobeit 1oc-

TATOYHO M3Y4YUTh JPOOH CO 3HAMeHaTe-

JIMU, He KpaTHbiMU Hu 2, Hu 5 (T.€. €O

3HAMEHATE/IIMU, B3AaUMHO IPOCTBIMU C
yncaom 10).

YupaxkHeHusa
9. 3nag, uro 1,/13 = 0,(076923), 3anu-

uTe B Bujie OOBIKHOBEHHOIT Apo6u GecKo-
HEYHYIO Meprojndeckyio 1po6s 0,(692307).

10. 3Had, 4yTO 7/17 =
=0,(4117647058823529), ob6parure B je-
caTuuuble apo6u umena a) 12/85;
6) 3,/68.

11*. a) Jlokaxkurte, 4TO JAJIMHA HAUMEHb-
IErO MPEANEePHO/Ia JECATHYHOTO PECTaB-
JIEHUSI TPABUJIBHON HECOKPaTUMOIl apobu
co snamenatenem n = 2°5°k, rne a, b, k —
LeJible  HEOTPUIATEJbHbIC YKCJA, HPUYEM
HO/l(k,10) = 1, pasua ¢ = max(a,b).

6) Jloxkaxure HepaBeHcTBO ¢ < log,n u
yOeIUTECh, YTO PABEHCTBO JIOCTUTACTCST JIJIST
qucest Buga 7 = 2° U TOJBKO IS HUX.

B) Ilyctb XOTS ObI OJIMH JIe/IUTENb HATY-
pPaJbHOrO YMCJIA 7 OTJUYeH OT 2 u S.
Jokaxure HepaBeHCTBO ¢ < log,(n/3) u
yOeIUTECh, YTO PABEHCTBO JIOCTUTACTCST JIJIST
yuces Buga n = 3-2° U TOJBKO Ul HUX.

12*. Jlokaxkute, YTO €CJIU B TIEPUOJE
JIECATUYHOTO TIPEJICTABICHUsT APOOH m /1,
rjJie 71 U n — HATyPaJbHbIE YUCJIA, BCTPETH-
Jlach TocJseoBarebHocTs 1udp 167, to
n > 100.



Yucna Bnpa 99...9

Baraguem na pasenctBa 1/7 =
=0,(142857) u 1,/13 = 0,(076923).

3ameTrbre:

142857 - 7 = 999999

76923 - 13 = 999999.

ITO He CJIyYailHOCTD: KaK Bbl IOMHUTE, B
rpaBusie mpeoOpa3oBaHKs YUCTO MEPUO-
JIMYECKOI Ipo6u B OOBIKHOBEHHYIO (DH-

9...9. Iloaro-
R
My Mbl 3afiMeMcsl Y4HCIaMH 3TOTO BUJA.

Jemma 1. /15 6caxozo namypaiviozo
wucaa k, me xpammozo nu 2, nu I,
cyuecmeyem maxoe HAMypaivHoe Uuc-
20 ¥, 05t Komopozo paswocmuv 107 — 1
Kpammua n.

HoxazareabctBo. [lepsuiii cnocob —
Ui iobuTesieli MHOroTo4Ynii. Pacemor-
pum  k umcen: 9,99, 999, ..., 99..9.

k

JlokaskeM, 4TO XOTA Obl OAHO U3 HUX
kparHo k. IIpeAnosoKUM IPOTUBHOE!
IyCTb HU OJHO U3 HHUX He KpaTHO K.
ITockoMbKY KOJMYECTBO HEHYJIEBBIX OC-
TaTKOB OT jieJieHus: Ha k paBHo k — 1,
Kakue-10 /Ba u3 R paccMarpuBaeMbIX
yuces JIaloT OJMHAKOBbIE OCTATKU TIPU
Jenennn Ha k. PasHOCTb 3THX 4uCen
Halle/I0 JIeJIUTCS Ha R U TIPe/ICTaBIIsIeT 13
ce6sl HECKOJIBKO [IEBATOK, TOCJae KOTO-
PBIX HANMCAHO HECKOJbKO HyJIeil:

rypupyer uncio 10" — 1 =

99...9-99...9 =99...900...0
NI A AL S

r+s S r S

IMockosbky kR B3auMuo tpocto ¢ 10, u3s
neaumoctu yncaa 99...900...0 na k cue-
Rl AL
r S
ayert, uyto yncyao 99...9 Hamueno penures
I

Ha k. JleMMa 1oKasaHa.

Bmopoii cnocob — Jist TeX, KTO He JIOOUT
MHorotounst. Pacemorpum umcmna 1, 10,
10%, ..., 10*'. Hu oo u3 HUX He KPaTHO
k. TToCKOJIbKY KOJIMYECTBO HEHYJIEBBIX OC-
TATKOB OT JIeJieHus1 Ha R paBho k — 1, kakue-
TO JIBA U3 R PACCMATPUBAEMBIX YHCEJI JAI0T
O/INHAKOBbIE OCTATKU TIPU JIeJeHUH Ha k.
PasnocTb aTHX uunce:

r+s S

10~ -10",

rne 0<s<r+s<k,—
Ha k.

Halea0 JeJuTcs

N3 penumocT TPOU3BEAEHUSI

105(107 - 1) Ha k U U3 B3aUMHOI IPOCTO-

Tl uncesa 10 u k ciemyer, 4to 10" — 1
KpartHo kR, T.e.

10" — 1 = kt,

7%

IMKOJA B «KBAHTE»

rie ¢t — HaTypasibHOe umcio’® . Jlokasa-

TEbCTBO 3aBepienHo’ .

Yupasknenus

13. Ckoubko yrces, KpaTHbix 13, numeer-
Cs1 Cpe/in IepBBbIX CTa YHCEJ MOCJe0Ba-
teapHoctn 1, 11, 111,

14. Ecmu uncso Buga 11...1 kparHo 7, to
ono kparno u 11, u 13, n 15873. Jokaskure
aTO.

15. Tepsyio nudpy k-3HaYHOTO YHCIIA,
kparHoro 13, crepiu U 3anucanu 10331
nocaeneil mudpst aroro uncaa. [Ipu ka-
Kkux k mosydennoe uucao kparno 13? (Ha-
npumep, u3 kparupix 13 uncen 503906 u
7969 taxum o6paszoM nosrydaem uncaa 39065
u 9697, nepBoe u3 KOTOPbIX kparHo 13, a
BTOpOE — HET.)

16. /Iy KakuXx map HaTypaJIbHBIX YKCeJl
(m, n), tne n > 1, wucno 100...01 KpaTtHO

——

m

YHUCTY &’_1/ ?
n

17. a) Ecin p — npocroe 4ucJo U Hau-
MEHbBIIUI [EePUOJ| JIECITUYHOTO Pa3JIoiKe-
nust apo6u 1,/p cocrour us 2n undp, To
cyMMa JIByX n-3HAUYHBIX umces (MOTyumx
HAYMHATHCS 1 ¢ HYJIs1), 06Pa30BAHHbBIX Mep-
BBIMU 7 U TIOCJAHUME 7 uppaMul Iepuo-
Jaa, pasua 10" — 1. Jlokaxure aro. (Harpu-
mep, 1,/13 = 0,(076923), npu atom 76 +
+923 = 999. Ilpocrora 3nameHnaress cy-
mecrBenna: 1,/21 = 0,(047619), no 47 +
+619 = 999.) 6) /lauHa HAMMEHbIIErO
epro/ia JIeCITUYHOTO MIPECTABICHUST JIPO-
6u 1/p, rae p — 1pocToe YUCJIO, YeTHA B
TOYHOCTH TOTAA, KOI/Ia p ABIACTCA JAeiTe-
JieM Hekotoporo umuciaa Buzga 100 + 1.
JlokakuTe 3TO.

18. a) Haiigure AauMHY HAUMEHbIIETO
nepro/ia JIeCITUYHOTO MIPECTABICHUS JIPO-
6u 1,/31. 6) JJokaxure, 4To HUKAKOE YIHC-
g0 Buza 100...01 we kparno 31.

19 (M981). Jokaskure, uto yncao 11...1
(1986 eauuuir) umeer 1o KpaiiHeil mepe
a) 8; 6) 128; B*) 1024 pasjauuHbIX Aeu-
TeJIs.

AnuHa nepuopa

Teopema 2. Eciu m, n — e3aummo npo-
cmole HAMYpPAIvHvle YUCAA, NPUYeM N
63aumno npocmo ¢ 10 u m < n, mo 6
decsmuunom npedcmasienuu 0poov
m/n s615emcs Uucmo nepuooutecKol.
[nuna ee naumenvuiezo nepuoda — 3mo
maxoe naumenvuiee HaAMypaibHoe Yucio
r, umo 10" — 1 xpamno n.
JokazareascTBo. 1o jemme 1, 10" —
—1 = kt 1719 HEKOTOPBIX HATYPATbHBIX

27

TEJIbHO,
m  mt 1

—=mt - —
ko kt 10" -1

BocnoabsoBaBimuch

1,/10" - 1) =

PaBEHCTBOM
0,(00...01), moy4aem
NALSEL

r—1

m
— = mt-0,(00...01).
k ——

r—1

IMockoabky m < k, To mt < kt < 10", Tax
YTO TPOU3BE/IEHUE YKcaa Mt HA YHUCTIO
0,( 00.. .01) — 9TO TepHOInYecKast Polb,
r—1

JUIMHA TIepUojia KOTOPOH paBHa 7, a Iie-
PUOJI — JleCATUYHAsI 3alliCh 4Yucjia mt,
BO3MOJKHO, JOIOJHEHHAs cjeBa He0OXO0-
JIIMBIM KOJIMYECTBOM HYJIEH.

Ham ocTaoch TOJBKO TIOHSITh, TIOYeMY
HaumenvuleMy BO3MOKHOMY UUCTY 7 CO-
OTBETCTBYeT HAUMEHBIINI BO3MOXHBII
nepuozi. Ho 1o cpasy sCHO u3 TpaBiia
1mepeBo/la TEPUOJIMYECKON IeCATUIHON
Jpo6u B OGBIKHOBEHHYIO.

Teopema 2 poxazana. Ouna BroJiHe
SICHO XapaKTepu3yeT [JIMHY 7 MepHoa
YUCTO TEePUOJANYECKON JIeCATUYHON /IPO-
6u. A ecim ecTb TPEANEPUO]], TO HAJIO
BCIIOMHUTH PaBEHCTBO

m m- 2(:7(1507[1 .
= 10
25"k k ’
1 OTBET CTAHET OYEBUJIEH:

CaencrBue teopemsl 2. /launotl nau-
Menvuezo nepuoda Oecsamuinozo npeo-
cmaenenus Hecoxpamumou dpobu m/n,
2den=2"5 k a,b > 0uHO/A(k10)=
=1, aeasemcs maxkoe Haumenvuiee Hd-
mypaivioe wucA0 ¥,  UMO 10" - 1
xpammo k.

CaencrBue cJiaencTBusi TeopeMbl 2.
nuna naumenvutezo nepuoda decsmun-
1020 npedcmasienus HecoKkpamuMoll
dpobu m,/n 3asucum mojvko om 3name-
Hames n, d me om UUCIUMENS M.

dyHkuua L(n)

O6osuauum uepes L(n) 1auHy HauMeHb-
LIEro NEPUO/A JECATHYHOIO IPE/ICTaB/Ie-
uust gpo6u 1,/n (em. Tabauiy 1). B  cury
CJIEJICTBUS TEOPEMbI 2, ecyu n = 2 5 k,
rne a,b =20 u HOI[(k,10) =1, 1O
L(n) = L(k) =r, rje r — 910 HANMeHbIIIEE
HaTypaJIbHOE YUCJIO, JJIs1 KOTOPOTO 10" -
—1 xparno k.

ynucen r u t. Crenosa- Tabuuya 1
» |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A1 111116 11121 6 61 116

° Hanpumep, 013 k = 7 moxno 63smo r =
=6; npu amom t = (10° = 1)/7 = 142857.

6 Mesxdy npouUM, OHO 3AMEeUAMEeNHO He
MOJLKO OMCYMCmeuem MHOo20Mmouull, Ho U

mem, 4mo NOKA3bl8AeMm: CYwecmeyem Hyx-
Hoe nam wucio r < k, a me moavko r <

Dyuxius L onpejiesieHa Ha BCeM MHO-
JKeCTBE HATYPAJIbHBIX YHCeJ’ , HO B Jieii-
7HanMUHa€M Yymo 6 (307casameﬂbcmee

meopemvL 1 Mol ()omeopu/mct; nepuodom Ko-
Heunotl decsmuunoti Opoou cuumamao wuco 1.
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CTBUTEJIBHOCTH MHTEPEC IIPEACTABIISAIOT
TOJIDKO YKCJIA, B3AHMHO IIPOCTBIE C YKC-
gom 10.

OueBUAHO, ecau 10" —1 KPaTHO KasK-
JIOMy U3 JIBYX B3aHUMHO MPOCTHIX HATy-
pasIbHbIX unces1 m u 1, 10 10”7 — 1 kpatHO
u mpoussegenuio mn. Cle0BaTEIbHO,
BepHa CJEAYIONAs TeopeMa:

Ecaum, n — 83aummno npocmole Hamy-
panrvnovie wucaa, mo L(mn) =
=HOK[L(m),L(n)].

YupaxkHeHus

20. Haiiqute [1auHy HAWMEHBINEro Tie-
puosa apobu

a) 19,/42;

6) 2000,/(3 7 - 11 - 1313).

21. Kakoii MoxeTr GbITb JJIHHA TIEPHO/IA
CYMMBI [IByX GECKOHEYHBIX [CCATHYHBIX
HEPUOJNYECKUX JPOGEH, [ITHMHbI TIePUOI0B
KOTOPBIX paBHbl a) 6 u 12; 6) 12 u 20?
(ITyHKTbI @) 1 6) COCTABAIOT COIEPIKAHNE
sajaun M1399.) B) g mo6bixX ABYX
HaTypasibHbIX uucesa 7 u s uepes f(r,s)
0603HAYMM TIPOM3BEJCHUE TAKUX CTEICHEHl
p® TPOCTBIX YHCEJ, [/ KOTOPBIX POBHO
OJIHO U3 YHCEJ 7, S KPATHO p* U HEe KPATHO
npu atoM crernienn p”, a Apyroe us uncen
r, s He kparHo umcity p°. (Hampumep,
f(z3 311 2" 3011 -23):24 11°.23))
Jlokaskure, uto uncay f(r,s) KpaTHa JaMHA
{ HAMMEHBIIEr0 MEPHOA CYMMBI JIOOBIX
JBYX JIECITHYHBIX ApoGei, JJIMHBI Hau-
MEHbIINX TEPUOJOB KOTOPHIX PABHbI 7 U S.
r) Jlokaxkure, 9TO [JIMHA HAUMEHBIIETO
[EPUO/Ia CYyMMBbI IBYX EPUOJANYECKUX JIPO-
Geil sIBJIieTCSl  Jle/TUTeIeM HAUMEHbIIEro
06Iero KpaTHOTO JUIMH UX [EPHOJIOB.
1) Ilycrb 7, s, t — HaTypaJbHbIE YHCIA,
npudeM ¢ kpatHo uunciy f(r,s) u aisgercs
nemutenem unciaa HOK][r7,s]. Tlpusemure
pUMep ABYX JIECATUYHBIX TIEPHOAMIECKIX
npobeil, [UIMHbI HANMEHBIINX TIEPUOJIOB
KOTOPBIX PABHbI 7 11 §,  [JIMHA HAHMEHbIIIe-
ro Tepuoja UX CyMMbI paBHa t.

HabniopgeHuns laycca

Benukuit nemenkuit marematuk Kap
Dpugpux Tayce, Gymydn rUMHA3NCTOM,
obpaman apo6u Buga 1/p, rme p —
MPOCTOE YKCJIO, OTJIUYHOE OT 2 U 5, B
6eCKOHEeUHbIEe JIECATUYHBIE APOOU: B KaXK-
JIOM CJIy4dae OH C TI0PAa3UTeIbHBIM TepIie-
HUEM OXH/IaJI, KOT/la 3HaKH HAYHYT I0-
BTOpATHCA. EMYy XOTes0Ch NMOHATD, Kak
3aBUCHUT JIJIMHA TIEPUOJIa TaKoul apobu
oT p.

BoinucpiBanue moJHOTO TIepuo/ia, cKa-
JKeM, [ p = 47 — yToMUTeIbHOe 3aH:-
tue (46 smakos!). Opmaxo Taycc ne
TEPSL HAJIEXK/IbI U TIPOIOJIKAJ BBIUUCIe-
HUSI: OH BBIIUCAJT TMEPUObI VI BCEX
npocteix uncen p < 1000. I'maBnag saxo-
HOMEPHOCTDb, KOTOPYIO OH OGHApPY:KHII,
cocrout B TOM, uro jiuHa L(p) Haw-
MEHBIIIETO MEPUO0/Ia TaAKO [po6U SIBJISIET-

KBAHT:- 2000/Ne?2

¢t pesmteneM wnciaa p — 1, uHOrzAA
comafag ¢ uum (cM. Tabmumy 2). A
nmenno, L(p) =p -1 pap =17, 17, 23,
47, 59, 61, 97, 109, 113, 131, 149, 167,
179, 181, 193 u HEKOTOPBIX JAPYTUX YH-
cemn®.

Tabauua 2

2 |3 7 1113 17 1923 29 31 37 41 4347

ZipA1 6 2 6 1618 222815 3 5 21 46

MbI JoKa)keM 9Ty 3aKOHOMEPHOCTD 4y Th
HMKE, a IIOKa pacCMOTpUM CJIej:[yIOH_II/Ie
Pa3JioKeHuA:

1,/7 = 0,(142857),
2/7 = 0,(285714),
3/7 =0,(428571),

4,7 = 0,(571428),

5/7 = 0,(714285),
6,7 = 0,(857142).

Ilepuoapr atux mrectu apobeil HauMHa-
I0TCSL Cpa3y MocJe 3amsaTol 1 0Ty YaloT-
cs JIpYr U3 JIpyra IUKJIMYECKUM CJ/IBU-
roM. ITO MOIJIO Obl I10KA3aThCsl CIIyvaii-
HBIM Kypbe3oM, Oy/lb Mbl JIOOUTEJISAME
«3aHuMaTeJbHON» MaTemMaTuku. Ho He
Oy/ieM CTOJIb HauBHBI M BHHUMATEJIbHO
paccMOoTpuM 3TOT 3(deKT.

Bosbmem Bmecto 7, nHampumep, 41.
OueBu/HO,

1,/41 = 0,(02439).
«ITpoxpytums» nepuon:

0,(24390) = 10 /41,
0,(43902)=10 - 0,(24390) — 2 =

100
=1 2=18/41,
0,(39024)=10 - 0,(43902) — 4 =
180
TS 4=16/41,
0,(90243) = 10 - 0,(39024) — 3 =
160
T 3=37/41.

€CJU HATYPaJbHOE YUCJIO 7 B3aUMHO
npocto ¢ 10 u ormuno or 1, TO Bee
[paBHIbHbIE HECOKPATUMbIE JAPOOU €O
3HAMeHaTeJieM 7 pa3buBaloTCs Ha [UKJIbI
no L(n) apoleil B Kaxka0M LuK/ae. 3Ha-
YNT, KOJMYECTBO TaKUX APoOeil KpaTHO
uncay L(n). (B wacrnocru, ecau p —
[POCTOE YUCJIO, TO Bee APOOH BUA m,/p,
rae 1 < m < p,— HecOKpaTuMble, OTKy/a
u creayer oGHapy>KeHHas oHbIM Layc-
COM 3aKOHOMEPHOCTB!)

YupaxkHeHusa

22. a) Pemmte pebyc: IINIOMBA - 5 =
= AIIV/IOMB. (3aech B 3amucsax MHIeCTH-
snaunbix uncesa [IJIOMDBA u AIIJIOMDb
pastbie OYKBBI 0003HAYAIOT pasHbie 1ud-
pbl.) 6) Haiigure mectusHauHoe 4YUCIO,
YMEHBIIIAIONIeecs: B 5 pas IpH TepeHoce
nepBoit mdpbl B KoHel uncaa. B) Pemmre
pe6yc: HUKEJIb - 6 = EJbHUK. (Vka-
3anue. B cioBax pebyca HCHOJIb30BAHBI
nBa caora: HUK u EJIb. O6osnaubre
HUK = x u EJIb = y.) r) CyuiectByer Jin
[IECTH3HAYHOE YHCJI0, KOTOPOE MPU YMHO-
skenun Ha 2, 3, 4, 5 u 6 paer uucia,
3arucanHbie TeMH JKe 1udpamMu, 4To U caMmo
YKCI0, HO B pyroM nopsiake? 1) Haiigure
BCE [IECTU3HAYHBIE YKC/IA, KOTOPbIE YBeI-
YUBAIOTCS B I[€JI0€ YHUCJIO Pa3 TIPH MepeHoce
nocJseineit udpobl U3 KOHIA B HAYAJO.

23. Ilarusnaunoe yucJIo geantcs Ha 41.
[lokaxkute, 4T0 ecsu ero 1udpbl K-
YeCKH MEePeCTaBUTD, TO TOJTYYEHHOE YHCJIO
Toxe OyzeT nenuTbest Ha 41.

24. Yucno okanuusaercs Ha 2. Ecium aty
nudpy MepeHecTd B HAYAIO YKHCJIA, OHO
yasBoutcsi. Haitjiure Haumenbliee Takoe
YHCJIO.

25 * (M1252). Ilyctb @ u n — HaTypaJb-
Hble uncaa, a > 1. Jlokaxkure, 4ToO KOJIHue-
CTBO TIPABUJIbHBIX HECOKPATUMBIX pOOeit
co 3HamenaresneM ¢" — 1 kparho n.

Teopema dunepa

KoJtiuecTBO MpaBHIbHBIX HECOKPATHMBIX
nipobeii co 3HamMeHnareseM 72 0603HAYAIOT
uepes @(n) (em. tabmuy 3) 9. [las
J060ro0 IIPOCTOrO YucJa p, OYEBUJHO,
o(p) =p - 1.

Tabauua 3

Homyunnu muxn us ngaru |~ (1 2 3

5 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17

yucest: 1, 10, 18, 16, 37. L 12
Kaxgoe uyuciao aroro ()

4 2 6 4 6 410 412 6 8 8 16

IIUKJIQ — OCTATOK OT JIeJIEHUST yIecsiTe-
PEHHOTO TpebLLynero Ha 41.

Ecau 6b1 mMbr Havanu ¢ 2/41=
=0,(04878), to mnoayunmu Gbl  apy-
roit nuka: 0,(48780) = 20/41,
0, (87804) = 36,41, 0,(78048) =
= 32/41, 0,(80487) = 33 /41.

Beero naist p = 41 nomyuaem 8 1UKJIOB,
110 5 po0eii B KaxkaoM. B obriem cayyae,

8 Komeuno wiu Gecxoneuno MHoxecmeo
wucen, das komopvix L(p) = p — 1, no cei
denv Heussecmmo.

Tockombky @(1) TPaBUABLHBIX HECOK-
patuMbIX Jpobeit MOXKHO Pa3OUTh Ha
kbl 10 L(n) apoleil B KaskaoM K-
JIe, TO BepHa CJIe/lyIOlIasi TEOPeMa:

Teopema 3. Ecau n — namypanvioe
wucao, mo @(p) xpamno wucay L(n).

Caencrsue. Ecau n — namypaivioe
wuco, 63aumno npocmoe ¢ uucaom 10,

mo 7()‘p(n) — 1 kpamuo n.

? I[Todpobuee 06 amoil ynxuyuu MOXKHO
npouumamv 6 cmamve B.Cendeposa u
A.Cnusaxa «Manas meopema Depmas (cm.
<«Keanm» Nel za 2000 2.).




Ecuiit GbI MBI pACCMATPUBAJN HeE J1€CSI-
THYHYIO CHCTEMY CUUCJEHUs, a CHCTEMY
CUNCJIEHNsT C OCHOBAHWEM d, T/e d —
OTJINYHOE OT e/IMHUIIBI HATYPATbHOE YHC-
JIO, TO AaHAJOTHYHBIM 06GPA30M MOTYUHIN
ObI  yTBEPIK/EHNe, KOTOPOE HA3bIBAIOT
TeopeMoil Jiiepa:

Ecau n — namypaivioe wucio, 83au-
1O NPOCMOE C YEJIbIM YUCIOM d, 20e a >

9(n)

> 1, mo a — 1 xpammno n. "

Yemy pasHo L(p™)?
Yucao 111 genurcsa va 3. [anee, uncio
111111111 = 111 - 1001001

jgeqmTed Ha 9 Kak TpousBe/leHne JIBYX
YHCes, KakK/J0e U3 KOTOPBIX JIEJUTCS Ha
3.1 3ammcbiBaeMoe 27 eUMHULAMU YIC-
710

ittt =
= 111111111 - 1000000001000000001

JlenTes Ha 27 Kak IIPou3Be/IeHue Ynca,
KpartHoro 9, u 4ucsia, KpaTHoro 3.
U BooOGIIIEe, paBeHCTBO

e L a1 41 =
AL LIS I L UL

3n 3n 3n
= 111...11-100...0000...001
— o

n

3 "1 3"+

IOKA3bIBAET, UTO €CJIM YHICJIO0, 3alIIChIBa-
emoe 3" eIUHUIIAMU, KPaTHO 3", 10
YN0, 3armchiBaeMoe 3 ! e/IMHUIAMU,
KPaTHO 3"

0 Yecmuo 2060ps, ycrosue a > 1 uzuwne:
ecu Hac unmepecyom ocmamxu om 0eaens
na n, mo uz 1106020 Y1020 wUCAA d, NPUOA-
6UE K HeMY N HEOOX00UMOE KOJUUCCEO Pa3,
MOKHO ROLYUUMD UUCILO, GONbUECE eOUNUDL.

! Bupouen, mosxno 6oL10 60cnoin3oeamy-
ca npusnaxom deaumocmu na 9.

INKOJMJA B «KBAHTE»
Takum 06pa3oM 110 UHAYKIUH MOKHO
JIOKa3aTh, uTo uncio 11...11 KpaTHo unc-
el

3}1
ay 3", r.e. uncao 99...99 kparHo uncay

n

3

n+2 n+2 L
3", otkyna L(S" ) <3". A ecau Mbl
€1l 3aMeTHM, YTO UCII0/Ib30BaHHbIE HAMI
ypcaa 100...00100...001 genarcss ToJib-
KO Ha 3, HO He Ha 9, TO MOJIyYNM TOYHbII

pesyJbrat: L(3"+2) =3".

Henbsg 1 1ogo6HbIM 06pa3oM usy-
YuTh (PYHKIIUIO L( pm), rje p — IpocToe
YuCJI0, M — HarypasbHoe uncjao? Oka-
3BIBAETCST, MOXKHO.

Teopema 4. Ecau p — nausvicuwas
cmenenb npocmozo uUcid p, KOMopoll
Kpammo 4ucio 10L(p) — 1, mo das 11060-
20 HEOMPUUAMENLHOZ0 UELL020 YUCIA T
eepna hopmyaa L(pkm) = p"L(p).
(Hanpumep, L(S’m+2) =3"u L(7'"+’) =
=6-7".)

[lokasatb TeopeMy 4 BaM IIOMOXKeET
CJIeTYTONIast JeMMa.

Jlemma 2. Eciu a = 1 + px, 20e p —
npocmoe wucao, p > 2, X — yeJioe Yuco,
mo cymma @ + a"> + .. +va+ 1
Kpammua p, Ho ne Kpamma pg.

JlokazateabcTBO JemMMmbl 2. Jlerxo
nouats (paccykaas M0 UHAYKIMA UJIH
TIPUMEHNB 61/1}210M Hpiorona), uto npu
JCJCHIN HA P Yucaa d, a , ..., d u
a”” nator Taxue xe ocratku, Kak 1 + px,
T+2px, ., 1+ (p-2pxul+(p-
— 1)px. CaemoBatesbHo,

2 -2 —1
l+a+a +..+a" " +d" =

= 1+ (1+px)+(1+2px)+...

HAM IINIIYT

29
c+ (1+(p=2)px) + (1+(p-1)px) =
—_) =p (Inodpz).

Jlemma fokasana. A TeopeMy JOKaxKu-
Te B KauectBe (TPYIHOrO, HO HE CJIHII-
KoM) ympaskHerus: (29).

Yupaxknenus

26. Yucao 10* — 1 kparno 3", Ho me
KpaTHO 3" lokaxure 210.

27. Kakoe HauMeHbliee KOJINYECTBO €/[1-
HUILL TIOJPsI/L HA/IO HAIUCATH, YTOObI MOJIy-
yumoch uuceso, kparuoe a) 999 999 999;
6) 9" 8) 11'": 1) 37", e k, [ — narypanp-
HbIE YHCJA?

28. Ha xaxyio Haméozjolobmym CTereHb
JIBOMKU JIEJIUTCSI YUCJIO 5 - 1?

29. Jloxaxure teopemy 4.

30. [lokaxkure, 4TO €CJau p — IPOCTOE
upcao, p#2, 1o cymma 1+ a + a* + ...

+ @' He KparHa p? HU S Kakoro
11JIOr0 Ynca d.

31. [lokaxure, 4TO B Iepuoie GecKoHey-
HOU JIecSTHYHOM Ipobu 1 3100 nuMeercs
mobasi ocye0BaTebHOCT U3 46 nudp.
(Uytb B MHOI (hOPMYyIMPOBKE dTa 3ajaua
6pLia B «3agaunuke «KBanra» mox HoMe-
pom M1280.)

32 (aua Tex, KTO JIOGUT HPOrPaMMUPO-
BaTb). a) Haiigure x0T OBl OAHO TaKoe
[IPOCTOE YUCJIO P > 3, UTO JUIMHBI IEPHO/IOB
PasJoKeHuil B JecATUYHbIEe JAPOOH YKCcel
1/pul/p* coBmaaior u pasubi p— 1. 6%)
Haiinute emie oHO Takoe IIPOCTOE YUCJIO.
(HeussecTHo, GECKOHEYHO JI MHOKECTBO
HpoCThIX unces co cpoiictsoM L(p) = L(p*).
HewussectHo 1 TO, CymIeCTBYeT Jii XOTsI Obl
OJIHO IIPOCTOE YHCIIO P > 5, IUJISE KOTOPOTO

Lip)=L(p).)

3arnsgHem B LLeHTp 3Be3[,

[TpocMaTpuBast Tabuiy «@Dusnyeckue mnapamerpbl HEKOTOPBIX
3Be3/1» (KOTOpas 4acTU4HO 371eCh pUBOANTCs) 13 «CrpaBouHn-
ka 110 ¢pusuxes A.C.EHoxoBuua, TpyIHO YAEPKATbCS OT IIOIBIT-
KU OIIEHUTb TEMIIEpaTypy B IEHTPaX 3Be3/l U CPaBHHUTL ee C
peasbHOIL.

Bynem cunrarb, B 1epBoM IPUOGJIKEHIH, 3BE3/1y BOAOPO/IHOII.
[TockosbKy OHa HAXOAUTCS B PABHOBECHU, PAa3yMHO IPUPAB-
HATb, 1O TIOPS/IKY BEJWYUHBI, CPEJHUE 3HEPrUu MPOTOHA —
TETJIOBOTO JIBVJKEHUS M TPABUTALMOHHOIO B3aUMOJIEHCTBUS:
kT ~GMmp / d . 3neco k — nocrosinrast BosbiiMana, T — TeMiepa-

Typa 3Be3zibl, G — rpaBUTAIMOHHAS TocTosiHHAsT, M u d — Macca

M JIMaMeTp 3BE3/bl, M, ~ Macca IPOTOHA. VMeeM pacueTHyIo
GMm

opmyny T~——21
bopyry vd

rpady tabauibl. CpaBHUB ee co BTOPOil rpadoil, BUanM J10cTa-

, HA OCHOBAHUUM KOTOPOW CTPOUM IIATYIO

TOYHO XOpolee COBIIa/IEHuE.

8 Ksant Ne2

< (no A7(no P
3Be3na /77K | cpaBHeHUIOC | cCpaBHEHUIOC DHHCICHIL ;2
Commmen) | Commen) |"MMEPATYP2
T Opuona  |5,4-10 7 27 4,47 10"
Crmxa (oTess)| 3-10 5 11 2,55-10
Bera (0Tupi) | 1,810 2,2 2,8 1,48 -107
Ipowon A | 8-10° 1,8 1,2 7,73 -10°
olenraspaA | 1,310 1,0 1,0 1,16 -107
EBononacaB | 1,010 0,65 0,58 1,03-107
Kpriorep 60 A 8,5.106 0,41 030 8,48 - 10°
B./Iposdos



