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= 1, g(n)= na – 1 – f(n) и, наконец,
f(n + 1) – наименьшее натуральное
число, отличное от каждого из 2n

чисел f(1), f(2), ..., f(n), g(1),
g(2), ..., g(n). Докажите, что су-
ществуют такие числа α  и β , что
f(n)=[ αn], g(n)=[ βn].

9. а). Пусть α  = 1 5 2+e j .
Докажите для любого натурально-
го числа n равенство [nα

2
] =

= [ α [ αn]] + 1.
б) Пусть последовательность всех

натуральных чисел разбита на две
непересекающиеся подпоследова-
тельности f(1) < f(2) < f(3) < ... и
g(1) < g(2) < g(3) < ..., причем
g(n) = f(f(n)) + 1 для любого n.
Найдите f(240). (Этот пункт в 1978
году предлагался на Международ-
ной математической олимпиаде и
вошел в «Задачник «Кванта» под
номером М538.)

10. Пусть α  > 1, β  > 1 и 
1

α
 +

+ 
1

β
 = 1. Докажите, что каждое

натуральное число входит в одну и только одну из последователь-

ностей a
n
 = [ αn] и b

n
 = βn  – 1, где через x  обозначено

наименьшее целое число, которое больше или равно числу x (иначе

говоря, x  = –[–x]).

Геометрическая интерпретация

Что для нас – головоломка,

духом тайны разум будит –
очевидно, для потомка

просто школьным курсом будет.

И.Губерман

Теорема 1 настолько красива, что возникает желание глубже
проникнуть в суть дела. Пусть, как и ранее, α  и β  –

положительные иррациональные числа, причем 
1

α
 + 

1

β
 = 1.

Тогда β  + α  = αβ, откуда α β− − =1 1 1b gb g .
Нарисуем на клетчатой бумаге (см. рисунок) как на

координатной плоскости прямую l, заданную уравнением
y = α − 1b gx , которое можно записать также в виде x =
= β − 1b gy . Занумеруем подряд все клетки, которые пересе-
кает l, начиная с нулевой клетки, которой принадлежит

начало координат (на рисунке взято α  = 1 5 2+e j ).
Поскольку число α  иррационально, прямая l не проходит
через узлы сетки (кроме, разумеется, начала координат).

Значит, l входит в очередную клетку либо слева, пересекая
вертикальную линию сетки, либо снизу, пересекая горизон-
тальную линию.

Если l вошла в клетку слева и пересекла при этом
вертикаль x = n, то номер клетки, в которую при этом вошла

прямая, равен n + α − 1b gn  = αn . (Это не очевидно?

Согласен. Но если занумеровать не только клетки, которые
пересекает l, а вообще присвоить номер n + m каждой клетке,
заданной неравенствами n ≤  x < n + 1, m ≤  y < m + 1, то
ситуация вполне прояснится.) Если же прямая l снизу
пересекла горизонталь y = m, то номер соответствующей

клетки равен β − 1b gm  + m = βm .

Вот и все. Согласитесь, это геометрическое доказательство
теоремы 1 достойно восхищения! И хотя можно было бы еще

очень многое рассказать (последовательности a
n
 =

= n 1 5 2+e j , b
n
 = n 3 5 2+e j  связаны и с игрой

цзяньшицзы, и с числами Фибоначчи, и со многими другими
интересными задачами), я ограничусь советом прочитать
статью И.М.Яглома «Две игры со спичками» («Квант» №1
за 1992 год) и статью А.Ю.Матулиса, А.Ю.Савушкинаса
«Ферзя – в угол, «цзяньшицзы» и числа Фибоначчи»
(«Квант» №7 за 1984 год).
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(Окончание следует)

Р Е Ц Е Н З И И

Конкретная математика

Примеры учат не меньше, чем прави-
ла. «Конкретная» математика... оста-
ется при всех поворотах моды и со-
ставляет необходимую часть ремесла
всякого математика.

В.И.Арнольд

Издательство «Мир» перевело на рус-
ский язык книгу «Конкретная матема-
тика. Основание информатики», в ос-

нову которой положен курс лекций,
уже тридцать лет подряд читаемый в
Станфордском университете (США).
У книги три автора. Один из них –
крупный специалист по комбинатори-
ке, профессор Рутгерского университе-
та, сотрудник «Bell Laboratories» Ро-
нальд Грэхем. Другой – профессор
информатики Станфордского и многих
других университетов (в том числе
Санкт-Петербургского), автор зачиты-

ваемого до дыр учебника «Искусство
программирования для ЭВМ», созда-
тель в высшей степени удобной и став-
шей фактическим стандартом научных
публикаций издательской системы TEX
Дональд Кнут. Третий – Орен Паташ-
ник, сотрудник Исследовательского
центра средств связи в Ла-Лохья.

Для математиков нашей страны идея
«Конкретной математики» не является
неожиданностью: замыслы основателей
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�журнала «Квант» и устроителей олим-
пиад, да и весь опыт наших математи-
ческих школ и кружков созвучны идеям
Грэхема, Кнута и Паташника. Если бы
языковой барьер не затруднял амери-
канцам знакомство с русскоязычными
источниками, то «Конкретная матема-
тика» включала бы, я уверен, многие из
наших олимпиадных задач.1  Правда, у
нас олимпиады проводились в основ-
ном для школьников, а не для студен-
тов. Поэтому очень интересно познако-
миться с американским опытом, к тому
же увлекательно изложенным.

Авторы сообщают, что «с удоволь-
ствием объединили свои усилия для
работы над этой книгой, поскольку ее
предмет начал зарождаться и обретать
свою собственную жизнь на наших гла-
зах; кажется, что книга написана сама
собой. Более того, отчасти разнород-
ные подходы, которые выбирал каж-
дый из нас, оказались после многолет-
ней совместной работы настолько подо-
гнанными друг к другу, что мы не могли
удержаться от ощущения: эта книга –
своего рода манифест единодушно из-
бранного нами пути занятий математи-
кой».

Основные темы книги – индукция и
исчисление сумм, рекуррентность, це-
лочисленные функции и последователь-
ности, элементы арифметики, биноми-
альные коэффициенты, производящие
функции, вероятности и асимптотики.
Обучение общим темам ведется на мно-
гочисленных примерах: в книге более
500 упражнений, причем все они снаб-
жены указаниями, а большинство –
подробными решениями. 2   Неформаль-
ный стиль изложения, многочисленные
пометки и комментарии на полях, в том
числе шутки студентов, позволяют ос-
ваивать весьма серьезные темы весело и
непринужденно.

Начинается книга с индукции – важ-
нейшего метода математического ис-
следования. Подробнейшим образом об-
суждена задача о ханойской башне 3 ,

которую придумал француз Эдуард
Люка в 1883 году. (Башня представля-
ет собой несколько колец, нанизанных
в порядке уменьшения размеров на
один из трех колышков. Задача состо-
ит в том, чтобы переместить всю башню
на один из других колышков, перенося
каждый раз только один диск и никог-
да не помещая больший диск на мень-
ший.) Затем рассмотрена придуманная
швейцарцем Якобом Штейнером в 1826
году задача о разрезании пиццы (т.е. о
том, на какое наибольшее число облас-
тей могут разделить плоскость n пря-
мых). После этого – задача Иосифа
Флавия, от решения которой две тыся-
чи лет назад в буквальном смысле зави-
села жизнь человека. («Есть легенда,
что Иосиф выжил и стал известным
благодаря математической одареннос-
ти. В ходе Иудейской войны он в соста-
ве отряда из 41 воина был загнан рим-
лянами в пещеру. Предпочитая само-
убийство плену, воины решили выст-
роиться в круг и последовательно уби-
вать каждого третьего... Однако Иосиф
вместе со своим единомышленником...
вычислил спасительные места в пороч-
ном круге, на которые поставил себя и
своего товарища.»)

Далее идет «Исчисление сумм». Се-
мью способами найдена сумма квадра-
тов 1

2
 + 2

2
 + ... + n

2
.4  После этого по

индукции доказаны равенства
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Вряд ли многие задумывались об
аналогии между ними. И даже если вы
задумывались и знаете, что если в пос-
леднем равенстве каждое слагаемое
1 1k k +b gc h  представить в виде разно-

сти дробей 1 k  и 1 1k +b g , то получится
как раз
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а тождество

k k k+ +1 2b gb g – k k k− +1 1b g b g =

= 3 1k k +b g

позволяет аналогично найти сумму

k k

k

n
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=

∑ 1
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3
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все равно вопрос о величине
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не кажется простым. Между тем все это
есть часть единого целого – теории
конечных разностей.

Дальнейшей пересказ книги не имеет
смысла: каждому интересующемуся на-
укой старшекласснику (тем более –
студенту или преподавателю) я сове-
тую ее прочитать. Авторы гарантиру-
ют: «...все, что Вам потребуется, – это
ясная голова, большой лист бумаги и
сносный почерк для вычисления ужас-
ных сумм, решения запутанных рекур-
рентных соотношений и выявления
коварных закономерностей в данных.
Вы овладеете алгебраической техникой
в такой степени, что зачастую будет
проще получить точные результаты,
нежели удовлетвориться приближен-
ными ответами, справедливыми лишь в
пределе».

Б.Спиров

1 Впрочем, авторы с уважением отно-
сятся к нашей стране. Д.Кнут даже владе-
ет русским языком, а когда он разрабаты-
вал TEX , то сделал так, чтобы эту изда-
тельскую систему можно было легко адап-
тировать к любому неиероглифическому
языку, в том числе к русскому.

2 Удивительная добросовестность авто-
ров проявилась и в огромном списке литера-
туры (на каждый из 401 источников есть
ссылка в тексте!), и в исторических изыс-
каниях: для каждого упражнения они пыта-
лись найти первоисточник!

3 Между прочим, о ханойской башне
можно прочитать в одной из первых
и лучших наших «олимпиадных» книг:
Д.О.Шклярский, Н.Н.Ченцов и И.М.Яг-
лом «Избранные задачи и теоремы элемен-
тарной математики. Арифметика и алгеб-
ра» (М., 1965). Там она хотя и не первая
по номеру, но третья!

4 Не верите, что такое возможно? Чи-
тайте книгу! Там указан еще и нулевой
способ – посмотреть ответ в справочнике,
причем объяснено, в каких именно справоч-
никах и как следует искать интересующие
сведения.


