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ных треугольников. Из соображений
непрерывности ясно, что когда А про-
бегает описанную окружность, Н прой-
дет всю указанную окружность, при-
чем за один оборот точки А точка Н
совершит три полных оборота.

Заметим, что по теореме о прямой
Эйлера (упражнение 9) центроид G
нашего треугольника также  описыва-
ет окружность; ее радиус равен (R –
– 2r)/3, а центр делит отрезок IO в
отношении 1:2. В связи с этим возни-
кает следующая задача.

Рассмотрим две окружности ω  и Ω ,
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первая из которых лежит внутри вто-
рой. Допустим, что существует четы-
рехугольник, вписанный в Ω  и описан-
ный около ω . Можно доказать, что
тогда, как и в случае треугольника,
такой четырехугольник можно нарисо-
вать, взяв за одну из его вершин любую
точку окружности Ω ; это утверждение
называется теоремой Понселе (для
четырехугольника). Верно ли, что
множество центроидов всех этих че-
тырехугольников тоже окружность?
(Центроид четырехугольника – это
центр масс четырех материальных то-

чек, сосредоточенных в его вершинах;
он находится на пересечении средних
линий четырехугольника.) Экспери-
мент дает утвердительный ответ на этот
вопрос (рис.13), но к моменту написа-
ния этой статьи доказательством мы не
располагали.

Теорема Понселе справедлива и для
многоугольников с произвольным чис-
лом сторон n. Будет ли центроид «мно-
гоугольника Понселе» описывать ок-
ружность при любом n?

Рис. 13Рис. 12

В ЭТОЙ СТАТЬЕ БУДУТ РАССМОТ-
рены задачи о движении отдель-

ных зарядов в заданных электрических
и магнитных полях.

Силовой характеристикой электро-
статического поля является вектор на-

пряженности электрического поля E
→

.
Если заряженная частица с зарядом q
находится в некоторой точке простран-
ства, где напряженность электричес-

кого поля равна E
→

, то на частицу со
стороны электрического поля действу-

ет сила F
→

э  = qE
→

. А если в системе
координат, в которой заряженная ча-
стица движется со скоростью v

→

, су-
ществует магнитное поле с индукцией

B
→

, то на частицу будет действовать
магнитная сила, или (как ее обычно
называют) сила Лоренца, равная FЛ =
= qvB sinα , где α  – угол между век-
тором скорости и вектором магнитной
индукции. Сила Лоренца перпендику-

лярна векторам B
→

 и v
→

, а ее направ-

ление определяется с помощью прави-
ла левой руки. Поскольку сила, дей-
ствующая со стороны магнитного поля
на заряженную частицу, перпендику-
лярна вектору скорости, она не
совершает работы, а лишь искривляет
траекторию движения частицы, не ме-
няя ее энергии.

Перейдем к рассмотрению конкрет-
ных задач.

Задача 1. Рассматривая классичес-
кое приближение, вычислите скорость
электрона в атоме водорода, если ра-
диус его круговой орбиты r =
= 0,53 10

10
⋅

−
 м, заряд электрона е =

=1,6 10
19

⋅
−

 Кл, его масса m =
= 0,9 10

30
⋅

−  кг, электрическая посто-

янная ε
0
 = 8,85 10

12
⋅

−  Ф/м.
Электрон в атоме водорода находит-

ся в центральном электростатическом
поле протона. На него действует сила
Кулона, которая в данном случае обес-
печивает центростремительное ускоре-
ние при движении электрона по круго-
вой орбите. Уравнение движения элек-
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трона имеет вид

mv
r

e

r

2 2

0
24

=
πε

,

где v – скорость электрона на орбите.
Отсюда получаем

v
e

mr
= = ⋅

4
2 2 10

0

6

πε
,  м с .

Задача 2. Пройдя ускоряющую раз-
ность потенциалов U = 3,52 10

3
⋅  В,

электрон влетает в однородное маг-
нитное поле с индукцией В = 0,01 Тл
перпендикулярно линиям индукции и
движется по окружности радиусом
r = 2 см. Вычислите по этим данным
отношение заряда электрона к его
массе.

Пройдя ускоряющую разность по-
тенциалов, электрон приобретет ско-
рость v, которую можно найти по зако-
ну сохранения энергии

eU
mv

=

2

2
,

где е – заряд электрона, m – его масса.
В магнитном поле на электрон будет
действовать сила Лоренца, равная evB
и направленная перпендикулярно век-

торам скорости v
→

 и индукции B
→

. Сила

Лоренца в данном случае будет сооб-
щать электрону центростремительное
ускорение:

mv

r
evB

2

= ,

откуда и находим удельный заряд элек-
трона:

e

m

v

rB
= .

Подставляя сюда выражение для ско-
рости из первого уравнения, оконча-
тельно получим

e
m

U

rB
=

2
2

b g
= ⋅1 76 10

11
,  Кл кг .

Задача 3. Электрон со скоростью
v

0  = 10
9
 см/с влетает в пространство

плоского конденсатора, между плас-
тинами которого поддерживается по-
стоянная разность потенциалов U =
= 425 В (рис.1). Определите величину
h максимального удаления электрона
от нижней пластины конденсатора.

Задача 4. Электрон влетает в одно-
родное магнитное поле и в точке А

имеет скорость v
0

→

, вектор которой
составляет угол α  с направлением
магнитного поля (рис.3). При каких
значениях индукции магнитного поля

В электрон окажется в точке С? За-
ряд электрона е, его масса m, а рассто-
яние АС = L.

Введем систему координат (рис.4),
направив ось Х вдоль вектора магнит-
ной индукции. Разложим скорость элек-
трона в точке А на составляющие v

x
 =

= v0
cosα  и v

y
 = v0

sinα . На электрон
в магнитном поле будет действовать

сила Лоренца, проекция которой на ось
Х всегда равна нулю, поэтому вдоль
оси Х электрон будет двигаться равно-
мерно с постоянной скоростью v

x
 =

= v0
cosα . В плоскости, перпендику-

лярной оси Х, электрон будет двигать-
ся по окружности радиусом R под дей-
ствием силы Лоренца, обеспечивающей
центростремительное ускорение элект-
рона:

m v

R
ev B0

2

0

sin
sin

α
α

c h
= ⋅ .

В результате электрон станет двигаться
по винтовой линии, изображенной на
рисунке 4, пересекая ось Х через рав-
ные промежутки времени (период об-
ращения)

T
R

v

m

eB
= =

2 2

0

π

α

π

sin
.

Очевидно, что электрон попадет в
точку С, если за время tAC равномерно-
го движения вдоль оси Х от точки А до
точки С он совершит целое число пол-
ных оборотов:

t
L

v
TN

m

eB
N

AC
N

= = =

0

2

cos α

π
,

где N = 1, 2, ... Каждому целому числу
N соответствует свое значение индук-

Удельный заряд электрона e/m =
= 1,76 10

11
⋅  Кл/кг, угол падения α

= 30°. Расстояние между пластинами
d = 1 см.

Рассмотрим движение электрона в
системе координат, изображенной на
рисунке 2. Электрон движется в одно-
родном электрическом поле с напря-

женностью, равной Е = U/d и направ-
ленной по оси Y. Уравнение движения
электрона вдоль этой оси имеет вид

ma eE
eU

dy
= − = − ,

т.е. он движется в этом направлении
равнозамедленно. Если через время
t = τ  электрон максимально удалится
от нижней пластины, его координата
у, а в наших обозначениях h, будет
равна

h v
eU

md
= ⋅ −

0

2

2
cosα τ τ .

Очевидно, что в верхней точке верти-
кальная составляющая скорости элект-
рона равна нулю:

v
eU

md0
0cosα τ− = .

Исключая время τ  из двух последних
уравнений, находим искомую величину:

h
v d

Ue m
=

⋅
= ⋅

−0

2 2
3

2
5 10

cos α
м .

Этот результат можно получить так-
же из закона сохранения энергии. Если
отсчитывать потенциальную энергию
электрона в электрическом поле от ниж-
ней пластины (у = 0), то потенциаль-
ная энергия электрона на высоте h
составит eUh/d. Закон сохранения
энергии электрона, записанный для
точек с координатами у = 0 и у = h,
будет иметь вид

mv mv eUh

d
x0

2 2

2 2
= + ,

где v v
x

=
0
sinα  – скорость электрона

на высоте h. После подстановки выра-
жения для vx  получим

h
v d

Ue m
=

⋅0
2 2

2
cos α

.
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v
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Задача 5*. Протон с удельным заря-
дом q/m = 0,96 10

8
⋅  Кл/кг налетает

на систему из трех плоских металли-
ческих сеток, между которыми с по-
мощью двух источников с ЭДС E1
= 500 В и E2 = 200 В поддерживаются
постоянные разности потенциалов
(рис.5). Расстояния между сетками
равны d и много меньше поперечных

размеров сеток. В точке, находящей-
ся на расстоянии d/4 за второй сет-
кой, скорость протона оказалась рав-
ной нулю. Чему была равна скорость
протона на большом удалении от се-
ток?

Скорость v протона на большом уда-
лении от сеток можно найти по закону
сохранения энергии

mv
q

d2

2 4
=

F
HG
I
KJ

ϕ ,

где ϕ d 4b g  – значение потенциала элек-
трического поля сеток (относительно
бесконечности) в точке остановки про-
тона.

Найдем распределение потенциала
ϕ xb g между сетками 2 и 3 вдоль оси Х,
приняв за начало отсчета положение
второй сетки (рис.6). Потенциал ϕ xb g
является суммой потенциалов ϕ12 xb g  и
ϕ23 xb g, где ϕ12 xb g  создается только
зарядами сеток 1 и 2, между которыми
поддерживается разность потенциалов

E1 , а ϕ23 xb g – только зарядами сеток 2
и 3 с разностью потенциалов E2 .

Рассмотрим конденсатор, образуемый
сетками 2 и 3. На рисунке 7 приведен
график распределения потенциала внут-
ри этого конденсатора. Из соображе-
ний симметрии ясно, что потенциал
центра конденсатора равен потенциалу
на бесконечности, т.е. нулю. (Отме-
тим, что нулю равен потенциал всех
точек в плоскости симметрии систе-
мы.) Значит, внутри конденсатора по-
тенциал меняется от значения –E

2
2

на отрицательной пластине до + E2
2

на положительной по линейному зако-
ну. Вне конденсатора, где напряжен-
ность поля гораздо меньше, чем внут-
ри, при удалении от пластин на малое
расстояние (по сравнению с их разме-
рами) потенциал почти не изменяется
(а при удалении на бесконечно боль-
шое расстояние потенциал убывает до
нуля). Аналогичные рассуждения мож-
но провести и для конденсатора, обра-
зуемого сетками 1 и 2. Поскольку рас-
сматриваемая точка остановки протона
лежит внутри правого конденсатора
(на расстоянии d 4 от отрицательной
пластины), но вне левого конденсато-
ра, для 0 ≤ ≤x d  получаем

ϕ12 1

1

2
xb g = E  и ϕ23 2

1

2
x

x

d
b g = −

F
HG

I
KJ

E .

После суммирования находим

ϕ x
x

d
b g c h= − +

1

2 1 2 2E E E ,

и

ϕ
d

4

1

4
2 1 2

F
HG
I
KJ

= −E Ec h .

Итак, скорость протона вдали от се-
ток будет равна

v
q

m

d
=

F
HG
I
KJ

=2
4

ϕ

= −
F
HG

I
KJ

≈ ⋅
q

m
E

E

1
2 5

2
1 96 10,  м с .

Задача 6*. Частица с удельным за-
рядом α  = 108  Кл/кг влетает в каме-
ру Вильсона, находящуюся в однород-
ном магнитном поле с индукцией В =
= 10

2−  Тл, перпендикулярно линиям

магнитной индукции поля. После по-
ворота вектора скорости на 90° –
относительное изменение радиуса тра-
ектории частицы при этом равно ε  =
= 5% – поле выключают. Затем час-
тица проходит путь L = 30 см до
полной остановки. С какой скоростью
влетела частица в камеру, если сила
сопротивления при ее движении про-
порциональна скорости?

Рассмотрим сначала движение части-
цы в однородном магнитном поле. На
частицу действуют две силы: сила Ло-
ренца FЛ

, которая обеспечивает движе-
ние по окружности с центростреми-
тельным ускорением, и сила сопротив-
ления Fc со стороны окружающего во-
дяного пара (рис.8). Уравнение движе-

ния под действием силы Лоренца имеет
вид

mv

R
qvB

2

= ,

где v – скорость, q – заряд, m – масса
частицы, а R – радиус кривизны ее
траектории. Из этого уравнения най-
дем связь между R и v:

R
mv

qB

v

B
= =

α
.

При малом относительном изменении
радиуса кривизны (∆R R = ε 100 % =
= 0,05) можно записать

∆ ∆ ∆R

R

v

v

v

v
= ≈

0

,

где v0
 – скорость частицы при влете в

магнитное поле. Изменение абсолют-
ной величины скорости ∆v  происходит
под действием тормозящей силы Fc =
= kv, где k – константа. Уравнение
движения частицы вдоль траектории
имеет вид

kvdt mdv= − ,

или, поскольку vdt = ds (отрезок пути,
пройденного частицей),

ds
m

k
dv= − .

В конечных приращениях (за время
поворота вектора скорости на 90°)

∆s
R v

B
≈ =

π π

α2 2
0  и ∆v v= − 0 100%

ε
,

E
1

E
2

321

d d

d
4

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7

B

v
F

Л

F
c

Рис. 8
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откуда получаем

π

α

ε

2 100%B

m

k
≈ .         (1)

Теперь рассмотрим прямолинейный
участок траектории частицы после вык-
лючения магнитного поля. В этом слу-
чае на частицу действует только сила
сопротивления, поэтому

∆s L= , а ∆v v= − −
F
HG

I
KJ0

1
100%

ε
.

Решение уравнения движения в конеч-
ных приращениях будет иметь вид

L
m

k
v= −
F
HG

I
KJ0 1

100%

ε
.        (2)

Совместное рассмотрение движения
на обоих участках траектории позволя-
ет из выражений (1) и (2) найти ско-
рость v0

, с которой частица влетела в
магнитное поле:

v
LB

0

42

100%
10≈

−
≈

εα

ε πb g
 м с.

Задача 7*. Положительно заряжен-
ная частица движется в однородных и
взаимно перпендикулярных электри-
ческом и магнитном полях. В некото-
рый момент времени ее скорость рав-

на v
0

→

 (v E
0

→ →

⊥  и v B
0

→ →

⊥ ; рис.9). Чему

будет равна величина скорости час-
тицы в те моменты времени, когда
вектор ее скорости будет составлять

180° с вектором v
0

→

, при условии, что
Е = v B

0 ?
Запишем уравнение движения части-

цы (аналогичное предыдущей задаче)
вдоль оси Х (рис.10):

m
dv

dt
qv Bx

y
= − ,

где m – масса, q – заряд частицы.

Решение этого уравнения имеет вид

v t v
qB

m
yx b g = −0 .

В те моменты времени t = t
n , когда

скорость частицы v
→

 будет составлять

180° с вектором начальной скорости,

v t v
x nc h = −  и y t

v v

qB mnc h =
+0 .

По закону сохранения энергии,

mv
qEy t

mv
n

0

2 2

2 2
+ =c h .

При условии, что Е = v B0
, для скоро-

сти v получаем квадратное уравнение

v v v v2

0 0

2
2 3 0− − = ,

откуда находим искомую скорость:

v v= 3
0
.

Для любознательных приведем еще одно

– краткое и красивое – решение этой зада-
чи. Сразу оговоримся, что это решение

выходит за рамки школьной программы,

поскольку оно связано с преобразованием

электромагнитных полей при переходе из
одной инерциальной системы в другую.

Будем рассматривать движение нашей заря-

женной частицы в системе координат, дви-

жущейся вдоль оси Х со скоростью −v0 , т.е.
навстречу частице со скоростью v0

. В этой

системе координат появляется дополнитель-

ное электрическое поле с напряженностью,
равной v B0  и направленной навстречу элек-

трическому полю E
→

. 1  В результате элект-

рическое поле оказывается равным нулю, и

остается только магнитное поле. Частица,

имеющая начальную скорость 2
0

v , будет

двигаться по окружности с постоянной ско-
ростью 2

0
v . Следовательно, и в тот момент,

когда вектор скорости частицы будет со-

ставлять 180° с вектором v0

→

, ее скорость

будет равна 2
0

v . Если теперь вернуться в

неподвижную систему координат, то понят-

но, что скорость частицы будет равна 3 0
v .

Упражнения

1. Пучок однократно заряженных поло-

жительных ионов Li+  (А = 6) испускается

эмиттером Э, ускоряется электрическим

B

v
0

E
Рис. 9

Рис. 10

1 См. статью Е.Ромишевского «Эта
загадочная магнитная сила» в этом номере
журнала. (Прим. ред.)

полем и, пройдя разность потенциалов U =
= 3000 В, попадает в камеру с поперечным

магнитным полем c индукцией В =

= 3 10 2
⋅ −  Тл (рис.11). Найдите величину

отклонения пучка h. Длина камеры L =
= 15 см, заряд электрона е = 1 6 10

19
, ⋅

−
 Кл,

масса протона m = 1 67 10
27

, ⋅
−

 кг.

2. Электрон влетает в пространство плос-

кого конденсатора, между пластинами ко-
торого поддерживается постоянная разность

потенциалов U = 60 В (см. рис.1). Опре-

делите минимальную скорость электрона,

при которой он достигнет верхней пласти-
ны. Удельный заряд электрона e/m =
= 1 76 10

11
, ⋅  Кл/кг, угол падения α  = 60°.

3. Положительно заряженная частица про-

летает через три плоские металлические
сетки, между которыми с помощью двух

источников с ЭДС E
1
 = 250 В и E

2
 = 200 В

поддерживаются постоянные разности по-

тенциалов (рис.12). На каком расстоянии х

от первой сетки скорость частицы будет

равна скорости, которую она имела вдали от

сеток? Расстояние d между сетками много

меньше размеров сеток.
4. На вакуумный плоский диод, в кото-

ром расстояние между катодом К и анодом

А равно d, подано постоянное напряжение

U (рис.13). Диод находится в однородном
магнитном поле, индукция которого на-

правлена параллельно плоскости электро-

дов. При какой минимальной величине ин-

дукции магнитного поля электроны, поки-
дающие поверхность катода, не смогут дос-

тичь анода? Электроны у поверхности като-

да можно считать неподвижными, а полем

тяжести можно пренебречь. Заряд электро-
на е, его масса m.

h
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