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˚àŒ âæå íà÷àºîæü

¨çâåæòíßØ âåíªåðæŒŁØ ìàòåìàòŁŒ ˇîº Ýðä‚ł
îæòàâŁº ïîæºå æåÆÿ îÆłŁðíîå íàæºåäŁå, æîæòîÿøåå
íå òîºüŒî Łç ìíîæåæòâà çàìå÷àòåºüíßı ðåłåííßı
Łì ïðîÆºåì, íî Ł Łç Æîºüłîªî ÷Łæºà çàäà÷,
Œîòîðßå îí ºŁłü æôîðìóºŁðîâàº. ̇ àäà÷àì Ýðä‚-
łà æâîØæòâåííà åæòåæòâåííîæòü ïîæòàíîâŒŁ Ł ïðî-
æòîòà ôîðìóºŁðîâŒŁ, íî âîò äºÿ ðåłåíŁÿ Łı
çà÷àæòóþ ïðŁıîäŁòæÿ ïðŁäóìßâàòü âåæüìà íåòðŁ-
âŁàºüíßå ìåòîäß, Łíîªäà âºåŒóøŁå çà æîÆîØ
ìíîªî Æîºüłå, ÷åì îòâåò íà ŁæıîäíßØ âîïðîæ. ̨ Æ
îäíîì Łç òàŒŁı ðåçóºüòàòîâ, äîŒàçàòåºüæòâî Œîòî-
ðîªî âßçâàºî Æóðíîå îÆæóæäåíŁå æðåäŁ ìàòåìàòŁ-
Œîâ, çàíŁìàþøŁıæÿ ŒîìÆŁíàòîðíîØ ªåîìåòðŁåØ,
ìß Ł ïîªîâîðŁì â ýòîØ æòàòüå.

—àææìîòðŁì íà ïºîæŒîæòŁ ìíîæåæòâî P Łç n
òî÷åŒ. ̌ îæ÷Łòàåì âæåâîçìîæíßå ðàææòîÿíŁÿ ìåæ-
äó íŁìŁ Ł îÆîçíà÷Łì çà ( )D P  ÷Łæºî ðàçºŁ÷íßı
æðåäŁ ïîºó÷ŁâłŁıæÿ ÷Łæåº. ˙àäàäŁìæÿ òåïåðü
âîïðîæîì: à ŒàŒŁå çíà÷åíŁÿ ìîæåò ïðŁíŁìàòü ýòà
âåºŁ÷Łíà? ˛÷åâŁäíî, ÷òî ìß ºåªŒî ìîæåì âßÆ-
ðàòü òî÷ŒŁ òàŒ, ÷òîÆß âæå ðàææòîÿíŁÿ ÆßºŁ ðàç-
ºŁ÷íß, æîîòâåòæòâåííî, ( )D P  Æóäåò ðàâíî

( )1 2n n - , Ł ýòî åªî ìàŒæŁìàºüíîå âîçìîæíîå
çíà÷åíŁå. À âîò íàæŒîºüŒî ìàºî îíî ìîæåò Æßòü?
Ýòîò âîïðîæ îŒàçàºæÿ Œóäà Æîºåå æºîæåí.

˜àâàØòå ïîäóìàåì, æŒîºüŒî ðàçºŁ÷íßı ðàææòî-
ÿíŁØ ìîæåò îïðåäåºÿòü ìíîæåæòâî òî÷åŒ íà ïºîæ-
ŒîæòŁ ïðŁ ŒàŒŁı-òî ŒîíŒðåòíßı íåÆîºüłŁı n
(ðŁæ.1). ˇðŁ n = 2 ýòî æîâæåì íå âîïðîæ: åæòü äâå

˛ ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁÿı ìåæäó
òî÷ŒàìŁ íà ïºîæŒîæòŁ

—.ˇ—˛ÑÀ˝˛´

òî÷ŒŁ, ìåæäó íŁìŁ îäíî ðàææòîÿíŁå Ł âæå. ˇðŁ
n = 3 íåæºîæíî çàìåòŁòü, ÷òî òðŁ òî÷ŒŁ îïðåäåºÿ-
þò âæåªî òðŁ ðàææòîÿíŁÿ, æðåäŁ íŁı ìîªóò Æßòü âæå
ðàçºŁ÷íß, ìîªóò æîâïàæòü òîºüŒî äâà Łç íŁı
(æºó÷àØ ðàâíîÆåäðåííîªî, íî íå ðàâíîæòîðîííåªî
òðåóªîºüíŁŒà), à ìîªóò æîâïàæòü âîîÆøå âæå òðŁ
(æºó÷àØ ðàâíîæòîðîííåªî òðåóªîºüíŁŒà). Ìåæäó
÷åòßðüìÿ òî÷ŒàìŁ óæå 6 ðàææòîÿíŁØ, Ł ìîæíî
ïîíÿòü, ÷òî óæå âæå îíŁ ìåæäó æîÆîØ ðàâíß Æßòü
íå ìîªóò (ïî÷åìó, ŒæòàòŁ?), òàŒ ÷òî â ýòîì æºó÷àå

( )D P  > 1. ˝î òàŒ æå ºåªŒî âßÿæíŁòü, ÷òî ( )D P
ìîæåò Æßòü ðàâíî 2: ýòî æºó÷àØ Œâàäðàòà. ´ òîì,
÷òî ( )D P  äºÿ ÷åòßðåı òî÷åŒ ìîæåò ïðŁíÿòü âæå
çíà÷åíŁÿ îò 2 äî 6, äîâîºüíî ïðîæòî óÆåäŁòüæÿ
æàìîæòîÿòåºüíî. ˜ºÿ ïÿòŁ òî÷åŒ ( )D P  òàŒæå
ìîæåò ïðŁíÿòü çíà÷åíŁå 2 (ïðàâŁºüíßØ ïÿòŁ-
óªîºüíŁŒ), à âîò äºÿ łåæòŁ òî÷åŒ ðîâíî äâóı
ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁØ óæå íå ìîæåò Æßòü (äîŒà-
çàòü ýòî, îäíàŒî, íå æîâæåì ïðîæòî, íî âæå æå Ł íå
æºîæíî, ïîïðîÆóØòå æäåºàòü ýòî æàìîæòîÿòåºüíî).

˝åìíîªî îÆäóìàâ ôàŒòß î ïîâåäåíŁŁ âåºŁ÷Łíß
( )D P  ïðŁ ìàºåíüŒŁı çíà÷åíŁÿı n, äîâîºüíî Æß-

æòðî ìîæíî ïðŁØòŁ Œ âßâîäó, ÷òî òî÷íîå îïðåäå-
ºåíŁå ìŁíŁìóìà ( )D P  ïðŁ ôŁŒæŁðîâàííîì n
ÿâºÿåòæÿ äîæòàòî÷íî æºîæíîØ çàäà÷åØ. ´ ŒîìÆŁ-
íàòîðŁŒå âîîÆøå Ł â ŒîìÆŁíàòîðíîØ ªåîìåòðŁŁ â
÷àæòíîæòŁ ìàòåìàòŁŒŁ ÷àæòî æòàºŒŁâàþòæÿ æ òàŒŁ-
ìŁ ïðîÆºåìàìŁ (Œîòîðßå îÆß÷íî çàâŁæÿò îò îäíî-
ªî ŁºŁ íåæŒîºüŒŁı íàòóðàºüíßı ïàðàìåòðîâ: â
äàííîì æºó÷àå ýòî ÷Łæºî òî÷åŒ n), Œîªäà äàòü
òî÷íßØ îòâåò Œàæåòæÿ çàíÿòŁåì ïðàŒòŁ÷åæŒŁ íå-
âîçìîæíßì. ´ òàŒŁı æŁòóàöŁÿı, îäíàŒî, ìàòåìà-
òŁŒŁ íå îò÷àŁâàþòæÿ, à çàíŁìàþòæÿ òåì, ÷òî
Łçó÷àþò òî, ŒàŒ ïðŁìåðíî äîºæåí ìåíÿòüæÿ îòâåò
â çàâŁæŁìîæòŁ îò ŁçìåíåíŁÿ ïàðàìåòðà. ×àøå
âæåªî Łı Łíòåðåæóåò, ÷òî ïðîŁæıîäŁò ïðŁ æòðåìºå-
íŁŁ ïàðàìåòðîâ Œ ÆåæŒîíå÷íîæòŁ: ïðŁ ŒàŒŁı-òî
ŒîíŒðåòíßı íåÆîºüłŁı çíà÷åíŁÿı âæåªäà ìîæíî
ŁºŁ ïîæ÷Łòàòü ÷òî-òî ðóŒàìŁ æàìîìó (ŒàŒ ìß ýòî
óæå ïðîäåºàºŁ â æîâæåì ïðîæòßı æºó÷àÿı), ŁºŁ
äîâåðŁòü ýòó ðàÆîòó Œîìïüþòåðó. À âîò ÷òî ïðŁ-
ÆºŁçŁòåºüíî äîºæíî îæŁäàòüæÿ äºÿ äîæòàòî÷íî
ÆîºüłŁı çíà÷åíŁØ ïàðàìåòðîâ, òàŒ ïðîæòî óæå íå
âßÿæíŁłü, òóò íóæíß ŒàŒŁå-òî äîæòàòî÷íî îÆøŁå
ŒîíæòðóŒöŁŁ. Òî, ÷òî ïîºó÷àåòæÿ â Łòîªå, íàçßâà-—Łæ. 1



þò àæŁìïòîòŁ÷åæŒŁìŁ îöåíŒàìŁ. ×àæòî â òàŒŁı
îöåíŒàı îòâåò ïîºó÷àþò æ òî÷íîæòüþ äî ïîæòîÿí-
íîªî ìíîæŁòåºÿ, òî÷íîå çíà÷åíŁå Œîòîðîªî óæå íå
ÿâºÿåòæÿ æŁºüíî âàæíßì, ŁºŁ æ òî÷íîæòüþ äî
ŒàŒîªî-òî æºàªàåìîªî, Œîòîðîå æòðåìŁòæÿ Œ íóºþ
ïðŁ ðîæòå ïàðàìåòðîâ. ˝àïðŁìåð, Œàæàòåºüíî
íàłåØ çàäà÷Ł: â æâîåØ æòàòüå 1946 ªîäà Ýðä‚ł
ïðŁäóìàº æïîæîÆ, ŒàŒ æòðîŁòü ìíîæåæòâî, äºÿ
Œîòîðîªî ( ) ~ logD P n n  (ýòî çíà÷Łò, ÷òî ïðŁ
äîæòàòî÷íî ÆîºüłŁı n îòíîłåíŁå âåºŁ÷Łí ( )D P
Ł logcn n  æòðåìŁòæÿ Œ 1, ªäå c � ýòî íåŒîòîðàÿ
Œîíæòàíòà, íå çàâŁæÿøàÿ íŁ îò âßÆîðà P, íŁ îò n),
Ł ïðåäïîºîæŁº, ÷òî ýòî ýŒæòðåìàºüíßØ æºó÷àØ,
ò.å. äºÿ ºþÆîªî ìíîæåæòâà P Łç n òî÷åŒ

( ) logD P cn n‡ .
Ýòî ŒàŒ ðàç òîò òŁï óòâåðæäåíŁÿ, î Œîòîðîì

ìß ªîâîðŁºŁ: æóøåæòâóåò òàŒàÿ Œîíæòàíòà c, ÷òî
a cb‡ , ªäå a Ł b � íåŒîòîðßå ïåðåìåííßå âåºŁ-
÷Łíß. ˜ºÿ óïðîøåíŁÿ çàïŁæŁ ìß â ýòîì æºó÷àå
Æóäåì äàºüłå ïŁæàòü a bÚ . ˙àìåòŁì òàŒæå, ÷òî
ïðŁíÿâ äîªîâîðåííîæòü î òîì, ÷òî ìß íå î÷åíü-òî
Łíòåðåæóåìæÿ ïîªðåłíîæòÿìŁ, ðàâíßìŁ ïîæòîÿí-
íßì âåºŁ÷Łíàì, ìß ìîæåì äàæå íå çàÆîòŁòüæÿ î
òîì, ïî ŒàŒîìó îæíîâàíŁþ ìß Æåðåì ºîªàðŁôì.
Ìîæíî, Œîíå÷íî, ïðîæòî äîªîâîðŁòüæÿ Æðàòü åªî,
íàïðŁìåð, ïî íàòóðàºüíîìó îæíîâàíŁþ e, íî
åæºŁ ìß âäðóª çàıîòŁì ïåðåØòŁ îò îæíîâàíŁÿ a Œ
ŒàŒîìó-òî äðóªîìó îæíîâàíŁþ b, òî, ŒàŒ ìß
çíàåì, ýòî ïðîŁæıîäŁò ïî æºåäóþøåØ ôîðìóºå:

( ) ( )log log loga a bn b n= ×  � çíà÷åíŁå Łçìåíÿåòæÿ â
Œîíæòàíòó ðàç loga b , íå çàâŁæÿøóþ îò n. ÒàŒ ÷òî
îÆ îæíîâàíŁŁ ºîªàðŁôìà ìîæíî íå ÆåæïîŒîŁòü-
æÿ. ˚àŒ ìß ìîæåì óÆåäŁòüæÿ, çàçîð ìåæäó

logn n  Ł ( )1 2n n -  ïðŁ ÆîºüłŁı n äîæòàòî÷íî
ÆîºüłîØ, ò.å. ( )D P  ìîæåò Łçìåíÿòüæÿ äîâîºüíî-
òàŒŁ çíà÷Łòåºüíî.

ˇðŁìåð Ýðä‚łà óæòðîåí î÷åíü ïðîæòî, íî âîò
äîŒàçàòü òî÷íî, æŒîºüŒî ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁØ
îí îïðåäåºÿåò, äåºî âåæüìà íåòðŁâŁàºüíîå Ł òðå-
Æóåò ïðŁâºå÷åíŁÿ òåıíŁŒŁ, íàıîäÿøåØæÿ çà ïðå-
äåºàìŁ ýòîØ æòàòüŁ. ˛ïŁłåì æå åªî. ×Łòàòåºü,
ŒîòîðßØ óæå ïîïßòàºæÿ æàìîæòîÿòåºüíî ïðåäæòà-
âŁòü, ŒàŒ äîºæíî Æßòü óæòðîåíî ìíîæåæòâî íà
ïºîæŒîæòŁ, ÷òîÆß çàäàâàòü íå æºŁłŒîì ìíîªî
ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁØ, âïîºíå ìîª ïðŁØòŁ Œ Łäåå
òîªî, ÷òî ýòî ìíîæåæòâî äîºæíî Æßòü äîæòàòî÷íî
æŁììåòðŁ÷íßì Ł, òàŒ æŒàçàòü, «ðàâíîìåðíßì».
ÕîðîłŁØ ïðŁìåð òàŒîªî ìíîæåæòâà � ýòî ÷òî-òî
âðîäå íàÆîðà Łç âåðłŁí ŒàŒîØ-íŁÆóäü ðåłåòŒŁ íà
ïºîæŒîæòŁ. ¨ â æàìîì äåºå, äàâàØòå ðàææìîòðŁì
ŒâàäðàòíßØ ŒóæîŒ æàìîØ îÆß÷íîØ öåºî÷ŁæºåííîØ
ðåłåòŒŁ (ðŁæ.2): ìíîæåæòâî òàŒŁı òî÷åŒ æ öåºß-
ìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ ( ),x y , ÷òî 0 ,x y n£ £  � ïðŁ-
ìåðíî n òî÷åŒ (íà íåÆîºüłŁå îòŒºîíåíŁÿ îò ýòîªî
÷Łæºà ïðŁ ŒîíŒðåòíßı çíà÷åíŁÿı n ìß íå Æóäåì

îÆðàøàòü âíŁìàíŁÿ).
¨çìåðŁì ðàææòîÿíŁå
ìåæäó ŒàŒŁìŁ-òî äâó-
ìÿ òî÷ŒàìŁ Łç ýòîªî
ìíîæåæòâà. ˇî òåîðåìå
ˇŁôàªîðà åªî Œâàäðàò
ðàâåí 2 2u v+ , ªäå u Ł v
� ŒàŒŁå-òî íåîòðŁöà-
òåºüíßå öåºßå ÷Łæºà,
íå ÆîºüłŁå n . ˚âàä-
ðàò ðàææòîÿíŁÿ � öåºîå
÷Łæºî, Ł ìàŒæŁìàºüíî
îí ìîæåò Æßòü ðàâåí 2n, îòæþäà ðàçºŁ÷íßı ðàæ-
æòîÿíŁØ óæ òî÷íî íå Æîºüłå 2n. ×òîÆß îöåíŁòü
òî÷íåå, ìß îò ªåîìåòðŁ÷åæŒîØ çàäà÷Ł î ðàææòîÿíŁ-
ÿı ìåæäó òî÷ŒàìŁ ïðŁıîäŁì Œ ÷Łæòî òåîðåòŁŒî-
÷Łæºîâîìó âîïðîæó: ŒàŒŁå íàòóðàºüíßå ÷Łæºà, íå
ïðåâîæıîäÿøŁå 2n, ïðåäæòàâŁìß â âŁäå æóììß
äâóı Œâàäðàòîâ öåºßı ÷Łæåº Ł æŒîºüŒî Łı? ̨ òâåò
íà ïåðâóþ ïîºîâŁíó âîïðîæà äîæòàòî÷íî ıîðîłî
Łçâåæòåí Ł âåæüìà ŒðàæŁâ: ýòî â òî÷íîæòŁ òå ÷Łæºà,
â ðàçºîæåíŁå Œîòîðßı íà ïðîæòßå ìíîæŁòåºŁ
ºþÆîå ïðîæòîå ÷Łæºî âŁäà 4k + 3 âıîäŁò â ÷åòíîØ
æòåïåíŁ (ýòîò çàìå÷àòåºüíßØ ôàŒò íàçßâàåòæÿ
òåîðåìîØ Ôåðìà�ÝØºåðà, ïîäðîÆíåå î íåì æì.,
íàïðŁìåð, æòàòüþ ́ .Ñåíäåðîâà Ł À.ÑïŁâàŒà «Ñóì-
ìß Œâàäðàòîâ Ł öåºßå ªàóææîâß ÷Łæºà» â «˚âàí-
òå» „3 çà 1999 ªîä). À âîò ÷òîÆß îöåíŁòü
ŒîºŁ÷åæòâî òàŒŁı ÷Łæåº, òðåÆóåòæÿ î÷åíü ïðîäâŁ-
íóòàÿ àíàºŁòŁ÷åæŒàÿ òåıíŁŒà, Œîòîðàÿ ŒàŒ ðàç Ł
äàåò íàì óŒàçàííóþ Ýðä‚łåì îöåíŒó: logcn n .

˙à âæå âðåìÿ, ïðîłåäłåå ïîæºå ïîÿâºåíŁÿ ýòîØ
ðàÆîòß, æòðîŁòü ìíîæåæòâà æ ìåíüłŁì ( )D P
íŁŒòî òàŒ Ł íå íàó÷Łºæÿ, òàŒ ÷òî ªŁïîòåçà Ýðä‚łà
î òîì, ÷òî ýòîò ïðŁìåð íàŁÆîºåå ýŒæòðåìàºüíßØ,
Œàæåòæÿ âåæüìà îïðàâäàííîØ (òåì Æîºåå æ ïîÿâºå-
íŁåì ïîæºåäíŁı ðåçóºüòàòîâ). ˝î âîò òîºüŒî Ł æ
äîŒàçàòåºüæòâîì òîªî, ÷òî ìåíüłå íå Æßâàåò, äî
æàìßı íåäàâíŁı ïîð âæå îÆæòîÿºî íå æºŁłŒîì
ıîðîłî. ¨ æåØ÷àæ ìß îÆæóäŁì îäíó Łç Œºþ÷åâßı
ŁäåØ, æ ïîìîøüþ ŒîòîðîØ íåæŒîºüŒî ºåò íàçàä
äâóìÿ âßäàþøŁìŁæÿ ìàòåìàòŁŒàìŁ ¸àððŁ ˆóòîì
Ł ˝åöåì ˚àöåì Æßºà ïîºó÷åíà îöåíŒà

( ) logD P n nÚ , ÷òî, æ òî÷íîæòüþ äî Œîðíÿ â çíàìå-
íàòåºå, î÷åíü ïîıîæå íà âåðıíþþ îöåíŒó Łç
ïðŁìåðà Ýðä‚łà.

ÓäŁâŁòåºüíßìŁ æåì÷óæŁíàìŁ â ìàòåìàòŁŒå
ÿâºÿþòæÿ òàŒŁå çàäà÷Ł, Œîòîðßå î÷åíü ïðîæòî
æôîðìóºŁðîâàòü, íî î÷åíü æºîæíî äîŒàçàòü ïî
ŒàŒŁì-òî íå æºŁłŒîì ÿæíßì ïîíà÷àºó îÆæòîÿ-
òåºüæòâàì. ˙àäà÷à î ðàææòîÿíŁÿı Ýðä‚łà îŒàçà-
ºàæü Łìåííî òàŒîØ. ˛íà âßçâàºà Œ æŁçíŁ öåºóþ
íîâóþ âåòâü â ŒîìÆŁíàòîðíîØ ªåîìåòðŁŁ (à Łìåí-
íî, òàŒ íàçßâàåìßØ ïîºŁíîìŁàºüíßØ ìåòîä), Ł
ìàòåìàòŁŒŁ ïîòðàòŁºŁ ìíîæåæòâî óæŁºŁØ íà òî,
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÷òîÆß óÿæíŁòü ŁæòŁííóþ ïðŁðîäó ýòîØ çàäà÷Ł,
ïîíÿòü, ïî÷åìó åå äåØæòâŁòåºüíî òðóäíî ðåłŁòü,
à çàòåì ïðŁäóìàòü ìåòîäß äºÿ óæòðàíåíŁÿ ýòŁı
òðóäíîæòåØ. Ýòî çàìå÷àòåºüíàÿ ŁæòîðŁÿ, Ł çäåæü
ìß ðàææŒàæåì íåÆîºüłîØ åå Œóæî÷åŒ.

˛äíŁì Łç Œºþ÷åâßı ìîìåíòîâ ðàÆîòß ˆóòà Ł
˚àöà æòàºî àŒŒóðàòíîå ðàçâŁòŁå äàâíåØ Æºåæòÿ-
øåØ ŁäåŁ ̃ ü‚ðäÿ ÝºåŒåłà, ŒîòîðßØ åøå â íà÷àºå
2000-ı ªîäîâ ïðåäºîæŁº, ŒàŒ æ ïîìîøüþ îäíîªî
ıŁòðîªî ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æâåæòŁ Łæıîäíóþ çàäà÷ó
Ýðä‚łà Œ íåŒîòîðîìó âîïðîæó î òîì, ŒàŒ ïåðåæå-
Œàþòæÿ ŒðŁâßå â òðåıìåðíîì ïðîæòðàíæòâå (à
Œàçàºîæü Æß, ŒàŒ æâÿçàíß ðàçºŁ÷íßå ðàææòîÿíŁÿ
Ł ïåðåæå÷åíŁÿ ŒàŒŁı-òî ŒðŁâßı?). ˆóò Ł ˚àö
äîÆŁºŁæü òîªî, ÷òîÆß âßłåóïîìÿíóòßå ŒðŁâßå
æòàºŁ îÆßŒíîâåííßìŁ ïðÿìßìŁ, Ł óæïåłíî ðå-
łŁºŁ çàäà÷ó â åå íîâîØ ïîæòàíîâŒå (÷òî îŒàçàºîæü
òàŒæå âåæüìà íåòðŁâŁàºüíßì äåºîì). ¨ìåííî î
ïðåîÆðàçîâàíŁŁ ÝºåŒåłà ïîØäåò äàºåå ðå÷ü.

ÓïðàæíåíŁÿ

1. ˝àØäŁòå ìŁíŁìàºüíîå ÷Łæºî ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁØ
äºÿ 6 Ł 7 òî÷åŒ. ˜îŒàæŁòå ìŁíŁìàºüíîæòü â Œàæäîì
æºó÷àå.

2. ˇóæòü òî÷ŒŁ ðàæïîºîæåíß íå íà ïºîæŒîæòŁ, à íà
ïðÿìîØ (Ł Łı n łòóŒ). ˝àØäŁòå â ýòîì æºó÷àå ìŁíŁìóì

( )D P .

ˇðåîÆðàçîâàíŁå ÝºåŒåłà, ŁºŁ
ˇðŁ ÷åì òóò ïåðåæå÷åíŁÿ ïðÿìßı

ˇóæòü P � íàłå ìíîæåæòâî òî÷åŒ íà ïºîæŒîæòŁ.
—àææìîòðŁì òåïåðü ìíîæåæòâî ( )PQ  òàŒŁı óïîðÿ-
äî÷åííßı ÷åòâåðîŒ ( )1 2 3 4, , ,p p p p  òî÷åŒ Łç P, ÷òî
ðàææòîÿíŁå ìåæäó òî÷ŒàìŁ 1p  Ł 2p  ðàâíî ðàææòî-
ÿíŁþ ìåæäó òî÷ŒàìŁ 3p  Ł 4p  Ł íå ðàâíî íóºþ.
(ÒàŒŁì îÆðàçîì, òî÷Œà 1p  ìîªºà æîâïàæòü æ òî÷ŒîØ

3p  ŁºŁ 4p , íî íå æ 2p , àíàºîªŁ÷íî 2p .) ̨ Æîçíà÷Łì
( ) ( )Q P P= Q  � ŒîºŁ÷åæòâî òàŒŁı ÷åòâåðîŒ. (´îîÆ-

øå, |X| â ìàòåìàòŁŒå òðàäŁöŁîííî îÆîçíà÷àåò
ìîøíîæòü ìíîæåæòâà X, ò.å. ŒîºŁ÷åæòâî ýºåìåí-
òîâ â íåì.) ̈ íòóŁöŁÿ ïîäæŒàçßâàåò íàì, ÷òî åæºŁ
ìíîæåæòâî P òàŒîâî, ÷òî ( )D P  ìàºî, òî íåŒîòî-
ðßå ðàææòîÿíŁÿ ÷àæòî ïîâòîðÿþòæÿ, à çíà÷Łò,

( )Q P  äîºæíî Æßòü âåºŁŒî, ò.å. âåºŁ÷Łíß ( )D P  Ł
( )Q P  æâÿçàíß ìåæäó æîÆîØ. `îºåå òî÷íî ýòî

âßðàæàåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì.
¸åììà 1. ( ) ( ) ( )22D P Q P n n‡ - .
˜îŒàçàòåºüæòâî. ̌ óæòü ( )1, , D Pd dK  � ðàçºŁ÷íßå

ðàææòîÿíŁÿ, âæòðå÷àþøŁåæÿ ìåæäó òî÷ŒàìŁ Łç P.
´æåªî ó íàæ åæòü 2n n-  ðàçºŁ÷íßı óïîðÿäî÷åííßı
ïàð ( )1 2,p p  òî÷åŒ Łç P. ˇóæòü æðåäŁ íŁı in

íàıîäÿòæÿ íà ðàææòîÿíŁŁ id . Òîªäà 
( )

2

1

D P

i
i

n n n
=

= -å .

ˇðŁ ýòîì íåæºîæíî çàìåòŁòü, ÷òî ( )
( )

2

1

D P

i
i

Q P n
=

= å .

´æºåäæòâŁå íåðàâåíæòâà ìåæäó æðåäíŁì Œâàäðà-

òŁ÷íßì Ł æðåäíŁì àðŁôìåòŁ÷åæŒŁì Łìååì

 ( )22n n- =
( ) 2

1

D P

i
i

n
=

æ ö
£ç ÷

Ł ł
å

( )
( )2

1

D P

i
i

n D P
=

æ ö
=ç ÷

Ł ł
å ( ) ( )Q P D P ,

÷òî Ł òðåÆîâàºîæü.
˙àìåòŁì, ÷òî äºÿ íåŒîòîðîØ Œîíæòàíòß c æïðà-

âåäºŁâî íåðàâåíæòâî ( )22 4n n cn- £ . ˇîýòîìó äºÿ
òîªî ÷òîÆß äîŒàçàòü, ÷òî ( ) logD n n nÚ , äîæòàòî÷-
íî Æóäåò ïîŒàçàòü, ÷òî ( ) 3 logQ P n nÙ .

˝àïîìíŁì ÷Łòàòåºþ, ÷òî äâŁæåíŁåì ïºîæŒîæòŁ
íàçßâàåòæÿ ïðåîÆðàçîâàíŁå ïºîæŒîæòŁ, æîıðàíÿ-
þøåå ðàææòîÿíŁå ìåæäó òî÷ŒàìŁ. ˙àìå÷àòåºüíàÿ
òåîðåìà Øàºÿ äàåò íàì ïîºíóþ ŒºàææŁôŁŒàöŁþ
äâŁæåíŁØ ïºîæŒîæòŁ: îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ºþÆîå
äâŁæåíŁå ïºîæŒîæòŁ � ýòî ºŁÆî ïîâîðîò, ºŁÆî
ïàðàººåºüíßØ ïåðåíîæ, ºŁÆî îæåâàÿ æŁììåòðŁÿ,
ºŁÆî ŒîìïîçŁöŁÿ îæåâîØ æŁììåòðŁŁ Ł ïàðàººåºü-
íîªî ïåðåíîæà. ˇåðâßå äâà òŁïà äâŁæåíŁØ íàçß-
âàþò æîıðàíÿþøŁìŁ îðŁåíòàöŁþ, à îæòàºüíßå �
ìåíÿþøŁìŁ åå (íà æàìîì äåºå îïðåäåºåíŁå æîıðà-
íÿþøŁı Ł ìåíÿþøŁı îðŁåíòàöŁþ äâŁæåíŁØ îÆß÷-
íî íåìíîªî äðóªîå, íî ìß íå Æóäåì æåØ÷àæ âäàâàòü-
æÿ â ýòŁ äåòàºŁ). ̈ íòåðåæóþøŁåæÿ ìîªóò ïî÷Łòàòü
íà ýòó òåìó [4].

˜ºÿ íàłåªî Œîíå÷íîªî ìíîæåæòâà òî÷åŒ P íàæ
Æóäóò Łíòåðåæîâàòü òå äâŁæåíŁÿ ïºîæŒîæòŁ, Œîòî-
ðßå ïåðåâîäÿò íåŒîòîðßå òî÷ŒŁ Łç P â ŒàŒŁå-òî
äðóªŁå òî÷ŒŁ Łç P. ˝åæºîæíî çàìåòŁòü, ÷òî íàłå
ìíîæåæòâî ( )PQ  çíà÷Łòåºüíî æâÿçàíî æ íàºŁ÷Łåì
òàŒŁı äâŁæåíŁØ. À Łìåííî, æïðàâåäºŁâà

¸åììà 2. ˇóæòü ( ) ( )1 2 3 4, , ,p p p p P˛Q . Òîªäà æó-
øåæòâóåò åäŁíæòâåííîå æîıðàíÿþøåå îðŁåíòà-
öŁþ äâŁæåíŁå g òàŒîå, ÷òî ( )1 3g p p= , à ( )2 4g p p= .

˜îŒàçàòåºüæòâî. ́  æàìîì äåºå, äºŁíß îòðåçŒîâ
1 2p p  Ł 3 4p p  ðàâíß. ÑîâìåæòŁì ïàðàººåºüíßì

ïåðåíîæîì 1p  Ł 3p , ïîæºå ÷åªî ïîâåðíåì íàł
îòðåçîŒ òàŒ, ÷òîÆß 2p
æîâïàºî æ 4p  (ðŁæ.3).
˝àłå g åæòü ŒîìïîçŁ-
öŁÿ ïðîäåºàííßı ïà-
ðàººåºüíîªî ïåðåíî-
æà Ł ïîâîðîòà. ßæíî,
÷òî òàŒîå äâŁæåíŁå
åäŁíæòâåííî. ¸åììà
äîŒàçàíà.

Òåïåðü ìß ìîæåì æîïîæòàâŁòü ŒàæäîØ ÷åòâåðŒå
òî÷åŒ Łç ( )PQ  òî æàìîå åäŁíæòâåííîå äâŁæåíŁå Łç
ºåììß 2. ˝àłà öåºü æîæòîŁò â ŁæïîºüçîâàíŁŁ
ýòîªî æîïîæòàâºåíŁÿ äºÿ îöåíŒŁ âåºŁ÷Łíß ( )Q P .

˚àŒ ìß òîºüŒî ÷òî óïîìŁíàºŁ, òåîðåìà Øàºÿ
ªîâîðŁò íàì, ÷òî æîıðàíÿþøŁå îðŁåíòàöŁþ äâŁ-
æåíŁÿ æóøåæòâåííî äåºÿòæÿ íà äâà òŁïà: ïîâîðî-
òß Ł ïàðàººåºüíßå ïåðåíîæß. Ñºåäóþøåå óòâåð-
æäåíŁå ªîâîðŁò íàì, ÷òî ïàðàººåºüíßå ïåðåíîæß
äàþò íå æºŁłŒîì ÆîºüłîØ âŒºàä â îöåíŒó ( )Q P .

—Łæ. 3



¸åììà 3. ×åòâåðîŒ, Œîòîðßì æîïîæòàâºåí
ïàðàººåºüíßØ ïåðåíîæ, íå Æîºüłå ÷åì 3n .

˜îŒàçàòåºüæòâî. ˇóæòü ( )1 2 3 4, , ,p p p p  � ÷åòâåð-
Œà Łç ( )PQ , ŒîòîðîØ æîïîæòàâºåí ïàðàººåºüíßØ
ïåðåíîæ g. ÒàŒ ŒàŒ ( )1 3g p p= , ( )2 4g p p=  Ł g �
ïàðàººåºüíßØ ïåðåíîæ, òî îòðåçîŒ 3 1p p  ðàâåí Ł
ïàðàººåºåí îòðåçŒó 4 2p p , ò.å. òî÷Œà 4p  îäíîçíà÷-
íî âîææòàíàâºŁâàåòæÿ ïî òðîØŒå ( )1 2 3, ,p p p . ÒàŒ
ŒàŒ òàŒŁı òðîåŒ íå Æîºüłå ÷åì 3n , òî Ł âæåªî
÷åòâåðîŒ, Œîòîðßì æîïîæòàâºåí ïàðàººåºüíßØ
ïåðåíîæ, íå Æîºüłå ÷åì 3n . ¸åììà äîŒàçàíà.

ˇðŁ n > 2 ÷Łæºî 3n  ÿâíî ìåíüłå, ÷åì 3 logn n .
˚àçàºîæü Æß, îæòàºîæü ðàçîÆðàòüæÿ æ ïîâîðîòàìŁ
Ł âæå! ˝î îŒàçßâàåòæÿ, ÷òî Łìåííî â ýòîì Ł
Œðîåòæÿ ïîäâîı. ´ßÿæíåíŁå âîïðîæîâ, æâÿçàííßı
æ ïîâîðîòàìŁ, ŒàŒ ðàç Ł ïðŁâåäåò íàæ Œ íåŒîòîðßì
çàäà÷àì î ïåðåæå÷åíŁÿı ïðÿìßı. ˜ºÿ äàºüíåØ-
łŁı ðàææóæäåíŁØ âßÆðîæŁì Łç ðàææìîòðåíŁÿ òå
÷åòâåðŒŁ, Œîòîðßì æîïîæòàâºåí ïàðàººåºüíßØ
ïåðåíîæ, Ł Æóäåì äóìàòü, ÷òî â ( )PQ  îæòàºŁæü
òîºüŒî òå ÷åòâåðŒŁ, Œîòîðßì äîæòàºæÿ ïîâîðîò.

ˇðåæäå âæåªî çàìåòŁì, ÷òî, ðàçóìååòæÿ, ðàçíßì
÷åòâåðŒàì íå îÆÿçàòåºüíî æîîòâåòæòâóþò ðàçíßå
ïîâîðîòß. Òî, æŒîºüŒî ðàçºŁ÷íßı ÷åòâåðîŒ æîïî-
æòàâºåíî íåŒîòîðîìó ïîâîðîòó g, íåïîæðåäæòâåí-
íî æâÿçàíî æ ðàçìåðîì ìíîæåæòâà P gPI , ªäå gP
� ìíîæåæòâî, Œîòîðîå ïîºó÷Łºîæü Łç òî÷åŒ P
ïîæºå ïðŁìåíåíŁÿ Œ íŁì äâŁæåíŁÿ g, ýòî ìíîæå-
æòâî åøå íàçßâàåòæÿ îÆðàçîì P ïîä äåØæòâŁåì g.
ÑôîðìóºŁðóåì ïîæºåäíþþ ìßæºü Æîºåå òî÷íî.

¸åììà 4. ̌ óæòü P gP kI = . Òîªäà ïîâîðîòó g
æîïîæòàâºåíî ( )1k k -  ÷åòâåðîŒ.

˜îŒàçàòåºüæòâî. ̌ óæòü { }1, , kP gP p pI K= , îÆî-
çíà÷Łì 1

i iq g p-=  � ïðîîÆðàç ip , ò.å. iq  � òà òî÷Œà,
Œîòîðàÿ ïîæºå ïðŁìåíåíŁÿ ïîâîðîòà g ïåðåØäåò â

ip . ˇîæŒîºüŒó g æîıðàíÿåò ðàææòîÿíŁå, òî ÿæíî,
÷òî Œàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ( ),i jq q  îïðåäåºÿ-
åò ÷åòâåðŒó òî÷åŒ ( ), , ,i j i jq q p p  Łç ( )PQ  Ł âæå òàŒŁå
÷åòâåðŒŁ îïŁæßâàþòæÿ òàŒŁì îÆðàçîì. À òàŒŁı
ïàð â òî÷íîæòŁ ( )1k k - , ÷òî Ł òðåÆîâàºîæü.

ˇîºîæŁì ( )kG P=  � ÷Łæºî ïîâîðîòîâ, äºÿ Œîòî-
ðßı P gP kI = . Ìß ïîºó÷àåì, ÷òî ( )Q P =

( ) ( )
2

1
n

k
k

k k G P=
=

= -å . ˛Æîçíà÷Łì òåïåðü ( )kG P

� ÷Łæºî ïîâîðîòîâ, äºÿ Œîòîðßı P gP kI ‡ . ̃ ºÿ
íàłŁı öåºåØ Æóäåò ÷óòî÷Œó óäîÆíåå ðàÆîòàòü
æ ( )kG P , ÷åì æ ( )kG P= . ˛÷åâŁäíî, ÷òî

( ) ( ) ( )1k k kG P G P G P= += - . ˇîäæòàâŁâ ýòî â âßðà-
æåíŁå äºÿ ( )Q P  Ł, íåìíîªî ìàíŁïóºŁðóÿ æ æóì-
ìîØ, ïîºó÷Łì

( )Q P = ( ) ( ) ( )( )1
2

1
n

k k
k

k k G P G P+
=

- - =å

= ( ) ( )
2

1
n

k
k

k k G P
=

- -å ( ) ( )1
2

1
n

k
k

k k G P+
=

- =å

= ( ) ( )
2

1
n

k
k

k k G P
=

- -å ( ) ( ) ( )
1

3

1 2
n

k
k

k k G P
+

=

- - =å

= ( ) ( ) ( )1 12 1 1 nG P n n G P+× × - - +

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

1 1 2
n

k k
k

k k G P k k G P
=

- - - - =å

= ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
3

2 1 1 2
n

k
k

G P k k k k G P
=

+ - - - - =å

= ( ) ( ) ( )1
3

2 2 1
n

k
k

G P k G P
=

+ - =å ( ) ( )
2

2 2
n

k
k

k G P
=

-å .

(˙äåæü ïðîæòî Łæïîºüçóåòæÿ æäâŁª ŁíäåŒæà âî
âòîðîØ æóììå, à òàŒæå òî, ÷òî ( )1 0nG P+ = . ˜ºÿ
òîªî ÷òîÆß óÆåäŁòüæÿ â ïðŁâåäåííîØ âßŒºàäŒå,
æîâåòóåì ÷Łòàòåºþ ïðîäåºàòü åå æàìîæòîÿòåºüíî.)

Òåïåðü, ÷òîÆß äîŒàçàòü, ÷òî ( ) 3 logQ P n nÙ ,
äîæòàòî÷íî ïîºó÷Łòü, ÷òî ( ) 3 3

kG P n k£ . ´ æàìîì

äåºå, ( ) 2

2 2

2 2 1 log
n n

k k

k k k n
= =

- £å åÙ  � ïîæºåäíåå íå-

ðàâåíæòâî ÿâºÿåòæÿ ïðîæòßì ðåçóºüòàòîì ìàòåìà-
òŁ÷åæŒîªî àíàºŁçà, Ł ÷Łòàòåºÿ, ŒîòîðßØ íå çíàŒîì
æ íà÷àºàìŁ àíàºŁçà, ìß ïîïðîæŁì ïðîæòî ïðŁíÿòü
åªî íà âåðó (ìîæíî îÆðàòŁòüæÿ Œ íåäàâíåØ æòàòüå
À. ¯ªîðîâà «¨íòåªðàº Ł îöåíŒŁ æóìì» Łç ˚âàíòà
„4 çà 2015 ªîä).

˛æòàºîæü âçÿòüæÿ ŒàŒ æºåäóåò çà îöåíŒó âåºŁ÷Ł-
íß ( )kG P . ¸þÆîØ ïîâîðîò r  î÷åâŁäíî çàäàåòæÿ
òðåìÿ ïàðàìåòðàìŁ: äâóìÿ ŒîîðäŁíàòàìŁ öåíòðà
ïîâîðîòà ( ),x y  Ł óªºîì j . ÑîïîæòàâŁì ýòîìó
ïîâîðîòó òî÷Œó â òðåıìåðíîì ïðîæòðàíæòâå æ

ŒîîðäŁíàòàìŁ , , ctg
2

x y
jæ ö

ç ÷Ł ł
. ̨ Œàçßâàåòæÿ, ýòî ªåî-

ìåòðŁ÷åæŒîå ïðåäæòàâºåíŁå î÷åíü óäîÆíî äºÿ äàºü-
íåØłåØ ðàÆîòß (âîîÆøå ªîâîðÿ, òî, ÷òî ìß æäåºà-
ºŁ, íàçßâàåòæÿ âßÆîðîì ªºîÆàºüíßı ŒîîðäŁíàò â
ìíîªîîÆðàçŁŁ ïîâîðîòîâ).

—àææìîòðŁì äâå ðàçºŁ÷íßå òî÷ŒŁ p Ł q. ˇî-
æŒîºüŒó ïîâîðîò æîıðàíÿåò ðàææòîÿíŁÿ, òî, åæºŁ
ïîâîðîò ïåðåâîäŁò òî÷Œó p â òî÷Œó q, åªî öåíòð
íàıîäŁòæÿ íà ðàâíîì ðàææòîÿíŁŁ îò ýòŁı òî÷åŒ,
ïîýòîìó îí îÆÿçàòåºüíî ºåæŁò íà æðåäŁííîì
ïåðïåíäŁŒóºÿðå Œ îòðåçŒó æ ŒîíöàìŁ â ýòŁı
òî÷Œàı. Ñ äðóªîØ æòîðîíß, î÷åâŁäíî, ÷òî ºþÆàÿ
òî÷Œà íà æðåäŁííîì ïåðïåíäŁŒóºÿðå îïðåäåºÿåò
íåŒîòîðßØ ïîâîðîò îòíîæŁòåºüíî ýòîØ òî÷ŒŁ, ïå-
ðåâîäÿøŁØ p â q. ´ Łòîªå ïîºó÷àåì, ÷òî æðåäŁí-
íßØ ïåðïåíäŁŒóºÿð ÿâºÿåòæÿ ªåîìåòðŁ÷åæŒŁì
ìåæòîì öåíòðîâ ïîâîðîòîâ, ïåðåâîäÿøŁı p â q. À
÷òî Æóäåò, åæºŁ ýòî ìíîæåæòâî ïîâîðîòîâ ïðåäæòà-
âŁòü â íàłŁı îïŁæàííßı âßłå ŒîîðäŁíàòàı?
`îºåå òî÷íî, ïóæòü pqS  � ŒðŁâàÿ â òðåıìåðíîì
ïðîæòðàíæòâå, ÿâºÿþøàÿæÿ îÆðàçîì ìíîæåæòâà
âæåı ïîâîðîòîâ, ïåðåâîäÿøŁı p â q â ýòŁı ŒîîðäŁ-
íàòàı. Òîªäà âåðíî æºåäóþøåå (ðŁæ.4).

¸åììà 5. pqS  � ýòî ïðÿìàÿ.
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˜îŒàçàòåºüæòâî. ̌ óæòü ŒîîðäŁíàòß òî÷åŒ p Ł q
íà ïºîæŒîæòŁ ðàâíß ( ),x yp p  Ł ( ),x yq q  æîîòâåò-
æòâåííî. ˇðîâåðŁì, ÷òî pqS  � ýòî â òî÷íîæòŁ
ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíŁåì

, , 0 , , 1
2 2 2 2

y y y yx x x x
p q q pp q p q

t
+ -æ ö æ ö+ -

+ç ÷ ç ÷
Ł ł Ł ł

.

ˇðåæäå âæåªî çàìåòŁì, ÷òî óðàâíåíŁå æðåäŁííîªî
ïåðïåíäŁŒóºÿðà Œ pq íà ïºîæŒîæòŁ � ýòî Ł â æàìîì

äåºå , ,
2 2 2 2

y y y yx x x x
p q q pp q p q

t
+ -æ ö æ ö+ -

+ç ÷ ç ÷
Ł ł Ł ł

 (Æóäåì

îÆîçíà÷àòü åªî òî÷ŒŁ ( )r t  æîîòâåòæòâåííî). ˇî
æóòŁ, îæòàºîæü óÆåäŁòüæÿ òîºüŒî, ÷òî åæºŁ äºÿ
òî÷ŒŁ ( )r t  ïîâîðîò, ïåðåâîäÿøŁØ p â q, çàäàåòæÿ

óªºîì j , òî âåðíî, ÷òî ctg
2

t
j

= . Ýòî ïðîâåðÿåòæÿ

íåïîæðåäæòâåííßì âß÷ŁæºåíŁåì.
¨ ÷òî æå òåïåðü ýòî äàåò íàì? ˇóæòü L �

ìíîæåæòâî Łç ( )1 2n n -  ïðÿìßı â òðåıìåðíîì
ïðîæòðàíæòâå âŁäà pqS , ªäå p Ł q � ðàçºŁ÷íßå
òî÷ŒŁ Łç P. ˚ ÷åìó òîªäà æâîäŁòæÿ íàł âîïðîæ
îöåíŒŁ âåºŁ÷Łíß ( )kG P ? ˛÷åâŁäíî, ÷òî åæºŁ
ïîâîðîò g òàŒîâ, ÷òî P gP k‡I , òî òî÷Œà, æîîò-
âåòæòâóþøàÿ g, ºåæŁò íå ìåíüłå ÷åì íà k ïðÿìßı
Łç L. Ñîîòâåòæòâåííî, ìß æâåºŁ âæå Œ âîïðîæó:
åæòü ìíîæåæòâî ïðÿìßı, ðàææìîòðŁì ìíîæåæòâî
òî÷åŒ, â Œîòîðßı ïåðåæåŒàåòæÿ ıîòÿ Æß k Łç íŁı;
ŒàŒ ìîæíî îöåíŁòü æâåðıó ðàçìåð ýòîªî ìíîæå-
æòâà? Ýòî Ł åæòü ÆàçîâßØ âîïðîæ ðàçäåºà ìàòåìà-
òŁŒŁ ïîä íàçâàíŁåì ªåîìåòðŁÿ ŁíöŁäåíòíîæòåØ.

ÓïðàæíåíŁÿ

3. ˇóæòü P � ýòî ìíîæåæòâî òî÷åŒ: à) òðåóªîºüíŁŒà;
Æ) Œâàäðàòà; â) ïðàâŁºüíîªî ïÿòŁóªîºüíŁŒà. ˝àðŁæóØòå,
ŒàŒ âßªºÿäŁò æîïîæòàâºÿåìîå åìó æîîòâåòæòâóþøåå ìíî-
æåæòâî L ïðÿìßı â ïðîæòðàíæòâå.

4. ˇóæòü S � öåºîå ÷Łæºî, P � ìíîæåæòâî òî÷åŒ âŁäà

( ),x y , ªäå îÆå ŒîîðäŁíàòß öåºßå Ł 2 2 2x y S+ £ , à L �
ìíîæåæòâî ïðÿìßı, æîîòâåòæòâóþøåå P. ˜îŒàæŁòå, ÷òî
åæºŁ òî÷ŒŁ ( ),a b  Ł ( ),c d  ºåæàò â Œðóªå 2 2x y S+ £ , òî
ïðÿìàÿ, ïðîıîäÿøàÿ ÷åðåç òî÷ŒŁ ( ), , 0a b  Ł ( ), , 1c d ,
æîäåðæŁòæÿ â L.

5. ̌ óæòü ( )T P  � ŒîºŁ÷åæòâî ïîïàðíî ðàçºŁ÷íßı íåâß-
ðîæäåííßı òðåóªîºüíŁŒîâ, çàäàâàåìßı ìíîæåæòâîì P Łç
n òî÷åŒ íà ïºîæŒîæòŁ (òðåóªîºüíŁŒŁ ðàçºŁ÷íß, åæºŁ îíŁ
íå ÿâºÿþòæÿ ðàâíßìŁ, ò.å. íå æîâìåøàþòæÿ íàºîæåíŁåì),
à ( )TQ P  � ŒîºŁ÷åæòâî ïàð íåâßðîæäåííßı òðåóªîºüíŁ-
Œîâ ( )1 2,T T  òàŒŁı, ÷òî 1 2T T= . ˇðŁäóìàØòå íåðàâåíæòâî,
àíàºîªŁ÷íîå ºåììå 1, æâÿçßâàþøåå ( )T P  Ł ( )TQ P .

¨ ÷òî òåïåðü?

˜î ðàÆîòß ˆóòà Ł ˚àöà ºó÷łŁì ðåçóºüòàòîì ïî
çàäà÷å î ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿíŁÿı Æßº ðåçóºüòàò
2004 ªîäà ˚àöà Ł Òàðäîłà, ïîŒàçßâàâłŁØ, ÷òî

( ) 0,8641D P nÚ . ×Łòàòåºü äîºæåí ïðŁìåðíî ïðåä-
æòàâºÿòü æåÆå ïîâåäåíŁå æòåïåííßı ôóíŒöŁØ, òàŒ
÷òî îí äîºæåí ïîíŁìàòü, ÷òî åæºŁ k < 1, òî çàçîð
ìåæäó ÷ŁæºàìŁ n Ł kn  ðàæòåò î÷åíü Æßæòðî ïðŁ n,
æòðåìÿøåìæÿ Œ ÆåæŒîíå÷íîæòŁ. ˇîýòîìó â òàŒîØ
íàóŒå, ŒàŒ àæŁìïòîòŁ÷åæŒàÿ ŒîìÆŁíàòîðŁŒà, äºÿ
ŒîòîðîØ âàæíî Łìåííî ïîâåäåíŁå Łçó÷àåìßı âå-
ºŁ÷Łí ïðŁ î÷åíü ÆîºüłŁı çíà÷åíŁÿı ïàðàìåòðîâ,
òàŒŁå âåøŁ, ŒàŒ ïîŒàçàòåºŁ æòåïåíåØ â îòâåòå,
ÿâºÿþòæÿ ïðŁíöŁïŁàºüíî âàæíßìŁ, Ł ºþÆîå äàæå
æàìîå íåçíà÷Łòåºüíîå óºó÷łåíŁå â îöåíŒå òàŒŁı
ïîŒàçàòåºåØ âæåªäà æ÷Łòàåòæÿ ÆîºüłŁì ïðîäâŁæå-
íŁåì. ˇîýòîìó, Œîªäà â 2011 ªîäó (æîâæåì íåäàâ-
íî!) ˆóò Ł ˚àö äîŒàçàºŁ, ÷òî ( ) logD P n nÚ , ýòî
æòàºî îªðîìíßì ïðîðßâîì (à ŒàŒ ðàç òàŒŁ ðàçíŁ-
öà â Œîðíå íàä ºîªàðŁôìîì ÿâºÿåòæÿ âåæüìà
íåçíà÷Łòåºüíßì îòºŁ÷Łåì îò âåðıíåØ îöåíŒŁ).
˙àìåòŁì, îäíàŒî, ÷òî, ŒàŒ ýòî îÆß÷íî Æßâàåò â
ìàòåìàòŁŒå, ªºàâíßì îŒàçàºîæü íå æŒîºüŒî òî, ÷òî
Æßºî ïîºó÷åíî Æîºüłîå ïðîäâŁæåíŁå ïî æòàðîØ
ŒºàææŁ÷åæŒîØ çàäà÷å, æòîºüŒî òî, ŒàŒŁì Łìåííî
îÆðàçîì îíî Æßºî æäåºàíî. ́  æàìîì äåºå, ìåòîäß
Łç ýòîØ æòàòüŁ âßçâàºŁ ÆóðíßØ âæïºåæŒ àŒòŁâíî-
æòŁ â ŒîìÆŁíàòîðíîØ ªåîìåòðŁŁ, ïî÷òŁ æðàçó Æßºî
íàïŁæàíî íåìàºî æòàòåØ, ŁæïîºüçóþøŁı ŁäåŁ ̂ óòà
Ł ˚àöà äºÿ äîŒàçàòåºüæòâà ðàçºŁ÷íßı íîâßı
ðåçóºüòàòîâ Ł ðåłåíŁÿ íåŒîòîðßı âîïðîæîâ, æòî-
ÿâłŁı Æåç îòâåòà äîæòàòî÷íî ìíîªî âðåìåíŁ. ˚àŒ
óæå Æßºî çàìå÷åíî âßłå, îæîÆåííî òåæíî Łı
ðåçóºüòàòß æâÿçàíß æ íàóŒîØ, Łçó÷àþøåØ ðàçºŁ÷-
íßå âîïðîæß î ïåðåæå÷åíŁÿı ïðÿìßı.

×òîÆß ïîíÿòü, ÷òî íàì òåïåðü äåºàòü æ òåì, ÷òî
ïîºó÷Łºîæü â ïðåäßäóøåì ðàçäåºå, æäåºàåì íå-
ÆîºüłîØ ýŒæŒóðæ â ýòó íàóŒó. ˜ºÿ íà÷àºà ðàçÆå-
ðåìæÿ, ÷òî ïðîŁæıîäŁò íà ïºîæŒîæòŁ, à Łìåííî,
çàäàäŁì ðîâíî òîò æå âîïðîæ: åæòü ìíîæåæòâî L Łç
m = |L| ïðÿìßı; ðàææìîòðŁì ìíîæåæòâî òî÷åŒ, â
Œîòîðßı ïåðåæåŒàåòæÿ ıîòÿ Æß k Łç íŁı, îÆîçíà-
÷Łì Łı ŒîºŁ÷åæòâî ( )kS L . ̊ àŒ âåºŁŒî ìîæåò Æßòü
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ýòî ÷Łæºî? ßæíî, ÷òî Łíòåðåæíåå âæåªî æºó÷àØ,
Œîªäà m äîæòàòî÷íî Æîºüłîå, à k íå æºŁłŒîì ìàºî
Ł íå æºŁłŒîì âåºŁŒî.

˝à æàìîì äåºå, âïåðâßå ýòîò âîïðîæ çàäàº âæå
òîò æå ˇîº Ýðä‚ł. À Łìåííî, îí ïîæòðîŁº ïðŁ-

ìåð, äºÿ Œîòîðîªî ( ) ( )2 3
kS L c m k m k= + , Ł æíîâà

ïðåäïîºîæŁº, ÷òî ýòî àæŁìïòîòŁ÷åæŒŁ íàŁºó÷-
łŁØ ðåçóºüòàò ïðŁ äîæòàòî÷íî ÆîºüłŁı n Ł k. ̃ ºÿ
ýòîØ çàäà÷Ł ðåłåíŁå íå çàæòàâŁºî æåÆÿ äîºªî
æäàòü, Ł â 1983 ªîäó Ýíäðå ÑåìåðåäŁ Ł ´Łºüÿì
Òðîòòåð âßïóæòŁºŁ æòàòüþ æ ïîäòâåðæäåíŁåì
äàííîªî ôàŒòà, â Łı ÷åæòü æîîòâåòæòâóþøåå óòâåð-
æäåíŁå òåïåðü íàçßâàåòæÿ òåîðåìîØ ÑåìåðåäŁ�
Òðîòòåðà.

˚àçàºîæü Æß, äàííàÿ íàóŒà íå äîºæíà Æßòü
î÷åíü ªºóÆîŒîØ. Ìß çíàåì, ÷òî äâå ïî÷òŁ ºþÆßå
ïðÿìßå íà ïºîæŒîæòŁ, åæºŁ îíŁ òîºüŒî íå ïàðàº-
ºåºüíß, ïåðåæåŒàþòæÿ â îäíîØ òî÷Œå (à åæºŁ ìß
ïåðåØäåì íà ïðîåŒòŁâíóþ ïºîæŒîæòü, òî æºîâî
«ïî÷òŁ» ìîæíî Ł óÆðàòü), à òàŒæå ÷òî ÷åðåç
ºþÆßå äâå òî÷ŒŁ ïðîıîäŁò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ.
´ðîäå ŒàŒ ýòî âæå. ̨ ÷åíü ïîó÷Łòåºüíßì íàÆºþäå-
íŁåì îŒàçßâàåòæÿ òî, ÷òî ýòŁı ôàŒòîâ íåäîæòàòî÷-

íî, ÷òîÆß äîŒàçàòü
òåîðåìó ÑåìåðåäŁ�
Òðîòòåðà. ̀ îºåå ïîä-
ðîÆíî, ìîæíî ïîæò-
ðîŁòü òàŒóþ âåøü,
ŒàŒ Œîíå÷íàÿ ïºîæ-
Œîæòü; åæòåæòâåííßì
îÆðàçîì îïðåäåºÿåò-
æÿ, ÷òî òàŒîå ïðÿìàÿ
íà íåØ (íà ðŁæóíŒå 5
ïðŁâåäåí ïðŁìåð Œî-
íå÷íîØ àôôŁííîØ
ïºîæŒîæòŁ ïîðÿäŒà 3,

íà íåØ âæåªî 9 òî÷åŒ Ł 12 ïðÿìßı). ̨ Œàçßâàåòæÿ,
÷òî âßłåóïîìÿíóòßå Æàçîâßå ôàŒòß î ïðÿìßı
âåðíß Ł íà Œîíå÷íîØ ïºîæŒîæòŁ. ˝î âîò òîºüŒî
òåîðåìà ÑåìåðåäŁ�Òðîòòåðà îŒàçßâàåòæÿ íåâåð-
íîØ! ˝à Œîíå÷íîØ àôôŁííîØ ïºîæŒîæòŁ Łç 2q
ýºåìåíòîâ æóøåæòâóåò òàŒîå ìíîæåæòâî Łç 2q
ïðÿìßı, äºÿ Œîòîðîªî ( ) 2

qS L q= , â òî âðåìÿ ŒàŒ
åæºŁ Æß ýòî ïðîŁæıîäŁºî íà îÆß÷íîØ ïºîæŒîæòŁ,
òî òåîðåìà äàâàºà Æß îöåíŒó ( )qS L qÙ . ˝åìà-
ºåíüŒŁØ, îäíàŒî, ðàçðßâ. ˇîíàäîÆŁºîæü íåŒîòî-
ðîå âðåìÿ äºÿ òîªî, ÷òîÆß ïîíÿòü, ŒàŒŁå ôóíäà-
ìåíòàºüíßå âåøŁ æòîÿò çà âæåì ýòŁì, Ł ïðŁäóìàòü
ìåòîä (òàŒ íàçßâàåìßØ ìåòîä Œºåòî÷íßı ðàçÆŁ-
åíŁØ), ÷òîÆß ðàçîÆðàòüæÿ æ íŁìŁ. Ìß íå Æóäåì
æåØ÷àæ îæòàíàâºŁâàòüæÿ íà ýòîì Æîºåå ïîäðîÆíî Ł
îòæßºàåì çàŁíòåðåæîâàííîªî ÷Łòàòåºÿ Œ [3].

´åðíåìæÿ òåïåðü Œ Łíòåðåæóþøåìó íàæ âîïðîæó.
Ó íàæ åæòü ìíîæåæòâî L Łç 2n:  ïðÿìßı â òðåıìåð-
íîì ïðîæòðàíæòâå, Ł ìß ıîòåºŁ Æß ïîŒàçàòü, ÷òî

( ) 3 2
kS L n kÙ  ïðŁ 2 k n£ £ . ˝î âåäü ýòî æå,

âîîÆøå ªîâîðÿ, íå òàŒ! ˝àïðŁìåð, ïóæòü âæå ýòŁ
ïðÿìßå ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ, ìß çíàåì, ÷òî
òåîðåìà ÑåìåðåäŁ�Òðîòòåðà òî÷íà, à çíà÷Łò, ÷òî
Æßâàþò ŒîíôŁªóðàöŁŁ, äºÿ Œîòîðßı

( ) 4 3 2
kS L n k n k+: . ˜ºÿ k = 2, íàïðŁìåð, ýòî

âßØäåò 4n:  òî÷åŒ ïåðåæå÷åíŁÿ. ´åºŁŒîâàòî!
˚àçàºîæü Æß, äàâàØòå âîçüìåì ýòîò ïðŁìåð,

Œîªäà ïåðåæå÷åíŁØ ìåæäó ïðÿìßìŁ äîâîºüíî
ìíîªî, Ł ïîŁøåì ŒàŒîå-íŁÆóäü ìíîæåæòâî òî÷åŒ
íà ïºîæŒîæòŁ P, Łç Œîòîðîªî ìß ìîªºŁ Æß ïîºó-
÷Łòü ýòîò íàÆîð ïðÿìßı æ ïîìîøüþ ïðåîÆðàçîâà-
íŁÿ ÝºåŒåłà. —àç ýòîò ïðŁìåð íå âïîºíå óŒºàäß-
âàåòæÿ â íàłó æıåìó, òî, íàâåðíîå, Ł òàŒîå ìíîæå-
æòâî P ìîªºî Æß äàòü íàì ŒàŒîØ-íŁÆóäü ıîðîłŁØ
ïðŁìåð â ŁæıîäíîØ çàäà÷å î ðàçºŁ÷íßı ðàææòîÿ-
íŁÿı, âîçìîæíî, ºó÷łå, ÷åì ïðŁäóìàííßØ Ýðä‚-
łåì. ̋ î òàŒîå ïðåäæòàâºåíŁå äîæòàòî÷íî íàŁâíî,
âåäü íŁŒòî íå ªàðàíòŁðóåò òîªî, ÷òî ºþÆîå ìíîæå-
æòâî ïðÿìßı ìîæåò Æßòü ïîºó÷åíî æ ïîìîøüþ
íàłåªî ïðåîÆðàçîâàíŁÿ. ˜àâàØòå ïîïðîÆóåì íå-
ìíîªî ïðîàíàºŁçŁðîâàòü: åæºŁ ŒàŒîå-òî ìíîæå-
æòâî ïðÿìßı L ïîºó÷åíî â ðàìŒàı ŁææºåäóåìîØ
íàìŁ çàäà÷Ł æ ïîìîøüþ íàłåªî ïðåîÆðàçîâàíŁÿ,
òî íàæŒîºüŒî îíî äàºåŒî îò òîªî, ÷òîÆß Æßòü àÆß
ŒàŒŁì? ̈ íà÷å ªîâîðÿ, åæòü ºŁ ŒàŒŁå-òî óæºîâŁÿ íà
ýòî ìíîæåæòâî? Ìß âîò âßÿæíŁºŁ, ÷òî åæºŁ ìíîªî
ïðÿìßı ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ, òî ýòî íåæŒîºü-
Œî íå âïŁæßâàåòæÿ â ðàìŒŁ îæŁäàåìßı íàìŁ
îöåíîŒ íà ÷Łæºî Łı òî÷åŒ ïåðåæå÷åíŁÿ. À ÷òî åæºŁ
òå ìíîæåæòâà L, ïîºó÷åííßå Łç íàłŁı ïðåîÆðàçî-
âàíŁØ, îÆºàäàþò íåŒîòîðßìŁ îªðàíŁ÷åíŁÿìŁ íà
ŒîºŁ÷åæòâî ïðÿìßı, Œîòîðßå ìîªóò îäíîâðåìåííî
ºåæàòü â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ? ˛Œàçßâàåòæÿ, ýòî
äåØæòâŁòåºüíî îäíî Łç òåı çàìå÷àíŁØ, Œîòîðßå â
Łòîªå ïðŁâåäóò íàæ Œ óæïåıó.

¸åììà 6. ̧ þÆàÿ ïºîæŒîæòü â òðåıìåðíîì ïðî-
æòðàíæòâå æîäåðæŁò íå Æîºåå n ïðÿìßı Łç L.

˜îŒàçàòåºüæòâî. ˜ºÿ ŒàæäîØ òî÷ŒŁ p P˛  ðàæ-
æìîòðŁì ìíîæåæòâî pL LÌ , æîæòîÿøåå Łç ïðÿìßı
âŁäà pqS , q P˛ . ˛÷åâŁäíî, ÷òî åæºŁ q q¢„ , òî
ïðÿìßå pqS  Ł pqS ¢  íå ïåðåæåŒàþòæÿ (Łíà÷å æóøå-
æòâîâàº Æß ïîâîðîò, ïåðåâîäÿøŁØ p îäíîâðåìåí-
íî â q Ł â q¢ , íî ýòî äâå ðàçºŁ÷íßå òî÷ŒŁ). ÒàŒæå,
ïîæìîòðåâ íà óðàâíåíŁÿ ýòŁı ïðÿìßı â ºåììå 5,
ìîæíî çàìåòŁòü, ÷òî íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß ýòŁı
ïðÿìßı ðàçºŁ÷íß. À ýòî çíà÷Łò, ÷òî ºþÆßå äâå
ðàçºŁ÷íßå ïðÿìßå Łç pL  ïîïàðíî æŒðåøŁâàþòæÿ,
ò.å. íå ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ. ˇîýòîìó ºþÆàÿ
ïºîæŒîæòü æîäåðæŁò íå Æîºüłå îäíîØ ïðÿìîØ Łç
Œàæäîªî ìíîæåæòâà pL  Ł óæ òî÷íî íå Æîºüłå n
ïðÿìßı Łç L. ¸åììà äîŒàçàíà.

˜îæòàòî÷íî ºŁ ýòîªî äºÿ íàłŁı öåºåØ? ̃ ðóªŁìŁ
æºîâàìŁ, æíîâà âîçüìåì ïðîŁçâîºüíîå ìíîæåæòâî
Łç 2n  ïðÿìßı â ïðîæòðàíæòâå, â ŒàæäîØ ïºîæŒîæòŁ
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ºåæŁò íå Æîºåå n Łç íŁı. ÑŒîºüŒî òî÷åŒ ïåðåæå÷å-
íŁÿ ìîæåò Æßòü ó ýòŁı ïðÿìßı? ̨ Œàçßâàåòæÿ, ÷òî
Łı âæå åøå ìîæåò Æßòü ïîðÿäŒà 4n .

—àææìîòðŁì ïîâåðıíîæòü, çàäàííóþ óðàâíåíŁåì
z = xy � ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁØ ïàðàÆîºîŁä (ðŁæ. 6,à).
Ýòà ïîâåðıíîæòü æîäåðæŁò î÷åíü ìíîªî ïðÿìßı.
ˇðÿìßå íà íåØ äåºÿòæÿ íà äâà òŁïà � «âåðòŁŒàºü-
íßå» Ł «ªîðŁçîíòàºüíßå». ˜ºÿ ºþÆîªî âåøå-
æòâåííîªî ÷Łæºà b ìß îÆîçíà÷Łì bH  ªîðŁçîíòàºü-
íóþ ïðÿìóþ âŁäà ( ), ,t b bt , t ˛ R . ´Łäíî, ÷òî îíà
Ł ïðàâäà ºåæŁò íà ïàðàÆîºîŁäå. ÀíàºîªŁ÷íî,
âåðòŁŒàºüíßìŁ ïðÿìßìŁ aV  ìß Æóäåì íàçßâàòü
ïðÿìßå âŁäà ( ), ,a t at , t ˛ R . ̋ åæºîæíî çàìåòŁòü,
÷òî ºþÆßå äâå ïðÿìßå îäíîªî òŁïà íå ïåðåæåŒàþò-
æÿ, ðàçíßı òŁïîâ � ïåðåæåŒàþòæÿ Ł íŁŒàŒŁå äâå íå
ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ. À ýòî çíà÷Łò, ÷òî åæºŁ
ìß âîçüìåì â Œà÷åæòâå L ìíîæåæòâî Łç 2 2n
âåðòŁŒàºüíßı ïðÿìßı íàłåªî ïàðàÆîºîŁäà Ł 2 2n
ªîðŁçîíòàºüíßı, òî ìß ïîºó÷Łì 4 4n  òî÷åŒ ïåðå-
æå÷åíŁÿ � æíîâà Æîºüłå, ÷åì æåºàåìàÿ íàìŁ
îöåíŒà. ×òî æå äåºàòü?

ˆŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁØ ïàðàÆîºîŁä â äàííîì æºó÷àå
ÿâºÿåòæÿ ïðŁìåðîì äâàæäß ºŁíåØ÷àòîØ ïîâåðı-
íîæòŁ � àºªåÆðàŁ÷åæŒîØ ïîâåðıíîæòŁ (ò.å. ìíîæå-
æòâà íóºåØ íåŒîòîðîªî ìíîªî÷ºåíà îò òðåı ïåðå-
ìåííßı â òðåıìåðíîì ïðîæòðàíæòâå � â äàííîì
æºó÷àå ýòî ìíîªî÷ºåí z � xy), ÷åðåç ºþÆóþ òî÷Œó
ŒîòîðîØ ïðîıîäŁò ðîâíî äâå ïðÿìßå. ÓæºîâŁÿ
äºÿ ïîâåðıíîæòŁ äîâîºüíî æåæòŒŁå, Ł äåØæòâŁ-
òåºüíî, ïðŁìå÷àòåºüíßØ ôàŒò Łç íàóŒŁ, Œîòîðàÿ
íàçßâàåòæÿ äŁôôåðåíöŁàºüíîØ ªåîìåòðŁåØ, ªîâî-
ðŁò íàì, ÷òî âæå òàŒŁå ïîâåðıíîæòŁ ïî æóøåæòâó
æâîäÿòæÿ ŒàŒ ðàç Œ ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁì ïàðàÆîºîŁ-
äàì ŁºŁ îäíîïîºîæòíßì ªŁïåðÆîºîŁäàì (ðŁæ.6,Æ)
� ïîâåðıíîæòÿì òŁïà 2 2 2 1x y z+ - = . ̋ àł ïðŁìåð
ïîŒàçßâàåò, ÷òî åæºŁ íà ŒàŒîØ-òî òàŒîØ ïîâåðıíî-
æòŁ ºåæŁò æºŁłŒîì ìíîªî ïðÿìßı Łç íàłåªî
ìíîæåæòâà, òî îíî ºåªŒî ìîæåò îŒàçàòüæÿ íå

æºŁłŒîì óäà÷íßì. ˝î Ł çäåæü íàłå ŒîíŒðåòíîå
ìíîæåæòâî L íà äåºå îŒàçßâàåòæÿ æºŁłŒîì ıŁò-
ðßì. ˚àŒ âß óæå äîªàäàºŁæü, ìîæíî äîŒàçàòü
íåìíîªî âŁäîŁçìåíåííßØ àíàºîª ïðåäßäóøåØ
ºåììß, à Łìåííî: æóøåæòâóåò òàŒàÿ Œîíæòàíòà c,
÷òî ºþÆàÿ äâàæäß ºŁíåØ÷àòàÿ ïîâåðıíîæòü æî-
äåðæŁò íå Æîºüłå, ÷åì cn ïðÿìßı Łç íàłåªî
ìíîæåæòâà L. Ýòó ºåììó ìß, Œ æîæàºåíŁþ, óæå íå
æìîæåì äîŒàçàòü, òàŒ ŒàŒ îíà òðåÆóåò ïðŁâºå÷å-
íŁÿ íåòðŁâŁàºüíîØ òåıíŁŒŁ Łç äŁôôåðåíöŁàºü-
íîØ ªåîìåòðŁŁ.

´îŁæòŁíó âïå÷àòºÿþøŁì äîæòŁæåíŁåì ˆóòà Ł
˚àöà îŒàçàºîæü ïîíŁìàíŁå òîªî, ÷òî ýòŁı óæºîâŁØ
òåïåðü äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß ïîºó÷Łòü Łíòåðåæóþ-
øóþ íàæ îöåíŒó.

Òåîðåìà (¸.ˆóò, ˝.˚àö, 2010). ˇóæòü ìíîæå-
æòâî L Łç 2n  ïðÿìßı òàŒîâî, ÷òî ºþÆàÿ ïºîæ-
Œîæòü æîäåðæŁò íå Æîºåå n ýòŁı ïðÿìßı Ł ºþÆàÿ
äâàæäß ºŁíåØ÷àòàÿ ïîâåðıíîæòü æîäåðæŁò nÙ

Łı. Òîªäà ( ) 3 2
kS L n kÙ  ïðŁ 2 k n£ £ .

˜îŒàçàòü ýòî óòâåðæäåíŁå, îäíàŒî, îŒàçàºîæü
âæå åøå î÷åíü íåïðîæòî, Ł íåîÆıîäŁìßå äºÿ ýòîªî
ìåòîäß âßıîäÿò äàºåŒî çà ïðåäåºß íàłåªî ðàæ-
æŒàçà. Òåì íå ìåíåå, íåæŒîºüŒî îÆøŁı æºîâ î
æòîÿøŁı çà âæåì ýòŁì Łäåÿı ìß â çàŒºþ÷åíŁå
æŒàæåì.

˚àŒ óæå óïîìŁíàºîæü âßłå, àºªåÆðàŁ÷åæŒîØ
ïîâåðıíîæòüþ â òðåıìåðíîì ïðîæòðàíæòâå ìß
íàçßâàåì ìíîæåæòâî òî÷åŒ âŁäà ( ), , 0f x y z = , ªäå
f � ìíîªî÷ºåí îò òðåı ïåðåìåííßı. ˜ºÿ ºþÆîªî
Œîíå÷íîªî ìíîæåæòâà òî÷åŒ æóøåæòâóåò ÆåæŒîíå÷-
íîå ÷Łæºî àºªåÆðàŁ÷åæŒŁı ïîâåðıíîæòåØ, Œîòîðßå
ìîæíî ïðîâåæòŁ ÷åðåç íŁı. ´ íåŒîòîðßı æºó÷àÿı
ýòî ìîªóò Æßòü æîâæåì ïðîæòßå ïîâåðıíîæòŁ,
çàäàâàåìßå ìíîªî÷ºåíàìŁ íå æºŁłŒîì âßæîŒŁı
æòåïåíåØ � íàïðŁìåð, âæå òî÷ŒŁ ìîªóò îŒàçàòüæÿ
ºåæàøŁìŁ íà îäíîØ ïðÿìîØ. ˛Œàçßâàåòæÿ, ÷òî
åæºŁ âìåæòî ìíîæåæòâà òî÷åŒ ðàææìàòðŁâàòü àº-
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ªåÆðàŁ÷åæŒóþ ïîâåðıíîæòü ìŁíŁìàºüíîØ æòåïåíŁ,
æîäåðæàøóþ ýòî ìíîæåæòâî, òî ìîæíî æäåºàòü
íåìàºî ïîºåçíßı âßâîäîâ. ̇ äåæü ïîìîªàþò òàŒŁå
óòâåðæäåíŁÿ: íàïðŁìåð, åæºŁ ïðÿìàÿ ïåðåæåŒàåò
àºªåÆðàŁ÷åæŒóþ ïîâåðıíîæòü â æºŁłŒîì ÆîºüłŁì
÷Łæºå òî÷åŒ, òî ýòà ïðÿìàÿ öåºŁŒîì ºåæŁò â
ïîâåðıíîæòŁ (ïîäóìàØòå æàìîæòîÿòåºüíî, ïî÷åìó
ýòî òàŒ; ïðŁìåð ŁçîÆðàæåí íà ðŁæóíŒå 7). ÒàŒæå,
åæºŁ òî÷Œà íà ïîâåðıíîæòŁ ÿâºÿåòæÿ òî÷ŒîØ ïåðå-
æå÷åíŁÿ äîæòàòî÷íî Æîºüłîªî ÷Łæºà ïðÿìßı, ºå-
æàøŁı íà ýòîØ ïîâåðıíîæòŁ, òî îŒàçßâàåòæÿ, ÷òî
ýòî íåŒîòîðàÿ îæîÆàÿ òî÷Œà ýòîØ ïîâåðıíîæòŁ, ïðî
Œîòîðóþ ìß Łìååì íåŒîòîðóþ íåòðŁâŁàºüíóþ
àºªåÆðàŁ÷åæŒóþ ŁíôîðìàöŁþ. ÑîÆðàâ âæå ïîäîÆ-
íßå ôàŒòß âìåæòå, ìß ìîæåì ïîºó÷Łòü æºåäóþ-
øŁØ î÷åíü âàæíßØ òåçŁæ: ŒîìÆŁíàòîðíàÿ Łíôîð-
ìàöŁÿ îÆ óæòðîØæòâå ìíîæåæòâà òî÷åŒ â ïðî-
æòðàíæòâå âºå÷åò íåŒîòîðóþ àºªåÆðàŁ÷åæŒóþ
ŁíôîðìàöŁþ î íåì. ˆîâîðÿ ìåíåå ðàçìßòî: âîò
Æåðåì ìß ìíîæåæòâî òî÷åŒ, ïóæòü îíî íå ïðîŁç-
âîºüíîå, à îíî åæòü ìíîæåæòâî òî÷åŒ, â Œîòîðßı
ïåðåæåŒàåòæÿ Æîºüłîå ŒîºŁ÷åæòâî ïðÿìßı Łç íå-
Œîòîðîªî Œîíå÷íîªî íàÆîðà. Ýòî ŒîìÆŁíàòîðíàÿ
ŁíôîðìàöŁÿ. ´îçüìåì òó æàìóþ àºªåÆðàŁ÷åæŒóþ
ïîâåðıíîæòü ìŁíŁìàºüíîØ æòåïåíŁ, æîäåðæàøóþ
ýòî ìíîæåæòâî. Òîªäà, ïðŁ ïîìîøŁ ıŁòðßı âß÷Łæ-
ºåíŁØ, ìîæíî, âî-ïåðâßı, ïîºó÷Łòü ÷åòŒóþ îöåí-
Œó íà åå æòåïåíü, âî-âòîðßı, äîŒàçàòü, ÷òî ìíîªŁå
íàłŁ ïðÿìßå òàŒæå ºåæàò íà ýòîØ ïîâåðıíîæòŁ,
â-òðåòüŁı, âßÿæíŁòü, ÷òî ìíîªŁå íàłŁ òî÷ŒŁ íà
ïîâåðıíîæòŁ îÆºàäàþò íåŒîòîðßì îæîÆßì æòàòó-

æîì. Ýòî àºªåÆðàŁ÷åæŒàÿ ŁíôîðìàöŁÿ, Ł åå ìîæíî
ýôôåŒòŁâíî Łæïîºüçîâàòü òåïåðü äºÿ îöåíŒŁ ðàç-
ºŁ÷íßı ıàðàŒòåðŁæòŁŒ íàłåªî ìíîæåæòâà, íàïðŁ-
ìåð åªî ðàçìåðà. ́  öåºîì, ìß ŒàŒ ðàç Ł ŁçºîæŁºŁ
æóòü ïîºŁíîìŁàºüíîªî ìåòîäà, îŒàçàâłåªîæÿ î÷åíü
ïðîäóŒòŁâíßì â æàìßı ðàçºŁ÷íßı æŁòóàöŁÿı.

˝å ïðàâäà ºŁ, óäŁâŁòåºüíî, ŒàŒ îäíà ïðîæòàÿ íà
âŁä ŒîìÆŁíàòîðíàÿ çàäà÷à îŒàçàºàæü æîâåðłåííî
ŁíîØ ïðŁ äðóªîì âçªºÿäå íà íåå Ł ïðŁâåºà Œ
ïîÿâºåíŁþ íîâßı ïðîðßâíßı æïîæîÆîâ æìîòðåòü
íà âåøŁ â ŒîìÆŁíàòîðíîØ ªåîìåòðŁŁ? ´ òàŒŁı
Łäåÿı Ł Œðîåòæÿ ŁæòŁííîå ýæòåòŁ÷åæŒîå æîäåðæà-
íŁå ìàòåìàòŁŒŁ.

ÓïðàæíåíŁÿ

6. Òåîðåìà ÑåìåðåäŁ�Òðîòòåðà ÷àæòî ôîðìóºŁðóåòæÿ
òàŒ: åæòü ìíîæåæòâî P Łç n òî÷åŒ íà ïºîæŒîæòŁ Ł ìíîæåæòâî
L Łç m ïðÿìßı íà ïºîæŒîæòŁ. ̨ ïðåäåºŁì ÷Łæºî ŁíöŁäåíò-
íîæòŁ ( ),I P L  � ŒîºŁ÷åæòâî ïàð ( ),p l , ªäå p � òî÷Œà Łç P,
l � ïðÿìàÿ Łç L Ł p l˛ . Òîªäà ( ) 2 3 2 3,I P L m n m n+ +Ù .
ˇîŒàæŁòå, ÷òî ïðŁâåäåííàÿ â òåŒæòå ôîðìóºŁðîâŒà äåØ-
æòâŁòåºüíî ÿâºÿåòæÿ ïðÿìßì æºåäæòâŁåì ýòîªî óòâåðæäå-
íŁÿ.

7. ˜îŒàæŁòå æàìŁ, ÷òî ( ) 2,I P L n m£ +  â îÆîçíà÷åíŁÿı
ïðåäßäóøåØ çàäà÷Ł.

8. ˇóæòü ( ) ,
, i j

iji j
f f x y a x y= = å  � ìíîªî÷ºåí îò äâóı

ïåðåìåííßı. ̄ ªî æòåïåíüþ íàçßâàåòæÿ ìàŒæŁìàºüíàÿ æòå-
ïåíü îäíî÷ºåíà i jx y , ŒîýôôŁöŁåíò ïðŁ Œîòîðîì íåíóºå-
âîØ (à æòåïåíü îäíî÷ºåíà ýòî ïðîæòî i + j). ̨ Æîçíà÷Łì çà

( ) ( ) ( ){ }, , 0Z f x y f x y= = � ìíîæåæòâî òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, â
Œîòîðßı f ðàâíî íóºþ. ÒàŒîå ìíîæåæòâî íàçßâàåòæÿ
àºªåÆðàŁ÷åæŒîØ ŒðŁâîØ (ïîäóìàØòå îÆ Łçâåæòíßı âàì
ïðŁìåðàı àºªåÆðàŁ÷åæŒŁı ŒðŁâßı). ̃ îŒàæŁòå, ÷òî åæºŁ f
Łìååò æòåïåíü íå Æîºüłå ÷åì íåŒîòîðîå D, òî ºþÆàÿ
ïðÿìàÿ l ºŁÆî æîäåðæŁòæÿ â ìíîæåæòâå ( )Z f  öåºŁŒîì,
ºŁÆî ïåðåæåŒàåò ýòî ìíîæåæòâî íå Æîºåå ÷åì â D òî÷Œàı.
Ýòî ïðŁìåð óòâåðæäåíŁÿ, Œîòîðîå îÆíàðóæŁâàåò æâÿçü
ìåæäó ŒîìÆŁíàòîðíîØ Ł àºªåÆðàŁ÷åæŒîØ æòðóŒòóðîØ ìíî-
æåæòâà.

9. ´ îÆîçíà÷åíŁÿı ïðåäßäóøåØ çàäà÷Ł äîŒàæŁòå, ÷òî
( )Z f  æîäåðæŁò íå Æîºåå D ðàçºŁ÷íßı ïðÿìßı, åæºŁ f

íåíóºåâîØ.
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âàþòæÿ æîîòíîłåíŁÿ, æâÿçßâàþøŁå ìàŒðî-
æŒîïŁ÷åæŒŁå ôŁçŁ÷åæŒŁå ïàðàìåòðß íàıîäÿ-

øåªîæÿ â ªàçîîÆðàçíîì æîæòîÿíŁŁ âåøåæòâà �
òåìïåðàòóðó T, äàâºåíŁå p, îÆœåì V Ł ŒîºŁ÷åæòâî
âåøåæòâà n .  Ýòî çíàìåíŁòßå ªàçîâßå çàŒîíß,
Œîòîðßå îÆœåäŁíÿþòæÿ â îäŁí çàŒîí Ìåíäåºååâà�
˚ºàïåØðîíà: pV RTn= , ªäå R � óíŁâåðæàºüíàÿ
ªàçîâàÿ ïîæòîÿííàÿ.

Ñïðàâî÷íßå äàííßå ïî ŒîíäåíæŁðîâàííßì âå-
øåæòâàì, ò.å. âåøåæòâàì â æŁäŒîì ŁºŁ òâåðäîì
æîæòîÿíŁŁ, Ł ïî Łı ôàçîâßì ïåðåıîäàì â łŒîºü-
íßı ó÷åÆíŁŒàı òîæå ïðŁâîäÿòæÿ, íî òàŒ, ÷òî
âîçíŁŒàåò âïå÷àòºåíŁå ïðîŁçâîºüíîªî íåóïîðÿäî-
÷åííîªî ıàîæà. ¨ç æîîòíîłåíŁØ, Œîòîðßå æâÿçß-
âàþò ìàŒðîæŒîïŁ÷åæŒŁå ïàðàìåòðß âåøåæòâà â

ŒîíäåíæŁðîâàííîì æîæòîÿíŁŁ, â íåŒîòîðßå ó÷åÆ-
íŁŒŁ ïîïàäàåò òîºüŒî çàŒîí ̃ þºîíªà Ł ̌ òŁ. Ýòîò
çàŒîí óòâåðæäàåò, ÷òî ìîºÿðíßå òåïºîåìŒîæòŁ
âæåı òâåðäßı òåº ïðŁ ïîæòîÿííîì âíåłíåì äàâºå-
íŁŁ ïðŁìåðíî îäŁíàŒîâß Ł ðàâíß 3R â äŁàïàçîíå
íå æºŁłŒîì ìàºßı Ł íå æºŁłŒîì ÆîºüłŁı òåìïå-
ðàòóð.

Ñóøåæòâóþò Ł ìåíåå Łçâåæòíßå, íî íå ìåíåå
Łíòåðåæíßå æîîòíîłåíŁÿ ïàðàìåòðîâ. ´ äàííîØ
æòàòüå ìß ðàææìîòðŁì ÿâºåíŁå ïºàâºåíŁÿ òâåð-
äßı òåº, ò.å. ïåðåıîäà âåøåæòâ Łç òâåðäîªî æîæòî-
ÿíŁÿ â æŁäŒîå, ïðŁ àòìîæôåðíîì äàâºåíŁŁ Ł
îïðåäåºåííîØ òåìïåðàòóðå. ´ æïðàâî÷íŁŒàı ïðŁ-
âîäÿòæÿ òåìïåðàòóðß ïºàâºåíŁÿ Ł óäåºüíßå (íà
åäŁíŁöó ìàææß) òåïºîòß ïºàâºåíŁÿ äºÿ ðàçºŁ÷-
íßı âåøåæòâ. ˇðîæòàÿ çàìåíà óäåºüíîØ òåïºîòß

ÝôôåŒòß ðàçìåðà Ł ôîðìß
â ìîºåŒóºÿðíîØ ôŁçŁŒå

Ñ.´À—¸ÀÌ˛´, À.ˆÓ˜¯˝˚˛
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ïëàâëåíèÿ íà ìîëÿðíóþ òåïëîòó ïîçâîëÿåò ñðàçó
óâèäåòü ñâÿçü ìåæäó òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ è
ìîëÿðíîé òåïëîòîé ïëàâëåíèÿ.

Èçâåñòíû ðàçíûå âåùåñòâà, êîòîðûå èìåþò ïî-
äîáíûå õèìè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà, â
÷àñòíîñòè – î÷åíü áëèçêèå îòíîøåíèÿ ìîëÿðíîé
òåïëîòû ïëàâëåíèÿ �0�O  ê òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ
T. Ïðèìåðîì òàêîé ãðóïïû âåùåñòâ ìîãóò ñëó-
æèòü ñåðåáðî, çîëîòî, ìåäü, ïëàòèíà, èðèäèé
(òàáë.1). Âñå îíè â òâåðäîì ñîñòîÿíèè ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (ãðàíåöåíòðèðîâàííóþ êó-
áè÷åñêóþ) è îäèíàêîâûå (ïðèìåðíî) ðàçìåðû
àòîìîâ.

Àíàëîãè÷íûå îäèíàêîâûå îòíîøåíèÿ íàáëþäà-
þòñÿ è äëÿ äðóãèõ áëèçêèõ â ôèçè÷åñêîì è
õèìè÷åñêîì ñìûñëå âåùåñòâ. Íàïðèìåð, âåñüìà
ïîêàçàòåëüíà ãðóïïà âåùåñòâ, êîòîðàÿ íàçûâàåò-

ñÿ «áëàãîðîäíûå ãàçû» (òàáë.2). Îíè òîæå â
òâåðäîì ñîñòîÿíèè îáðàçóþò ãðàíåöåíòðèðîâàí-
íóþ êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó, íî ó íèõ (çà èñêëþ÷å-
íèåì ãåëèÿ) îòíîøåíèå ìîëÿðíîé òåïëîòû ïëàâ-
ëåíèÿ ê òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ íå òàêîå, êàê äëÿ
ãðóïïû ìåòàëëîâ Ag, Au…, à íàõîäèòñÿ â óçêîì
äèàïàçîíå 14,6–16,5. Ãåëèé ïðè ïëàâëåíèè ïðîÿâ-
ëÿåò êâàíòîâûå ñâîéñòâà, è äëÿ íåãî ýòî îòíîøå-
íèå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ.

Èç ñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ
âåùåñòâ ñ ïîõîæèìè õèìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà òåïëî-
òå ïëàâëåíèÿ.

Â ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè âåùåñòâà
äëÿ îáúÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ìîëåêóë îáðàçîâû-
âàòü êîíäåíñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ââîäèòñÿ ïîíÿ-
òèå ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (ýíåðãèè ñâÿçè),
êîòîðóþ äðóã äëÿ äðóãà ñîçäàþò êàæäûå äâå

ñîñåäíèå ìîëåêóëû, íàõîäÿùèåñÿ ðÿ-
äîì â ñîñòàâå êîíäåíñèðîâàííîãî âå-
ùåñòâà. Ìåõàíèçìîâ îáðàçîâàíèÿ òà-
êîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû äëÿ ðàçíûõ
àòîìîâ èëè ìîëåêóë íåñêîëüêî, íî îíè
â ïîäðîáíîñòÿõ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Â ñàìîé ïðîñòîé ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìîëåêóë «ïàðíîå»,
ò.å. äëÿ äâóõ áëèæàéøèõ ìîëåêóë ñó-
ùåñòâóåò ýíåðãèÿ ñâÿçè 0U , è íà èõ
âçàèìîäåéñòâèå íàëè÷èå äðóãèõ ìîëå-

êóë íå âëèÿåò. Èíûìè ñëîâàìè, ìîëåêóëû, ðàñïî-
ëîæåííûå â êîíäåíñèðîâàííîì âåùåñòâå íå ðÿ-
äûøêîì , â ýòîé ìîäåëè íå âçàèìîäåéñòâóþò.
Òîãäà ïðè íàëè÷èè Z áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîëåêó-
ëà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ãëóáèíîé 0ZU .

Òåïëîòà ïëàâëåíèÿ è òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ
âåùåñòâà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó ìîëåêóëó, ïðî-
ïîðöèîíàëüíû ãëóáèíå òàêîé ÿìû è çàâèñÿò îò
êîëè÷åñòâà áëèæàéøèõ ñîñåäîê, êîòîðûå íàõî-
äÿòñÿ ðÿäîì ñ êàæäîé ìîëåêóëîé. Ëîãè÷íî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ðàçðóøåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ïðè ïåðåõîäå èç òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ â
æèäêîå äëÿ êðóïíûõ êóñêîâ âåùåñòâà è äëÿ
êóñî÷êîâ íåáîëüøèõ îáúåìîâ ïîòðåáóåòñÿ ðàçíîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíó ìîëå-
êóëó. Âåäü ó ìàëûõ êóñî÷êîâ òâåðäîãî âåùåñòâà
çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ìîëåêóë íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè, ãäå îíè èìåþò ìåíüøåå ÷èñëî áëèæàéøèõ
ñîñåäåé è, ñîîòâåòñòâåííî, íàõîäÿòñÿ â ìåíüøèõ
ïî ãëóáèíå ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ.

Ýêñïåðèìåíòû ñ èçìåðåíèåì òåìïåðàòóðû ïëàâ-
ëåíèÿ òîíêèõ ïëåíîê ðàçíûõ âåùåñòâ ïîêàçàëè,
÷òî òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ïëåíêè êàæäîãî âåùå-
ñòâà óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû ïëåíêè.
Ýòî – òàê íàçûâàåìûé ðàçìåðíûé ýôôåêò . Âûÿñ-
íèëîñü òàêæå, ÷òî òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ çàâè-
ñèò íå òîëüêî îò ðàçìåðîâ, íî è îò ôîðìû îáðàçöà,
ò.å. ñóùåñòâóåò è ýôôåêò ôîðìû . Ñâÿçàíî ýòî ñ
òåì, ÷òî îòíîøåíèå ÷èñëà ìîëåêóë, æèâóùèõ íà
ïîâåðõíîñòè, ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ìîëåêóë çàâè-
ñèò è îò ðàçìåðîâ, è îò ôîðìû êóñî÷êà âåùåñòâà.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ïëàâëå-
íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ãëóáèíå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû,
óñðåäíåííîé ïî âñåì ìîëåêóëàì, âõîäÿùèì â
ñîñòàâ êóñî÷êà âåùåñòâà, òî îáíàðóæåííûå ýô-
ôåêòû ìîæíî «îáúÿñíèòü» â ðàìêàõ ìîäåëè ïàð-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë.

«Îáúÿñíåíèå» ýòî ïðîâåäåì â ôîðìå ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Çàäà÷à

1) Îöåíèòå äèàìåòð D îëîâÿííûõ øàðèêîâ,
êîòîðûå ðàñïëàâÿòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå t =
= 210 C�q .

2) Â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ïëà-

Òàáëèöà 1

Òàáëèöà 2
















































































































