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что 
0

0jl = . Итак, либо P и Q одновременно равны нулю,
либо являются произведением одинаковых наборов множи-
телей.

Утверждение доказано.
2 (А.Бадзян). Из условия  (рис.1) следует, что OF = FA,

OE = EA, кроме того, OF = OA = OE = R, где R – радиус
окружности Γ . Значит, OFA∆  и OEA∆  – правильные.
Отсюда 60AOE oР = , 60AOFР = o , следовательно, точка E

лежит на дуге AC, не содержащей точки B, так как

120AOBР < o . Далее, 
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ECA EA AOEР = И = Р = o ,
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ACF AF AOFР = И = Р = o , т.е. CA – биссектриса

угла ECF.

Пусть 2AOB αР = , тогда 
1
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OAC AOB αР = Р = ; AOJР =

DAO= Р , так как OJ DAP . Но из DOA∆  имеем DAOР =
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α- = -o o . Поэтому из

AOJ∆  имеем

180AJO OAJ AOJР = - Р - Р =o
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Значит, AJ = AO =R, откуда AE = AF = AJ. Кроме того, точка

J лежит на отрезке AC ( 0 90 180 2
2
α

α< - < -o o ). Таким

образом, точка  J однозначно определена условиями J ACО ,
AJ = AE, поэтому осталось доказать, что J совпадает с точкой
T – центром вписанной окружности FEC∆ . Имеем:
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FET FECР = Р ,
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AEF ECF AETР = Р Ю Р =

= ( ) ( )
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ECF FEC EFCР + Р = - Р =o
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EAT ATE AET EAT- Р Ю Р = - Р - Р =o o
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EAT AET= - Р = Рo .

Отсюда AT = AE, и, значит, точка J совпадает с точкой T.
Утверждение доказано.

3 (А.Халявин). Обозначим ( ) 2 1nP x x x= + - , ( )Q x =
1mx x= + - . Если m n£ , то при a > 1  имеем 0 ma a< + -

21 1na a- < + -  и, значит, число 2
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 не целое. По-

этому m > n. Коэффициенты многочленов P(x) и Q(x) –

целые, и старший коэффициент у P(x) равен 1, поэтому

( ) ( ) ( ) ( )1 2Q x R x P x R x= Ч + , где 2deg degR n P< =  (deg f –

степень многочлена f), и многочлены ( )1R x  и ( )2R x  имеют
целочисленные коэффициенты. Далее, из равенства

( )
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( )
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Q a R a
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P a P a
= +  следует, что 

( )
( )

( )
( )

2Q a R a

P a P a
О Ы ОZ Z .

Но, так как степень многочлена 2R  меньше степени много-

члена P, можно выбрать такое N, что ( ) ( )2R a P a<  при всех

a > N. Если 2 0R º/ , то многочлен 2R  имеет конечное число
корней, поэтому можно выбрать M N³  такое, что ( )2 0R a №

при a > M. Но тогда при a > M число 
( )
( )

( ) ( )2 1; 0 0;1
R a

P a
О - U

не является целым, что противоречит условию. Значит,

2 0R º . Поэтому нам нужно найти такие m и n, что многочлен
Q(x) делится на многочлен P(x).

Если ( ) ( )Q x P xM , то любой корень многочлена P(x) явля-

ется корнем многочлена Q(x). Но ( ) 20 1nP x x x= Ы + = .

На отрезке [0; 1] функция ( ) 2nf x x x= +  является возрас-

тающей, ( )0 0f = , ( )1 2 1f = > . Значит, 2 1nc c+ =  при неко-

тором  ( )0;1c О . Тогда ( ) 0 1mQ c c c= Ю + = . Но 1nc c ++ >
2 nc c> +  при любом ( )0;1c О , так как

 1 2n nc c c c++ - - = ( ) ( ) ( )1 11 1 1 0n n nc c c c c c c- -- - + = - - > .

Значит, 1 2m n m n№ + Ю ³ + . Тогда 5m ³  при n = 3. Если

m = 5, то ( ) ( )5 3 2 21 1 1x x x x x x+ - = + - - + , т.е. пара n =

= 3, m = 5 подходит. При 6m ³  получаем 6 5 1c c c c+ < + =

( 5 3 2 1c c c c+ = + = ), значит, пары n = 3, 6m ³  не подходят.

Пусть теперь 4n ³ . Если n четно, то ( ) ( )0 0P c P c= Ю - = ,

поэтому Q(c) = Q( –c) = 0, т.е. 1mc c+ =  и ( ) 1
m

c c- - = . Это

невозможно при нечетном m: ( ) ( ) 1
m mc c c c- - = - + = - . А

при четном m получаем 1mc c+ =  и 1 0mc c c- = Ю =  –

противоречие. Значит, n нечетно, т.е. 5n ³ .

Покажем теперь, что m < 2n. Пусть 1c ε= - , ( )0;1ε О .

Тогда 2 21 2c ε ε= - + , 2 21 2nc c ε ε= - = - , 1mc c ε= - = .

Если 2m n³ , то

( )
22 21 2m nc c cε ε ε= - = £ = - Ы

⇔ ( ) ( )
2 22 2 1 2 4 1ε ε ε ε ε ε£ - Ы £ - < £ ,

если 
1
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ε £ . Значит, 
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ε > , но тогда
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– противоречие.
Следовательно, m < 2n, т.е. m = n + k, где 2 1k n£ £ - .

Тогда

1 1m n kx x x x x+ - = + - =

( ) ( ) ( )( )2 1 1 1 1k n kx x x x x x= + - + - + - .

Поэтому из делимости Q(x) на P(x) следует, что

( ) ( )( ) ( )21 1 1 1k nx x x x x- + - + -M . Но многочлены 1 – x и

2 1nx x+ -  взаимно просты, так как 1 не является корнем

многочлена 2 1nx x+ - . Значит, ( ) 21 1 1k nx x x x+ - + -M ,

откуда ( )( ) ( )2deg 1 1 deg 1k nx x x x+ - ³ + - , т.е. 1k n+ ³ Ы

Рис. 1


