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Прямоугольник,
вписанный

в окружность
А.КАРЛЮЧЕНКО, Г.ФИЛИППОВСКИЙ

Ш К О Л А  В  « К В А Н Т Е »

ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ, ВПИСАННЫЕ В ОКРУЖНОСТЬ,
хорошо изучены со времен Древней Греции, и о них

достаточно много говорено. Поэтому, на первый взгляд, такая
их частная разновидность, как вписанный в окружность
прямоугольник, едва ли заслуживает серьезного внимания.
Тем не менее более пристальное изучение свойств прямоу-
гольника, вписанного в окружность, дарит много находок и
неожиданностей, обнаруживает полезные зависимости и
закономерности. В результате работы с данной конфигура-

цией сложилась подборка
задач, которую мы выносим
на суд читателей.

Задача 1. Докажите, что
для любой точки K, лежа-
щей на описанной около пря-
моугольника ABCD окруж-
ности, сумма 2AK +

2 2 2BK CK DK+ + +  есть
величина постоянная. Най-
дите значение этой сум-
мы, если радиус окружнос-
ти равен R.

Решение. Из прямоуголь-
ных треугольников BKD и AKC (рис.1) видно, что

2 2 2BK DK BD+ =  и 2 2 2AK CK AC+ = . Тогда

 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 8AK BK CK DK BD AC R R R+ + + = + = + = .

Но R постоянно, а значит, и требуемая сумма постоянна и
равна 28R .

Задача 2. Через вершины вписанного в окружность пря-
моугольника площади S проведены касательные к этой
окружности. Докажите, что образовавшийся четырех-

угольник – ромб. До-
кажите также, что
площадь ромба не
меньше 2S.

Решение. Пусть
после проведения ка-
сательных образовал-
ся четырехугольник
MNKP (рис.2).

П о с к о л ь к у
MN KPP (MN AC⊥

и KP AC⊥ ) и
MP || KN ( MP BD⊥

и KN BD⊥ ), то
MNKP – параллелог-

рамм. Но параллелограмм с равными высотами (AC = BD =
= 2R = d) является ромбом.

Пусть сторона ромба MN = а и AC = BD = d. Очевидно,
что a d³ . Тогда и 2 2sin sina dα α³  ( BOC MPKР =Р =

= α ), или ромбаS ≥ 2 прямS ,
что и требовалось доказать.

Задача 3. Биссектрисы
углов А и С вписанного пря-
моугольника ABCD пересе-
кают окружность в точках
E и F соответственно, О –
центр окружности. Дока-
жите, что точки E, O, F
лежат на одной прямой
(рис.3).

Решение. Заметим, что
45FAD FCDР = Р =

o  (впи-
санные, опирающиеся на
одну дугу), 45 45 90EAF EAD DAFР = Р +Р = + =

o o o , а
это значит, что EF– диаметр, т.е. EF содержит точку О.

Задача 4. Из точки K, лежащей на описанной около
прямоугольника ABCD окружности, опустили перпендику-
ляры KM и KN на диагонали BD и AC соответственно.
Докажите, что величина угла MKN, а также длина отрез-
ка MN не зависят от положения точки K.

Решение. Заметим, что 180α β= -
o  (рис.4), но величина

β  не меняется, а значит, и const=α . Далее, OK– диаметр
окружности, описанной около
четырехугольника KMON.
Тогда по теореме синусов для
треугольника KMN получаем

sinm OK α= . Но OK – ради-
ус большой окружности – ве-
личина постоянная. Посколь-
ку и const=α , то тем самым
доказано постоянство отрезка
m.

Задача 5. Из всех прямоу-
гольников, вписанных в дан-
ную окружность, найдите
тот, который имеет а) наибольшую площадь; б) наиболь-
ший периметр.

Решение. Пусть S – площадь прямоугольника.

 а) 2 21 1
sin

2 2
S d dα= £  (так как sin 1£α ) (рис.5), а

равенство достигается, когда sin 1=α , т.е. при 90=
oα .

Значит, искомый прямоугольник – квадрат.

б) Из неравенства 
2 2

2 2
a b a b+ +

£  (среднее квадратич-

ное не меньше среднего арифметического) имеем

( )2 22 2 2a b a b R+ £ + =

(см. рис.5), где a + b – полу-
периметр прямоугольника
ABCD. Знак равенства дости-
гается при a = b. Следователь-
но, наибольший периметр так-
же имеет квадрат.

Задача 6. Восстановите
вписанный в данную окруж-
ность прямоугольник по двум
точкам M и N, принадлежа-
щим смежным сторонам пря-
моугольника.

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5
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Решение. Построим окружность с диаметром MN (рис.6).
Пусть А – одна из точек пересечения построенной и данной
окружностей. Тогда прямые AN и AM при пересечении с
данной окружностью дадут, соответственно, точки B и D.

Дальнейшее построение оче-
видно.

Задача 7. Прямоугольник
ABCD вписан в окружность,
N – произвольная точка на
меньшей дуге BC, точки K, T,
E – основания перпендикуля-
ров, опущенных из точки N
на BD, AC, BC соответствен-
но. Докажите, что точка E
является точкой пересечения
биссектрис (инцентром) в
треугольнике NKT.

Решение. Идея доказательства базируется на таком

известном факте геометрии треугольника: 90
2
A

BICР = +
o ,

где I – инцентр треуголь-

ника ABC (рис.7).

Около BNEK (рис.8)
можно описать окруж-
ность ( BEN BKNР = Р =

90=
o ), тогда 1 3Р = Р

(вписанные, опирающие-
ся на одну дугу). Анало-
гично, около NCTE мож-
но описать окружность,
тогда 2 4Р = Р . Но 3Р =

4= Р  (BO = CO и BOCV

– равнобедренный), сле-
довательно, 1 2Р = Р .

Пусть 1KNTР = Р +

2+ Р = α , тогда 1Р =

2 3 4
2
α

= Р = Р = Р = . До-

кажем, что KETР =

90
2

= +
o α

. Поскольку

при этом NE является бис-
сектрисой в треугольнике
KNT, то это и будет озна-
чать, что Е – инцентр

KNTV .
Обозначим NCE NTE yР = Р =  (так как NCTE – вписан-

ный четырехугольник). Аналогично, NBE NKE xР = Р =

(NBKE – вписанный четырехугольник), 180KENР = -
o

( )1 x- Р + , ( )180 2TEN yР = - Р +
o . Тогда

 ( )360KET KEN TEN x yР = - Р + Р = + +
o α .

Но 
1 1
2 2

x y BNC BOC+ = ∪ = ∠ . Поскольку BOC∠ =

180= − αo  (из треугольника BOC), то 90
2

x y+ = -
o α

.

Тогда 90 90
2 2

KETР = - + = +
o oα α

α . А это значит, что

точка Е – инцентр треугольника KNT.
Задача 8. Пусть K – произвольная точка меньшей дуги

AD описанной около прямоугольника ABCD окружности
(рис.9), 1 2, ,K K 3 4,K K  – ее проекции на прямые AD, AB, CD,
BC соответственно. Докажите, что K1– точка пересече-
ния высот (ортоцентр) треугольника 2 3 4K K K .

Решение. Проведем прямую 1 2K K . Если мы докажем, что

2 3 90K TK xР = =
o

, то задача будет решена. Ясно, что

Рис. 9

Рис. 8

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 7

1 2Р = Р  ( 1 2AK KK  –
вписанный четырехуголь-
ник), 2 3Р = Р  (вписан-
ные, опираются на одну
дугу). Тогда 1 3Р = Р .
Поскольку 3KO K O=  –
половины диагоналей
п р я м о у г о л ь н и к а

4 3KK CK , то 4 5Р = Р .
Но 3 4 90Р + Р =

o (из

3KCKV ). Тогда и
1 5 90Р + Р =

o . Значит, в

2 3K TKV  90x =
o  и 2K T

– высота, т.е. 1K  – орто-
центр 2 3 4K K KV .

Задача 9 (обобщение
задачи 8). Через произвольную точку K меньшей дуги AD
проведена произвольная прямая, которая пересекает пря-
мые AB и CD в точках 2K  и 3K  соответственно (рис.10).
Через точку K проведе-
на прямая перпендику-
лярно 2 3K K , которая пе-
ресекает AD и BC в точ-
ках 1K  и 4K  соответ-
ственно. Докажите, что

1K  – ортоцентр в треу-
гольнике 2 3 4K K K .

Решение. Докажем, что

2 3 90K TK xР = =
o . Име-

ем 1 2Р = Р  (AK1 2KK  –
вписанный четырехуголь-
ник), 2 3Р = Р  (вписан-
ные, опираются на одну
дугу). Следовательно,

1 3Р = Р . Около 3 4KK CK
можно описать окруж-
ность, и тогда 4 5Р = Р .

Но 3 4 90Р + Р =
o , а значит, 1 5 90Р + Р =

o. Тогда x = 90°,
и 2 1K K – прямая, содержащая высоту, т.е. 1K  – ортоцентр.

Задача 10. Дана точка А, две взаимно перпендикулярные
прямые n и k, содержащие вершины B и D прямоугольника
ABCD. Найдите геомет-
рическое место вершин С
всевозможных прямо-
угольников ABCD.

Решение. Пусть дан-
ные прямые n и k пересе-
каются в точке Е
(рис.11). Тогда точки A,
B, C, D, E лежат на од-
ной окружности, описан-
ной около прямоугольни-
ка  ABCD  ( BEDР =

90BCD BAD= Р = Р =
o ).

Но АС – диаметр, следо-
вательно, 90AECР =

o . Таким образом, геометрическим
местом вершин С всевозможных прямоугольников ABCD
будет прямая b, проведенная через точку Е перпендикуляр-
но АЕ.

Рис. 6
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