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ных свойств, которым подчинены
тела, ограниченные плоскими гра-
нями».

Теорема Эйлера. Пусть В – число
вершин выпуклого многогранника,
Р – число его ребер и Г – число
граней. Тогда верно равенство

В – Р + Г = 2 .      (& )

Число χ  = В – Р + Г называется
эйлеровой характеристикой много-
гранника. Согласно теореме Эйле-
ра, для выпуклого многогранника
эта характеристика равна 2. То, что
эйлерова характеристика равна 2
для многих знакомых нам много-
гранников, видно из следующей таб-
лички:

Обобщенная теорема
Эйлера

В действительности мы докажем
более общую теорему, которая верна
не только для выпуклых многогран-
ников, но для произвольных графов
на сфере.

Поместим внутри выпуклого мно-
гогранника M сферу S. Центр O
сферы S также лежит внутри много-
гранника M. Спроектируем много-
гранник M из центра O на сферу.
Так как многогранник выпуклый, то
всякий луч с началом в точке O,
лежащей внутри многогранника,
пересекает многогранник в единствен-
ной точке, которая проектируется в
некоторую точку на сфере. Так что
проектирование является взаимно
однозначным соответствием между
точками многогранника и точками
сферы. При этом вершины много-

гранника проектируются в точки  на
сфере, а ребра проектируются в дуги
больших окружностей. Эти точки-
вершины и дуги-ребра образуют граф
G, расположенный на сфере S. Реб-
ра этого графа разбивают сферу на
области, которые являются проек-
циями граней многогранника. Фут-
больный мяч, сшитый из пятиуголь-
ников и шестиугольников, можно
рассматривать как проекцию много-
гранника на сферу (рис.4).

Рассмотрим теперь на сфере со-
вершенно произвольный граф G,
состоящий из В вершин и P ребер.
Каждое ребро имеет два конца, яв-
ляющиеся вершинами графа. При
этом предполагаем, что любые два
ребра либо имеют общую вершину,
либо не пересекаются вовсе. Граф G,
вообще говоря, может распадаться
на некоторое число K связных час-
тей (компонентов). В каждом ком-
поненте, по определению, от любой
вершины к любой другой вершине
компонента можно перейти по це-
почке ребер из графа. И, наоборот,
вершины из разных компонентов свя-
зать реберным путем невозможно.
Граф разбивает сферу на какое-то
число Г связных областей.

Например, граф G на рисунке 5
имеет 18 вершин, 12 ребер, 3 области
(«нос», «рот» и все остальное). Граф
состоит из 8 связных компонентов.

Если граф G является проекцией
выпуклого многогранника на сферу,

то число В вершин графа – это число
вершин многогранника, число Р ре-
бер графа – это число ребер много-
гранника, число Г областей на сфере
– это число граней многогранника, а
число K компонентов равно 1.

Обобщенная теорема Эйлера. Для
графа на сфере верно равенство

В – Р + Г – K = 1.     (&&)

Доказательство. Заметим, что так
как для выпуклого многогранника

K = 1, то из этой теоремы немедленно
вытекает «обычная» теорема Эйлера
для выпуклого многогранника.

Рассмотрим теперь особый граф,
который назовем «звездное небо».
Этот граф содержит лишь одни вер-
шины и не содержит ни одного реб-
ра. Такой граф действительно напо-
минает совокупность звезд на небес-
ной сфере. Он состоит из некоторого
числа В вершин. Так как в графе нет
ребер, то сфера не разбивается на
различные области, т.е. Г = 1. По той
же причине отсутствия ребер в графе
столько же компонентов, сколько
вершин: В = K. Поэтому для «звез-
дного неба» обобщенная формула
(&&) верна: В – 0 + 1 – K = 1.
Обобщенная формула Эйлера верна
и для графа на рисунке 5, а именно:
18 – 12 + 3 – 8 = 1.

Пусть G – произвольный граф,
содержащий ребро. Мы покажем,
что из графа G можно выбросить
ребро так, что для старого графа G
и нового графа ′G  соответствующие
суммы равны: B P Г K B− + − = ′ −

P Г K− ′ + ′ − ′ .
Возможны два случая.
1) Пусть в графе G существует

ребро e со свободным концом, т.е.
хотя бы один конец у ребра e не
принадлежит никакому другому реб-
ру. Например, в графе на рисунке 5
ребро из «брови» имеет свободный
конец. Удалим это ребро. Условим-
ся, что, удаляя ребро e, мы оставляем
обе его концевые вершины. Таким
образом, для нового графа имеем:

′ =B B , ′ = −P P 1. Так как у ребра
e хотя бы один конец был свободным,
то к ребру e с обеих его сторон
прилегает одна и та же область.
Другими словами, это ребро не раз-
деляет в графе G никаких двух обла-
стей. Поэтому удаление ребра e не
приводит к уменьшению числа об-
ластей в графе ′G : ′ =Г Г . А вот
число компонентов при удалении реб-
ра со свободным концом увеличива-
ется на 1 за счет того, что две конце-
вые вершины ребра e в графе G
принадлежат одному компоненту, а
после удаления ребра – разным.
Итак, ′ = +K K 1. Поэтому у графа

′G  сумма

 ′ − ′ + ′ − ′ =B P Г K

= − − + − + =B P Г K1 1b g b g

= − + −B P Г K

та же, что и у G.
2) А что делать, если в графе G нет

ни одного ребра со свободным кон-Рис.4

Рис.5

3 Квант № 5


