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Для этого выберем ранг l таким, чтобы
разность наибольшего и наименьшего
значений функции f на любом квадрате

Q
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kl
 была не больше 

M
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. Положим те-

перь функцию χ
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 на интервале δ
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 рав-

ной одной трети значения, которое при-

нимает функция f в некоторой (все равно

какой) точке квадрата Q
ij

kl
. И продол-

жим функцию χ
k
 по линейности. Тогда

нетрудно показать, что функция f
1
 бу-

дет удовлетворять нужному условию. А
далее наши построения следует повто-
рять.

Этим завершается доказательство тео-
ремы Колмогорова о суперпозициях.
Тринадцатой проблеме Гильберта посвя-
щена очень интересная популярная ста-
тья В.И.Арнольда «О представлении
функций нескольких переменных в виде
суперпозиции функций меньшего числа
переменных», опубликованная в сбор-
нике «Математическое просвещение»
(вып.3, М.: Физмалит, 1958).

Детерминизм и хаос

Скажем еще о третьем направле-
нии, связанном с творчеством Кол-
могорова пятидесятых годов, – о
теории динамических систем и де-
терминированном хаосе.

Случайные явления изучает тео-
рия вероятностей. В этой теории
считается, что случайный механизм,
предопределяющий статистическую
неопределенность, задан априори,
и цель – изучать статистику разви-
тия процесса и делать прогнозы.
Простейшим примером случайного
процесса может служить продуци-
рование последовательностей из ну-
лей и единиц с помощью бросания
монеты или шестигранной кости.
Совокупность всех таких последо-
вательностей ξ  = (...,ξ−n , ..., ξ0

,
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, ..., ξn
, ...) (их называют бер-

нуллиевскими) характеризуется тем,
что вероятность того, что на n мес-
тах (i in1,..., ) стоит m единиц, рав-
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ность выпадения единицы (равная
1/2 в случае бросания монеты и

1/6 при бросании кости). Еще в
1713 году Яков Бернулли обнару-
жил фундаментальный факт, свя-
занный с бернуллиевскими процес-
сами: число выпадений единиц «в
среднем» равняется вероятности р
появления единицы при бросании.
Этот факт называют законом боль-
ших чисел. Мы уже имели повод
сказать, что поведение многих де-
терминированных процессов напо-
минает хаотическое движение. Для
подобных детерминированных про-
цессов доказываются аналоги тео-
рем типа закона больших чисел.
(Скажем, можно ставить вопрос о
средней частоте солнечных затме-
ний.)

Новое осмысление явления детер-
минированного хаоса, отчетливое
понимание связи между неустойчи-
востью динамики и стохастическими
свойствами соответствующих дина-
мических систем возникло после по-
явления работы Колмогорова, где
было введено понятие энтропии ди-
намической системы.

Среди людей, которым принадле-
жат классические результаты в этом
направлении, следует назвать мос-
ковских математиков В.М.Алексее-
ва, Д.В.Аносова, Я.Г.Синая. Детер-
минированному хаосу посвящена
статья Я.Г.Синая в «Математичес-
ком просвещении» (сер. 3, вып.5,
М.: МЦНМО, 2001).

Обобщенные функции
Перейдем к некоторым темам,

которые  в  пятидесятые-шестиде-
сятые годы развивались в школе
И.М.Гельфанда.

В начале пятидесятых годов до нас
дошли первые слухи о том, что про-
изошло расширение понятия функ-
ции: появились обобщенные функ-
ции. При этом они, в частности,
обладали многими чудесными свой-
ствами; например, все оказывались
бесконечно дифференцируемыми.
Автором нового функционального
исчисления был французский уче-
ный Лоран Шварц, опубликовав-
ший в начале 50-х годов свой труд
«Теория распределений». (Шварц
был удостоен филдсовской медали в
1950 году.)

Еще чуть ли не за 60 лет до того
английский физик и инженер Хеви-
сайд ввел своеобразную функцию
(которую впоследствии называли
δ -функцией). Эта функция облада-
ла невозможными свойствами: она

всюду равнялась нулю, кроме одной
точки (в которой ее значение равня-
лось бесконечности), а интеграл от
этой функции по всей прямой был
равен единице. Хевисайд свободно
оперировал с этой функцией (в част-
ности, раскладывал ее в ряд Фурье
и т.п.). Математики, конечно, по-
смеивались над такими причудами.
А в тридцатые годы с подобной функ-
цией стал работать великий физик
Дирак, но снова полного понима-
ния, что бы это могло значить, у
математиков не было.

Новые необычные функции Шварц
назвал распределениями, у нас их
стали называть обобщенными функ-
циями. Гельфанд писал: «После вы-
хода в свет «Теории распределений»
обобщенные функции необыкновен-
но быстро, буквально за два-три
года, приобрели чрезвычайно широ-
кую популярность». Теория Швар-
ца сделала возможным придать точ-
ный смысл и δ -функции Хевисай-
да—Дирака.

Вскоре после того, когда до нас
дошли первые отголоски теории,
построенной Шварцем, выяснилось,
что основы по сути дела той же
теории были созданы в середине
тридцатых годов нашим соотечествен-
ником Сергеем Львовичем Соболе-
вым.

Основы теории Соболева—Шварца
легче всего объяснить на окружности.
Обобщенные функции на окружности T
– это линейные непрерывные функцио-
налы на пространстве бесконечно диф-
ференцируемых 2π -периодических фун-
кций. Линейным функционалом на фун-
кциональном векторном пространстве на-
зывается такой функционал, который
сопоставляет любой функции f из про-
странства комплексное число l fb g  так,
что сумме функций сопоставляется сум-
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al fb g . Пространство бесконечно диффе-
ренцируемых функций называют про-
странством основных функций.

Для того чтобы говорить о непрерыв-
ности, надо определить понятие сходи-
мости в пространстве основных функ-
ций. Говорят, что последовательность f

n

основных функций сходится к основной
функции f, если для любого k функции
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kb g  равномерно. Функ-

ционал l на пространстве основных функ-
ций называется непрерывным, если из
сходимости f

n
 к f следует сходимость

l f
nd i  к l fb g . Так вот, совокупность всех

непрерывных линейных функционалов


