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Напомним, что в любом обычном
(евклидовом) пространстве, напри-
мер на плоскости, отношение пери-
метра круга радиусом R к его площа-
ди есть
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В дискретном случае, если плос-
кость замощена ячейками – равно-
сторонними треугольниками со сто-
роной, равной 1 (рис.4,а), нетрудно
подсчитать отношение числа P

K
 вер-

шин треугольников, лежащих на
границе равностороннего шести-
угольника с центром в точке О и
вписанного в окружность радиусом
K, к числу S

K
 всех вершин треуголь-

ников, принадлежащих данному рав-
ностороннему шестиугольнику. В
зависимости от K (K = 0, 1, 2,...)
величина P

K
 растет так: 1, 6, 6 2⋅ ,

6 3⋅ , 6 4⋅ , ..., 6 ⋅ K, в то время как
S

K
 можно вычислить по формуле
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Обратимся теперь к бумаге, нож-
ницам и клею. Вырежем из бумаги
равносторонний шестиугольник, раз-
режем его по радиусу, как показано
на рисунке 4,б, и вклеим между
разрезами «выточку» в виде равно-
стороннего треугольника. В резуль-
тате получим «равносторонний се-

миугольник», который, однако, не
является плоским. Имея в наличии
достаточное количество равносторон-
них треугольников, будем приклеи-
вать их по периметру семиугольника
таким образом, чтобы в каждой но-
вой вершине сходились ровно семь
треугольников. Как и в предыдущем
случае, подсчитаем отношение числа
~P
K
 вершин треугольников, лежа-

щих на границе семиугольника с
центром в точке О, к числу ~S

K
 всех

вершин треугольников, принадле-
жащих данному семиугольнику, на-
рисованному на неплоской(!) повер-
хности. Получим, что, в зависимос-
ти от удаления от центра, ~P

K
удов-

летворяет следующему рекуррент-
ному соотношению (докажите это
самостоятельно):
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и растет так:
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Вычисляя ~
S

K
 по формуле, приве-

денной выше, убедимся в том, что

отношение ~ ~
P S

K K
 стремится к от-

личной от нуля константе: при
K → ∞
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Это означает, что на полученной
поверхности уже почти хватает мес-
та для того, чтобы нарисовать дерево
Кейли без наложений и самопересе-
чений так, что всем веточкам хватит

места. Если бы мы вклеивали в
шестиугольник не один, а два
треугольника и вычисляли бы
отношение ~ ~P S

K K
 для «вось-

миугольников», то места для
всех веточек дерева Кейли хва-
тило бы с избытком!

Поверхность, склеенная та-
ким образом, вблизи каждой
вершины по структуре напоми-
нает седло и является геомет-
рическим образом поверхности
постоянной отрицательной кри-
визны, называемой также плос-
костью Лобачевского. Она об-
ладает многими удивительны-
ми свойствами – например, сум-
ма углов равностороннего тре-
угольника, нарисованного на
такой поверхности, меньше

180°, а отношение длины окружнос-
ти, нарисованной на такой поверх-
ности, к площади соответствующего
круга всегда стремится к отличной
от нуля константе.

Если же мы все-таки захотим на-
рисовать дерево Кейли на плоско-
сти, то единственный способ сделать
это заключается не в использовании
тяжелого утюга для приглаживания
упрямо топорщащихся веточек, а в
том, чтобы последовательно от поко-
ления к поколению в геометрической
прогрессии уменьшать длину вет-
вей, как показано на рисунке 5.
(Наверное, многие из читателей об-
ратили внимание на то, что при этом
получилась картинка, схематически
напоминающая известную гравюру
Мориса Эшера «Предел на круге
IV». И это совершенно не случайно.
Рисунок голландского художника,
построенный по принципу инверсии
точек относительно окружности, яв-
ляется прекрасным геометрическим
образом неевклидовой плоскости
(плоскости Лобачевского) в модели,
предложенной Анри Пуанкаре.)

(Множество интересных геомет-
рически наглядных иллюстраций
весьма непростых тополого-алгебра-
ических понятий можно найти в кни-
ге [3]. Тем, кого более глубоко заин-
тересовали физические проблемы то-
пологии, можно посоветовать про-
читать статью [4].)

Вот и все. Хотя не совсем. Однаж-
ды сороконожка задумалась над тем,
как ей удается так ловко перестав-
лять все 40 ног, что они не перепле-
таются. Подумав об этом, она немед-
ленно сбилась и упала, так как 27 из
40 ее ног безнадежно запутались... Я
бы не хотел, чтобы читатели этой
статьи, почувствовав математичес-
кую сложность и глубину топологи-
ческих проблем, разучились завязы-
вать шнурки на ботинках. Не бой-
тесь ничего и дерзайте!
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Рис.5. Плоскость Лобачевского в модели Пуанкаре


