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ляет объединение
внутренних углов
треугольника AC B

1 1
.

Аналогично ∠A C B
1 1 1

=
= ∠A CB

1 1
; ∠C B A

1 1 1
=

= ∠C BA
1 1

. Привлекая
эти факты, а также
условие задачи, вве-
дем обозначения уг-
лов, как показано на
рисунке 2.
Из равенства сумм
внутренних углов

треугольников AC B
1 1

 и АВС получаем

α β λ µ+ = + .                           (1)

Сравнивая сумму углов треугольника АВС с аналогичными
суммами углов треугольников A BC

1 1
, A B C

1 1
, получаем

β γ µ ν+ = + ,                            (2)

α γ λ ν+ = + .                            (3)

Складывая равенства (1), (2), (3) и учитывая, что λ  + µ  +
+ ν  = 180°, отсюда выводим α  + β  + γ  = 180°. Сравнивая
последнее равенство с каждым из равенств

α β ν+ + = °180 ,  α γ µ+ + = °180 ,  β γ λ+ + = °180 ,

выражающих суммы внутренних углов соответствующих тре-
угольников, получаем α  = λ , β  = µ , γ  = ν .
Следовательно, A B AB

1 1
| | ; A C AC

1 1
| | ; B C BC

1 1
| | . В паралле-

лограммах AC A B
1 1 1

, B C A C
1 1 1

 противоположные стороны рав-
ны: AB

1
 = C A

1 1
; B C

1
 = C A

1 1
, отсюда AB

1
 = B C

1
, т.е. точка

В – середина стороны АС. Аналогично доказывается, что
точка A

1
 – середина стороны ВС, а точка C

1
 – середина сто-

роны АВ.
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Очень важный вопрос

Если t – время от начала движения до первой встречи Вин-
ни-Пуха и Пятачка, то, обозначив через а расстояние между
их домами и через х путь, пройденный Винни-Пухом, полу-
чим, что Винни-Пух шел со скоростью x/t, а Пятачок – со
скоростью (a – x)/t. Оставшийся путь (a – x) Винни-Пух
прошел за 1 минуту, т.е. его скорость равнялась (а – х)/1, а
Пятачок прошел оставшийся путь длиной х за 4 минуты и его
скорость составила х/4. Но так как их скорости не измени-

лись, то 
x

t
 = 

a x−

1  и 
a x

t

−
 = 

x

4
, или 

x

a x−
 = 

t

1
 и 

x

a x−
 =

= 
4

t
. Так как левые части этих уравнений равны, то равны и

правые: 
t

1
 = 

4

t
. Отсюда t

2
 = 4, t = 2. Итак, до встречи Вин-

ни-Пух и Пятачок шли 2 минуты; значит, всего Винни-Пух
шел 3 минуты, а Пятачок — 6 минут.

Несколько задач для 11-классников

Вариант 1

1. а) а = 8, х = 5  – 2. б) 
1
2

1 2; ;
L
NM

O
QP

+ ∞U g . в) a < 0; a = 
27

4
.

Указание. Постройте график функции f xb g = 
x

x

+ 1
3b g

 при

x > —1. г) Наименьшее значение функции f xb g = 
x

x

n
+

+
1

1b g

на луче 0; + ∞b g равно n
n

n

1
1

1

+
F
HG

I
KJ
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 > ne.

2. а) 
π π

4 2
+

k
, k ∈Z . б) 0 2 2 1 2; ;U n n− , где n ≥ 2  или

n ≤ −1(случаи a = 0; ±1 надо рассмотреть отдельно). в) 
π

4
.

Указание. Воспользуйтесь тем, что f x x xb g ≤ <sin cos  при

x ∈
F
HG

I
KJ

0
4

;
π

. г) 1
5

3
;
L
N
M

O
Q
P . Поскольку множитель sin ax не должен

обращаться в нуль на отрезке 
π π

4 2
;

L
N
M

O
Q
P , то |a| < 4. Теперь

оценки 1
5

3
≤ ≤a  следуют из того, что исходное неравенство

должно быть верным при х = 
π

4
 и х = 

π

2
. Осталось показать,

что для любого a ∈
L
NM

O
QP

1
5
3

;  неравенство sin sinax x ≥
1

2
 верно

для всех x ∈
L
N
M

O
Q
P

π π

4 2
; , что требует дополнительного рассужде-

ния, в котором полезно использовать то, что функция у =

= 2 2 1
2 2

z −e j  – выпуклая.

3А. a) Два корня. Указание. Покажите, что функция f xb g =
= ax

1998
 – cx

1917
 + b – d имеет не более одной точки экстре-

мума. б) х = 1. в) a ∈Z , d = 0. Указание. Пусть an
1998

 =

= s n n db ge j
1917

+ , где s nb g  – целое. Ясно, что s n Mnb g ≤
81
. Пе-

рейдем теперь к пределу при n → ∞  в равенстве an
81

 – s nb g=
= ds n nb g −1917

. Число, стоящее в его левой части – целое, меж-
ду тем его правая часть стремится к нулю. Значит, d = 0.

г) a b c, ,b g = 71 3 74k k k, ,b g, k ∈Z  (см. задачу 8 в статье).
3Б. См. задачу 7 в статье.
3В. а) –1, –i, 1 + i. б) b = 0, а – любое. Указание. Проще
всего воспользоваться формулами Виета. в) а = 0, b ≠ 0.
Указание. Так как z

1
 + z

2
 + z3  = 0, то из условия, что эти

числа лежат в вершинах равностороннего треугольника, сле-
дует, что они являются корнями уравнения z

3
 = b

1
. Следова-

тельно, они суть и корни уравнения az + b + b
1
 = 0, которое

тем самым имеет по крайней три различных корня. г) Указа-
ние. Пусть z = cos ϕ  + i sin ϕ . Тогда

p z a bb g
2 2 2

1= + + + a a
1 2

2 2cos sinϕ ϕ+ +d i

+ b b
1 2

3 3cos sinϕ ϕ+ +d i abz abz+ ≥e j

≥ 1+ + +a a
1 2

2 2cos sinϕ ϕd i b b
1 2

3 3cos sinϕ ϕ+d i .
Осталось показать, что если a

1

2
 + a

2

2
 + b

1

2
 + b

2

2
0≠ , то най-

дется такое решение системы неравенств

a a

b b

1 2

1 2

2 2 0

3 3 0

cos sin ,

cos sin ,

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ ≥

+ ≥

R
S|

T|
на котором одно из неравенств системы является строгим.

Вариант 2

1. б) 
1

4
3  (см. решение задачи 2 в статье). в) Указание.

Так как D
1
 + D

2
 = p

1

2  – 4
1

q  +

+ p
2

2  – 4
2

q ≥  2
1 2

p p  – 4
1 2

q q+d i=
 = 0, то хотя бы один из дискрими-
нантов неотрицателен.
2. а) См. рис. 3. Функция у =
= log

2
x  + 2х – возрастающая и ее

нуль – х = 
1

2
.

б) x k= +
3

4
2

π
π ; π π+ 2 k , k ∈Z .

в) См. задачу 5 в статье. г) Да, до-

статочно (см. задачу 3 в статье). Рис. 3
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Рис. 2


