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Тупость и гений
А.АЛЕКСАНДРОВ

О
ГЛЯНЕМСЯ ТЕПЕРЬ НА ИСТОРИЮ ПЯТОГО ПОС-
стулата  Евклида.  Лобачевский  сказал  о  ней:
«Напрасные старанья... в продолжение двух

тысяч лет». Но какие старанья! Множество математи-
ков расточает их, и каких математиков! Среди них
знаменитейшие имена: попытки открываются, возмож-
но, Архимедом, проходят через Омара Хайяма и под-
ходят к завершению с Гауссом.

Попытки доказать пятый постулат были, как мы
выяснили раньше, совершенно естественными. Но 2000
лет никто не догадывался, что доказательство невоз-
можно. Никто не мог подумать, что возможна какая-
то геометрия, отличная от привычной евклидовой. Ее
неразрывная связь с нашим пространственным опы-
том и наглядным представлением, ее логическое со-
вершенство и прозрачность, вековые традиции ее изу-
чения и, можно сказать, исповедания – все это дела-
ло геометрию Евклида непререкаемой, как бы абсо-
лютно необходимой, присущей и миру и разуму. Ее
происхождение из практики затмевалось совершен-
ством и ясностью ее логики. И дошло, наконец, до
того, что в 1781 году великий философ Кант в своей
«Критике чистого разума» счел геометрию априорной
– независимой от опыта – и основал на этом вывод

об априорности самого пространства, которое для
него не форма, присущая миру, а только форма
нашего восприятия, форма «наглядного созерцания».

Гений

Но как раз в это же время из попыток доказать пятый
постулат стали пробиваться первые проблески сомне-
ний. Уже в 1766 году у Ламберта брезжит мысль, что
отрицание пятого постулата «имеет место на какой-то
мнимой сфере», что, может быть, странные выводы, к
которым приводит это отрицание,– не бессмыслица.
Напряжение нарастает. Кантовское «априори» рас-
пространяется в умах, особенно после второго издания
его «Критики» в 1787 году.

Но труд Ламберта выходит в 1786 году. Затем из
столь же упорных, как и безуспешных попыток дока-
зать пятый постулат, в первой четверти XIX века
прорастает, наконец, общая мысль о том, что, возмож-
но, мыслима геометрия, отличная от евклидовой. По-
чти одновременно, хотя и с разной степенью опреде-
ленности и ясности, эта идея появляется у нескольких
человек – у Швейкарта, Тауринуса, Гаусса, Лобачев-
ского и Больяйи.

Дойти до мысли, опровергающей привычное, может
быть само по себе гениальным. Но это еще не наука, а
только идея. Наука же требует претворения идеи вПродолжение. Начало см. в «Кванте» №2.
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теории, как инженерия – претворения идеи в предмете,
в осуществленном изобретении.

Гений – не только полет мысли, но также ее упорство
– труд, приподнятый вдохновением, и вдохновение,
подкрепленное трудом. Так, Коперник не только выра-
зил мысль, что не Земля, а Солнце – в центре (мысль,
кстати сказать, не новую: ее выразил еще в III века до
н.э. Аристарх Самосский), но и построил «систему
Коперника» – дал точное описание движения планет
вокруг Солнца, согласное с наблюдениями. Точно так
же Лобачевский не только выразил убеждение в воз-
можности неевклидовой геометрии, но и построил эту
геометрию. И как от Коперника пошло новое развитие
астрономии, дошедшее до современного взгляда на
Вселенную с множеством «миров» – планетных сис-
тем, галактик и пр., так от Лобачевского пошло новое
развитие геометрии, приведшее к созданию множества
разнообразных «геометрий», самых разных геометри-
ческих теорий «воображаемых» пространств – тополо-
гических, римановых, финслеровых, расслоенных... –
«им же несть числа». Недаром, когда в 60–70 годы
XIX века начал во всю силу разворачиваться этот
пошедший с Лобачевского процесс преобразования
геометрии, Лобачевский был назван «Коперником гео-
метрии». Нельзя, конечно, забывать, что новую гео-
метрию развил и обнародовал также Больяйи, но
преимущество отдается Лобачевскому, потому что он
сделал это раньше и потом еще существенно продол-
жил свои исследования и публикации.

Лобачевский утверждался в мысли о недоказуемости
пятого постулата и о возможности неевклидовой гео-
метрии, исходя из философских, теоретико-познава-
тельных убеждений. Это выражено уже в приведенных
ранее (в первой части статьи) его словах из предисло-
вия к «Новым началам геометрии...». «Истина, кото-
рую хотели доказывать», т.е. пятый постулат, не
заключается «в самих понятиях», а в применении к
реальному пространству и подлежит проверке опытом,
как физический закон. Этим отрицается кантовское
«априори»: геометрия не независима от опыта, а под-
лежит проверке опытом.1  В других сочинениях Лоба-
чевский явно возражал против кантианства в общей
форме, когда писал, например, что «понятия приобре-
таются опытом... врожденным не должно верить».

Кстати, это стоит заметить научным снобам, полага-
ющим, будто ни им, ни науке вообще не нужно
философское мышление. Все великие ученые от Нью-
тона и Галилея, если говорить лишь о новом времени,
были философскими мыслителями. Без философии
наука не развивается: проложение новых ее путей,

когда они не оформились, и есть философское движе-
ние мысли. Вопрос только в том – какая это филосо-
фия, связывается ли она с точной логикой и фактами
опыта или с пребывающими в безвоздушном простран-
стве общими фразами априорности и чистого спекуля-
тивного мышления. Галилей, Ньютон, Лобачевский не
только высказывали философские суждения, но и,
отправляясь от общих убеждений, строили здания
научных теорий – прочные основания целых обшир-
ных областей науки.

Появление неевклидовой геометрии было началом
революционного преобразования геометрии. Но так
же, что характерно для революции, вместе с назрева-
нием ее сил росла и реакция. Именно тогда, когда
открытие новой геометрии уже приближалось, появи-
лась философия Канта с ее учением об априорности
геометрии, о пространстве как априорной форме созер-
цания. Любая другая геометрия, кроме той, которая
присуща этой форме созерцания, казалась немысли-
мой. Лобачевский явно выступает против этих воззре-
ний. Появление новой геометрии опровергает их и
открывает неведомые, немыслимые раньше пути раз-
вития науки – революция совершается.

Гений – это революция, революция – это гений в
действии.

Тупость

Как история пятого постулата и неевклидовой гео-
метрии демонстрирует человеческий гений, так демон-
стрирует она и неповоротливость ума, если избегать
грубого слова «тупость».

Начать с того, что множество попыток доказать
пятый постулат было основано на ошибках. Авторам
этих доказательств только казалось, что они нашли
доказательство. Так было даже в начале XIX века.
Только немногие понимали, что опираются на дополни-
тельные предположения, равносильные пятому посту-
лату, и явно их формулировали. Ошибки были психо-
логически обусловлены тем, что автору очень хотелось
пятый постулат доказать, отказ от него был невообра-
зимым, а положение, принятое открыто, на которое
автор опирался, казалось само собою очевидным и
ускользало от того, чтобы его явно формулировать.

Очень характерен пример Саккери: при всей глубине
и тонкости его выводов, относящихся к неевклидовой
геометрии, он в конце все же заключает, что ему
удалось «вырвать с корнем» гипотезу, отрицающую
пятый постулат, и очистить Евклида от пятен. И
Ламберт, далеко развивший неевклидову геометрию,
только «почти» сделал вывод о ее выполнимости, и
Гаусс мучительно долго «все более приходил» к убеж-
дению о невозможности доказать пятый постулат.

Когда же неевклидова геометрия была открыта и
обнародована и встал вопрос о ее реальном смысле, то
тут несообразительность показала себя в полную силу.

Гаусс еще в 1827 году развил основы общей теории
геометрии на поверхностях, в которой роль прямоли-
нейных отрезков играют кратчайшие линии, располо-
женные на поверхности. У него был получен, в частно-
сти, вывод, что на некоторых поверхностях (поверхно-

1 Собственно говоря, слово «геометрия» должно пониматься
двояко: как чисто математическая теория и как теория
реальных пространственных отношений. В этом втором
качестве она подлежит проверке опытом (современная физи-
ка доказала, что наше пространство не является точно
евклидовым). Но от чисто математической теории самой по
себе требуется логическая стройность прежде всего и обяза-
тельно непротиворечивость. В таком виде та или иная
геометрия – это совокупность предложений, выводимых из
принятых посылок. А какие она находит приложения – это ее
саму по себе не затрагивает.
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стях отрицательной кри-
визны) сумма углов треу-
гольника (стороны кото-
рого кратчайшие линии)
меньше 180° (см. рису-
нок). Он знал вместе с
тем, что в неевклидовой
геометрии верно то же.
Но он не сопоставил эти
два вывода, не догадался,
что неевклидова геомет-
рия должна осуществлять-

ся на некоторых поверхностях. Если бы он додумался
до этого, то доказательство не представляло бы для
него, при его исключительной силе математика, особо-
го труда (этот вывод был получен итальянским матема-
тиком Бельтрами только 40 лет спустя).

Вероятно, мысли Гаусса в неевклидовой геометрии,
с одной стороны, и в теории поверхностей, с другой,
шли как бы параллельно, не пересекаясь. Явление
довольно обычное. Людям сплошь и рядом не приходит
в голову сопоставить вещи, которые кажутся совер-
шенно различными, но при ближайшем рассмотрении
оказываются тесно связанными или даже совпадающи-
ми. Так бывает у одного человека, когда он знает обе
«вещи», но не сопоставляет их. Так же бывает и в
группе людей, когда одни знают одно, другие – другое,
да не сопоставляют.

Именно так и было дальше с неевклидовой геометри-
ей и геометрией на поверхностях постоянной отрица-
тельной кривизны. Миндинг, найдя формулы тригоно-
метрии на этих поверхностях, – а они такие же, как в
геометрии Лобачевского, – не заметил этого, хотя
работа Лобачевского была уже опубликована двумя
годами раньше в том же журнале. Да и Лобачевский,
который как геометр-профессионал мог бы прочитать
работу Миндинга, не сделал этого сопоставления. Так
путешественники, подошедшие к горному хребту или
подплывшие к острову с разных сторон, могут не
сообразить, что открыли одно и то же.

Работу Миндинга развил в 1857 году Кодацци, но и
он не сообразил сопоставить свои выводы с неевклидо-
вой геометрией. Да он, возможно, о ней и не знал, хотя
часть работ Лобачевского была опубликована по-
французски и по-немецки, а работа Больяйи еще в
1832 году вышла на латинском языке.

И только в 1868 году Бельтрами, отправляясь от
работ Миндинга и Кодацци, делает, наконец, нужное
сопоставление и подробно доказывает, что на поверх-
ностях постоянной отрицательной кривизны выполня-
ется геометрия Лобачевского.

В промежутке, в 1859 году, Кэли создает теорию
расстояния, содержащую модель геометрии Лобачев-
ского, но не понимает этого, так как не сопоставляет
свою теорию с этой геометрией. Хотя позже, в 1861
году, он публикует работу по геометрии Лобачевско-
го.

Только в 1871 году Клейн делает это сопоставление
– приходит к той простой модели в круге, о которой мы
рассказали вначале. Указанием на эту элементарную

модель решается вопрос о недоказуемости пятого по-
стулата. Вот к чему, можно сказать, свелось то, над чем
более 2000 лет бились умы математиков!

История неевклидовой геометрии показывает, с ка-
ким трудом люди доходят до вещей, которые, когда они
наконец ухвачены и понятны, оказываются простыми,
и как люди зачастую не понимают, что делают и что
лежит у них под руками. Ни Гаусс, ни Лобачевский не
поняли то, что было у них почти в руках.

В наше время все еще находятся люди, занимающи-
еся «доказательством» пятого постулата и осаждаю-
щие математиков этими своими «трудами». Но так как
вопрос о пятом постулате решен и решение это с
помощью модели в круге нетрудно понять каждому,
названные «доказательства» и «труды» относятся уже
не к неповоротливости ума, а к глупости или даже к
сфере медицины. Глупость – это совсем не то, что
тупость – неповоротливость ума; напротив, у дурака
может быть «легкость в мыслях необыкновенная», ум
его может поворачиваться с головокружительной быс-
тротою, да без толку. Это не имеет никакого отношения
к той неповоротливости ума, свойственной даже гени-
ям, которую так ярко показывает трудная история
пятого постулата и неевклидовой геометрии.

Характер

Гаусс, Больяйи, Лобачевский – три математика,
открывших неевклидову геометрию. Три человека –
три характера.

Фридрих Гаусс – математик чрезвычайной силы, о
котором говорят «великий Гаусс», «princeps mathe-
maticorum» (т.е. король математиков), «старшина
математиков». Но Гауссу при всей его математической
силе была свойственна интеллектуальная осторож-
ность, нерешительность, которая проявилась, в частно-
сти, в том, что он более 30 лет занимался теорией
параллельных, прежде чем решился выразить даже
самому себе и в частных письмах твердое убеждение в
правомерности неевклидовой геометрии. Дальше сле-
довала уже иная осторожность – трусость, которая не
дала ему выступить со своими выводами.

Полной противоположностью Гауссу предстает пе-
ред нами Янош Больяйи – самый молодой из трех:
когда он додумался до неевклидовой геометрии, ему
было всего 23 года (соответственно, Гауссу – 47,
Лобачевскому – 31). Лобачевский выступает публич-
но в 32 года, Больяйи – в 30, Гаусс – никогда.
Работа Больяйи по неевклидовой геометрии написана
блестяще, разве что уж слишком кратко. Блеск его
таланта соответствовал остальным чертам его пылкой
натуры. Он был гусарский офицер, один из знамени-
тых венгерских гусаров, дуэлянт. Как-то ему при-
шлось встретиться в дуэли на шпагах с несколькими
противниками; схватки следовали одна за другой, и
он оговорил себе право в перерывах играть на скрип-
ке, чтобы восстановить гибкость кисти. Он приколол
(не до смерти) всех своих противников.

Но гусарское самолюбие погубило Больяйи. Не тем,
что его самого убили на дуэли, а тем, что это самолю-
бие распространялось у него в область математики.
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Гаусс прислал его отцу, своему старому знакомому,
положительный отзыв о работе Яноша, написав, что
очень хвалить его достижения не может, так как этим
он хвалил бы сам себя, потому что те же результаты
известны ему давно. Янош же решил, что Гаусс по-
просту присвоил себе его открытия. Позже, когда
появился немецкий перевод одной из книг Лобачевс-
кого, он решил, что под псевдонимом Лобачевского
скрывается Гаусс, укравший его, Больяйи, результа-
ты. Кроме открытия неевклидовой геометрии, Боль-
яйи выполнил еще одну работу по математике, где
содержались идеи, опережавшие его время, но не
достаточно тщательно оформленную. В последние годы
жизни сознание его помрачилось. Он умер в 1860
году, на 58 году жизни.

Лобачевский решительно отличался от Гаусса и от
Больяйи, соединяя смелость с упорством и основатель-
ностью, силу теоретической мысли с силой воли. Его
открытие не встретило признания, его считали даже
немного сумасшедшим, как говорил о нем, например,
Чернышевский. Признание, идущее от Гаусса, пришло
позднее. Но Лобачевский не смущался и продолжал
свои «сумасшедшие» исследования по «сумасшедшей»
геометрии, публикуя вслед за первой обширной рабо-
той следующие. Ослепнув к старости, свою последнюю
книгу «Пангеометрия» он  диктовал.

Деятельность Лобачевского была не только научной:
18 лет он был ректором Казанского университета,
проявив на этом посту выдающуюся энергию, админи-
стративное умение и понимание задач воспитания юно-
шества. Его энергичная и умелая деятельность в тяже-
лое время холерной эпидемии 1835 года может пока-
заться даже странной у человека, который занимался
воображаемой геометрией, одной из абстрактнейших
областей абстрактнейшей из наук – математики. Но,
может быть, этому не следует особенно удивляться.
Воля, необходимая для решительных действий в труд-
ных условиях, также необходима для того, чтобы
развить и отстаивать научные убеждения и истину
вопреки всему.

Талант, гений – это не только специальные способно-
сти, но и характер. Как Магеллану и Нансену была
нужна решимость, чтобы отправиться в неизведанное
плавание, так теоретику нужна интеллектуальная ре-
шимость, чтобы подумать «невероятное» и развивать
его вопреки не только устоявшимся взглядам и тради-
циям, но нередко и вопреки собственным сомнениям.
Но мало убедиться в своих идеях для самого себя – их
нужно передать другим людям. А это тоже может
требовать решимости, потому что люди могут не по-
нять, отбросить и даже подвергнуть насмешкам и
поруганию новые идеи и выводы. Это могут сделать в
первую очередь свои же коллеги-ученые, убежденные
в незыблемости своих взглядов в своей академической
непогрешимости, мещане в академических креслах и на
профессорских кафедрах.

В недавнее время, да возможно и по сию пору, с
легкой руки Бертольда Брехта принято было поносить
Галилея за предательство истины – за то, что он
отрекся от своих научных убеждений. То, что отрекать-

ся от истины дурно, едва ли нуждается в особых
объяснениях. Но в момент суда инквизиции Галилей
был 68-летним стариком, через 3 года он ослеп, а ему
грозили пыткой, заточением, перед ним стоял образ
сожженного на костре Джордано Бруно. Останови-
тесь, читатель, и постарайтесь представить себе, что это
вас жгут на костре или вздергивают на дыбе. После
этого мы продолжим разговор о верности истине – о ней
так легко рассуждать, когда вам не грозят ни костер, ни
пытки, ни заточение.

В действительности Галилей хотя и отрекся словесно,
но истины не предал. Ослепший старец, узник инкви-
зиции, он диктует свое главное научное сочинение и
издает его за границей – в Голландии. Галилей испол-
нил свой долг ученого. По-видимому, на самом деле он
не сказал инквизиторам знаменитые слова: «А все-таки
она вертится!» Однако он сказал то же, хотя и менее
эффектно, но более весомо – своим научным трудом,
своей книгой, написанной после суда инквизиции.
Поэтому легенда, приписывающая ему те слова, спра-
ведлива по существу. Поэтому правильно он остался в
памяти народа верным истине, верным своим научным
убеждениям.

Но Гауссу ничего не грозило, кроме разве нелестных
суждений коллег, а он скрыл свои научные убеждения,
скрыл истину. Он поступил мудро с точки зрения
мещанства, одинаково прошлого или современного,
подвизающегося в науке или всякого другого.

Охотно морализируя по поводу «отречения» Галилея
или тех, кто когда-то «каялся в грехах менделизма-
морганизма», мещанин будет делать все, чтобы «не
испортить отношения» с кем следует. Он не будет ни
отрекаться, ни каяться. Потому что ему не от чего
отрекаться и не в чем каяться. У него все в порядке, все
как полагается.

Этот конформизм, этот подлый дух приспособленче-
ства противен настоящей науке, потому что она требует
готовности подвергнуть сомнению и пересмотреть лю-
бые научные взгляды, научные положения, как бы ни
казались они прочно установленными. Она требует
дерзости мысли и дерзости в том, чтобы открыто
выступить с дерзкой мыслью, как это было с открытием
неевклидовой геометрии.

Но история пятого постулата и неевклидовой геомет-
рии показывает также, с каким трудом люди, даже
дерзко мыслящие, доходят до истин, которые, когда
они уже открыты, оказываются простыми. Эта история
показывает, насколько неповоротливой бывает мысль
самых выдающихся ученых. Поэтому с дерзостью
мысли они соединяют скромность в оценке своих
достижений.

Дерзость в достижениях и скромность в их оценке,
глубокое понимание того, что достигнутое – только
капля в океане недостигнутого и непознанного, этому,
вместе с законами и теориями, тоже можно учиться у
великих ученых, у истории науки.



К В А Н T · 2 0 0 6 / № 36

Как квантовая механика
описывает микромир

М.КАГАНОВ

В
  ЭТОЙ СТАТЬЕ РЕЧЬ ПОЙДЕТ ТОЛЬКО О ВОЛ-
новом варианте квантовой механики и для прос-
тоты, где возможно, лишь об одной частице.

Уравнение Шрёдингера

Попробуем понять, что руководило Шрёдингером
при формулировке нового уравнения – конечно, это
уравнение получило имя Шрёдингера. Правильнее
было бы написать не «что руководило Шрёдингером»,
а чем мог бы, по моему мнению, Шрёдингер руковод-
ствоваться. Уже закончив эту статью, я смог познако-
миться с историей создания волновой механики по

статьям ее творца (см. кни-
гу Э.Шрёдингера «Новые
пути в физике, статьи и
речи» – М.: Наука, 1971).
Ход рассуждений Шрёдин-
гера описан мною в общих
чертах верно.

Все, что было привнесено
в классическую физику (в
механику и оптику) в по-
пытках объяснить природу
атомных и субатомных час-
тиц, несомненно, никаким
образом из основных поло-
жений классической физи-
ки не следовало. Все фор-
мулы, которые содержали

постоянную Планка – и самого Планка, и Бора, и де
Бройля – привнесены, добавлены, а не выведены.
Эрвин Шрёдигер попытался построить последователь-
ную теорию движения микроскопических частиц,
сформулировать уравнение – такое, чтобы квантовые
условия были необходимыми следствиями его решений.
Его попытка завершилась успехом.

Задумаемся над тем, что из себя представляют урав-
нения классической механики и электродинамики (оп-
тика – ее часть). И здесь не обойтись без ответа на
вопрос «Почему?». Уравнения механики и электроди-
намики – основных наук, составляющих к началу ХХ
века вместе с термодинамикой всю классическую физи-
ку, суть дифференциальные уравнения, т.е. они содер-
жат не только искомые функции, но и их производные.
В этом есть глубокий смысл.

События происходят в пространстве и во времени.

Зная состояние в начальный момент, мы должны с
помощью фундаментальных уравнений уметь опреде-
лить, что будет происходить дальше, в последующие
моменты времени. И прежде всего – через бесконечно
малый интервал времени dt. Перемещение в простран-
стве требует умения описывать бесконечно малый
сдвиг в пространстве – сдвиг, равный дифференциалу
dr
 
 (dr

 
, как и радиус-вектор r

 
, имеет три проекции:

dx, dy, dz). Именно поэтому фундаментальные урав-
нения должны содержать и содержат не только величи-
ны, определяющие состояние, но и их производные.
Ньютону для создания механики пришлось разрабо-
тать специальный математический аппарат – анализ
бесконечно малых. Его тогда еще не было.

Уже дважды было упомянуто слово «состояние». Как в
классической физике описывается состояние? Рассмотрим
два примера.

Первый пример – движение частицы массой m под воздей-
ствием силы F

 !
, зависящей от координаты r

 

.
Уравнение Ньютона позволяет решить любую задачу о

движении частицы. В понятие состояния частицы, несомнен-
но, входит ее положение в момент времени t. Но знания
координаты частицы ( )r r t=

! !
 мало. Чтобы уметь определить

траекторию, т.е. судьбу частицы в любой произвольный
момент времени, надо, кроме координаты частицы в момент
времени t, знать и ее скорость v dr dt=

! !
 в тот же момент.

Координата r
!

 и скорость v
!

 полностью определяют состоя-
ние частицы. Вместо скорости v

!
 удобнее задавать импульс

p mv=
! !

. Раньше (см. первую часть статьи) мы говорили, что
физики часто вводят фазовое пространство. Фазовое про-
странство одной частицы это 6-мерное пространство ( ),r p

! !
.

Оно объединяет в одно пространство трехмерное координат-
ное и трехмерное импульсное пространства. Состояние час-
тицы изображает точка в фазовом пространстве.

Выпишем для полноты и уравнение Ньютона в выбранных
переменных:

( )
dp

F r
dt

=

  !
 ! !

.

Второй пример – электромагнитная волна.
Не будем уточнять, идет речь о световой волне или о

радиоволне. Важно то, что в любой электромагнитной волне
колеблются и электрическое и магнитное поля. Этот пример
придется разобрать подробнее, так как он для нас очень
важен.

Уравнения электродинамики сформулировал Джеймс
Клерк Максвелл (1831–1879). Одно из важных достижений
максвелловской электродинамики – вывод о том, что в
пустом пространстве могут распространятся электромагнит-
ные волны. Состояние волны нам известно, если известны
значения напряженностей полей – электрического E

 !
 иПродолжение. Начало см. в «Кванте» №2.

Эрвин Шрёдингер
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магнитного H
  !

1  – во всех точках пространства (при любом
r
!

) в данный момент времени t. Иными словами, состояние
волны описывается двумя функциями: ( ),E E r t=

 !  ! !
 и

( ),H H r t=
  !   ! !

. Теория дает возможность подробно изучить
свойства электромагнитных волн. Эксперимент их прекрас-
но подтверждает. Упомянем два свойства, которые помогут
облегчить изложение.

1) Электромагнитные волны поперечны: в распространя-
ющейся вдоль оси z волне векторы напряженностей E

 !
 и H

  !

лежат в плоскости x, y.
2) Векторы E

 !
 и H

  !
 перпендикулярны друг другу.

Выберем оси координат так: ось х – вдоль вектора E
 !

, ось
у – вдоль вектора H

  !
, ось z, как мы уже говорили – вдоль

волнового вектора k
 

 ( 0xk = , 0yk = , zk k= ). В этом случае
уравнения Максвелла выглядят сравнительно просто:

1 yx
HE

z c t

∂∂
= -

∂ ∂
, 

1y x
H E

z c t

∂ ∂
- =

∂ ∂
.

Индексы «х» и «у» обозначают, каковы отличные от нуля
компоненты векторов E

 !
 и H

  !
; выражения zϕ∂ ∂  и tϕ∂ ∂  –

частные производные от функции ( ),z tϕ ϕ= ; скорость све-
та, как всегда, обозначена буквой с.2

Из уравнений Максвелла легко выводится волновое урав-
нение. Ему удовлетворяют обе функции: ( ),x xE E z t=  и

( ),y yH H z t= . Выпишем волновое уравнение для напряжен-
ности электрического поля:

2 2

2

2 2
0x xE E

c
t z

∂ ∂
- =

∂ ∂
.

Почему уравнение называется волновым? Потому что его
решение описывает волну. Решение уравнения можно запи-
сать по-разному – либо в виде действительной функции:

( )cosxE A kz tω α= - + ,

либо в виде комплексной функции:

( )( )expxE A i kz tω α= - + ,

где A и α  – действительные постоянные числа, зависящие от
конкретной постановки задачи. Подставляя эти функции в
волновое уравнение, убеждаемся, что обе они удовлетворяют
уравнению, а его следствием служит связь между частотой и
модулем волнового вектора: ckω = , а для фотона – между

энергией и модулем импульса: cpε = . Напомним: ε ω= ℏ  и

p k=
!!

ℏ ; если 0x yk k= = , то zk k= , zp p= ; в общем случае
2 2 2 2

x y zk k k k= + + , а 2 2 2 2

x y zp p p p= + + .
Сделаем важное замечание по поводу использования ком-

плексных чисел и комплексных функций. Единственным
оправданием их использования здесь и вообще в классичес-
кой (неквантовой) физике служит удобство. В данном слу-

чае – то, что ( )x xd e dx e= , а cos sinixe x i x= +  (последняя
формула называется формулой Эйлера). Конечно, и xE  и

yH  – действительные величины. Как же иначе, если eE
 !

 –

сила, действующая на электрон со стороны электрического

поля, а магнитное поле H
  !

 определяет силу Лоренца

( )e c vHИ ˘
О ˚

  !!
, действующую на движущийся электрон. Найдя

решение в комплексной форме, мы обязаны взять от полу-
ченного выражения действительную часть (Re):

( )( )( )expxE A Re i kz tω α= ◊ - + ,

а

( )( )( )expRe i kz tω α- + = ( )cos kz tω α- + .

Выражение для xE  можно, естественно, получить без ис-
пользования комплексных чисел.

Вернемся к уравнениям де Бройля (см. первую часть
статьи). В дальнейшем энергию и импульс частицы мы
будем обозначать так: ε  – энергия, а p

 
 – импульс.

Спутать с фотоном трудно: о нем пока не будет идти
речь.

Первая задача, которую ставил перед собой Шрёдин-
гер, была задача об энергетическом спектре атома
водорода. Необходимо было найти уравнение, из кото-
рого бы следовали вычисленные Бором уровни энергии
электрона, вращающегося вокруг ядра (протона). Ведь
уровни, хотя они и были получены искусственно, с
нарушением логики, прекрасно соответствовали дан-
ным опыта – спектру излучения и поглощения атома
водорода. Понимая, что релятивистские осложнения
при описании движения электрона в атоме водорода
можно до поры до времени не учитывать, Шрёдингер
использовал нерелятивистскую механику. Шрёдингер
– создатель нерялитивистской волновой (квантовой)
механики.

У свободно движущейся нерелятивистской частицы

( )2 2p mε = , а, согласно уравнениям де Бройля, ε ω= ℏ

и p k=
  

ℏ  (мы заменили также обозначения частоты и
волнового вектора). Запишем волновое уравнение,

решение которого ( )( )expA i kr tω α- +
  

 должно приво-

дить к следующему соотношению между частотой и
волновым вектором:

2

2

k

m
ω =

ℏ
,   2 2 2 2

x y z
k k k k= + + .

Присутствие постоянной Планка ℏ  в этом выражении
– свидетельство о квантовом генезисе волновых свойств
частицы. С электромагнитными волнами было строго
наоборот: для волнового описания ( ckω = ), конечно,
не нужна постоянная Планка. С помощью постоянной
Планка осуществляется переход к фотону.

Итак, нам надо найти уравнение, решение которого

есть ( )( )expA i kr tω α- +
  

. Так как x ykr xk yk= + +
  

z
zk+ , то это довольно просто. Обозначим искомое

решение буквой Ψ . Для того чтобы функция Ψ

равнялась ( )( )expA i kr tω α- +
  

, необходимо, чтобы

уравнение, которому функция Ψ  удовлетворяет, име-
ло вид

2 2 2

2 2 22
i

t m x y z

Ψ Ψ Ψ ΨК ˆ∂ ∂ ∂ ∂
= - + +Б ˜∂ ∂ ∂ ∂Л ≢

ℏ
.

A зачем, собственно говоря, вводить частоту и волно-

1 Напряженность H
  !

 магнитного поля определяет тот
вклад в магнитную индукцию B

 !
, который дают внешние

источники поля. (Прим. ред.)
2 Не могу удержаться, чтобы не напомнить следующее.

Формулируя экспериментальные результаты Майкла Фара-
дея (1791–1867), установившего связь электрических и маг-
нитных свойств, Максвеллу необходимо было ввести множи-
тель, связывающий разнородные (электрические и магнит-
ные) величины. Этот множитель был обозначен буквой с.
Когда оказалось, что численно множитель с равен скорости
света, стала ясной электромагнитная природа света.
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вой вектор? Не проще ли функцию выразить через
энергию и импульс: ( ) ( )( )Ψ ε

  
ℏexpA i pr t= -¢ ? Фазу

α α=¢ ℏ  мы включили в постоянную A¢ , которая
теперь комплексна.

Перепишем предыдущее уравнение, умножив его
на ℏ . Подстановка в него решения Ψ =
= ( ) ( )( )ε

  
ℏexpA i pr t-¢ , естественно, приводит к пра-

вильному соотношению
2

2

p

m
ε = .

Мы получили нужное соотношение, ничего не зная о
природе Ψ -функции. Несомненно, Ψ -функция – нео-
бычная физическая величина: она комплексна и огра-
ничиться ее действительной частью нельзя. Ни дей-
ствительная, ни мнимая части Ψ -функции найденному
уравнению не удовлетворяют. То, что эти соображения
не остановили Шрёдингера, – свидетельство его удиви-
тельной интуиции.

Среди задач квантовой механики важное место зани-
мают задачи, в которых частица или система частиц
имеют определенную энергию. Это может быть либо
изолированная система, либо система, находящаяся
под действием постоянной силы. Задача о свободной
частице, несомненно, принадлежит к классу таких
задач. В дальнейшем только такими задачами мы и
будем заниматься.

Выделим из Ψ -функции ее зависимость от времени:

( )exp
i t

r
ε

Ψ ψ
К ˆ= -Б ˜Л ≢

 

ℏ

и получим уравнение для стационарной, не зависящей
от времени волновой функции ( )rψ ψ=

 
:

2 2 2 2

2 2 22m x y z

ψ ψ ψ
εψ

К ˆ∂ ∂ ∂
= - + +Б ˜∂ ∂ ∂Л ≢

ℏ
.

Нам предстоит трудный шаг, связанный с введением
операторов. Термина оператор не следует бояться, он
не скрывает ничего таинственного. Например, x∂ ∂  –
оператор дифференцирования. Если функция стоит
справа от оператора дифференцирования, то ее следует
продифференцировать. Вот и все…

Сделаем важное утверждение: каждой механической
величине в квантовой механике соответствует опе-
ратор.

Как вводятся операторы, мы покажем на примере
трех операторов проекций составляющих импульса.
Свободно движущаяся частица имеет импульс p

 
. Про-

екции импульса p
 
 на оси координат равны , ,x y zp p p .

Операторы, соответствующие проекциям импульса,
обозначим O ,O ,Ox y zp p p  и запишем

O xp
i x

∂
=

∂
ℏ

, O yp
i y

∂
=

∂
ℏ

, O zp
i z

∂
=

∂
ℏ

.

Ψ -функцию свободной частицы с импульсом p
 
 мы

знаем. Подействуем на нее операторами O ,Ox yp p ,
O zp  и получим

O x xp pΨ Ψ= , O y yp pΨ Ψ= , O z zp pΨ Ψ= .

Если действие какого-либо оператора на функцию
сводится к умножению на константу, то такую функ-
цию называют собственной функцией этого операто-
ра, а значение константы – собственным значением
оператора. В согласии с определением, если частица
имеет импульс, равный p

 
, то это означает, что волно-

вая функция есть собственная функция оператора

Op
i r

∂
=

∂
ℏ 

 , заданного соответствующими проекциями:

( ) ( )expp p

t
r i pΨ ψ ε

К ˆ= -Б ˜Л ≢
  

  

ℏ
, ( )ψ  

   

ℏ
expp

i
r A pr

К ˆ= ¢ Б ˜Л ≢
,

 ( )
2

2

p
p

m
ε =

 
.

Надеюсь, вы понимаете, что пока мы лишь вводили
новые обозначения, но не продвинулись дальше соот-
ношений де Бройля. Часто разумно выбранные обозна-
чения помогают продвинуться вперед.

Воспользовавшись определениями операторов, пере-
пишем уравнение для ψ -функции:

( ) ( ) ( )( )22 21
O O O

2
x y z

p p p
m

εψ ψ= + + .

Стоящий в правой части оператор по своему смыслу
есть оператор кинетической энергии. Если к кинетичес-
кой энергии добавить потенциальную энергию ( )U r

 
,

то получится полная энергия. Если к оператору кине-
тической энергии добавить потенциальную энергию 3 ,
то получится оператор энергии ОН:

( ) ( ) ( )( ) ( )
22 21

OH O O O
2

x y zp p p U r
m

= + + +
 

.

Буква «Н» выбрана потому, что энергия, выраженная
через импульс и координату, называется функцией
Гамильтона (W. Hamilton, 1805–1865). Полученное
выражение определяет оператор Гамильтона – гамиль-
тониан.

Вот теперь можно вслед за Шрёдингером продви-
нуться вперед.

Для того чтобы решить задачу о квантовом движении
частицы, находящейся под действием силы

( )F U r r= - ∂ ∂
"   

, надо найти собственные функции и
собственные значения гамильтониана, т.е. решить
уравнение Шрёдингера, которое мы запишем в трех
различных, но тождественных друг другу видах:

OHψ εψ= ,

( ) ( ) ( )( ) ( )
22 21

O O O
2

x y z
p p p U r

m
ψ εψ

К ˆ+ + + =Б ˜Л ≢
 

,  (1)

( )( )
2

0
2

U r
m

∆ψ ε ψ+ - =
ℏ  

, 
2 2 2

2 2 2x y z

ψ ψ ψ
∆ψ

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

.

Теория уравнений такого типа математиками уже была
разработана.

3 В том варианте квантовой механики, которая здесь
излагается, оператор координаы есть оператор умножения,
т.е. фактически любую функцию координаты при переходе к
квантовой механике заменять оператором не надо.
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Решение уравнения Шрёдингера

Легко представить себе, какую радость испытал
Шрёдингер, когда найденные им уровни энергии элек-
трона в атоме совпали с теми, которые были получены
Нильсом Бором, а уровни энергии осциллятора совпа-
ли с теми, которые навязал осциллятору Макс Планк
для объяснения законов теплового излучения. Правда,
оказалось, что квантовый осциллятор не может не
колебаться. Даже в основном состоянии, т.е. в состоя-
нии с наименьшей возможной энергией – энергией
нулевых колебаний ( )1 2 ωℏ  – осциллятор колеблется.
Уровни энергии осциллятора таковы:

1

2
nε ω
К ˆ= +Б ˜Л ≢

ℏ ,   n = 0, 1, 2, 3… – целые числа.

Нулевые колебания – специфическая квантово-меха-
ническая черта. Несколько слов о них будет сказано
ниже. Заметим, что и электрон в основном состоянии
в атоме водорода движется: среди значений n в форму-
ле Бора нет значения n = 0.

Математическая теория решений уравнений вида
уравнения Шрёдингера довольно сложна. Вывести
формулы Бора и Планка нам здесь не удастся. Отме-
тим только: для решения уравнения Шрёдингера необ-
ходимо сформулировать граничные условия для ψ -
функции – в обеих задачах (об осцилляторе и об атоме
водорода) ψ -функция на бесконечности должна обра-
щаться в ноль. То, что вычисленные по теории Шрёди-
гера уровни энергии электрона в атоме водорода и
осциллятора точно совпали с результатами Планка и
Бора, – специфическая особенность именно этих задач.
Из теории Шрёдингера следуют условия квантования,
использованные Планком и Бором. В общем случае
метод Бора и Планка – квантование классического
действия – справедлив только тогда, когда действие
велико, т.е. 1n ≫ . Справедливость формул Планка и
Бора при произвольных значениях числа n – в каком-
то смысле удача.

Чтобы показать, как естественно возникают кванто-
ванные (дискретные) уровни энергии, мы рассмотрим
простейшую задачу. Пусть частица, способная двигать-
ся только вдоль оси x, «заперта» в потенциальной яме
шириной 2d с бесконечно высокими потенциальными
стенками, т.е. U = 0 при x d£  и U = •  при x d≥ .
Искомая ψ -функция подчиняется простому уравне-
нию (см. третье из уравнений (1))

2

2

2
0

d
k

dx

ψ
ψ+ = , 

2

2

2m
k

ε
=

ℏ
.            (2)

Граничное условие в данном случае таково: 0ψ =
при |x| = d (это нетрудно показать). Уравнению удов-
летворяют и coskxψ =  и sinkxψ = . Граничное ус-
ловие выбирает допустимые значения k. Итак, при
x d£

cos
s s

n A kxψ = , 
1

2
kd n π

К ˆ= +Б ˜Л ≢ ,

n = 0,1,2,3… – целые числа,           (2а)

ψ sin
a a

n A kx= , kd nπ= , n = 1,2,3…

О значениях постоянных s
A  и a

A  скажем ниже,
верхние индексы (s,  a) отмечают тот факт, что косинус
– симметричная функция, а синус – асимметричная.

Разрешенные значения энергии частицы представля-
ют две серии значений:

π
ε

ℏ
22 2

2

1

2 2

s

n n
m d

К ˆ= +Б ˜Л ≢ ,

n = 0,1,2,3… – целые числа,           (2б)

π
ε

ℏ
2 2

2

22

a

n n
m d

= ,   n =1,2,3…

Как у электрона в атоме, у частицы в потенциальной
яме есть основное состояние, наименьшее значение

энергии в котором равно ( ) ( )2 2 22 4m dε π= ℏ . Отме-

тим: частица не может «лечь на дно ямы» – энергия
основного состояния отлична от нуля, при этом чем яма
эже, тем энергия основного состояния больше.

И еще одну такую же простую задачу мы сформули-
руем, а решение оставим читателям для упражнения.
Речь пойдет о прохождении через непреодолимый для
классической частицы потенциальный барьер. По-пре-
жнему будем считать, что частица может двигаться
только вдоль оси x, а потенциальная энергия

( ) 0 0U x U= >  при x d£  и U = 0 при x d≥ . Это и
есть простейший потенциальный барьер. Во всяком
случае для частиц с энергией 

0
Uε < . Итак, пусть на

потенциальный барьер слева падает частица с волно-
вым вектором k (k p= ℏ , р – импульс, xp p= ). Решив
задачу, вы убедитесь, что волновая функция слева от
барьера будет суммой двух волн – падающей (волно-
вой вектор k) и отраженной (волновой вектор –k);
справа от барьера волновая функция – волна с волно-
вым вектором k, уходящая от барьера. Получить этот
результат и вычислить амплитуды прошедшей и отра-
женной волн можно, если выяснить, что представляет
собой решение уравнения при x d£ . Надо только

добавить: при x d= ±  функция ( )xψ  и ее производная
d dxψ  непрерывны. И это условие тоже нетрудно
вывести.

Что же такое Ψ -функция?

Значение открытия Шрёдингера не в том, что с
помощью его уравнения были получены уже известные
результаты. Фундаментально важно то, что они полу-
чены единообразно. Каждая задача – частный случай
единой теории. Теория – волновая механика – предо-
ставила естественную возможность двигаться вперед,
формулировать новые задачи.

Один из важнейших результатов новой теории –
возможность рассматривать системы, состоящие из
нескольких частиц. Оказалось, что способ описания
систем в волновой механике с помощью ψ -функции
существенно отличается от описания классических волн.
Остановимся на этом вопросе. Это даст возможность
осторожнее относиться к ψ -функции, не переносить на
нее буквально свойства классических волн. Кстати,
напомню: полная волновая Ψ -функция всегда комп-
лексна.
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Нам предстоит сравнить описание движения двух
классических частиц, двух классических волн и двух
квантовых частиц.

Пусть две классические частицы 1 и 2 движутся в
одном силовом поле, не взаимодействуя друг с другом
(последнее – только для простоты). Каждая частица
движется по своей траектории: ( )1 1r r t=

  
, ( )2 2r r t=

  
.

Обе траектории – кривые (прямые – частный случай)
в трехмерном пространстве.

Пусть есть две классические волны – например,
радиоволна 1 и световая волна 2. Каждая из волн
описывается своей функцией, своей зависимостью от
времени и координат в пространстве: ( )1 1

,r tΦ Φ=
 

,
( )2 2
,r tΦ Φ=
 

. Как и траектории частиц, волны «суще-
ствуют» в привычном нам трехмерном пространстве.

В обоих классических примерах движение двух объек-
тов описывается двумя функциями. Они могут быть
скалярными, векторными или более сложными. Так,
электромагнитная волна распространяется в виде двух
векторов. И все же в классическом описании есть
притягательная наглядность: нечто движется в трех-
мерном мире.

Описание движения двух квантовых частиц устро-
ено совершенно иначе и лишено наглядности. К сожа-
лению, у нас нет возможности привести аргументы.
Ограничимся только констатацией – утверждениями
без объяснений. «Устроено» описание совсем не так,
как описание двух классических волн: Ψ -функция
двух частиц – функция семи переменных. Переменные
– дважды по три координаты ( 1 1 1

, ,x y z  и 2 2 2
, ,x y z ) и

время t. Лучше сказать так: волновая функция двух
частиц – функция двух трехмерных радиусов-векторов

1
r
 
 и 

2
r
 

 и времени t, т.е. ( )1 2
, ;r r tΨ Ψ=

  
.

Для описания поведения N частиц приходится ис-
пользовать пространство размерности 3N. Его называ-
ют конфигурационным пространством.

Давайте в этом месте остановимся и задумаемся. Известные
нам способы описания движения классических объектов
можно рассматривать как абстракцию чувственных воспри-
ятий. Действительно, траектория – просто след трассирую-
щей пули. Сложнее с электромагнитной волной. Трудно себе
сейчас представить, но для создания Максвеллом электроди-
намики, как теоретического описания результатов Фарадея,
ему понадобились какие-то теперь всеми забытые шестерен-
ки. Но волна в трехмерном пространстве сама по себе –
прекрасный образ, заставляющий вспомнить зрительно на-
блюдаемые волны на поверхности воды или на натянутом
канате.

С Ψ -функцией совсем иначе. Прежде всего, она комплек-
сна. А когда с помощью Ψ -функции надо описать движение
N частиц, то приходится прибегнуть к 3N-мерному про-
странству. О какой абстракции чувственного восприятия
можно говорить?! Невозможно себе представить четырех-
мерное пространство. Описать можно пространство любого
числа измерений, а представить – нет. Похоже, квантовая
механика оперирует более абстрактными понятиями, чем
классическая физика, а Ψ -функция более «удалена» от
объекта, который она описывает, чем величины, используе-
мые в классической (неквантовой) физике.

Вернемся к одной частице, чтобы понять, как с
помощью Ψ -функции можно получить информацию,
допускающую сравнение с экспериментом.

В классической механике состояние одной частицы
описывается двумя векторами: радиусом-вектором r

 
 и

импульсом p
 
. Величины, характеризующие состоя-

ние, могут быть непосредственно измерены 4 . Задача
теории (классической механики) указать, каковы зна-
чения r

 
 и p

 
. Есть непосредственная возможность

сравнить с экспериментом величины, определяющие
состояние.

Состояние электромагнитной волны характеризует-
ся значениями амплитуд волн электрического и магнит-
ного полей в любой момент времени t. И они могут быть
измерены. Можно измерить такие волновые характе-
ристики, как частота и длина волны. Электромагнит-
ная волна может быть полностью восстановлена, а
результат можно сравнить с теорией.

Ψ -функция, несомненно, описывает частицу. Когда
речь идет об электроне, то о частице (именно, как о
частице!) многое хорошо известно: заряд, масса. Никто
никогда не встречался с порцией заряда, меньшей
заряда электрона. И масса и заряд электрона непосред-
ственно измерены.

Состояние частицы в квантовой механике описывает
Ψ -функция – это один из постулатов квантовой меха-
ники. Более того, слова состояние и Ψ -функция –
синонимы. Согласившись с этим, мы имеем право
задать такие вопросы:

Что конкретно мы знаем о частице, если нам известна
ее Ψ -функция?

Какие величины, входящие в Ψ -функцию, можно
сравнить с результатами опытов?

Нет приборов, с помощью которых можно непосред-
ственно измерить Ψ -функцию. Нужен способ, позво-
ляющий извлечь необходимую информацию. Каков
он? Способ должен быть достаточно общим. Иначе с
каждой новой задачей физику придется изобретать
новый способ. В частности, именно этого и хотели
избежать творцы квантовой механики.

Ответить на заданные вопросы помогут примеры,
осмыслив которые мы сформулируем алгоритм, при-
годный для любых задач.

Обратимся сначала к задаче о частице в потенциаль-
ной яме (мы об этом уже говорили). Пусть известно,
что волновая функция частицы есть 0

cos
sA kxψ = , а

( )1 2kd π= , т.е. n = 0. Очевидно, энергия частицы в

этом состоянии имеет значение ( )( ) ( )ε πℏ
2 2 2

0
2 4s m d= .

Если бы мы сумели измерить энергию частицы, отсчи-
танную от дна потенциальной ямы, то несомненно
получили бы именно это значение. А если бы измерили
частоту, излучаемую частицей при переходах из состо-
яния с большей энергией в состояние с меньшей, то
наверняка бы обнаружили, что квант энергии ωℏ  равен
разности двух значений энергии из выписанных выше
формул. Хотя обычно в реальных экспериментах с
атомными и субатомными частицами имеют дело с
большими коллективами частиц, в данном случае нет
никаких сомнений, что каждый отдельный электрон в

4 Мы не останавливаемся на том, как происходит измере-
ние. Измерение – сложная самостоятельная задача. Нам
важно здесь подчеркнуть, что измерить координату и импульс
частицы можно.



К А К  К В А Н Т О В А Я  М Е Х А Н И К А  О П И С Ы В А Е Т  М И К Р О М И Р 11

потенциальной яме будет иметь тот самый спектр
значений энергии, который указан формулами (2).
Эксперимент можно проводить со многими частицами
или повторять много раз. Результаты (скажем, спектр
излучения) будут тождественны.

А что еще известно о частице в потенциальной яме,
доступное сравнению с экспериментом? Пожалуй, ни-
чего. По крайней мере, пока…И скажем откровенно, в
понимании Ψ -функции мы совсем не продвинулись.
Ведь для того чтобы получить нужное значение энер-
гии, и было сформулировано Шрёдингером уравнение
для непонятно что из себя представляющей Ψ -функ-
ции.

Вернемся к постановке задачи о частице в яме. Теперь
обратимся к первому из уравнений (1). Мы видим, что
наша задача состоит в том, чтобы найти собственные
функции оператора Гамильтона и его собственные
значения. Формулы (2) решают эту задачу. Запомним
этот факт в более абстрактной формулировке:

Когда Ψ -функция – собственная функция операто-
ра физической величины, то собственное значение,
соответствующее этой функции, это значение физи-
ческой величины частицы, состояние которой – дан-
ная Ψ -функция.

Мы подчеркиваем этот факт вторично. Первый раз,
когда вводили оператор импульса.

Теперь задумаемся над результатом той задачи, кото-
рую я предложил вам в виде упражнения, – о прохож-
дении частицей потенциального барьера. По условию
задачи волна, описывающая движение частицы, при-
ближается слева к барьеру, частично отражается от
него, а частично проходит через барьер и движется от
него вправо. Таким образом, вне барьера есть три
волны. Все они описывают движение частицы (части-
цы, а не частиц!) с определенным импульсом. Справа
от барьера Ψ -функция описывает состояние частицы с
импульсом, равным kℏ , как и падающая на барьер
волна. А вот Ψ -функция, отразившаяся от барьера,
описывает частицу с импульсом k-ℏ . Можно ли про-
верить это странное утверждение? И да и нет.

Если направить одну частицу на барьер и попытаться
обнаружить эту частицу за барьером летящей от него,
то результат предсказать нельзя: иногда частица будет
обнаружена, иногда не будет. То же самое – при
попытке обнаружить частицу, отразившуюся от барь-
ера: иногда будет обнаружена, иногда нет. При повто-
рении эксперимента два-три раза никакая закономер-
ность не проявится. А если повторять эксперимент
многократно, закономерность начнет проявляться: чем
больше амплитуда прошедшей волны, тем чаще будут
обнаруживаться частицы справа от барьера; чем боль-
ше амплитуда отраженной волны, тем чаще будут
зафиксированы частицы, отразившиеся от барьера.

Выше описан мысленный эксперимент. Но вот описа-
ние вполне реального опыта – дифракции электронов
на кристалле. Вспомните – этот эксперимент служит (с
опозданием, правда) несомненным доказательством
предположения де Бройля.

Рассмотрим рассеяние электронов на кристалличес-
кой решетке внимательно, наблюдая за каждым элек-

троном. Обнаружение электрона, отразившегося от
кристалла, проявляется в появлении на фотопластине
маленького пятнышка. Размер пятнышка определяется
величиной зерна фотопластинки. Чем зерно меньше,
тем меньше пятнышко. Есть уверенность: имей мы
пластинку с бесконечно малым зерном, мы убедились
бы, что электрон обнаруживает себя во вполне опреде-
ленной точке пространства. Положение точки случай-
но. При повторении опыта электрон – точка на плас-
тинке – появляется то в одном случайном месте, то в
другом. Ничего похожего на дифракцию.

Наблюдая за отражением большого числа электронов
(последовательно или одновременно – безразлично),
убедимся: каждый отдельный электрон засвечивает
фотопластинку в совершенно случайном месте, но при
большом числе электронов, засветивших пластинку,
вырисовывается дифракционная картина, на ней отчет-
ливо различимы места скопления точек (туда попало
много электронов) и места, куда электроны не попали
вовсе. Дифракционная картина очень похожа на ту,
которая наблюдается при рассеянии рентгеновских
лучей.

Так же, как в случае прохождения частицы через
потенциальный барьер, теория рассеяния электронов
на кристалле строится путем решения уравнения Шрё-
дингера для одного электрона, но при этом правильно
описывает результаты опыта со многими электронами.
Мы начинаем понимать, что в Ψ -функции скрыта
информация, относящаяся не к одному электрону, а к
ансамблю электронов.

Макс Борн (1882–1970)
в том же 1926 году, когда
Эрвин Шрёдингер сформу-
лировал свое уравнение,
высказал идею о смысле
волновой функции. Он по-

нял, что величина 
2
dxΨ

определяет вероятность
попадания частицы в состо-
янии ( ),x tΨ  в интервал dx
между точками х и х + dx.
Если Ψ -функция – функ-
ция радиуса-вектора r

 
, то

( )
2

r dVΨ
 

 определяет ве-
роятность попадания час-
тицы в элемент объема dV = dxdydz вокруг точки с

координатами x, y, z; 
2

Ψ  – квадрат модуля комплек-

сного числа Ψ , 
2

Ψ Ψ Ψ= * , звездочка (* ) означает
комплексное сопряжение. Надо подчеркнуть, что для

стационарных задач 
2 2

Ψ ψ=  не зависит от времени.
Максу Борну принадлежат и другие фундаменталь-

ные работы по квантовой механике. В 1954 году он был
удостоен Нобелевской премии по физике с простой и
выразительной формулировкой: «За работы по кван-
товой механике».

В нашем изложении первое нетривиальное следствие
идеи Борна – возможность определить константы s

A

и aA  у волновых функций частицы в потенциальной

Макс Борн
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яме. Условие их определения таково: вероятность
обнаружить частицу в потенциальной яме должна быть
равна единице. Ведь частица там есть! Нарисуем фун-

кции ( )
2

s

n xψ  и ( )
2

a

n xψ , а значения констант sA  и aA

выберем так, чтобы площадь под кривыми равнялась
единице. Условие будет выполнено. В данном случае

1s aA A d= =  для всех значений n. Напомним, что
ширина потенциальной ямы равна 2d.

Пытаясь проверить утверждение Борна о смысле Ψ -
функции на примере частицы, находящейся в опреде-
ленном состоянии внутри ямы, мы вынуждены были
бы иметь дело с ансамблем тождественных объектов.
Одиночное измерение, как и в случаях, рассмотренных
раньше, дало бы совершенно случайный результат.

Описание волновой механики Шрёдингера мы начи-
нали с рассмотрения свободной частицы, волновая
функция которой – плоская волна. Но для плоской

волны ( )
2

rΨ
 

 есть константа, т.е. вовсе не зависит от
координаты. Это значит, что свободную частицу с
равной вероятностью можно обнаружить в любой точке
пространства. Напомним: импульс у нее имеет вполне
определенное значение.

Соотношения неопределенностей

Создан строгий математический аппарат квантовой
механики. Он хорошо разработан и позволяет решить
(в принципе, конечно) любую задачу, которая относит-
ся к «ведомству» квантовой механики. Самое точное
решение не позволяет выйти за пределы вероятностно-
го, статистического подхода. Поэтому полученные в
результате ответы, как правило, относятся к большому
числу частиц, к ансамблям частиц, а не к отдельным
изолированным частицам.

Еще один поясняющий пример. Предположим, мы
хотим решить задачу о столкновении двух частиц. В
нашем макроскопическом мире такое грустное собы-
тие, как столкновение (например, дорожное происше-
ствие), может быть рассмотрено с любой степенью
подробности. Каждый из нас знает, с какой дотошно-
стью представители дорожной милиции изучают сле-
ды, чтобы нарисовать траектории столкнувшихся ма-
шин. В квантовой механике такой подход принципи-
ально невозможен хотя бы потому, что микрочастица
не движется по траектории. Ее движение описывается
Ψ -функцией. Некоторые характеристики столкнове-
ния достоверны. Как правило, те, которые являются
следствием законов сохранения энергии и импульса.

Описание столкновений в достоверных терминах
называют кинематическим описанием. Кинематичес-
кого описания столкновения недостаточно. Необходи-
мо знать, как часто (или как редко) происходят стол-
кновения. Квантовая теория дает возможность вычис-
лить вероятность столкновения с тем или другим
исходом, разрешенным кинематикой столкновения.
Мерой вероятности служит величина размерности пло-
щади, именуемая эффективным сечением рассеяния.
По величине этого сечения физики, занятые исследова-
нием столкновений в мире микрочастиц, ясно представ-
ляют себе, имеют они дело с редким, трудно наблюда-

емым явлением или с явлением, легко доступным
обнаружению.

Мы уже говорили, что когда Ψ -функция – собствен-
ная функция оператора физической величины, то соб-
ственное значение, соответствующее этой функции,
есть значение данной физической величины. Позволя-
ет ли квантовая механика выяснить, каковы будут
результаты измерения физической величины в том
случае, когда Ψ -функция не есть собственная функ-
ция оператора физической величины, которая нас
интересует? Однозначный ответ получить нельзя. Но
можно выяснить, какие значения будут получаться при
измерении и с какой вероятностью.

Общее правило требует разложить Ψ -функцию по
собственным функциям оператора той физической ве-
личины, значения которой мы измеряем. 5 Квадрат
модуля коэффициента при собственной функции, соот-
ветствующей определенному значению физической
величины, пропорционален вероятности получить при
измерении именно это значение физической величины.

Для определенности повторим сказанное на примере из-
мерения импульса. Мы знаем, что из себя представляет
оператор импульса и каковы собственные функции этого
оператора (cобственные функции оператора импульса –
плоские волны). Какие значения импульса p

!
 и с какими

вероятностями мы получим при измерении импульса элек-
трона, находящегося в потенциальной яме, или электрона
в атоме водорода? Для получения ответа надо разложить
Ψ -функцию по плоским волнам. Коэффициент разложе-
ния зависит от импульса p

!
, а квадрат его модуля пропор-

ционален вероятности того, что измеренное значение ока-
жется равным p

!
.

Один из фундаментальных результатов квантовой
механики – выявление факта существования пар физи-
ческих величин, которые не могут одновременно иметь
точные значения. Естественно, обе они описывают
движение одной частицы. Называют их сопряженными
величинами. С одной парой мы уже встретились – это
импульс и координата. Если частица имеет определен-
ное значение импульса, то, как мы видели, ее коорди-
ната полностью не определена. Существуют соотноше-
ния – соотношения неопределенностей, указывающие
максимально возможную степень точности пары значе-
ний сопряженных величин. Сформулируем соотноше-
ние неопределенностей для х и xp . Пару составляют
проекции радиуса-вектора r

 
 и импульса p

 
 на одну

ось. Знание вероятностей значений физических вели-
чин позволяет оределить их средние значения. Обозна-
чать средние значения будем и большими буквами и
угловыми скобками (и так и так).

Пусть частица находится в каком-то состоянии, а Х
и xP  – средние значения ее координаты и проекции
импульса. Мерой неопределенностей координаты х и

5 Разложение по собственным функциям напоминает разло-
жение произвольного вектора A

 !
 в трехмерном пространстве

по трем ортогональным ортам 1 2 3, ,n n n
! ! !

: ( )1 1
A An n= +
 ! !

( ) ( )2 2 3 3
An n An n+ +

! !
. Роль ортов играют собственные функ-

ции. Важное свойство оператора любой физической величины
состоит в том, что собственных функций всегда хватает для
разложения.



проекции импульса xp  могут служить следующие
средние величины:

( )
2

x x Xδ = - , ( )
2

x x xp p Pδ = - .

Соотношение неопределенностей утверждает:

2
xx pδ δ ≥

ℏ
.                      (3)

Наименьшее, непреодолимое значение произведения
неопределенностей равно 2ℏ .

Важное следствие соотношений неопределенностей –
нулевые колебания, о которых мы упоминали. Если бы
энергия осциллятора равнялась нулю, то это означало
бы, что ее импульс и координата (оба) равны нулю, что
невозможно. По той же причине в основном состоянии
электрон в атоме водорода имеет конечную энергию.
Объяснение многих характерных квантовых явлений
основано именно на соотношениях неопределенностей.

Неравенство (3) вывел Вернер Гейзенберг в 1927
году. В том же году Нильс
Бор сформулировал прин-
цип дополнительности, со-
гласно которому у любой
физической величины есть
дополнительная – компо-
нента пары, которая не мо-
жет быть точно определена
вместе с ней. Соотношения
неопределенностей (типа
(3)) являются математичес-
ким выражением принципа
дополнительности, который
сыграл важную роль в по-
нимании структуры кван-
товой механики.

Вероятностный, статистический характер предсказа-
ний квантовой механики озадачивал и озадачивает
многих. Очень трудно себе представить, что ответ на
поставленный вопрос о поведении микрочастицы –
ответ максимально возможной определенности – со-
держит лишь вероятность того, что произойдет, а не
точное предсказание результата. Трудно привыкнуть к
тому, что для экспериментальной проверки теории,
построенной на основании уравнения, описывающего
движение одной частицы, экспериментировать в боль-
шинстве случаев необходимо не с одной частицей, а с
ансамблем частиц.

Дополнительность, статистический характер описа-
ния объектов микромира, как и отказ от наглядности,
– все это с трудом преодолевалось не только рядо-
выми  физиками,  но  и  самими создателями  кванто-
вой механики.6  Тот факт, что решение многих задач

квантовой механики не заканчивается решением ее
фундаментальных уравнений, а требует «перевода»
на язык, принятый в классической физике, и невоз-
можен без использования статистического подхода,
до настоящего времени у некоторых вызывает не-
удовлетворенность. Из-за этого до сих пор продолжа-
ются поиски улучшения аппарата квантовой меха-
ники. Попыток было много, но ни одна не была
успешной.

Иногда можно прочесть, что квантовая механика
противоречит принципу причинности, детерминизму.
Обычно выражаются осторожнее – механическому
детерминизму. Но и это не так. Согласно уравнению
Шрёдингера, состояние развивается вполне детерми-
нированно: изменение движения обусловлено действи-
ем сил, а реакция частицы и системы частиц никогда не
опережает причину.

Большинство физиков-теоретиков считают нереля-
тивистскую квантовую механику идейно завершенной,
логически безупречной наукой. На протяжении уже
многих десятков лет она служит надежной основой
понимания свойств не только атомов и молекул, но и
разнообразных макроскопических систем: твердых тел,
жидкостей, плазмы…

Как физика описывает явления, происходящие в
природе, а также свойства макроскопических тел –
отдельная серьезная тема. Нерелятивистская кванто-
вая механика – одна из тех базовых наук, которые
служат основой описания для других дисциплин. Как
всякая математизированная наука, квантовая механи-
ка требует строгой постановки и применима отнюдь не
ко всему на свете. К сожалению, на объектах матери-
ального мира нет каких-либо меток – указаний, какой
теорией надо (можно) пользоваться при описании их
свойств или при объяснении происходящих с ними
явлений. Одно из важнейших качеств опытного физика
– умение до понимания свойства и/или явления почув-
ствовать, на базе какой теории надо искать понима-
ние. На этом этапе возможны неожиданности. Накоп-
лен огромный опыт и понято множество явлений и
свойств на основе нерелятивистской квантовой механи-
ки. Она так зарекомендовала себя, что успешно ис-
пользуется даже в инженерной практике – при созда-
нии различных приборов и устройств.

Принцип соответствия

Если бы «сражения» революций естествознания нуж-
дались в знаменах, то на знамени релятивистской
революции красовалась бы скорость света с, а на
знамени квантовой революции – постоянная Планка
ℏ . Для перехода от новой механики Эйнштейна к
старой классической механике Ньютона надо устре-
мить скорость света к бесконечности. Фактически
пренебрегают высокими степенями отношения v/c, где
v – скорость частицы (тела).

От квантовой механики к механике Ньютона можно
перейти, если приравнять ℏ  нулю. Вот – пример. При

0=ℏ  исчезает туннельный эффект. Потенциальный
барьер становится непрозрачным для частиц, если их
энергия меньше его высоты. Решив ранее предложен-

Вернер Гейзенберг

6 В статье 1953 года Макс Борн убеждает Эрвина Шрёдин-
гера (!), что без использования теории вероятности при
описании свойств атомных и субатомных частиц обойтись
невозможно, а в некрологе 1961 года возвращается к этому
вопросу. Очевидно, один из создателей квантовой механики
ушел из жизни, так и не признав полностью «окончатель-
ность» ее структуры. То, что подобные сомнения не покидали
Альберта Эйнштейна до конца жизни, я знал, а с точкой
зрения Шрёдингера познакомился, когда писал эту статью.
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ную мной задачу, вы в этом убедитесь. Так и должно
быть по законам классической механики.

Но не всегда переход так прост. В выражении для
дискретных уровней энергии электрона в атоме водоро-
да постоянная Планка ℏ  стоит в знаменателе. Нет
возможности просто положить ее равной нулю. Рас-
смотрим этот случай подробнее.

Чтобы не возвращаться к началу статьи, выпишем
еще раз формулу Бора:

2 4

2 2

1

2 2
n

n

e me
E

a n
= - = -

ℏ
,   n = 1, 2, 3…

При классическом подходе электрон, движущийся вок-
руг протона, может иметь любую энергию Е < 0
(напомним: потенциальную энергию на бесконечности
мы выбрали равной нулю). При переходе к классичес-
кому пределу должна исчезнуть дискретность уровней,
т.е. при произвольном n отношение

1n n

n

E EE

E E

∆
+
-

=

должно обратиться в ноль при 0=ℏ . Согласно форму-

ле Бора, ( ) ( )
2

2 1 1E E n n∆ = + + . Как перейти к преде-

лу? Надо выразить n через Е, а потом устремить ℏ  к

нулю. Нетрудно убедиться, что E E∆  в пределе
действительно обращается в ноль.

Обязательность предельного перехода от квантовой
механики при 0=ℏ  к классической носит название
принципа соответствия. Когда речь идет о соответ-
ствии формул, встречающиеся трудности чаще всего
похожи на ту, которая возникла с формулой Бора, и
легко преодолимы. Иногда приходится вспомнить, что
формула описывает чисто квантовый эффект, а класси-
ческой формулы нет вовсе, не с чем сравнивать.

Иногда принцип соответствия используют менее ра-
дикально – как метод вывода приближенных формул
в условиях, когда действие I ≫ ℏ . Тогда принцип
соответствия используется для приближенного реше-
ния квантовой задачи. Слова «принцип соответствия»
заменяют словами «квазиклассическое приближение».
Используя квазиклассическое приближение, прирав-
нивают классическое значение действия целому числу
постоянных Планка: I n= ℏ , 1n ≫ . Из равенства
I n= ℏ  следует, что расстояние между соседними уров-

нями равно E∆ ω= ℏ , где в данном случае 
*ë

2 Tω π= ,
а 

*ë
T  – период движения частицы по классической

траектории.
Квазиклассическое приближение часто весьма облег-

чает решение задач. Содержащуюся в волновой функ-
ции информацию формулируют в терминах классичес-
кой физики. Без этого невозможно сравнение теории с
экспериментом. Можно сказать иначе: квантовая меха-
ника не может обойтись без классической. Все это
весьма осложняет «взаимоотношение» между кванто-
вой механикой и классической. Аккуратный анализ
предельного перехода от квантовой механики к класси-
ческой – непростая задача, не будем на ней останавли-
ваться.

Заключительные замечания

Заканчивается рассказ о том, как описывают свой-
ства объектов микромира. Заглавие статьи по существу
содержит не вопрос, а ответ: свойства микрочастиц
описывает квантовая механика. Существуют разные
способы построения квантовой механики. Мы избрали
самый доступный для изложения вариант, так как он
позволяет познакомиться с описанием движения объек-
тов микромира, не привлекая весь математический
аппарат квантовой теории. Многое, правда, не объяс-
нено, а лишь обозначено. Понять квантовую механику
так, чтобы самому решать задачи, научно-популярной
статьи недостаточно. Чтобы освоиться в квантовой
механике, необходимо изучить весь ее математический
аппарат, привыкнуть к нему. Последнее возможно,
если использовать квантовую механику в своей практи-
ческой деятельности.

Наибольшая трудность квантовой механики – не-
представимость основного объекта, для описания кото-
рого она создана. Этот объект – микрочастица.

Что есть частица? Утверждение о корпускулярно-
волновом дуализме, т.е. о корпускулярно-волновой
двойственности, ничего не разъясняет. Как ни назы-
вай, но ведь частицы ведут себя по-разному: то как
волны, то как частицы. И представить себе я этого не
могу. Лев Давидович Ландау (1908–1968, Нобелевская
премия 1962 г.) утверждал, что огромное достижение
– понимать, не представляя. Можно сказать и так.
Много раз я повторял это высказывание с некой
гордостью за физиков и физику. Гордость, несомнен-
но, звучит и в словах Ландау. Но в этот раз я
неожиданно подумал: ведь можно иначе поставить
ударение, признав, что нам не хватает воображения:
«Понять можем, а представить – нет». Интуитивный
этап творчества для большинства невозможен без на-
глядного образа. Решение каждой задачи – пример
пусть иногда довольно примитивного, но все же твор-
чества. И мы все знаем, как помогает наглядность.
Может быть, я несколько преувеличиваю, но о себе я
знаю это точно.

Непредставимость основных понятий заставляет со-
здавать разнообразные наглядные образы. Атом изоб-
ражают то в виде солнечной системы, рисуя орбиты,
которых нет; то в виде атомного ядра, окруженного
странно анизотропной атмосферой; а иногда просто в
виде шарика. Одно изображение удобно в одном слу-
чае, другие – в других. Все картинки играют лишь
вспомогательную роль. И все имеют мало общего с
атомом, каков он есть, согласно квантовой механике.
Атом – конструкция. Ядро и окружающие его электро-
ны – его составные части. Если не вдаваться в подроб-
ности, не пытаться уточнять свои представления, то
«картинка» сама возникает: ядро, окруженное элект-
ронами. А вот электрон я действительно не могу себе
представить...

Я благодарен Льву Ильичу Розоноэру за несколько цен-
ных замечаний. Они были учтены в окончательном тексте
статьи.
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Хорхе Хуан де Сантасилья
А.ВАСИЛЬЕВ

Х
ОРХЕ ХУАН ДЕ САНТАСИЛЬЯ (1713–1773) – ПО-
томок двух благородных испанских семей, ры-
царь мальтийского ордена – все свои силы на-

правил на укрепление испанской государственности,
которой действительно принес немалую пользу. Уже в
возрасте 14 лет в чине командора Хорхе Хуан сражался
с мавританскими галерами в Средиземном море. В 16
лет он вернулся в Испанию, чтобы поступить в Корпус
морской стражи – Навигацкую школу в Кадисе. Здесь,
наряду с углубленным изучением геометрии, тригоно-
метрии, астрономии, навигации и картографии, он
овладел искусствами музыки, живописи и танца. В
студенческой среде Хорхе Хуан получил прозвище
«Евклид».

Кадис в те годы представлял собой форпост просве-
щения в Испании, где проповедовались идеи Вольтера
и Ньютона, вовсю развивалась торговля с Америкой, а
Навигацкая школа обеспечивала флот квалифициро-
ванными моряками. В этой творческой атмосфере
таланты Хорхе Хуана получили необычайное разви-
тие, так что к 21 году он уже был сложившимся
мореплавателем. Как раз в это время, в 1734 году,
испанский король Филипп V получил от своего кузена
во Франции Людовика XV запрос о содействии в
организации научной экспедиции в Перу для измере-
ния меридиана и определения земного градуса, с тем
чтобы сопоставить результаты этих наблюдений с
результатами аналогичной экспедиции Мопертюи в
Лапландию. Длина дуги, отвечающая меньшему ради-
усу, разумеется, меньше длины дуги, отвечающей
большему радиусу, хотя их углы равны. Измерение
длин дуг в различных местах должно было позволить
определить форму Земли.

В XVIII веке вопрос о форме Земли стоял с такой же
остротой, как двумя столетиями позже встал вопрос о
структуре ДНК. Некоторые академики утверждали,
что Земля напоминает собой дыню, тогда как другие
стояли на том, что ее форма скорее ближе к арбузу.
Сторонники «арбузной» гипотезы, среди которых были
Ньютон, Галлей и Гюйгенс, опирались в своих размыш-
лениях на всемирный закон тяготения (тела весят
меньше на экваторе) и на эксперименты с маятником (в
разных местах он колеблется с разными частотами).
Экспедиции Французской академии на полюс и на
экватор должны были разрешить эту фундаменталь-
ную проблему.

Филипп V, сторонник прогресса в его французской
интерпретации, не только одобрил начинание Людо-
вика XV, но и распорядился выделить в состав перу-
анской экспедиции двух образованных офицеров, спо-
собных при необходимости провести даже своими

силами все необходимые измерения. Более того, Ис-
пания взяла на себя половину стоимости экспедиции.
Выбор короля пал на молодых морских офицеров
Хорхе Хуана де Сантасилья и Антонио де Уллоа.
Если первому из них к началу предприятия исполни-
лось двадцать два года, то второму было лишь двад-
цать лет. Обоим вне очереди и без выслуги лет было
присвоено звание лейтенанта, и каждый из них полу-
чил свое предписание. Хорхе Хуану было поручено
сконцентрироваться на геодезических измерениях, а
Антонио – на натуралистических наблюдениях. Одна-
ко задачи двух исследователей этим не ограничива-
лись. Они были обязаны вести полный дневник своего
путешествия, записывать все физические и астроно-
мические наблюдения, включая расчеты широты и
долготы географических объектов, делать зарисовки
портов и фортификационных сооружений, проводить
ботанические и минералогические наблюдения, а так-
же подготовить секретный доклад о политической
ситуации в заморских территориях. Вдобавок, испан-
ские офицеры обязались приглядывать за своими фран-
цузскими компаньонами, ибо вся полученная теми
информация должна была поступить в распоряжение
французского двора.

С этими инструкциями 26 мая 1735 года офицеры
покинули Кадис, а 7 июля прибыли в Картахену.
Французские же академики прибыли в Южную Амери-
ку лишь 15 ноября, и все вместе они направились в
Кито. С 1736 по 1744 год велись измерения земного
радиуса вдоль экватора, что потребовало преодоления
неисчислимых трудностей. Топографическая съемка
на пересеченной местности всегда представляла особые
проблемы, но в горах высотой до 5000 метров масштаб
этих проблем возрастал многократно. Для повышения
точности измерений экспедиция разбилась на две груп-
пы, каждая из которых, двигаясь навстречу друг
другу, выполняла полный цикл топографической съем-
ки. Данные геодезических измерений затем сопостав-
лялись с астрономическими наблюдениями.

Впоследствии Антонио де Уллоа описал условия, в
которых проводилась съемка, следующими словами:
«...большую часть времени мы проводили в убогой
хижине, ибо свирепый ветер и лютый холод не позво-
ляли надолго покидать ее. Сквозь облака не было
никакой видимости, а дыхание затруднялось низким
давлением. Порывы ветра раскачивали наше ветхое
пристанище, камнепад же представлял постоянную
угрозу для жизни». Однако данные, полученные экс-
педицией, оправдывали такие жертвы.  Установление

(Продолжение см. на с. 29)
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Победители конкурса

«Задачник «Кванта»

2005 года

Первое место заняли

по математике

Гутник Михаил – Украина, г. Донецк,
лицей «Эрудит»,

Чуклин Александр – Украина, г. Севастополь,
гимназия 1;

по физике

Курдюков Сергей – г. Москва, школа 1195.

Второе место заняли

по математике

Мищенко Павел – Украина, г. Донецк,
лицей «Эрудит»,

Есин Алексей – ст. Старонижестеблиевская Краснодарского кр., школа 55;

по физике

Успенский Юрий – Украина, г. Днепродзержинск, ТЛ 1,
Гуня Евгений – Украина, г. Днепродзержинск, ТЛ 1,

Пастухов Дмитрий – Белоруссия, г. Витебск, школа 23.

Третье место заняли

по математике

Бударагин Дмитрий – г. Нижний Новгород, лицей 40,
Старченко Артем – Украина, г. Донецк, лицей «Эрудит»;

по физике

Светличный Павел – г. Волжский, школа 30,
Афанасьев Александр – г. Владивосток, гимназия 1,

Баранов Артем – г. Каменка, школа 4.

Кроме того, в число победителей вошли

по математике

Гуня Евгений – Украина, г. Днепродзержинск, ТЛ 1,
Антохов Роман – Украина, г. Донецк, лицей «Эрудит»,

Еремин Алексей – г. Краснодар, школа 47,
Каровски Сергей – г. Старый Оскол, школа 22,

Громазин Владимир – г. Киров, ФМЛ,
Шмаров Владимир – г. Саров, лицей 15,

Трегубенко Антон – Украина, г. Киев, лицей «Научная смена»,
Двинянинов Владислав – г. Краснодар, лицей «ИСТЭК»,

Хохуля Никита – г. Краснодар, лицей «ИСТЭК»;

по физике

Василенко Денис – г. Армавир, школа 9,
Дьяков Антон – г. Армавир, школа 9,

Василевич Владимир – г. Армавир, школа 9,
Данилов Антон – г. Стерлитамак, ФМЛ 1.

Победители, занявшие первые места по математике и физике, награждаются комплектами журнала
«Квант» за второе полугодие 2006 года.



Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Публикуемые  в
нем задачи  нестандартны, но  для  их решения не требуется знаний, выходящих  за рамки  школьной
программы. Наиболее трудные задачи отмечаются звездочкой. После формулировки задачи мы
обычно указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, не все эти  задачи публикуются впервые.

Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 августа 2006 года по адресу:
119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант». Решения задач из разных номеров журнала или
по разным предметам (математике и физике) присылайте в разных конвертах. На конверте в графе
«Кому» напишите: «Задачник «Кванта» №3–2006» и номера задач, решения которых Вы посылаете,
например «М1996» или «Ф2003». В графе «От кого» фамилию и имя просим писать разборчиво.
В письмо вложите конверт с написанным на нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в
этом конверте Вы получите результаты проверки решений).

Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемой для публикации, присылайте в отдель-
ном конверте в двух  экземплярах вместе с Вашим решением этой задачи (на конверте пометьте:
«Задачник «Кванта», новая задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по матема-
тике»).

В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс, в котором Вы учитесь.
Задачи М1996, М1997, М2001, М2004 предлагались на XXVII Турнире городов, задачи

М1998, М2000 предлагались на IX Кубке памяти А.Н. Колмогорова, задача М1999 предлагалась
на XXVI Уральском турнире юных математиков, задача М2005 – на олимпиаде лицея 239
Санкт-Петербурга.

Задачи
по математике и физике

З А Д А Ч Н И К  « К В А Н Т А »

Задачи М1996–М2005, Ф2003–Ф2012

М1996. При каких n найдутся такие различные нату-

ральные числа 1 2, , , na a a… , что сумма 1 2

2 3

a a

a a
…+ +

1

na

a
+

– целое число?
А.Шаповалов

М1997. На сторонах прямоугольного треугольника
ABC площади 1 построены во внешнюю сторону квад-
раты с центрами D, Е, F. Докажите, что площадь
треугольника DEF не меньше 2.

В.Филимонов, И.Богданов, Ю.Кудряшов

М1998. В одной кучке лежат n камней, а в другой – k
камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в
которой число камней четное, и половину имеющихся
в ней камней перекладывает в другую кучку (если в
обеих кучках четное число камней, то автомат выбира-
ет кучку случайным образом). Если в обеих кучках
число камней оказалось нечетным, автомат прекращает
работу. Сколько существует упорядоченных пар нату-
ральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для
которых автомат через конечное время обязательно
остановится?

А.Гейн

М1999. Можно ли расположить на бесконечном клет-
чатом листе 2005 прямоугольников из трех клеток так,
чтобы каждый прямоугольник с двумя другими прямо-
угольниками имел ровно по одной общей точке, а с
остальными прямоугольниками общих точек не имел?

К.Кноп, С.Берлов

M2000. Есть n мудрецов и неограниченный запас
колпаков каждого из n различных цветов. Мудрецы
одновременно закрывают глаза, и каждому из них
надевают на голову какой-то колпак (например, все
надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Муд-
рецы открывают глаза. Каждый видит, какие колпаки
надеты на остальных, но не видит своего. После этого
каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его
колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от
остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее
договориться о совместных действиях таким образом,
чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет
своего колпака.

Фольклор

М2001. Дан треугольник  ABC, в котором проведены
биссектрисы 1AA , 1BB  и 1CC . Известно, что величины
углов А, В и С относятся как 4:2:1. Докажите, что

1 1 1 1A B AC= ,
С.Токарев

М2002*. Пусть a, b, с – положительные числа, сумма
которых равна 1. Докажите, что

1 1 1 25

1 48a b c abc
+ + ≥

+
.

Я.Алиев

М2003*. а) Докажите, что при любых натуральных а,
b, с, n уравнение

( )2 2 2 2 2 2
n

x y z a b c+ + = + +

разрешимо в натуральных числах x, у, z.
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б) Докажите, что при любом нечетном 3n ≥  и любых
натуральных а, b, с уравнение

2 2 2 nax by cz t+ + =

разрешимо в натуральных числах x, у, z, t.
в) Докажите, что найдутся такие натуральные a, b, с,
что уравнение

2 2 2 2ax by cz t+ + =

неразрешимо в натуральных числах x, у, z, t.
А.Авакян

М2004. У Карлсона имеется 1000 банок с вареньем.
Банки не обязательно одинаковые, но в каждой не
больше чем 1/100 часть всего варенья. На завтрак
Карлсон может съедать поровну варенья из любых 100
банок. Докажите, что Карлсон может действовать так,
чтобы за некоторое количество завтраков съесть все
варенье.

Д.Мусатов

М2005*. Докажите, что выпуклый многогранник с п
вершинами нельзя разрезать менее чем на n – 3 тетра-
эдра.

Р.Карасев

Ф2003. Тонкое велосипедное колесо раскрутили вок-
руг его оси, удерживая ее неподвижной. При этом
пришлось совершить работу А и вся эта работа пошла
на увеличение механической энергии колеса. Колесо
осторожно поставили на горизонтальную поверхность
тележки такой же массы, которая может свободно
двигаться по гладкому горизонтальному столу. Какое
максимальное количество теплоты может выделиться в
системе, пока колесо не покинет тележку? Колесо во
время движения остается вертикальным.

А.Сложнов

Ф2004. На гладком горизонтальном столе находится
тележка массой 3 кг, на ее поверхности лежит очень
легкий лист бумаги, на нем – груз массой 1 кг. Лист
бумаги тянут в горизонтальном направлении силой
10 Н. С каким ускорением движется этот лист, если
коэффициент трения между бумагой и каждым из тел
составляет 0,7?

А.Старов

Ф2005. Через легкий блок, закрепленный на большой
высоте над горизонтальной поверхностью земли, пере-
брошена гибкая веревка. Концы веревки сложены
внизу двумя «бухтами», которые не препятствуют
движению. С одной стороны блока за веревку ухватил-
ся человек массой М = 60 кг, который быстро переби-
рает руками, стараясь висеть на одной высоте над
землей. При некоторой установившейся скорости дви-
жения веревки это ему удается. Найдите эту скорость.
Масса одного метра веревки 2 *ã ìρ = . Ускорение
свободного падения считать равным 2

10 ì “g = . Тре-
ние в блоке отсутствует.

А.Повторов

Ф2006. Теплоизолированный сосуд, содержащий ге-
лий при температуре 0 30 jT = , движется со скорос-
тью v = 1000 м/с. Какой станет температура газа в

сосуде через некоторое время после резкой остановки
сосуда? Теплообменом газа со стенками сосуда пренеб-
речь. Моль гелия имеет массу m = 4 г.

А.Старов

Ф2007. В цилиндре под поршнем находится при нор-
мальных условиях порция гелия в количестве

2 ì%ëüν = . Ей сообщают количество теплоты Q =
= 100 Дж, при этом температура гелия увеличивается
на 10 jT∆ = . Оцените изменение объема газа, считая
его теплоемкость в этом процессе постоянной.

А.Газов

Ф2008. Закрепленная неподвижно непроводящая тон-
костенная сфера массой М равномерно заряжена по
поверхности полным зарядом Q. Из нее вырезают
маленький кусочек, масса которого равна 1/10000
массы сферы, сминают его в крошечный комочек,
помещают в центр сферы (заряд кусочка при этом
сохраняется) и отпускают. Какая скорость у него будет
на большом расстоянии от сферы? А какую скорость он
приобретет к моменту вылета из сферы? Силы тяжести
отсутствуют.

А.Зильберман

Ф2009. К идеальной батарейке с ЭДС 0 1,3 bU =

подключена мостиковая электрическая цепь, собран-
ная из трех одинаковых
вольтметров и двух одина-
ковых миллиамперметров,
причем один из миллиам-
перметров включен в диаго-
наль мостика (см. рисунок).
Известно, что показания
миллиамперметров отлича-
ются в 3 раза. Определите
показания каждого из вольтметров. Сопротивление
вольтметра больше, чем у миллиамперметра.

А.Простов

Ф2010. Две одинаковые легкие пружины прикреплены
к маленькому массивному телу. Одна из пружин дру-
гим концом приклеена к полу, другая пружина – к
потолку. Рассмотрим два варианта малых колебаний
тела – в вертикальном и горизонтальном направлени-
ях. Найдите отношение периодов таких колебаний.
Пружины в положении равновесия вертикальны. На-
чальные длины пружин считать малыми.

Р.Александров

Ф2011. Параллельно включены катушки с индуктивно-
стями L и 2L и резистор сопротивлением R. В данный
момент токи через катушки одинаковы по величине,
текут в одну сторону и составляют 0I  каждый. Какой
полный заряд протечет через резистор за большое
время и сколько тепла выделится в резисторе? Указан-
ные элементы цепи считать идеальными, никаких дру-
гих элементов в цепи нет.

З.Рафаилов

Ф2012. Катушку индуктивности и конденсатор соеди-
нили параллельно и подключили к сети переменного
напряжения 220 В, 50 Гц последовательно с ампермет-



ром переменного тока (сопротивление амперметра очень
мало). Показания амперметра составили при этом
0,015 А. Теперь катушку и конденсатор соединили
последовательно и вновь подключили к сети. Напряже-
ние, измеренное на конденсаторе вольтметром (его
сопротивление можно считать очень большим), соста-
вило 300 В, а напряжение на зажимах катушки оказа-
лось равным 85 В. Считая показания приборов точны-
ми, определите по этим данным емкость конденсатора,
индуктивность катушки и сопротивление провода, ко-
торым намотана катушка. Конденсатор можно считать
идеальным, потери в сердечнике катушки очень малы
– неидеальность катушки определяется сопротивлени-
ем провода, которым она намотана.

А.Длиннов

Решения задач М1976–М1980,
Ф1988–Ф1997

М1976. Пусть N – любое натуральное число. Докажи-
те, что в десятичной записи либо числа N, либо числа
3N найдется одна из цифр 1, 2, 9.

Если число N начинается на 1, 2 или 9, то доказывать
нечего.
Если число N начинается на 3, 4, 5, 6, 7 или 8 и имеет
k цифр, то 1 1

3 10 9 10
k kN- -

◊ £ < ◊ , поэтому 1
9 10

k-
◊ £

1
3 27 10

kN -
£ < ◊ , откуда 1

9 10 3 3 10
k kN-

◊ £ < ◊ , т.е.
число 3N либо имеет k цифр и начинается с цифры 9,
либо имеет k + 1 цифру и начинается с цифры 1 или 2.

П.Кожевников

М1977. В первом ряду шахматной доски стоят 8
одинаковых черных ферзей, а в последнем ряду – 8
одинаковых белых ферзей. За какое минимальное
число ходов белые ферзи могут обменяться местами
с черными? Ходят белые и черные по очереди, передви-
гая по одному ферзю за ход. Ферзь ходит по верти-
кали, горизонтали или диагонали на любое число
клеток (если на его пути нет других ферзей).

Ответ: за 23 хода.
Из пары ферзей на одной не крайней вертикали тот, кто
сходит раньше, должен сделать минимум два хода; 6
таких пар затратят не менее 18 ходов. Из четверки
угловых ферзей тот, кто сходит первым, тоже должен
сделать минимум два хода, итого еще 5 ходов.

Пример на 23 хода
приведен на рисунке
(первым ходит черный
ферзь).

Э.Лю, С.Дориченко

М1978. Биссектрисы
углов BAD и BCD впи-
санного четырехуголь-
ника ABCD пересека-
ются в точке K, лежащей на диагонали BD. Точка
М – середина отрезка BD. Прямая, параллельная AD
и проходящая через С, пересекает луч AM в точке
Р, лежащей вне четырехугольника. Докажите, что
DP = DC.

По свойству биссектрисы (см. рисунок), 
AB BK

DA DK
= =

BC

CD
= , поэтому AB CD BC DA◊ = ◊ .

Пусть точка C¢  симметрична точке С относительно
серединного перпендикуляра к отрезку BD, и прямая
AC¢  пересекает BD в точке M ¢ . Из симметрии
BC DC= ¢ , DC BC= ¢ , отсюда AB BC AD DC◊ = ◊¢ ¢ .
Четырехугольник ABC D¢  вписанный, поэтому сумма
углов ABC¢  и ADC¢  равна 180°. Площади треуголь-
ников ABC¢  и ADC ¢  равны:

1
sin

2
ABCS AB BC ABC

¢ = ◊ – =¢ ¢

= 
1

sin
2

ADCAD DC ADC S
¢

◊ – =¢ ¢ .

С другой стороны, 
1

sin
2

ABCS AC BM AM B
¢ = ◊ –¢ ¢ ¢ ,

1
sin

2
ADCS AC DM AM D

¢ = ◊ –¢ ¢ ¢ . Так как sin AM B– =¢

= sin AM D– ¢ , то BM DM=¢ ¢ , т.е. M ¢  совпадает с М,

и C¢  лежит на прямой, содержащей точки А, М, Р.
Поскольку из симметрии дуги ВС и DC¢  равны, то
MAD CAB CDB– = – = – . Аналогичным образом из

условия AB CD BC DA◊ = ◊  выводятся равенства

MCD BCA BDA– = – = – .
Так как CP AD! , то ADC PCD– = –  и CPM– =

MAD= – . Из последнего равенства вытекает, что
CPM MDC– = – , значит, четырехугольник CPDM

вписан в окружность, поэтому MPD MCD– = – =

MDA= – . Окончательно,

CPD CPM MPD– = – + – =

= MDC MDA ADC PCD– + – = – = – ,

т.е. треугольник DCP равнобедренный, и DP = DC.
Замечание. Вписанные четырехугольники с равными
произведениями противоположных сторон называют-
ся гармоническими. В таких четырехугольниках диаго-
наль является симедианой (т.е. прямой, симметричной
медиане относительно соответствующей биссектрисы)
для треугольников, на которые четырехугольник раз-
бит другой диагональю. Это одно из интересных свойств
гармонических четырехугольников, которое фактичес-
ки и использовалось в решении задачи.

В.Шмаров
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М1979. На прямолинейной дороге стоят несколько
светофоров. На каждом светофоре красный и зеле-
ный свет горят по равному целому количеству минут
(для разных светофоров эти количества могут раз-
личаться). Автогонщик в каждый момент либо едет
с фиксированной скоростью, либо стоит на красный
свет у светофора. Он изучил режим работы свето-
форов и утверждает, что, выехав в соответствую-
щее время, он может доехать от начала до конца за
30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту.
Могут ли его слова оказаться правдой? (Если гонщик
подъезжает к светофору в момент переключения
света, он считает, что свет уже переключился.)

Ответ: нет, не могут.
Пусть ( )f t  – время, за которое гонщик доедет до
финиша, если он стартует в момент t, и Т – наименьшее
общее кратное всех периодов работы светофоров. Тог-

да ( ) ( )f t T f t+ = , т.е.
f периодична с перио-
дом Т. Будем считать,
что ( )0 32f = . Из
периодичности следу-
ет, что на отрезке

[ ]0;T  найдется точка
s, для которой

( ) 30.f s =  Подберем
единицу длины так,

чтобы скорость гонщика была равна 1, и рассмотрим
график ( )f t  на отрезке [ ]0;T .
Лемма. График представляет собой конечное число
отрезков (с выколотыми правыми концами), направ-
ленных горизонтально или с угловым коэффициентом
–1 (т.е. под углом 135° к оси абсцисс); при этом в
точках разрыва происходит скачок вверх (рис.1).
Доказательство. Индукция по числу светофоров. Если
светофоров нет, то функция постоянна. Иначе рассмот-
рим самый первый светофор и мысленно уберем его.
Соответствующая функция ( )1f t  для полученной сис-
темы светофоров имеет требуемый вид по предположе-
нию индукции.
Разобьем всю ось абсцисс на полуинтервалы так, что,
выехав во время одного из них, гонщик попадает на
фиксированный свет первого светофора («зеленые» и
«красные» интервалы). На зеленых интервалах фун-
кции f и 1f  совпадают. Пусть [ )1 2;t t  – один из
красных интервалов. Тогда, выехав в любое время

[ )1 2;t t tŒ , гонщик попадет на красный свет первого
светофора и поэтому приедет к финишу в то же
время, как если бы выехал во время 2t  (т.е.

( ) ( ) ( )2 2f t f t t t= + - ). При этом ( ) ( )2 1 2f t f t= , так как
момент 2t  принадле-
жит зеленому интер-
валу. Таким образом,
график ( )f t  получа-

ется из ( )1f t  заменой
части графика, соот-
ветствующей [ ]1 2;t t ,
на отрезок (рис.2; то
же нужно проделать

со всеми красными интервалами). Поскольку отрезок,
на который мы заменяем, имеет минимальный воз-
можный угловой коэффициент (а именно –1), то
заменяемая часть графика ( )1f t  может лежать только
под новым отрезком или частично совпадать с ним.
Поэтому в левом его конце может произойти скачок
только вверх. Лемма доказана.
Завершим решение задачи. Рассмотрим самый левый
отрезок, на котором есть точка с ординатой, не большей
31 (такой отрезок найдется, поскольку по условию есть
даже точка с ординатой 30). Ордината его левого конца
не меньше 31 (иначе, так как скачки происходят только
вверх, то и на предыдущем отрезке были ординаты,
меньшие 31). Значит, на этом отрезке есть и точка с
ординатой 31, что и требовалось.
Замечание 1. Из решения видно, что условие равенства
времени зеленого и красного света излишне. На самом
деле условие целочисленнности периода работы свето-
фора также не является необходимым. Для того чтобы
решить задачу в общем случае, достаточно понять, что
какой-то момент старта, при котором гонщик проезжа-
ет дорогу меньше чем за 31 минуту, наступит позже,
чем момент старта, соответствующим 32 минутам.
Замечание 2. Читатели, знакомые с основами матема-
тического анализа, могут найти другое решение, осно-
вывающееся на следующей теореме.
Теорема. Пусть функция f такова, что ( )f x ε+ ≥

( )f x ε≥ -  при любом x и любом ε >0 и ( ) ( )f a f b> при
некотором  а < b. Тогда функция на отрезке [ ];a b
принимает все значения от ( )f b  до ( )f a .

И. Богданов

М1980. Докажите, что любой выпуклый центрально-
симметричный многоугольник площади 1 можно поме-
стить в некоторый центрально-симметричный шес-
тиугольник площади 4/3.

Пусть M  – данный выпуклый многоугольник, и О –
его центр симметрии.
Среди всех треугольников с вершинами в вершинах
многоугольника M  выберем треугольник ABC наи-
большей площади. Проведем через вершины А, В, С
прямые а, b, с, параллельные ВС, СА, АВ соответ-
ственно (см. рисунок). Пусть прямые a, b, с образуют
в пересечении треугольник 0 0 0A B C ; таким образом,
треугольник ABC образован средними линиями треу-
гольника 0 0 0A B C . Предположим, что некоторая вер-
шина X многоугольника M  лежит в той полуплоскости
относительно а, которая не содержит ВС. Тогда рассто-

Рис. 1

Рис. 2



яние от X до ВС будет больше, чем расстояние от A до
ВС, тем самым, площадь XBCS  будет больше, чем

ABCS , вопреки выбору треугольника ABC. Следова-
тельно, предположение неверно, и все вершины M
лежат в одной полуплоскости с ВС относительно а.
Аналогично доказываем, что все вершины M  лежат в
одной полуплоскости с СА относительно b и в одной
полуплоскости с АВ относительно с. Это означает, что
все вершины M  (и, следовательно, сам многоугольник
M ) содержатся в треугольнике 0 0 0A B C .
Рассмотрим вершины A¢ , B¢ , C¢  многоугольника M ,
симметричные вершинам A, B, С относительно О, а
также прямые a¢ , b¢ , c¢ , симметричные прямым а, b,
с относительно О. По доказанному, A¢ лежит в тре-
угольнике 0 0 0A B C , а из симметрии вытекает, что все
вершины M  лежат по одну сторону от a¢ . Поэтому
прямая a¢  пересекает отрезки 0A B  и 0A C  в некоторых
точках K и L (точка A¢  лежит на отрезке KL).
Аналогично, прямая b¢  пересекает отрезки 0B C  и 0B A
в некоторых точках М и N, прямая c¢  пересекает
отрезки 0C A  и 0C B  в некоторых точках Р и Q.
Многоугольник M  содержится в пересечении полос,
образованных прямыми а и a¢ , b и b¢ , с и c¢ , т.е. в
шестиугольнике KLMNPQ. Этот шестиугольник име-
ет центр симметрии О, поскольку пары противополож-
ных сторон симметричны относительно О.
Докажем, что KLMNPQ – искомый шестиугольник,
оценив его площадь. Пользуясь тем, что медиана делит
треугольник на два равновеликих треугольника, запи-
шем равенства для площадей: A OB AOBS S¢ = ,

A OC AOCS S¢ = , B OC BOCS S¢ = , B OA BOAS S¢ = , C OAS ¢ =

COAS= , C OB COBS S¢ = . Сложив эти равенства, полу-

чим 2AC BA CB ABCS S¢ ¢ ¢ = . Так как многоугольник M

содержит шестиугольник AC BA CB¢ ¢ ¢ , то AC BA CBS ¢ ¢ ¢ £

1£ , следовательно, 
1

2
ABCS £  и 

0 0 0
4 2A B C ABCS S= £ .

Пользуясь подобием треугольников 0 0 0A B C , 0A LK ,

0MB N  и 0QPC , можно положить 0

0 0

A K
x

A C
= =

0

0 0 0 0

A L KL

A B B C
= = , 0 0

0 0 0 0

B M B N
y

B A B C
= = , 0 0

0 0 0 0

C P C Q
z

C B C A
= = ,

кроме того, 
0 0 0 0

2

A KL A B CS x S= , 
0 0 0 0

2

B MN A B CS y S= ,

0 0 0 0

2

C PQ A B CS z S= . Заметим, что

0 0 0 0 0 0B C B N NP PC B N KL PC= + + = + + =

= 0 0 0 0 0 0y B C x B C z B C◊ + ◊ + ◊ ,

откуда х + у + z = 1. Далее,

0 0 0 0 0 0KLMNPQ A B C A KL B MN C PQS S S S S= - - - =

= ( )( ) 0 0 0

2 2 2
1 A B Cx y z S- + + .

По неравенству о средних, 
( )

2

2 2 2

3

x y z
x y z

+ +
+ + ≥ =

1

3
= , следовательно, 

0 0 0

2 4

3 3
KLMNPQ A B CS S£ £ .

И.Богданов, П.Кожевников

Ф1988. Кролик бежит по
прямой с постоянной ско-
ростью 1v , за ним по плос-
кости гонится лиса. Ско-
рость лисы 2v  постоянна
по величине и все время
направлена в ту точку, где
находится в данный мо-
мент кролик. В некоторый
момент расстояние между
участниками забега со-
ставляет L, а угол между
векторами их скоростей
равен α . Найдите ускорение лисы в этот момент.

Скорость лисы по модулю не меняется, ее ускорение
связано с поворотом вектора 2v

"
. Найдем угол поворота

δ  (см. рисунок) за очень малый интервал времени τ :
расстояние КЛ уменьшается до (1 1 2j k L v= - -

)1 cosv α τ- . По теореме синусов,

( )
1 1 1

sin sin 180

jj j k

δ α
=

∞ -
, или 

( )2 1 1
cos

sin sin

L v v vα τ τ

α δ

- -
= .

Отсюда находим угол поворота:

( )
1

2 1

sin
sin

cos

v

L v v

τ α
δ

α τ
=

- -

и ускорение лисы:

2 2 sinv v
a

δ δ

τ τ
= ª =

( )
1 2 1 2

2 1

sin sin

cos

v v v v

L v v L

α α

α τ
ª

- -
.

А.Лисов

Ф1989. В системе на рисунке 1 ось
верхнего блока закреплена, а сам этот
блок склеен из двух блоков разных
радиусов – один из радиусов ровно
вдвое больше другого. Радиусы под-
вижных блоков подобраны так, что
свисающие концы нити вертикальны.
Масса маленького груза справа навер-
ху равна М; на нити, намотанной на
малый диаметр верхнего блока, зак-
реплен груз массой 3М; масса нижнего
груза 2М. Систему вначале удержи-
вают, затем отпускают, и начина-
ется движение. Найдите ускорения
подвижных блоков. Во сколько раз
отличаются угловые ускорения верх-
него (двойного) и самого нижнего бло-
ков?

Введем обозначения: Т – натяжение нити слева и
справа от верхнего блока (считаем, что трения нити о
блок нет), F – натяжение нити на малом диаметре
верхнего блока, а – ускорение груза массой 3М, b –
ускорение среднего блока (рис. 2). Остальные силы
легко выражаются через Т. Ускорения тел тоже легко
выразить: груз массой 2М имеет ускорение, равное

2

a b-
 и направленное вниз; груз массой М имеет

ускорение, равное 2b – a и также направленное вниз.

Рис. 1
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Ясно, что F = 0 (верхний блок
очень легкий, так что суммарный
момент сил должен быть нулевым).
Запишем уравнения для грузов:

2 2 2
2

a b
Mg T M

-
- = ◊ ,

3 3
2

T
Mg M a+ = ◊ ,

( )2
2

T
Mg T M b a+ - = ◊ - .

Отсюда находим

8

7
a g= , 

6

7
b g= , 

1

2 7

a b
g

-
= ,

 
6

7
T Mg= .

Если радиус внутреннего верхнего
блока R, то радиус нижнего блока 1,25R. Угловое
ускорение верхнего блока (если нить не проскальзыва-
ет по блоку) равно

1

2 2

2 7

b a g

R R
ε

-
= = .

Угловое ускорение самого нижнего блока составляет

2 1

42 2
1,25 7

a b
b

g

R R
ε ε

-
-

= = = .

А.Зильберман

Ф1990. На тонкой легкой нити к потолку подвешен
маленький шарик массой М; период малых колебаний
получившегося маятника равен 0T . Шарик отводят

в сторону и толчком придают ему
начальную скорость – такую, что
он описывает окружность, лежа-
щую в горизонтальной плоскости.
Каким может быть время одного
оборота, если нить выдерживает
натяжение не более 10Мg?

Радиус окружности, по которой
движется шар, равен sinR l α= ,
где l – длина нити (см. рисунок).
Запишем уравнения движения ша-
рика по вертикали:

cos 0F mgα - =

и по горизонтали:

2 2
sin sinF m R m lα ω ω α= = , или 2 F

ml
ω = .

Период обращения равен

2
2 2

ml l mg
T

F g F

π
π π

ω
= = = ◊ .

Если угол взять малым, то

F mgª  и 1 0 2
l

T T
g

πª = .

В предельном случае, когда F = 10mg, мы получим

0

2
10

T
T = .

Итак,

0

0
10

T
T T£ £ .

П.Шаров

Ф1991. В компьютерной модели по дну квадратной
коробки площадью 2

 1 ì  скользят две одинаковые
шайбы радиусом 1 см. Скорости шайб по величине все
время равны 1 м/с, а направление скоростей меняет-
ся случайным образом при столкновениях шайб со
стенками коробки и между собой. Оцените, за какое
время произойдет 1000 ударов между шайбами. Сколь-
ко раз за это время шайбы ударятся о все стенки
коробки?

Как обычно, рассмотрим «заметаемую» площадь –
полосу шириной 2d, где d – диаметр шайбы (см.
рисунок). Если центр
другой шайбы попадет в
эту полосу, произойдет
удар.
Для числа ударов

3

1 10N =  время τ  найдем из условия

2

0 12v d N aτ ◊ = ,

где а = 1 м – сторона квадратного дна коробки, откуда
2 3 2

41

0

10 1 ì
2,5 10  c

2 2 0,02 ì 1 ì “

N a

dv
τ

◊
= = = ◊

◊ ◊
.

Число ударов об одну из стенок за это время составит
0

2

0 1

2 1

0

1 2

4 2 22 2 4 2

v

v N a a
N N

a dva d

τ

= = = ,

а число ударов о все стенки будет равно

5

2 1 135 3,5 10
2

a
N N N

d
= ª = ◊ .

При расчете соударений мы не учли движения второй
шайбы, но для грубой оценки это вполне допустимо.

А.Ударов

Ф1992. Цикл Карно 1–2–3–4–1 (рис.1), проводимый
с порцией идеального газа, имеет термодинамический
КПД 0η . Цикл разделили на два – первый 1–2–4–1 и
второй 4–2–3–4 (процесс 4–2 идет при повышении
давления и объема газа, и зависимость давления от
объема на этом участке линейная). Известен термо-
динамический КПД первого цикла (1–2–4–1), он ра-
вен 1η . Найдите аналогичный КПД второго цикла.

Рис. 2

Рис. 1 Рис. 2



Введем обозначения (рис.2): 0Q  – количество тепло-
ты, полученное на участке 1–2, 2Q  – количество
теплоты, отдаваемое в первом цикле на участке 2–4.
Тогда работа в первом цикле равна 1 0 2A Q Q= - , а
КПД составляет

1 0 2

1

0 0

A Q Q

Q Q
η

-
= = , откуда ( )2 0 11Q Q η= - .

Для второго цикла КПД равен

( )
2 2

2

2 0 11

A A

Q Q
η

η
= =

-
.

Выразим величину работы 2A :

( )2 %K? 1 0 0 0 1 0 0 1A A A Q Q Qη η η η= - = - = - .

Тогда окончательно

( )

( )
0 0 1 0 1

2

0 1 11 1

Q

Q

η η η η
η

η η

- -
= =

- -
.

Ц.Карнов

Ф1993. Из очень тонкой проволоки сделали окруж-
ность, припаяли диаметр из такой же проволоки и

еще один диаметр – пер-
пендикулярно первому. Се-
редины «диаметральных»
проволочек соединили меж-
ду собой. Один из выводов
омметра присоединили к
произвольной точке окруж-
ности, другой – к диамет-
рально противоположной ее
точке. Во сколько раз от-
личаются максимальное и
минимальное значения по-
казаний прибора?

Можно выбрать на окружности произвольную точку и
честно посчитать получившееся сопротивление – это не
слишком сложно, но очень нудно…

Ясно, что нужно посчитать случаи подключения к
точкам АБ и 1 1` a  (рис.1).
Обозначим сопротивление проволочки-радиуса буквой
r, тогда «четвертушка» окружности имеет сопротивле-

ние 
2
r

π
. Для подключения АБ эквивалентная схема

изображена на рисунке 2. Аналогично, для подключе-
ния 1 1` a  эквивалентная схема приведена на рисунке 3.
Таким образом,

1 1

8
0,72

8

`a

` a

R

R π
= ª

+
.

О.Простов

Ф1994. Параллельные проводящие рельсы расположе-
ны горизонтально на расстоянии d друг от друга и
помещены в однородное магнитное поле, вектор индук-
ции которого 0B

#"
 направлен перпендикулярно их плос-

кости. Рельсы замкнуты резистором большого сопро-
тивления R. Вдали от резистора на рельсах лежит
массивный проводящий стержень, он составляет угол
45° с рельсами. С какой силой нужно действовать на
стержень в горизон-
тальном направле-
нии, чтобы он сколь-
зил вдоль рельсов по-
ступательно с посто-
янной скоростью 0v ?

Найдем ток, который
будет протекать в контуре (см. рисунок). Пренебрегая
самоиндукцией (R – велико), получим

,…ä 0 0B v dΦ= =¢E ,    
,…ä 0 0B v d

I
R R

= =
E

.

Сила Ампера направлена перпендикулярно стержню
АБ и равна

0 2F IB d= .

По горизонтали нужно действовать силой

2 2

0 0

1
2

B v dF
F

R
= =

(и с такой же силой – в перпендикулярном направле-
нии).

З.Рафаилов

Ф1995. Параллельно друг другу подключены две ка-
тушки, индуктивности которых 1 Гн и 2 Гн, и
конденсатор емкостью 100 мкФ. Конденсатор в дан-
ный момент заряжен до напряжения 200 В, а через
катушки текут одинаковые (и одинаково направлен-
ные) токи по 0,1 А. Найдите максимальный ток через
катушку индуктивностью 1 Гн. Оцените, через ка-
кое время напряжение конденсатора изменит знак на
противоположный (можно было бы посчитать и точ-
но, но расчет получился бы довольно громоздким).
Элементы цепи считайте идеальными.

Максимальный (и минимальный) ток через катушку
соответствует нулевой ЭДС индукции – конденсатор в
такие моменты разряжен. Тогда, в соответствии с
законом сохранения энергии, можно записать (см.

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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рисунок)
2 2 2 2 2

0 0 0 1 22 2

2 2 2 2 2

LI LI CU LI LI
+ + = + .

В контуре L – 2L магнитный поток сохраняется
(сверхпроводящий контур), т.е.

0 0 2 12 2LI LI LI LI- = - ,

откуда

0 1

2
2

I I
I

+
= .

После преобразований из первого уравнения получаем
2

2 2 0

1 0 1 0

2
3 2 5 0

CU
I I I I

L
+ - - = .

Отсюда
2

2 2 0

0 0 0 2

0

1max

6
15

1,7 A
3

CU
I I I

LI
I

- - + +

= ª .

Энергия конденсатора в начальном состоянии во много
раз больше, чем энергия катушек. Следовательно,
искомый интервал времени практически равен полови-
не периода колебаний:

.*"

2
0,026 c

3
L C LCτ π π= = ª .

Р.Александров

Ф1996. Конденсатор емкостью С и катушка индук-
тивностью L соединены друг с другом, и в получив-
шемся контуре происходят колебания. В тот мо-
мент, когда напряжение конденсатора составляло

1U , а через катушку тек ток 1I , параллельно конту-
ру подключили резистор сопротивлением R. Какое
количество теплоты выделится в резисторе? Какой
заряд протечет через катушку, начиная с этого
момента?

С энергией, переходящей в тепло, все ясно – вся
энергия контура «уйдет» в тепло:

2 2

1 1

2,Cë
2 2

CU LI
W+ = .

Теперь – второй вопрос задачи. За малый промежуток
времени t∆  через резистор протечет заряд

,…ä i

iq t
R

∆ ∆=
E

, а суммарный заряд через резистор

составит

i
iq

R

∆Φ
∆

-
= =
В

В ( ) 1

*%… …=÷

LIL
I I

R R
- - = .

Куда протек заряд, тоже ясно – достаточно взять очень
малое С. Конденсатор «потерял» заряд 1CQ CU= ,

через резистор протек заряд 1

R

LI
Q

R
= , поэтому, с

учетом знаков, заряд через катушку равен

1

1L

LI
Q CU

R
= + .

Ответ получен для случая, изображенного на рисунке.
Величины 1U  и 1I  могут быть и отрицательными!

А.Зильберман

Ф1997. К точка А и Б схемы, изображенной на рисунке
1, подключают источник переменного напряжения
36 В, 50 Гц. Что покажет вольтметр с большим
внутренним сопротивлением, если включить его между
точками Б и В? Конденсаторы в схеме имеют емкости,
например, 1 мкФ.
Диоды можно счи-
тать идеальными.
Придумайте так-
же хорошее назва-
ние для этой схе-
мы.

На рисунке 2 мы ввели некоторые обозначения, потен-
циал точки Б будем считать нулевым (это не влияет на
ответ!). Через диод 1 первый из конденсаторов заря-
дится до 0 50 BU ª . При этом потенциал точки 1B
будет меняться вместе с потенциалом точки А (рис.3),
но при этом

1 0B A Uϕ ϕ- = .

Максимальное
значение этого
потенциала соста-
вит 02 100 BU ª .
Через диод 2 второй конденсатор будет заряжен до
этого потенциала, т.е. 02

c
Uϕ = . Легко видеть, что и

остальные конденсаторы
таким же образом будут
заряжены через соответ-
ствующие диоды, и по-
тенциал точки В («вы-
ход» схемы) составит
примерно 05 250 BU =

(если диоды и в самом
деле идеальные!).
Все это справедливо,
если сопротивление вольтметра («нагрузка») доста-

точно велико, т.е. V

1
0,02 cCR

f
=≫ . Например, если

V 1 lnìR = , то это условие выполняется хорошо.

Такую схему называют «выпрямитель с умножением
напряжения», или просто «умножитель», и использу-
ют для получения высоких напряжений.

У.Множителев

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3



Задачи
К  М  Ш

Эти задачи предназначены прежде всего учащимся 6 – 8
классов. И
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1. Профессор Мумбум-Плюмбум придумал новый
замечательный отрезок. А именно: проведенный внут-
ри треугольника отрезок называется мумбианой, если
он делит исходный треугольник на два равных между
собой треугольника. Докажите, что на самом деле
мумбиана является медианой.

А. Кремнев (ученик 7 кл.)

2. Чему равна сумма

+ + + +
+ + + + + +

1 1 1
1 ...

1 2 1 2 3 1 2 3 4

... +
+ + + +

1
?

1 2 3 ... 2006

Я.Камыш

3. В зоомагазине в 17 клетках находятся 44 чижа,
при этом никакая клетка не является пустой. Обяза-

тельно ли найдутся 5 клеток, в которых число чижей
одинаково?

В.Произволов

4. Возвратившись из путешествия, Гулливер расска-
зывал:

– После того как мне удалось примирить Лилипутию
и Блефуску, между некоторыми городами этих стран
организовались международные морские рейсы. В

каждой стране по 111 портовых городов – мелких и
крупных. Каждый крупный город связан рейсами бо-
лее чем с половиной городов другого государства, а
каждый мелкий город – менее чем с половиной.
Оказалось, что в Лилипутии есть крупный город, не
связанный рейсами ни с каким крупным городом
Блефуску, и есть мелкий город, связанный со всеми
мелкими городами Блефуску. Не ошибся ли Гулливер?

И.Акулич

5. Какая минимальная длина ленточки (без учета
«бантика») потребуется для перевязки коробки кон-
фет размером ¥ ¥21 15 3  (в сантиметрах) «подароч-
ным» способом?

А.Ряховский
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Капризные числа
А .ЖУКОВ

–П
АПА, ДЛЯ ЧЕГО СЛУЖИТ КНОПКА  «ВЫЗОВ  ПОРЯД-

  ка»? – однажды спросила меня маленькая
дочь, когда я пытался объяснить ей, как пользоваться
калькулятором «Электроника Б-36» (это давняя исто-
рия, сейчас эти сослужившие верную службу электрон-
ные помощники перекочевали из витрин магазинов в
музеи). После моих высоконаучных объяснений 1  она
протяженно так произнесла:

– А-а-а, а я думала – чтобы цифры не баловались…
Некоторые числа и в самом деле демонстрируют нам

свой непростой норов. Ответьте, пожалуйста, на такой
вопрос: квадрат какого числа равен 603729? Провере-
но, что многие в поисках ответа тянутся к калькулятору

(куда только не встроены эти устройства – даже в
мобильные телефоны) и после нескольких шустрых
манипуляций с кнопками безмятежно выдают ответ:
777. А между тем, ответ этот неполный. Еще в XII веке
индийский математик Бхаскара писал: «Квадрат как
положительного, так и отрицательного числа дает
положительное число, и потому квадратный корень из
положительного числа имеет два значения: положи-
тельное и отрицательное».

– Ах да, как это я упустил из виду? – обычно говорит
в таком случае собеседник.

– Хорошо, а можете ли вы объяснить, почему
произведение отрицательных чисел является положи-
тельным числом?

– Ну как – почему? Минус на минус дает плюс!
– Все верно, это правило озвучил еще Лука Пачоли

(1445–1514): «Meno via meno sempre fa piu». Но почему
минус на минус дает плюс?

Редко кто может вразумительно ответить на после-
дний вопрос, не ссылаясь на знаменитое правило
Пачоли или на поговорку, придуманную изобрета-
тельным профессором Парижского университета Пье-
ром Рамусом (1515–1572): «Недруг моего недруга –
мне друг». Эта поговорка действительно прелестна и
помогает запомнить трудновоспроизводимый нашим
образным мышлением факт. Рамусу принадлежит так-
же короткое «доказательство» правила знаков при
умножении отрицательных чисел: «E duabus negates
fit affirmativus» – «Два отрицания составляют утвер-
ждение». Именно с этим «доказательством» Рамуса
связывают появление впоследствии эпитета «отрица-
тельные» в названии обсуждаемых нами чисел.

О том, с какими огромными трудностями происходи-
ло постижение роли отрицательных чисел в математи-
ке, рассказано в краткой исторической справке в конце
статьи.

Для объяснения загадочного «правила знаков» нач-
нем с простенького уравнения (нынешние шестикласс-
ники с ним справятся играючи)

2 + х = 1.                         (* )

Давайте немного пофантазируем – представим, как
это уравнение могли бы решать представители различ-
ных эпох.

Архимед (ок. 287–212 до н.э.): Нет такого числа х,
которое удовлетворяло бы уравнению (* ).

1 Речь шла о так называемой экспоненциальной форме
представления чисел. Например, число 0,001 можно запи-
сать так: 1 ·10–3. В этой записи показатель степени –3
является порядком. И
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Диофант (III в.): х = 1 – 2, однако отрицательное
решение недопустимо.

Брахмагупта (598–ок. 660): х = 1 + (–2) = –1, ибо
сумма имущества и превосходящего его долга равна
новому долгу.

Бхаскара (1114–1185): х = –1, но это решение не
годится.

Никола Шюке (1445–1500): х = –1. Вычисление это,
которое другие считают невозможным, верно.

Франсуа Виет (1540–1603): Уравнение (* ) не имеет
корней.

Томас Гарриот (1560–1621): Алгебраические урав-
нения могут иметь лишь положительные решения,
поэтому уравнение (* ) не имеет корней.

Альбер Жирар (1595–1632): х = –1 – это является
решением, поскольку всякое алгебраическое уравне-
ние имеет столько корней, какова его степень.

Фрэнсис Мазер (1731–1824): Уравнение (* ) не
имеет корней. Чрезвычайно желательно не допускать
отрицательные корни в алгебру, а если таковые все же
возникнут, неукоснительно изгонять их.

Итак, первое, что нам нужно сделать, это признать
право на существование наряду с положительными
числами также и отрицательных чисел. Отныне и
впредь объявим, что всякое уравнение вида

a + x = b,                      (* * )

где а и b – произвольные положительные числа,
всегда имеет – и притом единственное – решение.
Этим вердиктом мы, ни много ни мало, узакониваем
факт существования отрицательных чисел. Это будут
такие числа, которые удовлетворяют уравнению (* * )
при положительных а и b, когда b < а.

Вдохновленные успехом, пойдем дальше. Почему,
собственно, числа а и b обязательно должны быть
положительными? Разрешим и им быть отрицатель-
ными. И пусть уравнение (* * ) всегда имеет – и
притом единственное – решение как для положитель-
ных, так и для отрицательных чисел а и b. (А почему бы
и нет?) Операцию разности x = b – a, которую мы ранее
безбоязненно применяли для положительных чисел а
и b, когда b > a, точно так же безбоязненно распрос-
траним и на случай b < a , причем а и b теперь могут
быть как положительными, так и отрицательными.
Подчеркнем, что под разностью b – a мы понимаем
такое число х, для которого выполняется равенство a +
+ x = b.

Далее на волне смелых обобщений вспомним, что
операции сложения и умножения для положительных
чисел подчинялись естественным законам:

a + b = b + a,                       (I)

ab = ba,                           (II)

a + (b + c) = (a + b) + с,              (III)

a(bc) = (ab)c,                      (IV)

(a + b)c =ac + bc.                     (V)

Потребуем, чтобы этим же законам подчинялись также
операции сложения и умножения на всем множестве
рассматриваемых нами чисел.

Пора перевести дух. Избегая ложной скромности,
описанное нами множество чисел мы назовем множе-
ством действительных или вещественных чисел и
обозначим R (от латинского слова Realis – действи-
тельный, существующий). Оказывается, увлекшись стро-
ительством числового мироздания, мы невольно со-
здали все необходимые предпосылки для появления
правила знаков «минус на минус дает плюс».

Все вышесказанное вполне мог бы привести в своей
гипотетической беседе с Лукой Пачоли современный
студент. Далее представим беседу нашего студента с
этим достопочтенным профессором средневековых
университетов Болоньи, Рима, Неаполя, Флоренции и
Милана, видным европейским алгебраистом, другом
Леонардо да Винчи.

Студент. Сначала выведем любопытные следствия
из всего вышесказанного – они нам, как в сказке, в
конце здорово помогут.

1) В множестве R существует ноль – такое число 0, что
для любого числа a, принадлежащего R, выполняется
равенство

а + 0 = a

(в силу ( I ) это равносильно равенству 0 + а = a).
Лука Пачоли. Что тут доказывать? Мы и так знаем,

что ноль существует.
Студент. Да, но здесь существование нуля с необхо-

димостью вытекает из сделанных выше допущений –
факт интересный сам по себе, а его доказательство
вполне соответствует отточенному стилю современной
алгебры.

Лука Пачоли. Хорошо, я принимаю правила вашей
игры, хотя, признаюсь, от меня это потребует немалых
усилий.

Студент. Взяв произвольное число a, мы замечаем,
что а + (а – а) = а. Вы со мной согласны?

Лука Пачоли. Да, конечно. Ведь взятие разности
b – a мы трактуем как нахождение такого числа х,
которое удовлетворяет равенству а + х = b, предпола-
гая, что это уравнение всегда имеет единственное
решение. В случае b = a как раз и получаем х = а – а.

Студент. Прекрасно, т.е. число а – а  вполне подхо-
дит на роль нуля.

Лука Пачоли. Но, может быть, это число а – а
является нулем только для числа а?

 Студент. Замечательный вопрос! Действительно,
нужно убедиться, что число а – а на самом деле
является нулем для всех введенных нами чисел. Мо-
жет показаться удивительным, но это так. Проверим
его действие на другом числе b № a. Прибавим
(а – а) слева к b и учтем, что по определению разно-
сти (b – a) число b можно заменить на величину а +
+ (b – a):

(а – а) + b = (a – a) + a + (b – a).

Лука Пачоли. Ну, а число (a – a) + a , в свою очередь,
равно а, поэтому наш результат равен a + (b – a) = b,
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т.е., подытоживая, получаем (а – а) + b = b. Да, число
(а – а) на самом деле подходит на роль нуля для
любого числа b.

Студент. Итак, ноль определяется однозначно, даже
если мы положим 0 = а – а, где а – произвольное
число множества R. Это замечательно – все-таки
хорошо, что ноль у нас один, а не много всяких разных.
Коль скоро ноль один-единственный, то понятно,
почему мы для его обозначения используем единый
хорошо всем знакомый символ 0.

Пойдем дальше.
2) Для операции разности выполняется закон, род-

ственный закону (V):

(а – b)c = ac – bc.

Лука Пачоли. Конечно, трудно было ожидать чего-
то другого.

Студент. Но проверим. По определению разности,
имеем b + (a – b) = a. Умножим обе части этого
равенства на с:

bc + (a – b)c = ac.

Лука Пачоли. Опять же, по данному вами определе-
нию разности, отсюда следует доказываемое равен-
ство.

Студент. Замечательно. Дальше я хочу обратить
ваше внимание на то, что ноль служит своеобразным
«зеркалом», которое позволяет для каждого числа
найти его «зеркальную» пару – противоположное ему
число. Мы будем говорить, что для числа а число (–а)
является ему противоположным, если выполняется
равенство а + (–а) = 0. Кстати, какова «зеркальная»
пара для числа (–(–a))?

Лука Пачоли. В силу зеркальной симметрии тако-
вым следует признать число а.

Студент. Превосходно. Я уточню, что зеркальная
симметрия в данном случае означает полное равно-
правие слагаемых в равенстве а + (–а) = 0. Каждое из
них является противоположным одно другому. Теперь
у нас появилась благоприятная возможность записать
число b – a в виде b + (–a). Действительно,

( )( ) ( )( )+ − + = + − + = + =0b a a b a a b b .

Лука Пачоли. Вижу: осталось лишь воспользоваться
определением разности. Прекрасно. Для полноты рас-
суждения следует отметить, что в этом доказательстве
использовались свойства (III), (I), а также несколько
ранее доказанных свойств.

Студент. А теперь выскажитесь по поводу такого
свойства:

3) Для любого числа а

◊ =0 0a .

Лука Пачоли. Безусловно, для меня это не новость,
но будем верны избранной стезе, выводя очевидное из
простого, но менее очевидного. Для произвольного
вспомогательного числа х имеем

◊0a  = а(х – х) = ах – ах = 0.

Студент. Великолепно! Последний «аккорд»:
4) Для любых чисел а и b справедливо равенство

(–а)b = –ab.

Лука Пачоли. В самом деле:

ab + (–a)b = (a + (–a))b = ◊0 b  = 0,

осталось лишь воспользоваться определением разно-
сти и свойством нуля.

Студент. Ну вот, наконец-то мы у цели: «минус на
минус дает плюс»!

Лука Пачоли. Действительно:

( ) ( ) ( )( ) ( )− − = − ⋅ − = − − =a b a b ab ab .

Да, молодой человек, я отдаю должное высочайшей
утонченности приведенных вами умозрительных пост-
роений.

Студент. Таков современный взгляд на алгебраичес-
кую природу чисел. Правило знаков получило свое
четкое обоснование лишь после того, как математики
стали исследовать алгебраические операции, изучать
множества и структуры чисел.

Историческая справка

Древние греки не владели отрицательными числами.
Вычитание из меньшего числа большего у них было невоз-
можно. В Индии VI–XI веков отрицательные числа система-
тически использовались для решения задач, однако работы
индийских математиков оказали мало влияния на развитие
европейской алгебры. Михаэль Штифель (1487–1567) хотя и
называл отрицательные числа «нелепыми числами» (numeri
absurdi), но уже представлял себе отрицательное число как
«меньше, чем ничто» (ficti infra nihil). Изобретатель буквен-
ной алгебры Франсуа Виет и его друг Томас Гарриот не
признавали отрицательных корней уравнений. Одним из
первых европейских математиков, допускавших существо-
вание таких корней, был Джироламо Кардано (1501–1576),
хотя и называвший отрицательные числа «придуманными»
(numeri ficti) в противовес числам настоящим (numeri veri).
Роль отрицательных чисел в упрощении буквенных уравне-
ний осознавал голландский математик Альберт Жирар.
Общепризнанными в алгебре отрицательные числа факти-
чески стали после выхода в свет «Геометрии» (1637) Рене
Декарта (1596–1650), где они получили реальное истолко-
вание в виде направленных ординат.

Термины отрицательные числа (numerus negativus) и поло-
жительные числа (numerus positivus) начали появляться в XVI
веке. Совместно впервые они были употреблены француз-
ским математиком де Бограном в 1638 году.

Природа отрицательных чисел оживленно обсуждалась в
течение XVIII–XIX столетий. В этой дискуссии принимали
участие Леонард Эйлер (1707–1783), Жан Лерон Д’Аламбер
(1717–1783), Колин Маклорен (1698–1746) и другие. Пьер
Симон Лаплас (1749–1827) утверждал, что «правило знаков
содержит в себе некоторые трудности». В литературе изве-
стно множество правдоподобных, но некорректных доказа-
тельств этого правила. Строгая трактовка понятия отрица-
тельного числа была дана в XIX веке, главным образом
благодаря работам Германа Грассмана (1809–1877), Уилья-
ма Гамильтона (1805–1865). Дальнейшее развитие теории



алгебраических структур, обобщающих понятие числа, про-
изошло в работах Карла Вейерштрасса (1815–1897), Рихарда
Дедекинда (1831–1916), Давида Гильберта (1863–1943) и
других.

Найдите ошибку в следующих рассуждениях

Парадокс Антуана Арно (1612–1694). Известно, что если
две дроби равны и в первой дроби числитель больше
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знаменателя, то и во второй дроби числитель должен быть

больше знаменателя. Значит, если 
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Парадокс Джона Валлиса (1616–1703). Очевидно, что
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размеров и формы Земли позволило впредь точно
определять широту и долготу местонахождения путе-
шественников. По сути, Хорхе Хуан де Сантасилья и
Антонио де Уллоа уточнили около сорока процентов
имевшихся тогда карт мира. С высокой точностью
была определена длина дуги в один градус на экваторе,
что, в сопоставлении с данными лапландской экспеди-
ции Мопертюи, разрешило спор о форме Земли в
пользу сторонников сплюснутой с полюсов «арбузной»
модели.

После девяти лет испытаний испанские офицеры
решили возвращаться в Европу на разных судах, с тем
чтобы в случае непредвиденных обстоятельств хотя бы
одна копия записей о результатах экспедиции достигла
места назначения. На французских фрегатах «Лиз» и
«Делиберенс» 22 октября 1744 года они отправились в
обратный путь.

Хорхе Хуан на «Лизе» достиг Бреста 31 октября 1745
года, откуда он направился в Париж для обсуждения
результатов астрономических наблюдений. Здесь он
познакомился со многими выдающимися учеными сво-
его времени и был представлен к членству во Француз-
ской академии.

С Антонио де Уллоа судьба распорядилась по-друго-
му. «Делиберенс» был захвачен англичанами, которые
успели объявить войну французам, пока корабль с
естествоиспытателем на борту пересекал Атлантику.
Тайные записи Антонио де Уллоа выбросил за борт, но
дневники геодезических и астрономических наблюде-
ний сдал захватчикам, отметив при этом проявленный
к этим записям неподдельный интерес. Некоторое
время он провел в Портсмутской тюрьме, однако после
ознакомления с дневниками Адмиралтейство объявило
его свободным, причем герцог Бедфордский высказал-
ся в том смысле, что война не должна препятствовать
развитию искусства и науки. Антонио де Уллоа были
возвращены его дневники, а он сам представлен в
члены Королевского общества. Следует отметить, что
одним из результатов его минералогических наблюде-
ний стало выделение платины как металла, отличного
от золота и серебра.

Когда оба путешественника вернулись в Мадрид,
Филиппа V уже не было на троне, а в Адмиралтействе
и Министерстве иностранных дел их приняли безо
всякого интереса. Хорхе Хуан намеревался вернуться
на Мальту, когда к ним проявил внимание могуще-
ственный маркиз Ла Ансенада, отвечавший за военную
и морскую политику Испании. Фердинанд VI присво-
ил обоим офицерам звание капитана фрегата и проявил
интерес к секретной части их доклада, где описывалось
политическое состояние заморских территорий. В 1748
году отчет о Перуанской экспедиции был издан в
четырех томах тиражом 900 экземпляров (французс-
кое издание вышло в свет в 1751 году).

Жизнь Хорхе Хуана и по завершении Перуанской
экспедиции была отмечена историческими событиями и
полна самоотверженным служением отчизне. В 1749
году он посетил Англию с секретным поручением от Ла
Ансенады, собирая информацию о достижениях мест-
ных корабелов. В том же году он вместе с Антонио де
Уллоа опубликовал новый обширный трактат по ре-
зультатам своих южноамериканских наблюдений. В
1752 году Хорхе Хуан стал директором Академии
морской стражи и сосредоточился на преподавании и
научных исследованиях. В Кадисе он основал астроно-
мическую обсерваторию, оснащенную наиболее совре-
менным оборудованием. Много внимания Хорхе Хуан
уделял конструированию легких и маневренных судов
и лично руководил испытаниями их моделей. В 1754
году король назначил его в Палату мер и весов для
контроля за качеством национальной валюты. Тогда же
Хорхе Хуан основал Ученое собрание в Кадисе –
прообраз будущей Академии наук. В ходе научных
дискуссий с коллегами у него созрела мысль о написа-
нии «Морских испытаний», которые в двух томах
были опубликованы в 1771 году. Этот трактат о
конструкциях, механике и управляемости морских
судов стал учебным пособием для многих поколений
кораблестроителей.

В 1773 году приступ болезни свел Хорхе Хуана в
могилу. Ученики вспоминали о нем как о философе-
христианине. Когда Хорхе Хуану задавали научный
вопрос, он воспринимал его как свою личную пробле-
му. На просьбу высказать свое суждение по какому-
либо предмету он откликался лишь после того, как
собирал и анализировал всю имеющуюся информа-
цию. Его мнение всегда было результатом зрелого
размышления.

(Начало см. на с. 15)

Хорхе Хуан де Сантасилья
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ОЙ ДЕД РАССКАЗЫВАЛ,  ЧТО СОЛДАТЫ ВО ВРЕМЯ
долгих ночных переходов умудрялись спать на ходу в

строю… Они делали это по очереди, опираясь на соседа.
Может быть, именно поэтому птицы, совершая дальние
перелеты, соблюдают строй, летя «пеленгом» или «кли-
ном»? Наверное, в этом есть резон, однако имеются и другие
причины.

Известно, что птицы экономят энергию при полете строем.
Действительно, данные телеметрии показывают, что в этом
случае частота сердечных сокращений снижается по сравне-
нию с одиночным полетом. Об этом же говорят и данные
летных экспериментов при полете самолетов «пеленгом»,
когда, например, левое крыло последующего самолета нахо-
дится в восходящем потоке правого концевого вихря преды-
дущего самолета. Так, при полете истребителей с интервалом
около 90 м экономия топлива второго самолета из-за сниже-
ния сопротивления составляет 10–20% (в зависимости от
высоты полета), что позволяет увеличивать дальность поле-
та второго самолета на 180–230 км. Специалисты NASA
работают над проектом, в котором автоматическая система
управления, используя глобальную спутниковую позицион-
ную систему, позволяющую определять положение самолета
с точностью до 10 см, должна формировать устойчивый
строй самолетов.

Для объяснения физики явления сначала отметим тот
факт, что в ядре вихря давление падает и это падение
давления может быть весьма существенным. Оно организует
вращательное движение воздуха, являясь источником цент-
ростремительной силы. Смерч (торнадо) поднимает автома-
шины, срывает крыши с домов, а вихревой след самолета
подобен двум горизонтальным торнадо. Такое образное
сравнение придумали американцы, которым, в силу особен-
ностей природных условий, часто приходится иметь дело со
смерчами в обыденной жизни. Разрежение в ядре вихря
можно «увидеть». Всплеск весла – и от кромок его лопасти
отходит пара вихрей. В их центрах падение гидростатичес-
кого давления приводит к образованию воронок на воде.

Теперь поговорим о вихревой системе самолета. При
определенных условиях на большой высоте виден вихревой
след самолета. Он может быть «живым», и вы видите, как он
извивается. Это происходит тогда, когда частицы, «трасси-
рующие» след, движутся вместе с вихрями. Бывает и так, что
вихри, сформировав след, уходят вниз, а след долго сохра-
няется в атмосфере, «курчавясь» под действием атмосфер-
ной турбулентности. «Трассером» является водный конден-
сат продуктов сгорания двигателей. Вихри, имея разрежение
в ядрах, засасывают в себя микрокапли этого конденсата,
делая след видимым.

Вихри в следе за крылом имеют противоположные направ-
ления вращения: правый (если смотреть сзади на пролетев-
ший самолет) вращается против часовой стрелки, левый – по
часовой стрелке (рис.1). Вихри не могут просто так обры-
ваться в атмосфере – они либо заканчиваются на твердой

поверхности, либо уходят на бесконечность. Вокруг крыла
организуется циркуляционное движение, такое, что в первом
приближении его вихревую систему можно смоделировать
П-образным вихрем (рис.2). Крыло как бы разрезает атмос-
феру, оставляя «надрез» в виде пары вихрей. При этом

создается дополнительная сила сопротивления. Работа про-
тив этой силы равна кинетической энергии порожденного
вихревого движения.

Есть различные экспериментальные устройства, снабжен-
ные измерительными приборами, которые позволяют изме-
рять поля скоростей и давлений. Так, в аэродинамических и
гидродинамических трубах движется поток, а исследуемая
модель и измерительное оборудование неподвижны. В ско-
ростных трассах, гидроканалах и катапультных установках
модель движется в неподвижной среде, а измерители уста-
новлены на модели или в контрольном сечении (пример
дымовой визуализации приведен на рисунке 1). Есть еще
летный эксперимент, но он дорог и не всегда безопасен.
Иногда удается провести исследования «даром» – надо
только быть достаточно любознательным и иметь под рукой
фотоаппарат, а интересное можно увидеть, например, даже
в кино (рис.3; здесь отчетливо видно вращательное движе-
ние воздуха в следе за правым крылом). Опыты и наблюде-
ния расскажут очень многое пытливому исследователю:
качественно все процессы, связанные с образованием подъем-
ной силы, можно увидеть вооруженным или невооруженным
глазом.

Почему   они
летят   строем

В.ВЫШИНСКИЙ

Рис.1. Вихревая пелена за крылом сворачивается в пару вихрей

Рис.2. Вихревая схема крыла в первом приближении

Рис.3. Кадр из фильма «Крепкий орешек»
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Итак, заменим вихревую
систему самолета П-образным
вихрем (такая упрощенная
схематизация использовалась
на заре авиации, использует-
ся и сейчас в учебных курсах
на начальном этапе изучения
аэродинамики самолета). На-
личие свободных вихрей при-
водит к скосу потока в облас-
ти крыла (в нашей схематиза-
ции – присоединенного вих-

ря) и к повороту вектора аэродинамической силы F
 !

 на

некоторый угол α (рис.4). Теперь уже сила не перпендику-

лярна набегающему потоку, а имеет составляющую iX
  !

против направления полета, которая называется индуктив-
ным сопротивлением. Чем интенсивнее свободные вихри и
чем меньше размах крыла, тем больше скос и выше индук-
тивное сопротивление.

Посмотрим теперь, что происходит, когда самолеты нахо-
дятся в возмущенном потоке. Если самолеты расположены
«пеленгом», то скос потока в области конца крыла последу-
ющего самолета будет меньше, а значит, индуктивное сопро-
тивление на этой части крыла будет ниже.

Предлагаем читателю самостоятельно рассмотреть случай
полета «клином» – здесь выигрыш будет достигаться для
двух последующих самолетов.

Разглядывая
шариковую

ручку
А.СТАСЕНКО

О
ДНАЖДЫ, ВНИМАТЕЛЬНО СЛУШАЯ ЛЕКЦИЮ ПО ОП-
тике и разглядывая свою шариковую ручку с шестигран-

ным прозрачным корпусом, Студент заметил, что стержень
с пастой меняет свой видимый диаметр в зависимости от угла
поворота. «Э, брат, – подумал Студент, – тут все дело в
преломлении лучей». Но, как сказал Лектор, еще во втором
веке Клавдий Птолемей описал явление преломления света
в трактате «Оптика», а его последователи даже предложили
связь между углами падения α  и преломления β  в виде

n
α

β
= , где n – постоянная величина, называемая коэффици-

ентом преломления. Это верно, конечно, только для малых

углов, а для любых углов неверно. Потому что правильный

закон преломления
sin

sin
n

α

β
= лишь в семнадцатом веке изло-

жил в своих лекциях (в Лейдене) Виллеброрд Снеллиус.
Но что же ручка? «Нельзя ли, – подумал Студент, – узнать

коэффициент преломления пластмассы, из которой сделан
ее корпус?» И приступил к делу.

Разобрав ручку, он прежде всего измерил геометрические
размеры – радиус стержня r, внутренний радиус корпуса R,
расстояние между внешними параллельными гранями b
(рис.1), – благо под руками была тетрадь в клетку, правда
не самый точный инструмент.

Были отмечены два интересных результата наблюдения:
вдоль линии А1О (перпендикулярно грани) стержень казал-
ся тоньше реального размера ( r r<¢ ), а вдоль линии BCO
(луч проходит через диаметрально противоположные ребра)
– казался самым толстым.

Начнем с первого случая. Так как наблюдение ведется с
расстояния порядка 300 мм, то самый большой (внешний)
поперечный размер ручки 8 ììb ∼  мал по сравнению с этим
расстоянием, не говоря уж о диаметрах внутренних цилин-

дров. Рассмотрим луч 532А, который несет в глаз информа-
цию о размере стержня. Углы α  и β  малы, так что здесь

птолемеевцы могли бы порадоваться: n
α

β
ª . По этой же

причине отрезок луча 23 почти параллелен отрезку 14 (ведь
β  еще меньше, чем малый угол α ), так что длины отрезков
12 и 34 почти равны друг другу и кажущемуся радиусу r ¢ ,
а γ ε– ª – . Отсюда следует

tg
r

AO
α α

¢
= ª , 

sin sin sin sin

sin sin
n

r R AO R

δ δ δ δ

γ ε α
= ª ª ª

◊¢
.

Но треугольник О53 – прямоугольный, поскольку отрезок

35 – касательная к окружности стержня, поэтому sin
r

R
δ = .

В результате получаем

r r r
n

AO AO r AO rα
ª = =

◊ ◊ ¢ ¢
.

Измерив 2 2,5 ììr ª  и 2 1,5 ììr ª¢ , находим 5 3n ª .
«Э, – ведь это коэффициент преломления такого прекрас-

ного стекла, как тяжелый флинт,» – подумал Студент и
решил для уверенности рассмотреть второй случай – направ-

Рис. 1
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(Продолжение см. на с. 34)

Рис.4. Схема возникновения ин-
дуктивного сопротивления



Этот раздел физики иногда определяют как «некото-
рый частный и наиболее простой случай взаимодействия
зарядов». Слышали бы это ученые XVII–XIX веков, шед-
шие тернистым путем осмысления поразительных элек-
тростатических опытов! Нам ближе позиция Р.Фейнмана,
призывавшего изучать электростатику потому, что она
помогает ориентироваться и во многих иных вопросах
физики.

Действительно, уравнения электростатики позволяют
разобраться с задачами прохождения тепла, с вычисле-
нием натяжения мембран, с диффузией нейтронов в
ядерном реакторе, с обтеканием жидкостью шара, с
расчетом равномерного освещения... Еще в школе вы
знакомитесь с объяснением опытов Резерфорда и моде-
лью атома Бора, основанными на действии кулоновских
сил. Позже узнаете, как работает атомно-силовой микро-
скоп, регистрирующий ничтожно малые электростатичес-
кие силы. Возможно, когда-нибудь коснетесь проблемы
самодействия, связанной с теорией удивительнейших
крошечных объектов – космических струн. Вот куда
может завести нас «простая» электростатика!

Не будем забывать и о множестве сугубо практических
вопросов, к которым она имеет прямое отношение, –
например, электростатическая защита в быту и на производ-
стве или происходящие в атмосфере электрические явления.

Наверное, уже сказано достаточно хвалебных слов в
адрес электростатики. Хотелось бы, чтобы желание их
произнести появилось и у вас после изучения предлага-
емого сегодня материала.

Вопросы и задачи

1. Можно ли наэлектризовать трением латунную палоч-
ку?
2. Прозрачные пленки для пищевых продуктов часто

прилипают к стеклянным банкам или бутылкам. Однако
если сосуды мокрые, этого не происходит. Почему?
3. Как с помощью свечи определить знаки зарядов

пластин раздвижного конденсатора, соединенных с по-
люсами действующей электрофорной машины?
4. Изменится ли сила, действующая на разноименные

заряды, если между ними поместить незаряженный
металлический шарик?

5. Как объяснить, почему заряды каждого знака,
индуцированные на нейтральном проводнике под-
несенным к нему зарядом +q, всегда меньше q?
6. Зарядится ли нейтральный проводник при вне-

сении его во внешнее электрическое поле?
7. Два одинаковых по величине заряда находятся

на некотором расстоянии друг от друга. В каком
случае напряженность электрического поля в точке,
лежащей посередине между ними, больше: если эти
заряды одноименные или разноименные?
8. Электрическое поле создается положительным

зарядом +q. Как изме-
нятся напряженность и
потенциал электрическо-
го поля в точке А, если
справа от нее поместить
незаряженный проводящий шар, как изображено на
рисунке?
9. Плоский конденсатор зарядили до разности

потенциалов, немного не достигающей пробойного
значения, и отсоединили от источника напряжения.
Произойдет ли пробой, если пластины начать сбли-
жать?
10. Внутри металлической незаряженной сферы

находится точечный заряд +q, смещенный от центра
сферы. Как будет выглядеть картина силовых линий
электрического поля внутри и вне сферы?
11. Человек, стоя на изолирующей подставке, при-

касается к заряженному изолированному проводни-
ку. Полностью ли разрядится при этом проводник?
12. Внутри заземленной металлической сферы

находится точечный заряд. Чему равна напряжен-
ность электрического поля вне сферы?
13. Почему стержень электроскопа заканчивается

шариком, а не острием?
14. Два шара, большой и маленький, равномерно

заряжены с одинаковой поверхностной плотностью.
Будут ли одинаковы потенциалы этих шаров?
15. При поднесении к нейтральному металличес-

кому телу отрицательно заряженной палочки про-
изойдет перераспределение зарядов и листочки элек-
троскопов разойдутся так, как показано на рисунке.

…Мы полагаем, что всякая частичка песка, влаги или дыма,
будучи сначала притянута, а затем оттолкнута, уносит с  со-
бой дольку электрического огня, которая, однако, сохраняет-
ся в этих частицах, пока они не передадут ее куда-нибудь
еще.

Бенджамин Франклин

Нельзя создать один вид электричества без того, чтобы
создать другой.

Франц Эпинус

Сегодня я предъявляю Академии электрические весы
...Они измеряют с наивысшей точностью электрическое
состояние и электрическую силу тела, как бы мала ни
была степень его электризации.

Шарль Кулон

...Из этих двух законов следуют все предсказания элек-
тростатики. Но одно дело высказать эти вещи математи-
чески, и совсем другое – применять их с легкостью и с
нужной долей остроумия.

Ричард Фейнман

А так ли хорошо знакома вам
электростатика?



Опадут ли листочки правого электроскопа (изобра-
жено пунктиром), если коснуться правого торца тела

рукой (т.е. зазем-
лить тело)?
16. Пластины

плоского конден-
сатора один раз
раздвигают, остав-
ляя их все время
подключенными к

источнику напряжения, другой раз – отключенными
после первоначальной зарядки. В каком из этих двух
случаев нужно совершить бульшую работу по

раздвиганию пластин?
Как изменяется при этом
энергия конденсатора?
17. Между пластинами

плоского заряженного кон-
денсатора помещают диэлек-

трическую пластинку, как изображено на рисунке.
Изменится ли напряженность электрического поля в
точке А после внесения пластинки?
18. Что произойдет с энергией плоского конденса-

тора, если: а) при неизменной разности потенциалов
между его пластинами увеличить все его геометри-
ческие размеры в k раз; б) при тех же размерах
увеличить заряд в n раз?

Микроопыт

У вас имеются три проводящих шара – один
заряжен положительно, два других нейтральны. Как
с помощью первого шара, не изменяя его заряда,
наэлектризовать два других шара – один отрица-
тельно, другой положительно?

Любопытно, что...

…английский ученый Симмер замечал характерное
потрескивание и проскакивание маленьких искр
всякий раз, когда снимал шелковые чулки. Наблюде-
ния за столь необычными «приборами» навели
Симмера на мысль о существовании двух видов
электричества. Ученый также заряжал от чулок лей-
денскую банку, воспламенял их разрядами спирт и
вообще развлекал своими опытами не только кол-
лег, но даже принца Уэльского.

...электростатическую индукцию – наведение заря-
да без прямого соприкосновения тел, – впервые
замеченную английским физиком Греем, позже смог
правильно объяснить работавший в России немец-
кий ученый Эпинус, что позволило построить первый
прототип плоского конденсатора.

...Ломоносов, отрицая электрическую теорию Фран-
клина (как и многие европейские ученые), считал
недопустимо опасной затеей установку громоотво-
дов. А в 1784 году один француз чуть не был осужден
за «притягивание» своим громоотводом молнии на
головы сограждан. Спас же обвиняемого блестяще
защищавший его на суде никому еще не известный
тогда адвокат Робеспьер.

...то, что электрическое поле внутри равномерно заря-
женной сферы равно нулю, Франклин открыл за 18 лет,
а Кавендиш – за 12 лет до появления закона Кулона, т.е.
«закона обратных квадратов», из которого это явление
вытекало как следствие.

...за 35 лет до опытов Кулона , в 1785 году, знаменитый
философ Иммануил Кант высказал идею, связывающую
«закон обратных квадратов» с трехмерностью нашего
пространства. Но лишь в начале XX века физики верну-
лись к этой идее и подтвердили ее.

...распространенному представлению электростатичес-
кого поля с помощью силовых линий, введенному Фара-
деем, предшествовало пятью годами ранее представле-
ние этого поля с помощью эквипотенциальных поверх-
ностей, сделанное Гауссом.

...для опытного доказательства закона сохранения за-
ряда Фарадей экспериментировал с огромным металли-
ческим шаром. В его сердцевину ученый помещал боль-
шие электростатические машины и разнообразное дико-
винное оборудование – в том числе кошачий мех,
которым натирал стеклянные палочки, – отчего внутрен-
ность шара походила на лабораторию из современных
фильма ужасов.

...исследования электрического поля Земли показыва-
ют, что она обладает отрицательным зарядом примерно
в полмиллиона кулонов. Однако по мере подъема это
поле быстро идет на убыль и уже на высоте 10 километ-
ров становится ничтожно слабым, поскольку на еще
больших высотах Землю окружает слой положительно
заряженных (ионизированных) молекул.

...при дроблении воды на капли происходит разделе-
ние электрических зарядов, причем крупные капли заря-
жаются положительно, а мелкие – отрицательно. Из-за
более быстрого оседания крупных капель в воздухе
создается заметное электрическое поле, обнаружить
которое можно, например, в душевой кабине или около
водопадов. А во время мойки танкеров мощными бран-
дспойтами этот эффект не раз приводил к внушительным
взрывам.

...рисунок к задаче 15 был приведен в книге «Эволюция
физики» выдающихся ученых Эйнштейна и Инфельда.
Как видите, даже авторитетным физикам оказалось не
так-то легко анализировать простые электростатические
опыты.

Что читать в «Кванте» об электростатике

(публикации последних лет)

1. «Проводящий шар в однородном поле» – 2001, №1, с.39;
2. «Электрическая машина в атмосфере» – 2001, №2, с.23;
3. «Франклин – изобретатель громоотвода» – 2001, №6, с.17;
4. «Если вращается елочный шарик» – 2002, №3, с.44;
5. «Электростатическое поле в веществе» – 2002, №5, с.40;
6. «Электричество» – 2003, Приложение №2, с.5–52;
7. «Потенциал электростатического поля» – 2003, №3, с.46;
8. «Нестандартные конденсаторы» – 2004, №3, с.45;
9. «Ковчег завета и электрическая машина» – 2004, №5, с.34;
10. «Физический калейдоскоп» – 2004, Приложение №6, с.58–

69;
11. «Поляризованный шар – это просто» – 2005, №3, с.37.

Материал подготовил А.Леонович
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ление на ребро (рис.2). Тут, конечно, угол α  мал по-
прежнему, но о других углах этого не скажешь. И Студент
решил честно (без всяких упрощающих предположений)
выписать все, что ему известно, и учесть, что теперь кажу-
щийся радиус r ¢  почти вдвое больше, чем в первом случае.

Прежде всего, угол α  известен из измерений: tg
r

BO
α

¢
= .

По-прежнему известен катет 35: 2 235 R r= -  (поскольку

он есть касательная к стержню в точке 5) и угол δ :

sin
r

R
δ = . Следовательно, для отрезка 12, или ординаты 2y

точки 2, получим ( )2 1
tgy BO x α= - , где 1x  – абсцисса

точки 2. С другой стороны, этот же отрезок есть и катет

прямоугольного треугольника С12:  ( )2 1
tg 60y x= - ∞R  ( R

– это радиус окружности, описанной вокруг шестигранного

Рис. 2

сечения). Значит, можно найти и абсциссу:

1

tg 600 3

tg 600 tg 3 tg

r r
x

α α

- -¢ ¢
= =

- -
R R

,

и окончательно ординату:

2

tg
3

3 tg

r
y

α

α

-¢
=

-
R

.

Таким образом, координаты точки 2 ( 2y  и 2 1x x= )
известны. Для этой точки запишем закон преломления
Снеллиуса, связав между собой пока что неизвестные угол
преломления β  и коэффициент преломления n:

( )sin 30sin

sin sin
n

αψ

β β

∞ +
= = .

То же можно сделать и для точки 3:

sin

sin sin

r
n

R

δ

γ γ
= = ,

но тут известен угол δ , что и учтено. Ордината этой точки
есть 3 tgy R ε= , где угол ε  пока что неизвестен.

Но как найти координаты точки 3? Очень просто: написать
уравнения прямой 23 и окружности радиусом R и учесть, что
точка 3 принадлежит им обеим. Прямая 23 наклонена к оси
х под углом 30 β∞ -  и проходит через известную точку 2.
Значит, ее уравнение имеет вид

( )2

2

tg 30
y y

x x
β

-
= ∞ -

-
.

А уравнение окружности совсем простое с виду:
2 2 2x y R+ = .

Решая эти два уравнения, выразим 3x  и 3y  через угол β .
«Ох, – пробормотал Студент, – сплошная геометрия!»

«Но и геометрия – часть физики!» – заявил Сосед, давно
наблюдавший за приятелем, и тут зазвонил звонок на пере-
мену. Так что они решили найти n перед сном, а заодно
построить зависимость наблюдаемого радиуса r ¢  от угла
поворота ручки – ведь дома у них был компьютер.

О  роли
парадоксов

в развитии науки
Г.АЛАВИДЗЕ

Р
АЗВИТИЕ НАУКИ НА РАЗНЫХ ЕЕ ЭТАПАХ ОПРЕДЕЛЯ-
ется, вообще говоря, различными факторами. Стало уже

общепринятым утверждение о том, что научные открытия
происходят в результате усилий, направленных на решение
задач, в основе которых лежат практические потребности
человека. Нельзя упускать из виду и значение обычной
человеческой любознательности и врожденного стремления
к познанию нового, неизведанного. Но что дает первоначаль-

ный импульс к поиску? Представляется, что таким импуль-
сом являются парадоксы, которые указывают на внутренние
противоречия основ существующей теории.

Слово «парадокс» – греческого происхождения и озна-
чает нечто неожиданное, необычное. В современной науке
под этим понятием подразумевают такой теоретический
вывод относительно какого-то явления, который не согла-
суется с нашим представлением и знанием об этом явле-
нии. После обнаружения парадокса (или парадоксов) на-
чинается интенсивный научный поиск, который приводит
к пересмотру основ существующей теории и созданию но-
вой. Именно необходимость преодоления парадоксов была
причиной замены механики Аристотеля на механику Нью-
тона, а впоследствии – создания теории относительности
Эйнштейна.

История парадоксов указывает на то, что в науке ничто не
принимается в качестве непререкаемой истины. Рано или
поздно все подвергается «ревизии», и в этом смысле в науке
нет непререкаемых авторитетов. Это можно назвать здоро-
вым научным скепсисом.

Механика Аристотеля и первые механические парадок-
сы. Первую попытку научного объяснения механических

(Начало см. на с. 31)



явлений приписывают древнегреческому философу Аристо-
телю. Взгляды Аристотеля на механическое движение осно-
вываются не на экспериментах, а на общих философских
принципах. Механическое движение он объясняет стремле-
нием тел к своему естественному положению. Земля ему
представлялась центром Вселенной, и поэтому все тела
стремятся к этому центру. Движение без причины (т.е.
силы), вызывающей это движение, он считал невозможным.
При этом прямолинейное движение по инерции Аристотель
объяснял действием вытесненного телом воздуха, который,
устремляясь в образовавшуюся за движущимся телом пусто-
ту, толкает его вперед.

Из общефилософских принципов Аристотеля следует от-
рицание пустоты. Абсолютное движение тела (т.е. его движе-
ние относительно абсолютного пространства), по мнению
Аристотеля, возможно только в неоднородном пространстве.
Пустота же, по его мнению, является однородным простран-
ством, так как в пустоте одна точка ничем не отличается от
любой другой. В своей «Физике» Аристотель приводит еще
одно «опровержение» существования пустоты. А именно,
проводя элементарные наблюдения над движущимися тела-
ми, он приходит к выводу, что скорость свободного падения
тела пропорциональна массе тела и обратно пропорциональ-
на плотности среды, в которой происходит движение, т.е.

m
v k

ρ
= , где m – масса тела, ρ  – плотность среды, k –

коэффициент пропорциональности. Отсюда Аристотель де-

лает вывод, что в пустоте ( 0ρ = ) скорость должна бы
стать бесконечной, что невозможно. Поэтому и пустота невоз-
можна.

Сегодня любой школьник знает, что оба приведенных
утверждения – о невозможности механического движения в
отсутствие силы и о бесконечной скорости тела в пустоте –
не соответствуют действительности, но авторитет Аристоте-
ля был настолько непререкаем, что его ошибочные пред-
ставления о природе механического движения просущество-
вали почти две тысячи лет.

Первый, кто подверг сомнению некоторые утверждения
Аристотеля, был византийский комментатор трудов Аристо-
теля Иоанн Филипон (VI в.). Вот довод, который он привел:
если объяснение Аристотеля причин механического движе-
ния верно, то как объяснить вращение колеса вокруг своей
оси? Где в этом случае та часть тела, которая испытывает
давление вытесняемого воздуха? Парадокс Иоанна Филипо-
на стал первой трещиной в механике Аристотеля.

Английскому философу и логику Уильяму Оккаму (XIV
в.) принадлежит еще один аргумент: если бы объяснение
Аристотеля причин механического движения было верным,
тогда две стрелы, летящие в противоположных направлени-
ях, оказавшись рядом, должны были бы затормозить друг
друга и остановиться, так как поток воздуха, который
является движущим для одной стрелы, явился бы тормозя-
щим для другой.

Галилео Галилей доказал ошибочность и второго утверж-
дения Аристотеля, касающегося свободного падения тел в
безвоздушном пространстве. С помощью простого, но чрез-
вычайно остроумного рассуждения он показал, что в безвоз-
душном пространстве все тела, независимо от массы, долж-
ны падать с одной и той же (конечной) скоростью. Если
предположить обратное, т.е. что тяжелые тела в пустоте
падают быстрее легких, то тело, полученное соединением
этих двух тел, должно (как более тяжелое) падать быстрее,
чем каждое из составляющих тел в отдельности. Но, с другой
стороны, то из двух тел, которое легче, будет тормозить
прикрепленное к нему тяжелое тело, в результате чего их
суммарная скорость окажется меньше скорости тяжелого

тела. Полученное противоречие и доказывает, что скорость
тела в пустоте не зависит от его массы.

Среди критиков чисто умозрительных тезисов Аристотеля
можно назвать также известного ученого-энциклопедиста из
Хорезма аль-Бируни (X–XI в.).

Как видим, пересмотр основ античной механики начался с
обнаружения парадоксов, которые свидетельствовали о внут-
ренней противоречивости существующей тогда науки. Вслед
за этим началось интенсивное накопление новых экспери-
ментальных фактов, их анализ и обобщение. Завершился
этот процесс созданием механики Ньютона (XVII в.).

Кризис механики Ньютона. Примерно два с половиной
века механика Ньютона считалась непререкаемой истиной.
Но и здесь проявилась разрушительная сила парадоксов. И
вот как это случилось.

К числу основополагающих принципов классической ме-
ханики относится принцип относительности, согласно кото-
рому невозможно обнаружить прямолинейное и равномер-
ное движение с помощью механических опытов. Это означа-
ет, в частности, что, если мы находимся внутри космического
корабля, движущегося прямолинейно и равномерно, и при
этом лишены возможности наблюдать за звездами, то мы
никакими механическими опытами не сможем выяснить,
движется корабль или нет, а если движется, то с какой
скоростью. На математическом языке это означает, что
законы Ньютона инвариантны относительно преобразова-
ний Галилея:

x x ut= -¢ ,   v v u= -¢ ,

где х и x¢  – координаты движущейся точки относительно
неподвижной (ОХY) и подвижной (O X Y¢ ¢ ¢ ) систем коорди-
нат, u – скорость подвижной системы координат, v и v¢  –
скорости тела относительно неподвижной и подвижной сис-
тем координат соответственно (см. рисунок). Сказанное

означает, что невозможно доказать существование движения
относительно абсолютного пространства, а следовательно,
вопреки здравому смыслу, и существование этого простран-
ства подвергается сомнению.

Надежда на то, что существование абсолютного простран-
ства и движения относительно этого пространства будет все-
таки доказано, появилась одновременно с созданием элект-
ромагнитной теории. Оказалось, что уравнения электромаг-
нитного поля, которые были найдены в шестидесятых годах
XIX века английским ученым Дж.Максвеллом, не инвариан-
тны относительно преобразований Галилея: они видоизменя-
ются при переходе к новой инерциальной системе координат.
Следовательно, электромагнитные процессы в движущихся
и неподвижных системах должны протекать по-разному.
Появилась надежда, что с помощью электромагнитных опы-
тов удастся обнаружить движение относительно абсолютно-
го пространства. Были проведены опыты (Майкельсон и
Морли), во время которых луч света пускали одновременно
в двух направлениях: по направлению движения Земли и
перпендикулярно этому движению. Лучи отражались от
зеркал, расположенных на одинаковых расстояниях от ис-
ходной точки. Казалось бы, в точке встречи отраженных
лучей должна была наблюдаться интерференция, что свиде-
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тельствовало бы о движении Земли относительно абсолют-
ного пространства . Опыты дали отрицательный результат –
интерференции не получилось.

Тогда ученые поставили под сомнение сами уравнения
Максвелла и начали «подправлять» эти уравнения, но каж-
дый раз обнаруживались такие электромагнитные явления,
которые противоречили «исправленным» уравнениям. На-
конец, нидерландский ученый Х.Лоренц в конце XIX века
нашел такие преобразования, относительно которых уравне-
ния Максвелла инвариантны. В использованных выше обо-
значениях эти преобразования имеют следующий вид:

2 21

x ut
x

u c

-
=¢

-
,  y y=¢ ,  z z=¢ ,  

2

2 21

t ux c
t

u c

-
=¢

-
,

где с – скорость света в вакууме. Как видим, преобразованию
подверглись не только координаты, но и время (сравните с
преобразованиями Галилея).

Преобразования Лоренца «спасли» электромагнитную те-
орию Максвелла, но очень сложной оказалась физическая
интерпретация этих преобразований. Кроме того, теперь
нужно было спасать саму ньютонову механику, так как
второй закон Ньютона не инвариантен относительно пре-
образований Лоренца. Таким образом, на исходе XIX века
физика оказалась перед лицом глубокого кризиса, в пре-
одолении которого особая заслуга принадлежит А.Эйнш-
тейну. Именно он в 1905 году создал стройную теорию,
известную под названием специальной теории относитель-
ности, которая примирила классическую механику с новой
электромагнитной теорией. При этом механике Ньютона
пришлось пойти на серьезные жертвы. Так, например,
пришлось отказаться от известного закона сложения ско-
ростей; масса тела оказалась зависящей от скорости; вре-
мя, которое со времен Аристотеля считалось абсолютной
величиной, также оказалось зависящим от скорости. К
счастью, при малых скоростях (при 1u c ≪ ) вычисления,
проведенные с помощью законов Ньютона, дают хорошие
результаты. Расхождение результатов становится замет-
ным лишь в том случае, когда скорость материальной
точки становится соизмеримой со скоростью электромаг-
нитной волны в вакууме (300000 км/с). Но такие огром-
ные скорости пока встречаются только в атомной физике
при исследовании движения элементарных частиц.

Однако триумф новой теории оказался недолговечным.
Как специальная, так и общая теория относительности в
последнее время подвергаются все более острой критике,
физики обнаруживают в них внутренние противоречия.
Идет интенсивный поиск новой, более общей и универсаль-
ной теории.

Вечные, или непознаваемые парадоксы. Рассмотренные
парадоксы касались такого простейшего вида движения,
каким является механическое движение. Достижения клас-
сической механики на определенном этапе породили иллю-
зию, что все существующие в мире явления можно свести к
механическому движению и, следовательно, любое явление
природы поддается изучению методами механики. В истории
науки это направление получило название «механический
детерминизм». Известно, например, высказывание Лапласа
о том, что он может рассчитать все явления во Вселенной,
если ему дадут начальные координаты и скорости всех
частиц, из которых состоит Вселенная. Уверенность Лапласа
во всесилии механики была такой непоколебимой, что на
вопрос Наполеона, почему в его труде не нашлось места для
Бога, Лаплас ответил, что ему не понадобилась гипотеза о
существовании Бога.

Дальнейшее развитие науки доказало безосновательность
такой самоуверенности. Более того, оказалось, что существу-

ют такие сферы познания, которые не поддаются изучению
не только методами механики, но и вообще не подвластны
традиционным научным методам. Например, искусство,
поэзия, некоторые явления человеческой психики и др.
Более того, существуют, по-видимому, и вовсе непознавае-
мые явления. К ним, возможно, относится тайна происхож-
дения Вселенной и ее эволюции. То же самое можно сказать
о происхождении жизни. Приведем связанные с этим неко-
торые научные факты.

В 1922 году петроградский физик А.Фридман опублико-
вал статью под названием «О кривизне пространства».
Выводы, к которым пришел автор статьи, были настолько
неожиданными, что в них усомнился даже Эйнштейн. На
основании анализа уравнений общей теории относительнос-
ти Эйнштейна Фридман пришел к выводу, что метрика
пространства – времени, т.е. геометрия Вселенной, не явля-
ется постоянной. Эйнштейн, как и другие физики его по-
коления, был уверен в статичности Вселенной, поэтому
он «подправил» свои уравнения таким образом, чтобы ис-
ключить возможность нестационарного решения. Впослед-
ствии Эйнштейн признал, что это было его самой серьезной
ошибкой.

По прошествии семи лет после публикации вышеупомяну-
той работы Фридмана справедливость его выводов подтвер-
дил американский физик Эдвин Хаббл, который обнаружил
центробежное движение галактик. Это открытие послужило
основой известной гипотезы о происхождении Вселенной,
согласно которой Вселенная, в том виде, в котором она
существует сегодня, возникла в результате взрыва материи
неимоверно высокой плотности. С момента взрыва и по сей
день Вселенная расширяется, причем ее будущее зависит от
средней плотности материи во Вселенной. Если эта плот-
ность превышает некоторое критическое значение 0ρ  ( 0ρ ρ> ),
то расширение Вселенной должно постепенно замедляться и
со временем смениться обратным процессом, т.е. сжатием
(так называемая замкнутая модель); если же 0

ρ ρ< , то
процесс расширения Вселенной необратим (открытая мо-
дель).

Чрезвычайно интересный результат по измерению средней
плотности материи во Вселенной был получен в 2000 году во
время международного эксперимента, целью которого было
измерение угловых флуктуации температуры реликтового
излучения Вселенной. По результатам измерения был сде-
лан вывод, что суммарная плотность материи во Вселенной,
с учетом как обычной (видимой) части Вселенной, так и
невидимой (темной) материи, а также вакуума, близка к
критической. Если эти измерения верны, то предсказать,
какая из двух моделей Вселенной реализуется в будущем, в
принципе невозможно.

Такой же глубокой тайной окутан феномен происхожде-
ния жизни. До сих пор не нашла убедительного подтвержде-
ния ни одна из научных гипотез, объясняющих эту загадку:
практически равна нулю как вероятность привнесения на
землю «субстанции жизни» из космоса в какой бы то ни было
форме, так и вероятность самозарождения жизни на земле в
результате «счастливой» комбинации химических элемен-
тов.

Возможно, как в случае с происхождением жизни, так и в
случае происхождения Вселенной и ее эволюции мы имеем
дело с непознаваемыми, или вечными парадоксами. Но
новое знание всегда возникает в процессе преодоления
парадоксов, наличие которых свидетельствует либо о внут-
ренней логической противоречивости существующей теории,
либо о том, что появились экспериментальные факты, кото-
рые не могут быть объяснены в рамках этой теории. Парадок-
сы дают мощный импульс, ускоряющий процесс познания.



Р
АЗЛИЧНЫЕ ПОВЕРХНОСТНО-АКТИВНЫЕ ВЕЩЕСТВА
(ПАВ) настолько часто встречаются в нашей жизни, что

мы без них буквально не можем вздохнуть. Так, обладая
способностью адсорбироваться на поверхности жидкости,
скажем воды, они уменьшают ее коэффициент поверхност-
ного натяжения. Известно, например, что коэффициент
поверхностного натяжения чистой воды при комнатной тем-
пературе равен примерно 70 мН/м. Соответствующий коэф-
фициент для мыльного раствора зависит, естественно, от
сорта мыла, но он всегда меньше, чем для чистой воды. В
справочниках приводится примерно вдвое меньшая величи-
на: 35 мН/м. Измененные свойства поверхности жидкости
проявляются весьма своеобразно. Предлагаем несколько
интересных экспериментов с мыльными пленками.

Для первого эксперимента возьмем тонкую нить длиной
около 30 см, сделаем из нее кольцо, смажем нить вазелином
и положим на поверхность чистой (желательно дистиллиро-
ванной) воды, налитой в тарелку (тарелка тоже должна быть
тщательно вымыта). Нить примет некую «неправильную»
форму, т.е. ляжет на поверхности воды так, как ей «будет
удобно». Теперь кончиком карандаша, смоченным в мыль-
ном растворе, быстро прикоснемся к поверхности воды
внутри нитяной фигуры. Нитка «оживет» и слегка изменит
свою форму, приблизив ее к окружности. Еще двумя-тремя
прикосновениями добьемся того, что нитяное кольцо станет
(почти) окружностью, внутри которой – мыльная пленка.

Поэкспериментируем немного с этой пленкой. Сначала
убедимся в том, что площадь мыльной пленки ограничена.
Для этого чистой, вымытой в дистиллированной воде сталь-
ной ложкой зачерпнем немного воды внутри кольца и выльем
эту воду в заранее приготовленный чистый стаканчик. Обра-
тите внимание на то, что площадь поверхности воды, огра-
ниченная нитяным кольцом, уменьшилась! Если удалить
всю мыльную пленку (ложкой это сделать затруднительно,
но можно воспользоваться резиновой грушей), то нить
принимает прежнюю, «удобную» для нее форму. Этот экс-
перимент показывает, что молекулы мыла не уходят внутрь
воды, а все собираются на поверхности внутри нитяного
кольца. Конечно, если карандаш, смоченный в мыльном
растворе, подольше подержать в воде, то молекулы мыла,
заполнив всю поверхность воды внутри кольца, попадут и в
ее толщу. Мыльная же пленка, полученная в нашем экспери-
менте, по всей видимости, является монослоем, в котором
молекулы мыла одна к одной располагаются на поверхности
воды одним слоем.

Возвратим воду из стаканчика снова внутрь нитяного
кольца. Нить опять «оживет» и, как и прежде, примет
форму, близкую к окружности. Отсюда следует, что за время
своего отсутствия пленка не изменила своей площади, просто
она частично находилась на другой поверхности – в стакане.

Эксперименты
с мыльной
пленкой

С.ВАРЛАМОВ

Любая система молекул, в том числе и система, содержа-
щая молекулы воды и молекулы мыла, стремится занять
положение, в котором ее суммарная потенциальная энергия
была бы минимальной. Все молекулы конденсированных тел
находятся в глубоких энергетических потенциальных ямах,
созданных молекулами-соседками. Из того факта, что моле-
кулы мыла «с удовольствием» занимают места на поверхно-
сти воды, следует, что потенциальная энергия этой системы
молекул именно в таком случае принимает минимальное
значение. И это «стремление» системы обеспечивается хао-
тическим тепловым движением, при котором молекулы мо-
гут преодолевать потенциальные барьеры, отделяющие одно
положение, соответствующее минимуму энергии, от другого.

Заметим, что молекулы жирных кислот (мыла) по размеру
значительно больше молекул воды и, кроме того, вытянуты.
Разные концы одной молекулы мыла называют гидрофиль-
ным и гидрофобным. При попадании на поверхность воды
молекулы мыла выстраиваются гидрофобными концами
наружу (к воздуху), а гидрофильными – внутрь воды.

Выясним, как будет вести себя мыльная пленка, если нити
не будет. Для этого сделаем пленку «видимой» – на поверх-
ность чистой воды насыпем крупинки какого-нибудь порошка
(талька, например). Вновь прикоснемся к поверхности воды
кончиком карандаша, смоченного мыльным раствором. По-
нятно, что образующаяся на поверхности воды пленка мыла
имеет возможность увеличивать свои размеры по всем на-
правлениям. В этом случае капелька мыльного раствора
остается в центре растущего по всем направлениям пятна.

Во втором эксперименте можно изучить движение кораб-
лика с «мыльным» двигателем (явление движения такого
кораблика описано в самых разных книгах). Возьмите
совсем небольшой кусочек тонкой полиэтиленовой пленки,
например размером 1 1 “ì¥ . Если вы взяли цветную плен-
ку, то следить за ее движением будет гораздо легче, чем в том
случае когда пленка прозрачна. На «борт» кораблика поме-
стите капельку шампуня и опустите кораблик на поверхность
чистой воды, налитой в ванну. Вы увидите, что кораблик
придет в движение, причем с весьма заметной скоростью – до
50 см/с (интересно, что скорость корабля существенно

37Л А Б О Р А Т О Р И Я  « К В А Н Т А »



К В А Н T · 2 0 0 6 / № 338

нии движения пленки. Если рассматривать участок воды под
пленкой, саму пленку и кораблик как систему тел, то можно
сказать, что сумма сил, действующих на систему, равна нулю.
Поэтому должен сохраняться суммарный импульс этой сис-
темы. Вода под пленкой приходит в движение в том направ-
лении, куда растет пленка, следовательно, кораблик будет
двигаться в противоположном направлении. Днище корабли-
ка испытывает сопротивление движению из-за вязкого тре-
ния. Таким образом, вязкое трение воды и обеспечивает
возможность движения кораблика, и тормозит это движение.
Как только запас топлива закончится, сразу же прекратится
действие «реактивной силы», и кораблик вскоре остановится,
так как трение днища о воду затормозит его движение.

Итак, мы качественно описали механизм действия мыль-
ного двигателя. Заинтересовавшимся этим экспериментом
предлагаем попробовать построить физическую модель яв-
ления и получить формулу для зависимости установившейся
скорости движения кораблика от всех существенных в дан-
ной ситуации физических параметров.

В заключение – еще одни эксперимент, скорее всего
мысленный. Представьте, что на поверхности большой кап-
ли чистой воды, плавающей в воздухе в кабине космической
станции, находится смазанная вазелином тонкая нитка,
образующая кольцо, причем меньшего радиуса, чем радиус
капли. К большой капле медленно движется маленькая
капля концентрированного мыльного раствора и прилипает
к большой капле внутри нитяного кольца. Молекул мыла в
капле мыльного раствора с избытком хватит, чтобы покрыть
всю поверхность большой капли. Как будет со временем
меняться форма большой капли?

Оказывается, мыльная пленка на сферической поверхно-
сти большой капли сравнительно быстро покроет участок,
ограниченный нитью. Будем считать, что на этом участке
пленка возникает мгновенно. Изогнутая поверхность воды
создает внутри капли дополнительное, так называемое лап-
ласовское, давление 2p Rσ= , где σ  – коэффициент поверх-
ностного натяжения, R – радиус капли. Под частью поверх-
ности капли, покрытой мыльной пленкой, это лапласовское
давление меньше, поэтому жидкость внутри большой капли
придет в движение и устремится туда, где давление меньше.
Поверхность воды вместе с мыльной пленкой дополнительно
изогнется, и лапласовское давление повысится. Со временем
установится равновесное состояние, при котором радиусы
кривизны поверхности для чистого участка капли и для
участка, покрытого мыльной пленкой, будут отличаться так,
как отличаются коэффициенты поверхностного натяжения.
В нашем случае радиусы кривизны должны отличаться в два
раза, поскольку для чистой воды " 70 ìm ìσ = , а для
мыльного раствора ì 35 ìm ìσ = .

Однако на этом изменение формы капли не прекратится.
Поскольку молекул мыла в капле мыльного раствора с
избытком хватит, чтобы покрыть всю поверхность большой
капли, молекулы мыла, которые содержались в объеме
капли из мыльного раствора, быстро заполнят поверхность
внутри нитяного кольца, а затем постепенно, вследствие
диффузии, проникнут сквозь слой воды и расположатся на
остальной поверхности большой капли. Пока вся поверх-
ность большой капли не покроется молекулами мыла, повер-
хностное натяжение участков, разделенных нитью, будет
различным. В течение этого времени форма капли будет
сохраняться. Как только вся поверхность капли покроется
молекулами мыла, форма капли начнет постепенно (по мере
поступления молекул мыла через толщу воды) изменяться,
приближаясь к сферической. В конце концов «объединен-
ная» капля вновь будет иметь ту же форму, какая у нее была
до столкновения с каплей мыльного раствора.

зависит от температуры воды). А полоска чистой воды за
корабликом будет иметь среднюю ширину в несколько раз
большую, чем ширина полосы контакта шампуня с водой
(оказывается, скорость кораблика и указанное отношение
ширин связаны друг с другом).

Что заставляет такой кораблик двигаться? Какую роль
здесь играет мыльная пленка? Что изменится, если вдруг
пропадет вязкость воды?

Может быть, вам уже встречалось, например, такое «объяс-
нение»: «С одной стороны кораблика, там где вода чистая,
на кораблик действует бульшая сила поверхностного натяже-
ния, а с той стороны, где на поверхности воды есть мыльная
пленка, сила поверхностного натяжения меньше. Вот эта
разность сил и обеспечивает движение кораблика. Вязкое
трение корабля о воду тормозит его движение, поэтому и
устанавливается конечная скорость. Если вязкость воды
уменьшится, то кораблик будет двигаться быстрее».

Так вот, это «объяснение» совершенно неверное! Предста-
вим себе мыльное пятно толщиной в одну молекулу на
поверхности воды. Само по себе это пятно не движется.
Поместим чистый кусочек полиэтиленовой пленки на край
мыльного пятна так, чтобы по одну сторону полиэтилена
находилась мыльная пленка, а по другую сторону – чистая
вода (т.е. точно так же, как и в «объяснении»). Но пленка
без полиэтилена не двигалась, так почему же теперь она
придет в движение? А если все-таки придет в движение
вместе с корабликом, то в нашем распоряжении окажется
вечный двигатель – ничего не меняется, размеры мыльной
пленки сохраняются, а кораблик плывет себе, преодолевая
трение о воду!

В этом (неправильном) рассуждении считается, что при
наличии мыльной пленки на поверхности воды поверхност-
ное натяжение меньше поверхностного натяжения чистой
жидкости. Это является заблуждением. Поверхностное на-
тяжение мыльного раствора меньше, чем соответствующая
величина для чистой воды, только до тех пор, пока при
увеличении поверхности она покрывается пленкой из мыль-
ных молекул. Как только в воде под поверхностью (т.е. в
объеме) закончатся «свободные» молекулы мыла, для даль-
нейшего увеличения поверхности нам потребуется увеличи-
вать площадь поверхности чистой воды. Следовательно,
мономолекулярная пленка мыльных молекул на поверхнос-
ти воды имеет два коэффициента поверхностного натяже-
ния: при сокращении поверхности такой пленки поверхнос-
тное натяжение такое, как у мыльного раствора, а при
увеличении поверхности такой пленки коэффициент поверх-
ностного натяжения становится равным соответствующему
коэффициенту для чистой воды.

Заметим, что плывущий кораблик непрерывно расходует
«топливо». Молекулы мыла переходят с «палубы» корабли-
ка на поверхность воды, и площадь мыльной пленки увели-
чивается. Пленка растет как раз на границе «палубы»
кораблика и разбегается по поверхности воды. Наличие
препятствия (кораблика) означает для данного случая, что
пленка может, скажем так, «свободно» увеличивать свой
размер только в одном направлении. Пленка, увеличиваю-
щая свою поверхность, движется от корабля в одном направ-
лении, а затем по мере удаления от корабля приобретает
возможность расти и в стороны.

Далее, если бы вода не обладала вязкостью, то пленка не
увлекала бы ее в своем движении, т.е. воде не передавался
бы импульс. В этом случае, учитывая, что масса самой
мыльной пленки (слой толщиной в одну молекулу) мала по
сравнению с массой кораблика, мы вообще не заметили бы
никакого его движения. На самом же деле именно наличие
вязкости обусловливает передачу воде импульса в направле-
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Диэлектрики
в электрическом

поле
В.МОЖАЕВ

П
УСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ ИМЕЕТСЯ НЕКОТОРОЕ РАС-
пределение зарядов. Если мы сохраним это распределе-

ние и заполним все пространство, где поле не равно нулю,
диэлектриком, то напряженность электрического поля по-
всюду уменьшится в ε  раз. Здесь ε  – физическая характе-
ристика диэлектрика, ее называют диэлектрической прони-
цаемостью данного вещества. Это определение диэлектри-
ческой проницаемости среды не раскрывает механизма вза-
имодействия диэлектрика с внешним полем, но на школьном
уровне этого вполне достаточно.

Типичным примером такой ситуации является заряжен-
ный конденсатор, например плоский, сферический или ци-
линдрический. Если мы сохраним распределение зарядов
на его обкладках и полностью заполним его диэлектриком
с диэлектрической проницаемостью ε , то напряженность
поля в любой точке внутри конденсатора уменьшится в ε
раз. Но если поле внутри конденсатора уменьшилось, а
заряды на обкладках сохранились, то это означает, что
должны появиться дополнительные заряды, которые со-
здают поле, направленное навстречу полю наших зарядов.
Так оно и происходит – на поверхностях диэлектрика,
примыкающих к обкладкам конденсатора, появляются по-
ляризационные заряды, причем их знаки противоположны
знакам зарядов на обкладках, и результирующее поле внут-
ри конденсатора уже создается всеми зарядами, включая и
поляризационные.

А вот если мы будем поддерживать постоянной разность
потенциалов между пластинами конденсатора, то после
заполнения конденсатора диэлектриком поле внутри него не
изменится. Сохранение величины поля означает рост свобод-
ных зарядов на обкладках конденсатора, и понятно, что
заряд конденсатора возрастет именно в ε  раз. Причем
произойдет это благодаря источнику тока, присоединенного
к конденсатору.

Еще одним фактором, влияющим на поле в диэлектрике,
является конфигурация той части пространства, которая
заполнена диэлектриком. Мы ограничимся наиболее про-
стой формой диэлектрика: тонкая пластина или сферичес-
кий слой.

А теперь перейдем к разбору конкретных примеров.
Задача 1. Плоский воздушный конденсатор с квадратны-

ми пластинами частично заполнен диэлектриком, как это
изображено на рисунке 1 для трех разных случаев. Опреде-
лите напряженность электрического поля внутри диэлек-
трика, если заряд на обкладках конденсатора Q, площадь
пластин S, диэлектрическая проницаемость среды ε . Раз-
меры диэлектрика указаны на рисунке.

Рассмотрим первый случай, когда конденсатор частично
заполнен слоем диэлектрика толщиной h (см. рис.1,а). В
отсутствие диэлектрика напряженность электрического поля

в конденсаторе равна

0

Q
E

Sε
= .        (1)

При данном частичном за-
полнении пространства меж-
ду обкладками диэлектриком
мы можем рассматривать наш
конденсатор как систему двух
последовательно соединен-
ных конденсаторов, один из
которых воздушный емкос-
тью

0

"

S
C

d h

ε
=

- ,

а другой – полностью запол-
ненный диэлектриком, емкость которого

0

ä

S
C

h

ε ε
= .

На каждом из конденсаторов находится заряд Q, поэтому
разность потенциалов на заполненной диэлектриком части
конденсатора равна

ä
ä 0

Q Qh
U

C Sε ε
= = ,

а напряженность поля в диэлектрике составляет

ä
ä

0

U Q
E

h Sε ε
= = .                        (2)

Сравнивая полученное выражение с напряженностью в
отсутствие диэлектрика (1), мы видим, что напряженность
поля в диэлектрике уменьшилась в ε  раз и это ослабление
поля не зависит от толщины слоя диэлектрика. При таком
способе заполнения происходит максимальное ослабление
поля в диэлектрике.

Перейдем ко второму случаю (см. рис.1,б). Теперь мы
можем рассматривать наш конденсатор как систему двух
параллельно соединенных конденсаторов с емкостями

( )0

"

S S l
C

d

ε -
=  и 0

ä

Sl
C

d

ε ε
= ,

где S  – линейный размер обкладок конденсатора. Общая
емкость конденсатора составляет

( )0

" ä

1
1

lS
C C C

d S

εε -К ˆ
= + = +Б ˜Л ≢

.

Разность потенциалов между обкладками нашего конденса-
тора равна

( )
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1
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Q Qd
U

C l
S

S

ε
ε
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-К ˆ

+Б ˜Л ≢

,

а напряженность поля в диэлектрике –

( )
ä

0

1
1

U Q
E

d l
S

S

ε
ε

= =
-К ˆ

+Б ˜Л ≢

.                      (3)

Проанализируем полученное выражение на зависимость
от l. При стремлении l к S  поле в диэлектрике уменьшается
и стремится к значению

( )ä
0

Q
E S

Sε ε
= ,

а при стремлении l к нулю поле растет и при l = 0 становится

Рис. 1
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равным

( )ä
0

0
Q

E
Sε

= .

При произвольном значении l поле в диэлектрике заключено
в пределах

( )ä
0 0

Q Q
E l

S Sε ε ε
£ £ .

В третьем случае (см. рис.1,в) мы можем рассматривать
наш конденсатор как систему трех конденсаторов – соответ-

ствующая эквивалентная схема
изображена на рисунке 2. Ем-
кость первого, воздушного, кон-
денсатора равна

( )0
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S S l
C

d

ε -
= ,

емкость второго, воздушного, кон-
денсатора равна

0

2

Sl
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d h

ε
=

-
,

а емкость третьего конденсато-
ра, заполненного диэлектриком, равна

0
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Sl
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h

ε ε
= .

Общая емкость двух последовательно соединенных конден-
саторов (второго и третьего) составляет

( )
2 3 0
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C C h d h

ε ε

ε
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а общая емкость всех конденсаторов есть

1 23C C C= + =
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Разность потенциалов между обкладками нашего конденса-
тора равна

Q
U

C
= ,

заряд на последовательно соединенных конденсаторах равен

23

23 23

QC
Q UC

C
= = ,

разность потенциалов на третьем конденсаторе составляет

23 23
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3 3

Q QC
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= = ,

а напряженность поля внутри диэлектрика есть
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U
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Нетрудно убедиться, что полученное выражение при l S=
переходит в выражение (2), а при h = d – в выражение (3).

Следует отметить, что во втором и третьем случаях при
сохранении заряда на обкладках конденсаторов происходит
перераспределение этого заряда: поверхностная плотность
зарядов на той части пластин, которые примыкают к диэлек-
трику, больше, чем на воздушной части пластин. Убедиться
в этом мы предлагаем читателю в качестве упражнения.

Задача 2. Проводящая заряженная сфера радиусом 1r
окружена сферическим слоем диэлектрика с диэлектричес-
кой проницаемостью ε . Радиус внешней поверхности диэ-

лектрика равен 2r . Определите поверхностную плотность
поляризационных зарядов на внешней поверхности диэлек-
трика, если на сфере находится свободный заряд Q.

Можно сразу сказать, что напряженность поля внутри
диэлектрика будет в ε  раз меньше по сравнению с полем без
диэлектрика. Действительно, заряд на сфере сохраняется,
сохраняется и его равномерное распределение по сфере (в
силу сферической симметрии). Но диэлектрик заполняет
только часть пространства, поэтому наше утверждение тре-
бует доказательства.

Заполним все пространство вне сферы ( 1r r£ £ • ) нашей
диэлектрической средой. В этом случае напряженность элек-
трического поля во всей этой
области уменьшится в ε  раз.
Мысленно проведем сферу
радиусом 2r  (рис.3). Пусть
на поверхности сферы радиу-
сом 1r  расположен свобод-
ный положительный заряд Q
(черные крестики), тогда
вблизи этой поверхности бу-
дет равномерно распределен
связанный отрицательный за-
ряд (красные черточки). Обо-
значим величину этого заряда
через “"q . Вблизи сферической поверхности радиусом 2r  (с
внутренней и внешней стороны) также будут расположены
связанные заряды, равные по величине “"q  и противополож-
ные по знаку. Связанные отрицательные заряды на сфере
радиусом 2r  никакого влияния на поле в области 20 r r£ £
не оказывают – результирующее поле, которое они создают
в любой точке этой области, равно нулю. Поэтому мы можем
убрать диэлектрик из области 2r r£ £ • , и ничего при этом
не изменится в интересующей нас области.

Итак, напряженность электрического поля в области

1 2r r r£ £  в отсутствие диэлектрика равна

( )
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rπε
= ,

а при наличии диэлектрика –

( )ä 2

0
4

Q
E r

rπε ε
= .

С другой стороны, это же поле равно сумме полей, создава-
емых зарядами Q и “"q , где “"q  – это отрицательные заряды
у поверхности сферы радиусом 1r :

( ) ( )“"
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E r Q q

r r rπε πε πε
= - = - .

Сравнивая два выражения для äE , получим
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r rπε ε πε

-
= .

Отсюда находим величину связанных зарядов:
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1
q Q

ε

ε

-
=

и поверхностную плотность этих зарядов на сфере радиу-
сом 2r :
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2 2
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= = .

Задача 3. Плоский воздушный конденсатор с площадью
пластин 2S 150 “ì=  и расстоянием между пластинами
d = 6 мм подключен к батарее с ЭДС 200 B=E . Какую
минимальную работу необходимо совершить, чтобы в
область между пластинами конденсатора вставить слю-

Рис. 2
Рис. 3



дяную пластинку толщиной h = 4 мм? Горизонтальные
размеры всех пластин одинаковы, а диэлектрическая про-
ницаемость слюды 7ε = .

Минимальную работу найдем по закону сохранения энер-
гии.

Энергия и заряд конденсатора до введения пластинки
равны соответственно

2 2

1 0

1
2 2

C S
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d

ε
= =

E E
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S
Q

d

ε
=

E
.

Емкость конденсатора после введения пластинки стала (см.
задачу 1)
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Энергия конденсатора и заряд на нем после введения плас-
тинки стали
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Изменение энергии конденсатора равно
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Работа батареи по переносу заряда 2 1Q Q-  составляет
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По закону сохранения энергии работа внешних сил равна
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Задача 4. В плоский воздушный конденсатор вставлена
стеклянная пластина с ε  = 9 так, что остался воздушный
зазор толщиной h = 1 мм. Расстояние между обкладками
конденсатора d = 1 см. Конденсатор подключен к источни-
ку постоянного напряжения 0U 100 B= . Чему будет равно
напряжение на конденсаторе, если после отключения его от
источника убрать стеклянную пластину?

Емкость пустого (воздушного) конденсатора равна

0
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d

ε
= ,

где S – площадь обкладок конденсатора. Емкость конденса-
тора со вставленной стеклянной пластиной равна емкости
двух последовательно соединенных конденсаторов: воздуш-
ного толщиной h и стеклянного толщиной d – h  и составляет
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Заряд, оставшийся на конденсаторе емкостью С после его
отключения от источника напряжения, равен

( )
0 0

0
1

SU
Q CU

d h

ε ε

ε
= =

+ -
.

После удаления стеклянной пластины заряд на обкладках
конденсатора сохраняется, а емкость и напряжение изменя-
ются. Новое напряжение составит
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Задача 5. Плоский воздушный конденсатор с квадратны-
ми пластинами – расстояние между пластинами d и
площадь пластин S – заряжен до разности потенциалов U
и отсоединен от источника напряжения. После этого в
конденсатор до его середины вдвигают широкую пластину

из диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε .
Толщина пластины d. Определите силу, с которой пласти-
на втягивается в конденсатор в данном положении.

Емкость пустого (воздушного) конденсатора равна
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d

ε
= .

После отключения источника напряжения на конденсаторе
остается заряд

0

0 0

SU
Q CU

d

ε
= = .

При вставленной пластине одна половина конденсатора
заполнена диэлектриком, а другая остается пустой. Емкость
такого конденсатора составляет
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а его энергия равна
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Пусть на диэлектрическую пластину в этом положении
действует со стороны электрического поля сила F, которая
приложена в месте максимальной неоднородности поля и
направлена в сторону незаполненной части конденсатора
(рис.4). Приложим к диэ-
лектрической пластине
внешнюю силу, равную F
и направленную в проти-
воположную сторону.
Выдвинем пластину на не-
большую величину dx, со-
вершив при этом работу

dA = Fdx.

Очевидно, что эта работа
пойдет на изменение энер-
гии конденсатора. Найдем
новую емкость и новую энергию конденсатора после переме-
щения диэлектрической пластины:
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Изменение энергии конденсатора равно
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Поскольку емкость 2C  мало отличается от 1C , можно
положить, что

2
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В этом предположении
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Приравнивая работу dА к изменению энергии dW, найдем
силу, с которой пластина втягивается в конденсатор:

( )

( )

2

0

2 3 2

0

2 1

1

dQ
F

S

ε

ε ε

-
=

+
.

После подстановки в это соотношение выражения для заряда

0Q , окончательно получим
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Рис. 4
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Задача 6. Плоский воздушный
конденсатор с расстоянием между
обкладками d частично погружен в
жидкость с диэлектрической про-
ницаемостью ε  и плотностью ρ
(рис.5). Через разомкнутый ключ
K к пластинам конденсатора под-
ведена батарея с ЭДС E . Внутрен-
нее сопротивление батареи мало.
Пренебрегая вязкостью жидкости
и капиллярными явлениями, опре-
делите максимальную высоту подъе-
ма жидкости в конденсаторе после
замыкания ключа. На какой высо-
те установится жидкость при на-
личии тепловых потерь?

Поскольку омическим сопротивлением в электрической
цепи мы пренебрегаем, сразу после замыкания ключа и в
последующее время напряжение на конденсаторе будет рав-
но ЭДС батареи E . Пусть после замыкания ключа жидкий
диэлектрик поднимется на максимальную высоту h. Очевид-
но, что в этом случае работа, совершенная батареей, пойдет
на изменение энергии конденсатора и на изменение потенци-
альной энергии жидкости в поле тяжести (изменение кине-
тической энергии жидкости равно нулю).

Обозначим начальную емкость пустого (воздушного) кон-
денсатора через 0C . Тогда емкость конденсатора в момент
подъема жидкости на высоту h равна
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где а – ширина пластин конденсатора. Изменение энергии
конденсатора после подъема жидкости равно
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Изменение потенциальной энергии поднятой жидкости со-
ставляет
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Работа, совершенная батареей, равна
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Записав закон сохранения энергии, получим уравнение для
определения h:
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Данное квадратное уравнение имеет два решения:

1 0h =  и 
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.

Первое решение ( 1 0h = ) соответствует начальному положе-
нию уровня жидкости, второе решение ( 2h ) отвечает макси-
мальному подъему жидкости через некоторое время после
замыкания ключа. А то положение уровня жидкости, кото-
рое установится после замыкания ключа при наличии тепло-
вых потерь, должно соответствовать минимуму полной энер-
гии нашей системы.

Обозначим установившуюся высоту подъема через z. Ем-
кость конденсатора в этом случае равна

( )0

0

1
z

az
C C

d

ε ε -
= + .

Заряд на конденсаторе составляет

( )0

0

1
z z

az
Q C C

d

ε ε -К ˆ
= = +Б ˜Л ≢

E E .

Энергия, запасенная в батарее, равна

( ) 20

K 0 0 0

1
z

az
W W Q W C

d

ε ε -К ˆ
= - = - +Б ˜Л ≢

E E ,

где 0W  – начальная (до замыкания ключа) энергия в
батарее. Энергия конденсатора составляет

( ) 2

0

* 0

1

2

az
W C

d

ε ε -К ˆ
= +Б ˜Л ≢

E
.

Потенциальная энергия поднятой жидкости есть
2

›
2

gadz
W

ρ
= .

Полная энергия нашей системы равна

K * ›W W W W= + + ,

или
( ) 2 2

0

0 0

1

2 2

az gadz
W W C

d

ε ε ρ-К ˆ
= - + +Б ˜Л ≢

E
.

Запишем условие минимума энергии и после дифференциро-
вания получим уравнение

( ) 2

0
1

0
2

a
gadz

d

ε ε
ρ

-
- =

E
.

Отсюда найдем
( ) 2

0

2

1

2
z

gd

ε ε

ρ

-
=

E
.

Как видно из полученного выражения, высота, соответ-
ствующая устойчивому положению уровня жидкости, в два
раза меньше максимальной высоты подъема. При отсутствии
затухания жидкость колебалась бы около положения h = z с
амплитудой, равной z. При малых потерях энергии колеба-
ния будут затухать, и уровень жидкости установится на
высоте z.

Упражнения

1. Плоский воздушный конденсатор с расстоянием между
обкладками d = 10 мм частично заполнен плоскопараллельным
слоем диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε  = 7.
Толщина слоя диэлектрика h = 6 мм. Конденсатор подключен к
батарее с ЭДС E = 100 В. Чему равна напряженность электри-
ческого поля внутри диэлектрика?

2. Плоский конденсатор, полностью заполненный диэлектри-
ком с диэлектрической проницаемостью ε , заряжают от батареи
с ЭДС E  и отключают. Определите поверхностную плотность
поляризационных зарядов на границе проводник – диэлектрик,
если расстояние между пластинами конденсатора d.

3. Плоский конденсатор, пластины которого имеют площадь
S и расположены на расстоянии d, заполнен твердым диэлект-
риком с диэлектрической проницаемостью ε . Конденсатор
подключен к батарее, ЭДС которой E . Одну из пластин
конденсатора отодвигают так, что образуется воздушный зазор.
На какое расстояние отодвинули пластину, если при этом была
совершена работа А?

4. Диэлектрическая пластина толщиной 
1l  с диэлектрической

проницаемостью ε  введена между обкладками плоского воз-
душного конденсатора так, что между поверхностями пластины
и обкладками конденсатора остались воздушные зазоры, сум-
марная толщина которых равна 2l . Определите силу притяже-
ния между обкладками, если разность потенциалов между ними
U, а площадь пластины и обкладок  S. Как изменится выраже-
ние для силы в предельном случае при 2 0l Ж ?

Рис. 5



Точка вне
окружности

В.АЛЕКСЕЕВ, В.ГАЛКИН,
В.ПАНФЕРОВ, В.ТАРАСОВ

Опорные задачи

Задача 1. Докажите, что угол между двумя секущими
измеряется полуразностью дуг, на которые он опирается

(рис.1).
Задача 2. В обозна-

чениях рисунка 1 до-
кажите, что

SA SB SC SD◊ = ◊ .

Задача 3. Докажи-
те, что (рис.2)

2ST SA SB= ◊ .

Задача 4. Пусть АВ
– хорда, ВС – каса-

тельная к окружности
в точке В (рис.3). Дока-
жите, что угол В изме-
ряется половиной дуги
окружности, располо-
женной внутри этого
угла.

Отметим один важный
частный случай, когда се-
кущие SB и SD опира-

ются на диаметр BD окружности
(рис.4).

Задача 5. Докажите, что

AC

BD
= cos γ .

Решение. Заметим, что ВС и DA – высоты треугольника
BSD. Поэтому

cos
SC SA

SB SD
γ = = .

Но треугольники ASC и BSD подобны, так как, например,

( )180 180 180SCA ACD β β– = ∞ - – = ∞ - ∞ - = . Поэтому

cos
SA AC

SD BD
γ= = .

Задача 6. В четырехугольнике ABCD, вписанном в ок-
ружность, диагональ АС является диаметром окружнос-

ти. Докажите, что cos
BD

AC
α= , где α  – угол между

прямыми ВС и AD, рав-
ный углу между пря-
мыми АВ и СD.

Решение. Пусть М –
точка пересечения пря-
мых АВ и CD, а N –
точка пересечения пря-
мых ВС и AD (рис.5).
Так как АС – диаметр,
то MD и NB – высоты
треугольника AMN,
а С – ортоцентр этого
треугольника. При этом

90NAB α– = ∞ -  и
( )2 sin 90BD R α= ∞ - =

2 cosR α=  по теореме
синусов. А так как АС = 2R, то

cos
BD

AC
α= .

Рассмотрим еще одну типичную конфигурацию.
Задача 7. Пусть SP и

SQ – касательные к дан-
ной окружности, секущая
пересекает PQ в точке
В, а окружность – в точ-
ках А и С (рис.6). Дока-
жите, что

SA BA

SC BC
= .

Решение. Заметим сра-
зу, что (обозначения ясны
из рисунка 6) ху = bc
(свойство отрезков хорд),

( )2t a b c a= + +  (свой-
ство отрезков касательной
и секущей).

Далее, треугольник
PSQ – равнобедренный.
По теореме косинусов для треугольников BSQ и BSP имеем

( ) ( )
22 2 2 cost a b x x a b ϕ= + + + + ,

( ) ( )
22 2 2 cost a b y y a b ϕ= + + - + .

Умножим первое равенство на у, второе – на х, а затем
сложим. В результате получим

( ) ( ) ( ) ( )
22x y t a b x y xy x y+ = + + + + .

Отсюда

( ) ( )
2 2a b t xy a b c a bc+ = - = + + - ,

и, наконец,

( )a b c b ac+ + = .

Но это и значит, что 
SA BA

SC BC
= .

Замечание 1. Последнюю задачу можно было бы сформу-
лировать так:

Докажите, что точки S и В делят отрезок АС в одном и
том же отношении внешним и внутренним образом соответ-
ственно.

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6
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Замечание 2. Решая
задачу 7, мы вывели
весьма полезное соот-
ношение, справедливое
для равнобедренных
треугольников:

Если точка М лежит
на основании АВ рав-
нобедренного треуголь-
ника АСВ (рис.7), в ко-
тором СМ = l, АМ = х,

МВ = у, ВС = а, то

2 2l a xy= - .

Задачи вступительных экзаменов

Представленные далее задачи взяты, в основном, из вари-
антов вступительных экзаменов разных лет Московского
государственного университета им. М.В.Ломоносова.

Задача 8. Из точки А проведены к окружности две
касательные (М и N – точки касания) и секущая, пересе-

кающая эту окружность в
точках В и С, а хорду MN –
в точке Р, причем АВ : ВС =
= 2 : 3. Найдите АР : РС.

Решение. Используем за-
дачу 7 (рис.8). Здесь по усло-

вию ( ): 2 : 3a b c+ =  Требу-

ется найти отношение

( ) :a b c+ . Так как а = 2k, b +

+ c  = 3k при некотором k >

> 0 и ( )a b c+ + b = ac, то

( )2 3 2k k b k+ = c, откуда

: 2 : 5b c = . Значит, b = 2m,
c = 5m при m > 0. Итак, b +

+ c = 3k = 7m, т.е. 
7

3
k m= . Поэтому

2 2 4

5 3

a b k m

c m

+ +
= = .

При решении целого ряда задач бывает полезным провести
вспомогательную окружность и уже к ней применять резуль-
таты опорных задач.

Задача 9. В остроугольном треугольнике АВС из вершин
А и С опущены высоты АР и CQ на стороны ВС и АВ.
Известно, что площадь треугольника АВС равна 18, пло-
щадь треугольника BPQ равна 2, а длина отрезка PQ равна
2 2 . Вычислите радиус окружности, описанной около
треугольника АВС.

Решение. Из точек Р и Q отрезок АС виден под одним и
тем же углом в 90∞ , так как AP BC^  и CQ AB^  по

условию (рис.9). По-
этому четырехугольник
AQPC вписанный, се-
кущие ВА и ВС опира-
ются на диаметр АС, и
можно использовать
опорные свойства: на-
личие двух пар подоб-
ных треугольников, а
именно

BPQ BAC∆ ∆∼  и

 BPA BQC∆ ∆∼ ,

и соотношение

cos
PQ BP

B
AC BA

= = – .

Из подобия треугольников имеем

1 2 2
cos

3

BPQ

ABC

SPQ
B

AC S AC
= = = = – ,

откуда

6 2AC =  и 
2 2 2

sin 1 cos
3

B B– = - – = .

Искомый радиус ABCR R=  найдем из теоремы синусов:

9

2 sin 2

AC
R

B
= =

– .

Задача 10. В остроугольном треугольнике АВС проведе-
ны высоты АМ и CN, точка О – центр описанной около
треугольника АВС окружности. Известно, что величина
угла АВС равна β , а
площадь четырехуголь-
ника NOMB равна S.
Найдите длину сторо-
ны АС.

Решение. Радиус R =
= OB описанной окруж-
ности делит угол β  на
два угла: 1ABO β– =  и

2CBO β– =  такие, что
(рис.10)

1
2

π
β γ+ = , 2

2

π
β α+ = .

В четырехугольнике
ONBM диагонали пер-
пендикулярны, и мы оказываемся в стандартной ситуации:
точка В лежит вне окружности ANMC, а секущие ВА и ВС
опираются на ее диаметр АС. Действительно,
BNM ANMπ γ– = - – =  и в треугольнике NKB, где K –

точка пересечения ОВ и NM, ( )1
2

BKM
π

π β γ– = - + = , т.е.

BO MN^ . Кроме того, диагональ MN связана с искомой
длиной АС:

cosMN AC β=

из подобий треугольников: BMN BAC∆ ∆∼ , BMA∆ ∼

BNC∆∼ . Другая диагональ OB = R связана с АС через
теорему синусов:

2 sin

AC
OB R

β
= = .

Наконец, имеем 2 tgAC S β= , поскольку площадь S четы-

рехугольника равна 
1

2
S R MN= ◊ , или 21

ctg
4

S AC β= .

Задача 11. Отрезки, соединяющие основания высот ост-
роугольного треугольника, равны 5, 12 и 13. Найдите
площадь треугольника.

Решение. Пусть 1 1 1, ,A B C  – основания высот остроуголь-
ного треугольника АВС, 1 1 5A B = , 1 1 12AC = , 1 1 13BC =
(рис.11). Ясно, что 1 1 1A BC∆  является прямоугольным с
прямым углом 1A , так что 

1 1 1
30A BCS = . Четырехугольник

1 1ABA B  вписан в окружность с диаметром АВ. Мы пришли
к уже известной геометрической конфигурации: из точки С
вне окружности проведены секущие СА и СВ, опирающиеся
на диаметр АВ. При этом стороны 1 1 1A BC∆  отсекают от
ABC∆  три подобных ему треугольника с коэффициентами

подобия cos γ , cosα , cos β  соответственно. Кроме того,

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9

Рис. 10



высоты треугольника АВС являются биссектрисами ортотре-
угольника 1 1 1A BC . Действительно,

1 1 1 1

1 1 1 1

,
2 2

2 2

B A A CA B

C A A BAC

π π
α

π π
α

П– = - – = -ФФ fiМ
Ф– = - – = -
ФУ

1 1 1 1 2
2

B A A C A A
π

α γfi – = – = - = .

Аналогично,

1 1 1 1 2
2

A B B C BB
π

β α– = – = - = ,

1 1 1 1 2
2

ACC BCC
π

γ β– = – = - = .

Между углами 1 22A γ– = , 1 22B α– = , 1 22C β– =  ортотреу-

гольника 1 1 1A BC  и углами A α– = , B β– = , C γ– =  исход-
ного треугольника АВС имеется взаимооднозначное соответ-
ствие:

1 2

1 2

1 2

2 2 ,

2 2 ,

2 2

A

B

C

γ π α

α π β

β π γ

– = = -П
Ф– = = -М
Ф– = = -У

( )

( )

( )

2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

1
,

2 2

1
,

2 2

1
.

2 2

A

B

C

π
α γ π α β

π
β α π β γ

π
γ β π α γ

П = - = - – = +Ф
Ф
Ф¤ = - = - – = +М
Ф
Ф = - = - – = +ФУ

Остались вычисления. Для искомой площади S имеем

1 1 1 1 1 1 1 1 1A BC A B C ABC A BCS S S S S= + + + =

( )2 2 230 cos cos cosS γ α β= + + + ,

или

( )2 2 21 cos cos cos 30S α β γ- - - = .

Перейдем к углам ортотреугольника и получим

2 2 21 cos cos cosα β γ- - - =

= 
2 2 2

2 2 2
1 cos cos cos

2 2 2

π π π
γ α β

К ˆ К ˆ К ˆ- - - - - - =Б ˜ Б ˜ Б ˜Л ≢ Л ≢ Л ≢

= 2 2 2

2 2 2
1 sin sin sinγ α β- - - =

( )2 2 2

1 2
cos 2 cos 2 cos 2 1

2 13
α β γ= + + - = .

Окончательно имеем S = 195.

Задача 12. В остро-
угольном треугольни-
ке АВС проведены вы-
соты 1CC  и 1AA . Из-
вестно, что АС = 1 и

1 1CCA α– = . Найдите
площадь круга, описан-
ного около треуголь-
ника 1 1C BA .

Решение. Около че-
т ы р е х у г о л ь н и к а

1 1AC AC  можно опи-
сать окружность (так
как отрезок АС виден из точек 1A  и 1C  под прямым углом),
а секущие ВА и ВС опираются на ее диаметр АС (рис.12).
Значит, коэффициент подобия треугольников 1 1BAC  и ВАС
есть

1cos cosk ABC C BC= – = – =

= 1 1
cos cos sin

2 2
CCA

π π
α α

К ˆ К ˆ- – = - =Б ˜ Б ˜Л ≢ Л ≢ .

Для радиусов описанных около них окружностей имеем

1 1 sin
BA C

BAC

R
k

R
α= = .

Но

2 sin
BAC

AC
R

ABC
= =

–
1 1

2 cos
2 sin

2

π α
α

=
К ˆ-Б ˜Л ≢

.

Поэтому

1 1
sinBA C BACR R α= =

1 1
sin tg

2 cos 2
α α

α
= ,

и искомая площадь равна

1 1

2 2tg
4

BA CS R
π

π α= = .

Задача 13. Через вершины А и В треугольника АВС
проведена окружность, пересекающая стороны ВС и АС в
точках D и Е соответственно. Площадь треугольника
CDE в 7 раз меньше площа-
ди четырехугольника
ABDE. Найдите DE и ра-
диус окружности, если
АВ = 4 и C 45– = ∞ .

Решение. Имеем стандар-
тную и весьма распростра-
ненную геометрическую
конструкцию (рис.13): из
точки С к окружности
проведены две секущие СА
и CВ. Четырехугольник
AEDB вписан в окружность,
поэтому сумма его противо-
положных углов равна
180∞ :

180CAB BDE– + – = ∞ .

Но смежные углы с вершиной в точке D также составляют
180∞ :

180CDE BDE– + – = ∞ .

Поэтому CAB CDE– = – . Значит, CAB∆  подобен CDE∆
по двум углам. Коэффициент подобия равен

CAB ABDE CDE

CDE CDE

S S S
k

S S

+
= = = 7 1

2 2
1

+
= .

Рис. 11

Рис. 12

Рис. 13
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Поэтому

4
2

2 2

AB
DE

k
= = = .

Осталось найти радиус окружности. Проведем DF AC# .

Тогда 2AF DE= = . По теореме о вписанном угле,

45BAF BDF C– = – = – = ∞ . По теореме косинусов для
ABF∆  имеем

2 2 2 2 cosBF AF AB AF AB BAF= + - ◊ ◊ – = 10,

10BF = .

Согласно следствию из теоремы синусов, находим радиус
окружности:

5
2 sin

BF
R

BAF
= =

– .

Задача 14. На сторонах острого угла с вершиной О взяты
точки А и В. На луче ОВ взята точка М на расстоянии
3 OA◊  от прямой ОА, а на луче ОА – точка N на
расстоянии 3 OB◊  от прямой ОВ. Радиус окружности,
описанной около треугольника АОВ, равен 3. Найдите MN.

Решение. Примем такие обозначения: ОВ = а, ОА = b,
AOB α– = , MN = x (рис.14). По условию 

1 3MM b= , где

1MM OA^ ; 1 3NN a= , где 
1NN OB^ ; радиус описанной

около треугольника ОАВ окружности 3AOBR = .
В четырехугольнике 1 1MM NN  сумма противоположных

углов равна 180∞  (
1 1 90 90 180MM N NN M– + – = ∞ + ∞ = ∞ ).

Поэтому около него можно описать окружность. Диаметром
ее является искомый отрезок MN. Получим типичную гео-
метрическую конфигурацию: окружность и две секущие ОМ
и 1OM , причем секущие проходят через концы диаметра
MN. Здесь, как известно, имеются две пары подобных
треугольников.

а) Треугольники 1ON N  и 1OM M  подобны как прямоу-
гольные с общим острым (по условию) углом α .

б) Треугольники 1 1ON M  и ONM подобны по двум углам.
Действительно, угол α  у них общий, а углы 1 1OM N  и OMN
равны в силу теоремы о вписанном угле (они опираются на
одну и ту же дугу 1N N ).

Так как 1ON N∆  подобен ∆ 1OM M , то 1 1:ON OM =
1 1: 3 : 3 :NN MM a b a b= = = . Стороны треугольников ОВА

и 1 1ON M , прилежащие к общему углу α , пропорциональ-
ны:

1

1

OB ON a

OA OM b
= = .

Поэтому OBA∆  подобен 1 1ON M∆ , 1 1OAB OM N– = – , пря-
мые АВ и 1 1M N  параллельны. Но 1 1 1 1OM N NM N– = – =

OMN= – . Значит, OAB OMN– = –  и OAB∆  подобен
∆OMN по двум углам. Из подобия треугольников имеем

OA AB

OM MN
= , 

OM AB
MN x

OA

◊
= = .

Рис. 14

Здесь OA = b, 1

1

3

sin sin

MM b
OM

MOM α
= =

–
 (из 1OMM∆ ),

2 sin 2 3 sin 6 sinAOBAB R α α α= = ◊ =  (по теореме синусов

для AOB∆ ).  Окончательно,

3 6 sin
18

sin

b
MN x

b

α

α

◊
= = =

◊
.

Задача 15. Диаметр АВ и хорда СD окружности пересе-
каются в точке Е, причем СЕ = DE. Касательные к
окружности в точках В
и С пересекаются в точ-
ке K. Отрезки AK и СЕ
пересекаются в точке М.
Найдите площадь тре-
угольника CKM, если
АВ = 10, АЕ = 1.

Решение. Диаметр АВ
рассекает хорду CD, не
являющуюся диаметром,
на две равные части (СЕ =
= ЕD по условию), зна-
чит, он перпендикулярен
ей: CD AB^  (рис.15).
Так как KB – касатель-
ная, то KB AB^ . По-
этому CD KB# .

Пусть О – центр ок-
ружности. По теореме
Пифагора из треугольни-
ка СЕО

2 2 2 25 4 3CE CO EO= - = - = .

Прямоугольные треугольники СOK и BOK равны (OK –

общая гипотенуза, 
1

5
2

CO OB AB= = = ). Поэтому

1

2
KOC KOB BOC BAC– = – = – = – . Значит, ACE∆  подо-

бен OKB∆  (по двум углам) и

5
3 15

1

KB OB OB
KB CE

CE AE AE
= fi = ◊ = ◊ = .

Но AME∆  подобен AKB∆  ( ME KB# ), откуда

1 3
15

10 2

ME AE AE
ME KB

KB AB AB
= fi = ◊ = ◊ = fi

3 3
3

2 2
CM CE MEfi = - = - = .

В треугольнике CKM известны сторона (основание): 
3

2
CM =

и высота, проведенная к ней: ВЕ = 9. Поэтому

1 1 3 27
9 6,75

2 2 2 4
CKMS CM BE= ◊ = ◊ ◊ = = .

Задача 16. На стороне АВ треугольника АВС как на
диаметре построена окружность, пересекающая стороны
АС и ВС в точках D и Е соответственно. Прямая DE
делит площадь треугольника АВС пополам и образует с
прямой АВ угол 15∞ . Найдите углы треугольника АВС.

Решение. Не ограничивая общности, можно считать, что
прямые АВ и DE пересекаются в точке K луча АВ (рис.16).
Секущие СА и СВ опираются на диаметр АВ. Коэффициент
k подобия треугольников CDE и CАВ равен косинусу угла C.

Рис. 15

(Продолжение см. на с. 56)



XIV Международная олимпиада
«Интеллектуальный марафон»

О Л И М П И А Д Ы

Международный интеллект-клуб (МИК) «Глюон» в рам-
ках международной программы «Дети. Интеллект. Творче-
ство» при участии Университета города Ретимно (остров
Крит, Греция), МГУ им. М. В. Ломоносова, Фонда некоммер-
ческих программ «Династия» и при поддержке компаний
«Кирилл и Мефодий», «Физикон», «1С», издательского
дома «Первое сентября» и журнала «Квант» провел очеред-
ную тест-рейтинговую олимпиаду «Интеллектуальный мара-
фон». Олимпиада проходила с 9 по 16 октября 2005 года на
территории уютного отеля «Rethymno bay», который распо-
ложен в городе Ретимно на берегу Средиземного моря.

На олимпиаду приехали участники из разных регионов
России, Казахстана и Норвегии. Одаренные школьники,
проявившие интерес к фундаментальным наукам, соревно-
вались в командных и индивидуальных турах по математи-
ке, физике, истории научных идей и открытий. В третий раз
в олимпиаде участвовали школьники, интересующиеся эко-
логией и биологией, и во второй раз – те школьники,
которые выбрали историю и культурологию.

Абсолютным победителем олимпиады «Интеллектуаль-
ный марафон-2005» по фундаментальным наукам в команд-
ном зачете стала сборная команда Краснодарского края
(Россия). Ей был вручен главный приз соревнований –
суперкубок и призы от спонсоров. Команда была также
лучшей в турах по математике и истории научных идей и
открытий, и ей были вручены соответствующие малые кубки
соревнований. Второе место в общем зачете заняла команда
Классического лицея 1 при РГУ (Ростов-на-Дону). Она также
заняла первое место в туре по математике, второе место –
по физике и истории научных идей и открытий. Команде был
вручен большой кубок за второе место в общем зачете и
соответствующие дипломы за успехи в командных соревно-
ваниях. На третье место вышла сборная команда Татарстана,
которая также стала третьей в туре по физике. Ей был вручен
кубок и дипломы за успехи в командных соревнованиях.

В биолого-экологическом направлении олимпиады побе-
ду одержала сборная команда Казахстана, на втором месте
оказались представители Норвегии и на третьем – России.
Всем им были вручены кубки, дипломы и призы олимпиады.

В индивидуальных соревнованиях абсолютным победите-
лем олимпиады стал Арсений Хапланов, ученик 11 класса
Классического лицея 1 при РГУ. Ему были вручены большая
золотая медаль и малая золотая медаль за первое место по
математике. Вторым призером в общем зачете стал Никита
Хохуля, ученик 11 класса лицея «ИСТЭК» города Краснодара.
Ему были вручены большая серебряная медаль и малая
серебряная медаль за второе место по физике. Большую
бронзовую медаль в общем зачете завоевал Алибек Омар-
беков из Казахстана, представляющий Центр «Дарын».

В индивидуальном зачете по физике лучшим стал Эльдар
Гарифулин (11 кл., Классический лицей 1 при РГУ), ему была
вручена малая золотая медаль. Владимир Сошенко (10 кл.,
МТЛ, Новороссийск) получил бронзовую медаль за третье
место по физике. Даулет Дянгузин и Мади Дюлборысов (оба
из Центра «Дарын») были награждены малыми серебряной
и бронзовой медалями за второе и третье место по матема-
тике.

В индивидуальных соревнованиях по биологии и эколо-
гии победу одержала Юлия Меньчишева (Центр «Дарын»),
ей была вручена золотая медаль. Второе место заняла Алия
Джуматаева (Центр «Дарын»), а третьей оказалась Ha Tuyet
Hai, представительница Норвегии. Им были вручены, соот-
ветственно, серебряная и бронзовая медали.

Победителем олимпиады по истории и культурологии
стал Рустам Халиков (Центр «Дарын»), ему была вручена
золотая медаль. Алиби Мустафин и Амина Капанова (Центр
«Дарын») завоевали серебряную и бронзовую медали соот-
ветственно.

Все участники олимпиады получили сертификаты и памят-
ные подарки олимпиады.

Международный интеллект-клуб «Глюон» приглашает ре-
гиональные центры, школы, лицеи и гимназии, работающие
с одаренными детьми, принять участие в XV Международ-
ной олимпиаде «Интеллектуальный марафон», которую пла-
нируется провести в октябре 2006 года в Норвегии.

Заявки на участие присылайте по адресу: 115522 Москва,
Пролетарский проспект, д.15/6, корп.2, МИК «Глюон»

Телефон: (495)517-80-14, факс: (495)396-82-27,
e-mail:gluon@yandex.ru

(см. также сайт: www.informika.ru\text\goscom\gluon)

ЗАДАЧИ  ОЛИМПИАДЫ

Письменный индивидуальный тур

Математика

1. Может ли число вида

  
11...1211...1

n n

быть простым?
2. Вне правильного треугольника ABC, но внутри угла

BAC взята точка M, для которой 30CMA– = ∞ ,
45BMA– = ∞ . Найдите угол ABM.

3. Решите уравнение 1 1x y y x xy- + - = .

4. Можно ли разбить числа 1, 2, …, 30 на группы: а) по 5
чисел; б) по 6 чисел так, чтобы суммы чисел во всех группах
были одинаковы?

5. В треугольнике ABC проведены медиана AM, биссект-
риса AL и высота AH. Найдите радиус окружности, описан-
ной около треугольника ABC, если AL = l, AH = h и AL
является медианой треугольника MAH.

6. Пусть 1α >  – корень уравнения 3 1 0α α- - = . Вычис-
лите

3 32 23 4 3 4 2α α α α- + + + .

7. Можно ли отметить на плоскости 225 точек так, чтобы
наибольшее из расстояний между ними было не больше 21,
а наименьшее – не меньше 3?

Физика

1. Брусок массой M стоит на гладкой горизонтальной
плоскости (рис.1). На бруске закреплен штатив, к которому
на нити длиной l подвешен груз массой m. Какую наимень-
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шую горизонтальную скорость

0v  надо сообщить грузу, что-
бы он совершил полный обо-
рот в вертикальной плоско-
сти?

2. По одной из гипотез, звез-
ды образуются из межзвезд-
ной среды (космическая пыль)
путем сжатия под действием
гравитационных сил. Оцените

время образования звезды из гигантского сферического

облака космической пыли плотностью 20 32 10  ã “ì
-◊ .

3. Два груза массой m соединены нитью длиной L и лежат
на гладком столе. Середину нити начинают перемещать
горизонтально с ускорением а в направлении, перпендику-
лярном нити. Какое количество теплоты выделится при
неупругом ударе грузов?

4. Молекула водяного пара при попадании в воду может
отразиться, а может и «прилипнуть» – стать молекулой
жидкости. Оцените вероятность «прилипания», если изве-
стно, что при +20 °С в условиях низкой влажности уровень
воды в блюдце понижается за минуту примерно на 1,5 мм.
Давление насыщенных паров при этой температуре состав-
ляет приблизительно 2 кПа.

5. Один моль идеального газа находится при температуре
300 К. Его объем увеличивают в 5 раз так, что теплоемкость
газа остается постоянной и равной 5000 Дж/К. Оцените, на
сколько изменится температура газа.

6. Два маленьких шарика, лежащих на гладкой горизон-
тальной плоскости, соединены невесомой пружиной. Шари-
ки зарядили одноименными зарядами, в результате чего
пружина растянулась в три раза. Во сколько раз изменится
частота малых колебаний системы?

7. Проволочный предохранитель перегорает при напряже-
нии 300 В. При каком напряжении будет перегорать предох-
ранитель, если его длину увеличить в 3 раза, а диаметр – в
2 раза?

Экология

1. Важная биологическая роль микроэлементов хорошо
известна и доказана: она связана с активизацией каталити-
ческой активности многих ферментов. Исследования этого
вопроса свидетельствуют, что от содержания и пропорций
микроэлементов зависит иммунитет организма, возможность
развития ряда заболеваний – рахита, нарушения кроветворе-
ния у человека, в сельском хозяйстве – урожайность, сроки
вегетации и пищевая ценность растений. Поэтому важно
иметь представление об источниках и путях формирования
микроэлементного состава в природной среде и живых
организмах. Ученые выяснили, что относительное содержа-
ние и пропорции таких микроэлементов, как сера, калий,
хром, медь, цинк, мышьяк, селен, серебро, йод, кадмий,
олово, сурьма, цезий, золото, ртуть, свинец, висмут, различ-
ны в разных средах. Больше всего их, например, в организ-
мах растений, а почвы богаче, чем основные породы. Макси-
мально обогащены ими воды океанов и глобальные аэрозоли.
Различие в микроэлементном составе смежных и взаимно
проникающих сред весьма существенно, и объяснить его
нельзя, исходя из сложившихся представлений о миграции
химических элементов. Тщательное изучение проблемы по-
казало, что коэффициенты обогащения сред микроэлемента-
ми закономерно уменьшаются в ряду: глобальные аэрозоли
– вода океанов – мхи – высшие наземные растения – почва
– земная кора – изверженные вулканами породы. Дайте
научное объяснение наблюдаемым фактам.

2. Строительство автомобильных дорог и скоростных
линий железнодорожного транспорта является неотъемле-
мой чертой современной цивилизации. Оцените экологичес-
кие последствия техногенного воздействия высокоскорост-
ной железнодорожной магистрали Санкт-Петербург – Мос-
ква, которая частично пройдет с севера на юг по зоне
Валдайского заповедника, откуда берут свое начало такие
великие реки европейской равнины, как Волга, Днепр,
Западная Двина, и где сосредоточено много озер, в том числе
Селигер и Валдайское.

3. Создавая заповедники или национальные парки, человек
берет на себя ответственность за сохранность и приумноже-
ние видов животных и растений на охраняемой территории.
Зачастую вмешательство человека приводит к серьезным
нарушениям сложившегося баланса численности между хищ-
ником и жертвой. Дайте объяснение результатам одного из
таких неудачных экспериментов, когда на одну из заповед-
ных территорий умеренной климатической зоны, где прожи-
вала пара хищник – жертва, представленная рысью и зайцем,
был подселен кролик из Канады, обладающий большей
плодовитостью, чем заяц. В результате через определенный
период вместо ожидаемого прироста численности рыси в
заповеднике исчезли зайцы, кролики и рысь. Постройте
теоретическую кривую изменения численности животных.

4. В старинных трактатах есть сведения о том, что птицы,
как и млекопитающие животные, могут впадать во временное
оцепенение при понижении температуры окружающей сре-
ды. Например, у Аристотеля говорится, что такой способно-
стью обладают аисты, скворцы и дикие голуби, которых во
время холодов находили в состоянии оцепенения или зимней
спячки. Возможно ли это? А как птицы переживают небла-
гоприятный период: суточный, сезонный, погодный?

5. Озеленение городской среды – важный фактор сохране-
ния здоровья человека. Какие принципы должны соблюдать-
ся при посадке в парках и скверах, а также вдоль автомо-
бильных трасс древесных растений, таких как береза, то-
поль, ель, клен, конский каштан, сосна, дуб, береза, ли-
ственница, осина, сирень, боярышник, рябина, черемуха,
туя, вяз, ясень, шиповник? Ответ обоснуйте.

6. Всемирная организация здравоохранения (ВОЗ) пре-
дупреждает о серьезной опасности эпидемии атипичной
пневмонии, в которой повинен вирус птичьего гриппа. Как
вы думаете, почему существует такая опасность и каковы
пути решения этой проблемы?

Биология

1. Современные биотехнологии позволяют выращивать
культуру клеток, формировать из нее ткань, орган или
целый организм. В начале 2005 года в одном научном
медицинском учреждении успешно завершился эксперимент
по восстановлению небольшого участка спинного мозга в
результате пересадки в поврежденный позвонок клеток,
взятых из слизистой носа парализованного пациента. Вос-
становление целостности нервной ткани было настолько
полным, что у пациента восстановилась подвижность пара-
лизованных прежде нижних конечностей. Дайте теоретичес-
кое обоснование этого эксперимента.

2. Стремительные темпы развития современной иммуноло-
гии расширяют не только наши знания о защитных силах
организма, но и о жизни как биологическом процессе.
Исследования последних лет показали, что иммунная систе-
ма не только борется с внешней инфекцией, но и оберегает
сердце, сосуды, почки, органы дыхания, активно участвует
в поддержании гомеостаза организма. Какие проблемы,
несмотря на достигнутые определенные успехи (какие?) в
этой области, стоят перед иммунологами?

Рис. 1
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3. Опыт длительных космических полетов или высокогор-
ных восхождений показал, насколько важную роль играет
питание, например спортсмена, в экстремальных условиях.
Какую роль должна выполнить пища, в каком виде могут
быть представлены необходимые продукты, какого состава
должна быть пища в определенные периоды восхождения во
время пребывания на разных высотах (в начале, середине и
на заключительном этапе)? Ответ обоснуйте, учитывая как
можно больше факторов.

4. Как вы думаете, от каких условий и факторов зависит
форма птичьих стай? Почему стая группы ныряющих птиц,
таких как гагары, поганки, крохали, бакланы, имеет вид
четких линий – цепочек, углов, змеек; стаи нырковых уток
выглядят более плотными, принимая форму заполненных
углов; вороны, галки и грачи собираются в скученные, но
упорядоченные стаи; для сорок и соек характерны скучен-
ные, беспорядочные, рыхлые стаи? Какой может быть общая
закономерность формирования стай?

5. Почти четыре десятилетия функциональная асиммет-
рия полушарий человеческого мозга прочно удерживает
первенство среди направлений исследования головного моз-
га. Явление асимметрии является неоднозначным: какими-
то свойствами обладает только одно из полушарий, каки-
ми-то – оба, но в разной степени, и все это находится в
сложнейшей взаимосвязи и взаимодействии. Полушария
по-разному воспринимают явления окружающего мира, раз-
лична их роль в творческой работе, неодинаково их отно-
шение ко времени. Какие факты из этой области знаний
вам известны? В ходе каких экспериментов можно дока-
зать явление асимметрии?

6. Весной или поздней осенью большинство людей ощу-
щают усталость, чувствуют себя вялыми, буквально «засы-
пают на ходу». Степень усталости у каждого проявляется
строго индивидуально, но снижение работоспособности,
рассеянное внимание, невозможность сосредоточиться  на
чем-то наблюдается у всех людей. Чем обусловлено такое
явление? Какой должна быть профилактика подобных яв-
лений? Серьезные научные исследования свойств ряда рас-
тений показали наличие в них веществ, оказывающих бла-
готворное воздействие на организм человека. Какими це-
лебными свойствами обладают женьшень, лимонник, роди-
ола розовая, левзея сафлоровидная, элеутерококк колю-
чий, аралия маньчжурская, заманиха высокая и другие
растения-биостимуляторы, о которых вы знаете?

История и культурология

Примеры исторических тем
1. Крестовые походы и западноевропейское Средневеко-

вье
1) Причины крестовых походов.
2) Хронология крестовых походов.
3) Латинское королевство.
4) Социальные последствия крестовых походов в Европе.
5) Влияние крестовых походов на западноевропейскую

культуру.
2. Русь, Россия и Западная Европа
1) Взаимодействие Древней Руси со странами Западной

Европы (от Святого Владимира до Михаила Романова).
2) Иностранцы в Москве в XVII веке.
3) Петр I и Западная Европа.
4) Роль России в европейской политике в XIX веке.

Примеры культурологических тем

1. Каменная летопись
1) Афинский акрополь V в. до н.э.
2) Готика – духовный замысел и технические находки.

3) Каменная сказка – московский собор Василия Блажен-
ного.

4) Архитектура эпохи Возрождения.
5) Эссе на тему «Архитектура – искусство или инженерная

мысль?»
2. Роман в стихах «Евгений Онегин»
1) Хронология написания романа.
2) Хронология действия романа (от рождения главных

героев до его последней сцены).
3) Природный фон романа – смена времен года и описания

природы на севере и на юге России.
4) Загадка поведения секунданта Ленского Зарецкого

накануне и в день дуэли.
5) Эссе на тему «Пушкинский «Татьяны милой идеал».

Устный командный тур

Математика

1. Известно, что доля блондинов среди голубоглазых
больше, чем доля блондинов среди всех людей. Что больше
– доля голубоглазых среди блондинов или доля голубогла-
зых среди всех людей?

2. На гипотенузе прямоугольного треугольника найдите
точку, для которой сумма квадратов расстояний до катетов
минимальна.

3. Можно ли 43 1a +  (а – целое число) представить в виде
суммы трех квадратов целых чисел?

4. Прямая l, перпендикулярная гипотенузе АВ прямоу-
гольного треугольника АВС, пересекает прямые АС и ВС в
точках Е и D соответственно. Найдите угол между прямыми
АD и ВЕ.

5. В семье шестеро детей. Пятеро из них, соответственно,
на 2, 6, 8, 12 и 14 лет старше младшего. Сколько лет
младшему, если возрасты всех детей – простые числа?

6. Существуют ли на плоскости 6 точек такие, что любые
три из них являются вершинами равнобедренного треуголь-
ника?

7. Найдите наименьшее значение функции

2 26 13 14 58x x x x- + + - + .

8. Первые цифры чисел 5n  и 2n  одинаковы. Какие эти
цифры?

9. Три грации, несущие по одинаковому количеству пло-
дов, встретили девять муз. Каждая из граций отдала каждой
из муз по одинаковому числу плодов, после чего у каждой
музы и каждой грации стало по равному числу плодов.
Сколько плодов было у каждой грации, если всего плодов у
них было не больше 70?

10. В выпуклом четырехугольнике АВСD точка K –
середина стороны ВС, а площадь треугольника АKD равна
половине площади всего четырехугольника. Найдите
длину медианы KЕ треугольника АKD, если АВ = а, СD =
= b.

11. Человек обычно приезжал на станцию одним и тем же
поездом. К этому времени за ним обычно приходила машина
и отвозила его домой. Однажды он приехал на 1 час раньше,
пошел пешком, встретил по дороге машину и вернулся домой
на 20 минут раньше обычного. Сколько времени он шел
пешком?

12. Сколько решений имеет система уравнений

2 4

2 4

2 4

0,

0,

0?

x y z

y z x

z x y
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+ + =М

Ф
+ + =ФУ
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Физика

1. Прямоугольный брусок, высота которого значительно
превышает его длину и ширину, стоит на горизонтальной
поверхности. Как определить коэффициент трения между
бруском и поверхностью, имея лишь один измерительный
прибор – линейку?

2. Конькобежец решил затормозить и свел вместе пятки,
разведя при этом носки врозь (обычно тормозят наоборот).
Как он будет двигаться дальше, если продолжает удержи-
вать ступни в этом положении?

3. Уровень воды, попавшей в лодку, совпадает с уровнем
воды в озере. Где уровень воды будет выше, если в лодку
бросить полено?

4. Моллюск выращивает жемчужину, причем скорость
увеличения ее радиуса обратно пропорциональна квадрату

радиуса ( 2R t R∆ ∆ -

∼ ). За первый месяц радиус достиг
значения 0,5 мм. Через сколько месяцев после этого ее
радиус станет равным 1 мм?

5. Стенки сосуда, заполненного газом с температурой T,
быстро нагрели (или охладили) до температуры 

1T . Что
произойдет с давлением газа?

6. Открытая с концов длинная трубка высовывается из
воды на 10 см. Верхний конец трубки закрывают, после чего
воздух в трубке нагревают от 20 до 100 °С. Оцените, на

сколько надо при этом переместить труб-
ку вверх, чтобы уровень воды в трубке
остался на уровне воды в сосуде.

7. Деревянное кольцо (пяльцы) по-
мещают вертикально на открытую бу-
тылку, а сверху аккуратно ставят вер-
тикальный узкий цилиндр (рис.2).
Предлагается, не дотрагиваясь до ци-
линдра, переместить его внутрь бутыл-
ки.

8. Имеется некоторая масса воды при
температуре T и другая такая же масса
воды при температуре 2T. Можно
ли сделать так, чтобы температура
всей первой массы воды стала больше,
чем температура всей второй массы?
Теплообмен с другими телами запре-
щен.

9. Как изменится период колебаний
математического маятника, если в точ-
ку подвеса и на грузик поместить одно-
именные заряды?

10. По торцу длинного стеклянного цилиндра ползает
муха, а на боковой поверхности сидит паук. Где должен
находиться паук, чтобы он мог видеть муху? Показатель
преломления стекла 1,5.

История и культорология

Примеры исторических тем

1. История лошади
Переход человечества от палеолита к неолиту связан с

появлением производительной экономики – вместо собира-
тельства и охоты, как единственных способов получения
пищи, появилось вначале земледелие, а потом и скотовод-
ство. Иногда этот переходный период называют мезоли-
том. В мезолите и раннем неолите были одомашнены вол,
овца, свинья. Однако лошадь была одомашнена много по-
зднее.

1) Когда (с точностью плюс-минус 1000 лет) были впервые
приручены вол, осел, овца, свинья?

2) Когда (с точностью плюс-минус 500 лет) была прируче-
на лошадь?

3) Для каких целей вначале использовалась лошадь?
4) Когда (с точностью плюс-минус 100 лет) лошадь стали

использовать как тягловую силу для перевозок в сельском
хозяйстве?

5) Какова роль лошади в истории Древнего Египта?
2. Рыцари и вино
На острове Кипр по старинным рецептам производят

крепкий алкогольный напиток – настойку из трав, в назва-
нии которого фигурирует имя Святого Иоанна. Происхож-
дение этого названия связано с тем, что на острове Кипр
недолгое время (около 20 лет) находилась резиденция мона-
шеского духовно-рыцарского ордена иоаннитов.

1) Почему иоанниты так себя называли?
2) Приведите другие названия членов этого ордена.
3) Назовите места резиденций этого ордена в Средиземно-

морье после Кипра.
4) Кто был Великим Магистром этого ордена в 1798–1801

годах?

Примеры культурологических тем

1. Чудеса
1) Расположите в хронологическом порядке 7 чудес света.
2) Когда (с точностью до века) был составлен перечень

семи чудес света, «действующий и сейчас»?
3) Почему в перечень чудес света были включены именно

7 объектов? Аристотель, например, составил список из 178
природных и рукотворных чудес.

2. Венера в истории культуры
Самые древние памятники в истории художественной

культуры носят название «палеолитические Венеры».
1) Что они собой представляют?
2) Каков «возраст» этих находок?
3) Почему они носят такое название?
4) Какие другие имена этой богини вам известны?
5) Какой античный скульптор прославился ее статуями?

Когда он их сделал (с точностью до века)?

Быстрые (минутные) ответы на вопросы

1) В каком веке жил и кем был человек, в память о котором
город Сан-Франциско получил свое название?

2) В каком веке какой король обиделся на Голландию, в
которой выпустили медаль, где было изображено солнце,
закрываемое облаками?

3) На двухдолларовой купюре США изображен состави-
тель конституции этой страны, в основном действующей и
поныне. Назовите его.

4) Кто правил на Руси, когда д’Артаньян, согласно Дюма,
стал маршалом Франции?

5) Какое государство, единственное на всем американском
континенте, во время второй мировой войны поддерживало
дипломатические отношения с Германией и Японией?

6) Каковы были значения слова «культура» в первом
тысячелетии до н.э.?

7) Почему одно из величайших творений византийской
иконописи XI века носит название «Богоматерь Владимир-
ская»?

8) Какие памятники технической культуры Древнего Рима
и сейчас используются по своему прямому назначению? Где
они находятся?

9) Какой европейский художник впервые стал использо-
вать в живописи масляные краски? Когда? (с точностью
плюс-минус 50 лет).

10) Какая особенность древнегреческой архитектуры была
«возрождена» в XV веке архитектором Брунеллески?

Рис. 2
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История научных идей и открытий

Математика

1. Назовите нескольких математиков – современников
д’Артаньяна.

2. Знаменитый немецкий математик и философ Готфрид
Вильгельм Лейбниц считал, что многочлен 4 1x +  нельзя
разложить на 2 множителя с действительными коэффициен-
тами. Согласны ли вы с ним?

3. В VII веке индийский математик Брахмагупта сумел
записать выражение

10 24 40 60+ + +

без «двухэтажных» радикалов. Проделайте это и вы.
4. В «Книге лемм», приписываемой Архимеду, имеется

замечательное предложение: «Продолжи хорду АВ произ-
вольного круга на отрезок ВС, равный радиусу, и проведи
через С диаметр FDE. Тогда дуга АЕ будет втрое больше дуги
BF». Докажите это предложение.

5. Леонард Эйлер доказал, что 
2 2 2

1 1 1
1 ... ...

2 3 n
+ + + + +

2

...
6

π
= . Также он нашел сумму 

( )
2 2 2

1 1 1
1 ...

3 5 2 1n
+ + + + +

+
...

Найдите ее и вы.

Физика

1. Это понятие родилось в Древней Греции. Его древнегре-
ческое название всем нам хорошо известно. Древнеримские
философы придумали для него термин «квинтэссенция».
Через 2000 лет, в XIX веке, это понятие, звучащее снова на
греческом, широко использовалось в физике, однако впос-
ледствии физики дружно от него отказались.

1) Как мы называем (по-гречески) это понятие?
2) Как оно переводится на русский язык?
3) Какой философ впервые его ввел для объяснения мира

и когда (с точностью до века)?
4) Как переводится на русский язык «квинтэссенция» и

почему древнеримские философы использовали именно этот
термин?

5) Под влиянием работ какого ученого физики начали
отказываться от этого понятия? Когда (хотя бы приблизи-
тельно) это произошло?

2. Размеры Земного шара впервые определены греком.
1) Когда (с точностью до века) это произошло?
2) Назовите имя этого грека.
3) Где это было (современное название страны)?
4) Что именно и каким прибором было измерено?
5) Как по измеренным данным этот грек вычислял ради-

ус Земли? Какие еще величины ему были нужны для
расчета?

3. Полоса полного солнечного затмения 29 мая 1919 года
проходила в Южной Америке и Атлантическом океане. Для
наблюдения за этим явлением были снаряжены две необыч-
ные экспедиции. Один из физических результатов наблюде-
ний получил широчайшую огласку в прессе и известность
среди людей, весьма далеких от физики.

1) С именем какого ученого связана известность этих
наблюдений?

2) Что конкретно измерялось в этих экспедициях?
3) Какую теорию подтвердило одно из наблюдений?
4) Какие другие экспериментальные факты подтверждают

эту теорию?
5) Какое значение имеет эта теория для современной

человеческой деятельности?
4. Деление тяжелых ядер – это явление, широко исполь-

зуемое в современной энергетике и не только в ней.

1) Какой ученый (будущий Нобелевский лауреат) и когда
впервые осуществил этот процесс в лаборатории (хотя и
неправильно его интерпретировал)?

2) Какие ученые (один из них – будущий Нобелевский
лауреат), повторив эти опыты, дали им правильное объясне-
ние и поэтому считаются первооткрывателями явления?

3) Когда и где (страна, город) впервые заработал ядерный
реактор?

4) Когда и где (страна, город) заработала первая промыш-
ленная атомная электростанция (мощностью 5 МВт)?

5) В каком государстве в наше время ядерная энергетика
занимает ведущее место (свыше 75%) в получении энергии?

5. Одному великому физику в 58-летнем возрасте при-
шлось совершить необычное путешествие: сначала темной
ночью через морской пролив в рыбачьей шхуне; затем около
1200 км в бомбовом отсеке бомбардировщика (потеряв при
этом сознание из-за кислородного голодания); только после
этого путешествие проходило в комфортабельных условиях
океанского лайнера и трансконтинентального экспресса.

1) Назовите имя этого ученого.
2) Укажите маршрут путешествия (страны, города) –

начальный, промежуточные и конечный пункты.
3) Когда это было?
4) Каковы были причины этого путешествия?
5) Перечислите основные научные достижения этого уче-

ного.

Экология и биология

1. Наука диетология имеет древнюю историю. Назовите
имя ученого, известного своими величайшими достижения-
ми в области искусства врачевания и при жизни удостоив-
шегося заслуженной славы, которому также принадлежит
трактат «О диете при острых болезнях», положивший на-
чало рациональной диетологии. При лечении различных
заболеваний им были установлены диеты применительно к
формам болезней – острых, хронических, хирургических
и других. Как часто его имя вспоминают и произносят
сегодня?

2. Назовите ученого-естествоиспытателя, который способ-
ствовал использованию химических препаратов в медицине,
критиковал учение Галена и Авиценны и на первой же
лекции в Базеле на глазах изумленных студентов сжег
трактаты этих ученых. На его надгробии выбита эпитафия:
«Здесь погребен превосходный доктор медицины, который
тяжелые раны, проказу, подагру, водянку и другие неизле-
чимые болезни тела идеальным искусством излечивал и
завещал свое имущество разделить и пожертвовать бедня-
кам. В 1541 году на 24 день сентября сменил он жизнь на
смерть».

3. Андреас Везалий справедливо считается создателем
современной анатомии. В 1543 году был напечатан его
знаменитый трактат «О строении человеческого тела» в семи
книгах. Взгляды этого ученого выходили за рамки медицин-
ской науки, так как затрагивали церковное вероучение. Как
вы думаете, чему была посвящена критика Библии великим
ученым?

4. Назовите ученого, продолжив перечень ученых, кото-
рым за открытие в одной области благодарными потомками
поставлены памятники: в Мадриде – Мигелю Сервету, в
Болонье – Карло Руини, в Пизе – Андреа Чезальпино, в
Англии – ? Какое открытие ими было сделано и в чем его
суть?

5. В историю науки этот ученый вошел не только как автор
фундаментальных открытий и первый в мире организатор
науки, но и как автор многих изобретений, одно из которых
связано с регистрацией кислотности среды. Из чего было
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получено это вещество? Как называются такие вещества?
Назовите имя ученого, а также скажите, как впоследствии
была названа основанная им организация «Общество наук»?

6. Этого естествоиспытателя научный мир в 1680 году
избрал действительным и равноправным членом Лондонско-
го Королевского общества в нарушение существующего пра-
вила. Какого? Кто был этот естествоиспытатель, которому
принадлежат слова: «Все мои старания направлены к одной
только цели – сделать очевидной истину и приложить
полученный мной небольшой талант к тому, чтобы отвлечь
людей от старых и суеверных предрассудков»? Какие откры-
тия им были сделаны? Известно, что открытия этого есте-
ствоиспытателя явились идеей для написания Джонатаном
Свифтом своего знаменитого произведения «Путешествия
Гулливера».

7. Деятельность этого ученого положила начало реформе
науки биологии. Он не открыл новых областей знаний и
неизвестных дотоле законов природы, но создал новый
метод, посредством которого внес ясность, логику и порядок
туда, где до него царили хаос и сумятица. Это был важный
и необходимый вклад в науку, без которого ее дальнейший
прогресс был бы невозможен. Назовите имя этого ученого и
метод, который он предложил.

8. Многоплановая деятельность и изыскания этого ученого
создали науку «ботаническая география», определили ее
содержание. Назовите имя этого ученого и принцип, кото-
рый был им положен в основание этой науки. Известно, что

публичные лекции, прочитанные ученым, привлекали мно-
жество слушателей, среди которых можно было встретить
представителей всех сословий: членов королевской семьи,
важнейших сановников, придворных дам, студентов, про-
фессоров и литераторов, ремесленников, торговцев, кресть-
ян. Один из журналистов того времени писал в газетном
отчете: «Зал не вмещал слушателей, а у слушателей не
вмещалось в головах содержание лекции». В настоящее
время существует ежегодно присуждаемая стипендия для
проведения научных исследований в области естествозна-
ния, носящая имя этого ученого.

9. Автором теории типов, основанной на сравнительно-
анатомических данных, по праву приоритета считается Жорж
Кювье, опубликовавший свою теорию в 1812 году. Карл Бэр
самостоятельно пришел к подобным же выводам. Хотя труд
его был напечатан в 1826 году, он также считается наряду с
Кювье основателем теории типов. Какие дополнительные
исследования дали ему такое право?

10. Термин «фенетика» (от греческого phaino – являю,
обнаруживаю) введен в 1973 году российским биологом,
одним из основоположников радиационной генетики, биоце-
нологии и молекулярной биологии, сто пятую годовщину со
дня рождения которого научное сообщество отмечает в этом
году. Что изучает эта наука и о каком ученом идет речь?

Публикацию подготовили В.Альминдеров, Б.Алиев,
Л.Белопухов, А.Егоров, Ж.Раббот, А.Черноуцан

Всероссийская студенческая
олимпиада по физике

29 ноября 2005 года в Московском государственном
техническом университете (МГТУ) им. Н.Э.Баумана прошла
Всероссийская олимпиада по физике среди студентов техни-
ческих вузов.

По результатам олимпиады в командном зачете первое
место заняла команда МГТУ им. Н.Э.Баумана (131,5 балла),
второе  место – команда  из  Санкт-Петербурга (102,25 б.),
третье место – команда Самарского государственного аэро-
космического университета им. академика С.П.Королева
(76,25 б.).

В личном зачете первое место завоевал Алексей Майст-
ров (МГТУ им. Н.Э.Баумана, 45,5 балла), второе место –
Александр Бурцев (МГТУ им. Н.Э.Баумана, 44 б.), третье
место – Ренат Галимов (Самарский государственный аэро-
космический университет им. академика С.П.Королева,
43 б.).

ЗАДАЧИ ОЛИМПИАДЫ

1. Жук прополз не поворачивая по поверхности шара
радиусом R расстояние, равное R, затем повернул на 90° и
прополз еще такое же расстояние. Определите расстояние по
поверхности шара, на котором оказался жук, относительно
начальной точки.

2. Космический корабль с начальной массой 0m
 
разгоня-

ется в свободном пространстве от нулевой начальной скоро-
сти. Определите максимальную кинетическую энергию, ко-
торую способен набрать корабль, если скорость истечения
реактивной струи равна u.

3. Вокруг Земли по стационарной круговой орбите ради-
усом R движется космическая станция. Вслед за ней на
расстоянии L R≪  по той же орбите с такой же скоростью
движется космический корабль. Определите минимальную
характеристическую скорость корабля, необходимую для
осуществления мягкой стыковки со станцией в течение
одного периода обращения станции вокруг Земли. Характе-
ристическая скорость – это скорость, которую приобретет
корабль в свободном пространстве, затратив такое же коли-
чество топлива.

4. Шар радиусом R cкатывается по двум параллельным
ножам, расстояние между которыми равно 2R . Угол
скатывания равен 30°. Между одним из ножей и шаром имеет
место постоянное проскальзывание, и сила трения равна f.
Между другим ножом и шаром проскальзывание отсутству-
ет. Определите ускорение, с которым скатывается шар.

5. Через длинную трубу прокачивается идеальный газ с
молярной массой Μ . На входе трубы температура газа 0T  и
скорость 0v . В середине трубы газ нагревается от стенок
таким образом, что давление на выходе изменяется вдвое.
Определите скорость газа на выходе из трубы.

6. Два произвольных металлических тела удалены друг от
друга. Если первое тело заряжено зарядом q, а второе
полностью разряжено, то работа по их сближению равна 1A ,
при этом потенциал второго тела оказывается равным 3

ϕ .
Если второе тело заряжено зарядом q, а первое полностью
разряжено, то аналогичная работа равна 2A . Определите
работу по сближению, когда оба тела заряжены зарядом q,



а их потенциалы в начальном состоянии равны 1ϕ  и 2ϕ
соответственно.

7. Определите сопротивление между точками А и B беско-
нечной цепочки (см. рисунок), собранной из резисторов с
сопротивлениями 0R R= , 1R Rα= , 2

2
R Rα= …

8. Вдоль оси симметрии магнитного поля индукция меня-
ется по закону В = bx. Вдоль этой оси без изменения

ориентации в пространстве может перемещаться кольцо из
сверхпроводника радиусом R, индуктивность которого L. В
начальный момент времени кольцо находится в начале
координат х = 0 и по нему протекает ток 0I  таким образом,
что магнитный момент направлен по оси. Каково максималь-
ное смещение кольца от начального положения?

9. Свет с длиной волны λ  и интенсивностью 0I  падает на
фазовую пластинку, выполненную из стекла с показателем
преломления n. Толщина пластинки ( )0

1 4d d m n λ= + - ,
где m – порядковый номер зоны Френеля. Число зон
Френеля, помещающих на площади пластинки, равно 10.
Определите интенсивность света в точке наблюдения.

Публикацию подготовили В.Голубев, М.Яковлев

И НФ О Р М А Ц И Я

И Н Ф О Р М А Ц И Я

Заочная физическая школа
при физическом факультете МГУ

Физический факультет МГУ объявляет прием учащихся в
10 и 11 классы Заочной физической школы (ЗФШ) при
физическом факультете на очередной учебный год.

Физический факультет МГУ готовит физиков – теорети-
ков и экспериментаторов по всем разделам современной
физики и астрономии. Фундаментальное университетское
образование позволяет выпускникам физического факульте-
та быстро осваивать специфику любого научного или техни-
ческого направления, успешно работать на стыке научных
направлений – таких, например, как геофизика и биофизи-
ка, астрофизика и химическая физика, компьютерная физи-
ка и математическое моделирование. Выпускникам физичес-
кого факультета присваивается степень магистра.

Основная цель ЗФШ – помочь учащимся средней школы
глубже изучить физику, лучше подготовиться к вступитель-
ным экзаменам в высшие учебные заведения, прежде всего –
на физический факультет МГУ.

Прием в ЗФШ проводится по результатам решения всту-
пительного задания. Решение вступительного задания необ-
ходимо отослать до 1 октября 2006 года по адресу:

119899 Москва, Воробьевы горы, МГУ, физический фа-
культет, ЗФШ.

В письмо вложите анкету (заполненную по приведенному
образцу) и конверт с Вашим адресом.

Фамилия, имя, отчество Ковалевский Владимир
Леонидович

Класс ЗФШ 10
Профессия родителей мать – врач,

отец – инженер
Подробный домашний 120713 Москва,
адрес ул.Столетова, д.3, кв.13
Номер школы школа 564

Решение о зачислении в ЗФШ будет сообщено до 20
октября.

Принятым в ЗФШ в течение года высылаются конт-
рольные задания по разделам физики, изучаемым в соот-
ветствующих классах средней школы. Решенные задания
оцениваются, рецензируются и отсылаются обратно. Уча-
щиеся 10 класса ЗФШ по окончании года переводятся в 11
класс. Успешно прошедшие обучение получают удостове-
рение об окончании ЗФШ (при поступлении на физичес-

кий факультет эти удостоверения учитываются приемной
комиссией).

Справки по телефону (495) 939-54-95.
Для проживающих в Москве и Московской области име-

ется Вечерняя физико-математическая школа. Телефон для
справок 939-38-78 (с 14 до 16 часов по рабочим дням).

Вступительное задание

10 класс

1. Ha рисунке 1 приведен график зависимости скорости
материальной точки, движущейся прямолинейно, от време-
ни. Постройте график измене-
ния со временем средней скоро-
сти и вычислите ее значение в
конечный момент времени τ .
Ускорения а и b и время Т счи-
тайте известными.

2. Шарик, летящий прямоли-
нейно со скоростью v, налетает
на стенку, которая движется навстречу шарику со скоростью
u (рис.2). Происходит абсолютно упругий удар. Определите
скорость шарика после удара. Ответ
дайте в векторной форме.

3. Человек спускается по ходу движу-
щегося эскалатора. В первый раз он
насчитал n = 100 ступенек, а во второй
раз, когда шел втрое быстрее,  он насчи-
тал  m  = 150 ступенек. Сколько ступенек
человек насчитал бы на неподвижном
эскалаторе?

4. Автобус движется по шоссе со ско-
ростью 1v . В поле на расстоянии H от
шоссе и на расстоянии L от автобуса находится человек,
который может двигаться по полю со скоростью 2v . В каком
направлении должен двигаться человек, чтобы успеть к
автобусу в какой-либо точке шоссе?

5. С крыши дома вертикально вниз бросают камень с
начальной скоростью 0v  Через время τ  с такой же началь-
ной скоростью 0v  бросают вертикально вверх второй ка-
мень. Найдите зависимость от времени t скорости 2v  второго
камня относительно первого и расстояния l между ними
( t τ> ).

6. Мальчик бросает теннисный мяч, который, ударившись

Рис. 1

Рис. 2
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в стену, падает точно к его ногам. Какова была начальная
скорость мяча, если расстояние до стены L, бросок сделан
под углом 45∞  к горизонту и в момент броска мяч находился
на начальной высоте h?

7. Ось вращающегося диска движется поступательно со
скоростью 0v . Определите мгно-
венную скорость верхней точки дис-
ка, если известна скорость его ниж-
ней точки 1v . Ответ дайте в вектор-
ной форме.

8. Колесо радиусом R катится со
скоростью 0v  по горизонтальной
поверхности без проскальзывания
(рис.3). Найдите мгновенную ско-
рость точки М. Угол ϕ  и расстоя-
ние r от точки М до центра колеса
считать известными.

11 класс

1. Металлическое кольцо радиусом R имеет заряд +Q.
Определите зависимость напряженности и потенциала поля
от расстояния d до центра кольца вдоль оси, перпендикуляр-
ной плоскости кольца.

2. Два одинаковых металлических кольца закреплены
соосно на расстоянии d друг от
друга и заряжены противопо-
ложными по знаку зарядами +Q
и –Q (рис.4). Для пролета вдоль
оси положительно заряженная
частица должна обладать мини-
мальной скоростью 0v . Найди-
те отношение максимальной ско-
рости частицы к минимальной

во время пролета вдоль оси, если ее начальная скорость на
большом расстоянии от колец будет равна 0nv .

3. Внутри толстостенной металлической сферической обо-
лочки с радиусами 1R  и 2R  ( 1 2R R< ) на расстоянии 1d R<
от центра помещен точечный заряд Q. Определите потенциал
центра оболочки.

4. В системе из трех концентрических металлических сфер
с радиусами 1R , 2R  и 3R  крайние сферы заземлены, а
средней сообщен заряд Q. Определите напряженность элек-
тростатического поля внутри и вне сфер.

5. Конденсаторы с емкостями 1C  и 2C  соединены после-
довательно и подключены к батарее с ЭДС E . Затем
батарею отключили, а конденсаторы разъединили. Найди-
те заряды каждого конденсато-
ра после их параллельного со-
единения одноименно заряжен-
ными пластинами.

6. Четыре конденсатора под-
ключены к источнику, как пока-
зано на рисунке 5. Какой заряд
протечет по резистору 1R , если
ключ K замкнуть? Емкости кон-
денсаторов равны 1C = 2 мкф,

2C = 3C = 4C = 1 мкф, ЭДС ис-
точника 10 B=E .

7. На одну из пластин плоского конденсатора емкостью С
поместили заряд –q , на другую пластину поместили заряд
+mq. Определите разность потенциалов между пластинами.

8. Металлическую сферу радиусом 0R , заряженную до
потенциала 0

ϕ , окружают проводящей концентрической
сферической оболочкой радиусом 0r . Найдите потенциал
шара после заземления оболочки.

Заочная школа при СУНЦ НГУ

Заочная школа (ЗШ) Специализированного учебно-науч-
ного центра (СУНЦ) при Новосибирском государственной
университете (НГУ) приглашает школьников расширить и
углубить свои знания по школьным предметам, подготовить-
ся к вступительным экзаменам в высшие учебные заведения
на отделениях: математика, физика, химия, биология, пси-
хология, английский язык, французский язык, экономика,
гуманитарное, журналистика.

Кроме отдельных учащихся, в ЗШ принимаются и факуль-
тативы. В любом общеобразовательном учреждении препода-
вателями математики, физики, химии, биологии и иностран-
ного языка могут быть организованы факультативные груп-
пы для занятий по программе ЗШ. В течение учебного года
руководители факультативов получают методические мате-
риалы ЗШ, задания и решения, информационно-рекламные
материалы НГУ с правилами приема, приглашаются на кур-
сы повышения квалификации учителей на базе СУНЦ НГУ.
Работа руководителей факультативов может оплачиваться
общеобразовательным учреждением, в котором организован
факультатив, как факультативные занятия (по предоставле-
нию Заочной школой соответствующих сведений). Факуль-
тативные группы по физике и химии обучаются бесплатно.

Бесплатное обучение в ЗШ сохраняется для детей-сирот,
обучающихся в школах-интернатах и детей из многодетных
семей. Для учеников сельских школ устанавливается более
низкий уровень оплаты.

Ежегодно ученики, успешно занимающиеся в ЗШ, пригла-

шаются в Летнюю школу, которая проводится в Новосибир-
ском Академгородке с 5 по 25 августа. По окончании работы
Летней школы успешно прошедшим отбор предлагается
зачисление в состав учащихся СУНЦ НГУ. Выпускники
СУНЦ НГУ получают аттестат о среднем образовании и
имеют возможность по результатам выпускных экзаменов
быть зачисленными на факультеты Новосибирского государ-
ственного университета.

Учащиеся ЗШ, успешно выполнившие все задания, по
окончании 11 класса получают удостоверение ЗШ. При
поступлении в НГУ они, при прочих равных условиях,
имеют приоритет при зачислении.

Чтобы поступить в Заочную школу СУНЦ НГУ, необходи-
мо прислать в адрес ЗШ выполненное первое задание и
заявление. В заявлении нужно указать фамилию, имя отче-
ство (полностью, печатными буквами); класс, в котором Вы
учитесь в школе; отделение ЗШ, на котором Вы желаете
учиться; подробный домашний адрес (с указанием индекса),
телефон (с кодом), e-mail. Руководитель факультатива кроме
вышеперечисленного должен прислать алфавитный список
учеников.

Решения задач первого задания запишите в простую (тон-
кую) ученическую тетрадь в клетку, оставляя поля для
замечаний преподавателя. На обложке тетради укажите те
же сведения о себе, что и в заявлении. Работу отошлите
вместе с заявлением, причем только простой бандеролью
(тетрадь не перегибайте, не сворачивайте в трубочку). Для
получения ответа вложите конверт с маркой с написанным на
нем Вашим домашним адресом.

Рис . 3

Рис .  4

Рис. 5



Зачисление в школу производится круглогодично. Заявле-
ния о приеме высылайте по адресу: 630090 Новосибирск-90,
ул. Ляпунова, 3, Заочная школа СУНЦ НГУ

Телефон: (383) 339-78-89
E-mail: distant@sscadm.nsu.ru
Сайты: http://sscadm.nsu.ru и http://profile.edu.ru

Первое задание на математическое отделение

9 класс

1. Две одинаковые шоколадки, три одинаковых мороже-
ных и четыре одинаковые конфеты стоят 115 рублей, а такие
же три шоколадки, два мороженых и одна конфета стоят 110
рублей. На сколько рублей шоколадка дороже конфеты?

2. Докажите, что в прямоугольном треугольнике, один из
углов которого 30 , отрезок перпендикуляра, проведенного
к середине гипотенузы до пересечения с катетом и лежащего
внутри треугольника, в 3 раза меньше большого катета.

3. На какое максимальное число нулей может оканчивать-
ся произведение трех чисел, сумма которых равна 407?

4. В квадрате ABCD точка E делит диагональ AC в
отношении AE : EC = 4 : 1. На стороне AB взята такая точка
F, что угол DEF – прямой. В каком отношении делит сторону
AB точка F?

5. Число 1 можно представить в виде суммы трех различ-
ных дробей, числители которых равны единице:

1 1 1
1

2 3 6
= + + .

Можно ли представить число 1 в виде суммы четырех
различных дробей, числители которых равны единице? А в
виде суммы пяти различных дробей, числители которых
равны единице?

6. Можно ли разбить все натуральные числа от 1 до 21 на
несколько групп, в каждой из которых наибольшее число
равно сумме всех остальных?

10 класс

1. Разложите на множители многочлен

( )2 2 29 1 42 40 40a b ab b+ - - + - .

2. Плоскость произвольным образом раскрашена в два
цвета. Докажите, что на ней всегда найдется равнобедрен-
ный треугольник с вершинами одного цвета.

3. Точки M и N выбраны на стороне AC треугольника
ABC так, что угол ABM равен углу CBN. Докажите, что

 
AB AM BN

BC CN BM
= .

4. Заседание комиссии началось между 13 и 14 часами, а
закончилось между 16 и 17 часами. Найдите точное время
длительности заседания, если известно, что в начале и в
конце заседания часовая и минутная стрелки, поменявшись
местами, занимали одни и те же положения.

5. На доске написаны сто ненулевых чисел. За один шаг
разрешается менять знаки у любых трех чисел на противопо-
ложные. Можно ли за несколько таких шагов сделать все
выписанные числа положительными?

6. Задан произвольный выпуклый пятиугольник ABCDE.
Постройте прямую, которая проходит через вершину A и
делит этот пятиугольник на две части равной площади.

11 класс

1. Решите уравнение

2| | 4 || 2x x- - = .

2. В двух сосудах емкостью 1 л и 0,6 л содержатся
растворы соли различной концентрации. Два одинаковых
стакана наполнили каждый из своего сосуда, после чего
первый стакан вылили во второй сосуд, а второй – в первый.
В результате в обоих сосудах получились растворы одной и
той же концентрации. Найдите объем стакана.

3. Докажите, что число 111...111  – всего в записи 243
единицы – делится на 243.

4. В равнобедренном треугольнике две медианы имеют
длину m. Найдите, чему равна наибольшая площадь такого
треугольника.

5. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD реб-
ра основания ABCD равны 2. Точки M и N – середины ребер
SB и CD соответственно. Окружность, проходящая через
точки A, M и N, пересекает ребро SC. Найдите длину
бокового ребра пирамиды SABCD.

6. При каком наибольшем n все клетки доски размером
9n ¥ , где n – число строк, можно окрасить в три цвета так,

чтобы для каждого цвета число клеток, окрашенных в этот
цвет, в любых двух различных строках было разным?

Первое задание на физическое отделение

9 класс

1. Опоздавший на автобус пассажир спустя время τ  =
= 20 мин после его отъезда из пункта А сел в такси, чтобы
пересесть на этот автобус на следующей остановке в пункте
В. Такси обогнало автобус в момент, когда он уже прошел
2/3 пути от пункта А до пункта В. Сколько времени 

xt  будет
ждать пассажир автобуса в пункте В?

2. На автомобиле, имеющем специальное устройство,
определяют с помощью звукового сигнала расстояние до
поста ГБДД. Какое расстояние L было до поста в момент
испускания звукового сигнала, если после отражения от
будки его приняли на ав-
томобиле через 0t  = 12 с?
Скорость звука 

ƒ
v  =

= 325 м/с, скорость авто-
мобиля u = 90 км/ч.

3. Пустой толстостенный
стеклянный стакан массой
m = 100 г плавает в сосуде
сечением S 20,05 ìS = , за-
полненным водой. После
того как стакан утопили,
уровень воды в сосуде поднялся на h = 1 мм (рис.1). Найдите

плотность стекла c
ρ . Плотность воды 3

"
1000 *ã ìρ = .

4. Две одинаковые лампочки и один резистор сопротивле-
нием R подсоединили к источнику напряжения U двумя
способами, как показано на рисунке 2. В обоих случаях

накал лампочек один и тот же. Какой ток I протекает через
одну лампочку?

10 класс

1. Решите задачу 2 для 9 класса.
2. На тело массой m, расположенное на горизонтальном

шероховатом столе, действует горизонтальная сила F так,
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Рис. 1

Рис. 2
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что оно движется с неким ускорением. После того как силу
увеличили в два раза, ускорение стало в три раза больше.
Определите коэффициент трения, если F = 49 H, m = 10 кг,

29,8 ì “g = .

3. Шарик массой 1m  налетает на другой, покоящийся
шарик (рис.3). После упругого лобового удара импульсы

шариков стали одинаковыми.
Найдите массу 2m  вначале поко-
ящегося шарика.

4. На проволочное кольцо ра-
диусом R, расположенное в вер-

тикальной плоскости, надета бусинка массой m. Бусинка
соединена пружинкой с центром кольца. Пружинка дефор-
мирована таким образом, что в состоянии покоя кольцо
действует на бусинку силой, равной mg и направленной
вниз. Кольцо раскрутили вокруг вертикальной оси так, что
бусинка перестала давить на кольцо. Определите угловую
скорость вращения кольца ω  и угол α , на который пружин-

ка отклонилась от вертика-
ли. Трением пренебречь.

5. На шероховатой на-
клонной плоскости с коэф-
фициентом трения µ , об-
разующей угол α  с гори-
зонтом, покоится тело
(рис.4). Тележка, которая
вначале находилась на рас-
стоянии L от тела, начина-

Рис. 3

Рис. 4

ет скатываться. На какое максимальное расстояние сдвинет-
ся вниз тело, если удары между ним и тележкой абсолютно
упругие? Массы тележки и тела одинаковы. Трением тележ-
ки при ее движении можно пренебречь.

11 класс

1. Решите задачу 3 для 10 класса.
2. Решите задачу 4 для 10 класса.
3. Решите задачу 5 для 10 класса.
4. Два моля газа сначала нагревают при постоянном

объеме так, что абсолютная температура газа возрастает в 2
раза, а затем сжимают при постоянном давлении, доводя
температуру до первоначального значения 0T  = 200 К.
Какая работа была совершена при сжа-
тии? Универсальная газовая постоянная

( )8,31 d› ì%ëü jR = ◊ .
5. Два небольших одинаковых и сде-

ланных из материала плотностью 
ì

ρ
шарика заряжены одинаковыми по вели-
чине, но противоположными по знаку
зарядами q. Шарики подвешены на тон-
ких длинных нитях, проходящих через
одну вертикаль, так, что расстояние меж-
ду ними равно R (рис.5). После того как пространство
заполнили керосином, оказалось, что натяжение нити, к
которой привязан шарик 2, не изменилось. Найдите силу
натяжения этой нити и массу одного шарика. Плотность
керосина 

*
ρ , его диэлектрическая проницаемость ε  = 2.

Рис. 5

Значит, с учетом условия 
1

2CDE CAB
S S= ,

2

cos ,

cos
1

2
CDE

CAB

CE
k C

CA
C

S
k

S

П
= = –ФФ

fi – =М
Ф = =
ФУ

1
45

2
k C= fi – = ∞ .

Для углов A и B имеем 180 135A B C– + – = ∞ - – = ∞ . Кроме

того, из KBE∆   BEK A– = –  и по теореме о внешнем угле

15 15B BEK A– = – + ∞ = – + ∞ . Таким образом,

135 ,

15

A B

B A

– + – = ∞П
fiМ

– - – = ∞У
 60A– = ∞  и 75B– = ∞ .

Рис. 16

Упражнения

1. Диаметр MN и хорда PQ окружности пересекаются в точке
R, причем MN перпендикулярен к PQ. Касательные к окруж-
ности в точках N и Р пересекаются в точке L. Отрезки ML и PR
пересекаются в точке S. Найдите диаметр окружности, если
площадь треугольника PLS равна 2 и MR = 1.

2. В остроугольном треугольнике АВС из основания D высоты
BD опущены перпендикуляры DM и DN на стороны АВ и ВС.
Известно, что MN = a, BD = b. Найдите угол АВС.

3. В выпуклом четырехугольнике ABCD  AD = 7, BC = 3,

60ACD– = ∞ . Известно, что точки А, В, С, D лежат на одной
окружности, а перпендикуляр, проведенный из точки А к
стороне CD, делит угол BAD пополам. Найдите длину диагона-
ли  АС  четырехугольника.

4. В остроугольном треугольнике АВС, длина стороны АС

которого равна 6, на стороны ВС и АВ опущены высоты АР и
CQ. Вычислите площадь четырехугольника AQPC, если извес-
тно, что площадь треугольника BPQ равна 1, а радиус окруж-

ности, описанной около треугольника АВС, равен 9 2 4 .

5. Окружность касается сторон угла с вершиной О в точках
А и В. На этой окружности внутри треугольника АОВ взята
точка С. Расстояния от точки С до прямых ОА и ОВ равны а и
b соответственно. Найдите расстояние от точки С до хорды АВ.

6. В остроугольном треугольнике АВС на высоте AD взята
точка М, а на высоте ВР – точка N так, что углы BMC и ANC

– прямые. Расстояние между точками M и N равно 4 2 3+ ,

30MCN– = ∞ . Найдите биссектрису CL треугольника CMN.
7. Из точки А, лежащей вне окружности радиуса r, проведена

секущая, не проходящая через центр О окружности. Пусть В и
С – точки, в которых эта секущая пересекает окружность.

Найдите 
1 1

tg tg
2 2

AOB AOC
К ˆ К ˆ– –Б ˜ Б ˜Л ≢ Л ≢

, если ОА = а.

8. Отрезки, соединяющие основания высот остроугольного
треугольника, равны 5, 12, 13. Найдите радиус описанной около
треугольника окружности.

(Начало см. на с. 43)

Точка вне окружности



О Т В Е Т Ы , У К А З А Н И Я , Р Е Ш Е Н И Я

КМШ

Задачи

(см. «Квант» № 2)

1. На первый взгляд, Б, согласившись с А, называет себя
лжецом, чего ни лжец, ни правдец сделать не могут. Однако
Б просто высказал очевидную истину: что верно, то верно.
Следовательно, Б – правдец, а А – лжец.

2. Так как дробь 
a

b
 по условию существует, то 0b π . Поэто-

му числа a + b и a – b не равны, а остальные два равны од-
ному из них.
Допустим, что а = 0. Тогда либо 0 0b b- = ◊ , либо
0 0b b+ = ◊ , что невозможно, так как 0b π . Значит, 0a π  и

в равенстве 
a

ab
b

=  можно сократить на а. Отсюда 2 1b = .

Случай b = 1, как легко проверить, условию задачи не удов-

летворяет. Значит, b = –1 и, соответственно, 
1

2
a =  или а =

1

2
= - .

3. Нет, не верно. Возьмем прямоугольник ABCD (рис. 1) и
рассмотрим четыре треугольника ABC, BCD, CDA, DAB.

Они удовлетворяют условию
задачи, однако вершины, об-
щей для всех четырех треу-
гольников, не существует.
4. Нет, не могут. Раскрасим
кварталы города в шахматном
порядке так, чтобы справа от
первого велосипедиста в мо-

мент старта находился черный квартал. Докажем, что в каж-
дый момент времени черный квартал находится справа от лю-
бого из велосипедистов. Действительно, пусть это было верно
в некоторый момент времени. Доехав до конца квартала, ве-
лосипедист либо повернет налево, и тогда справа от него бу-
дет другой черный квартал, либо повернет направо, и тогда
справа от него окажется тот же черный квартал.
Теперь докажем, что велосипедисты не встретятся. Очевидно,
что они не могут встретиться на перекрестке. Поскольку ве-
лосипедисты едут с одной скоростью, они смогут встретиться,
только если будут ехать навстречу друг другу. Но тогда полу-
чится, что черный квартал находится по левую руку от одно-
го из велосипедистов. А это невозможно.
5. Решение основано на следующем известном свойстве дели-
мости: остаток от деления натурального числа на 9 равен ос-
татку от деления на 9 суммы его цифр. Пусть остатки от де-
ления на 9 номеров «Мерседеса» и «Жигулей» равны М и Ж
соответственно. Рассмотрим два случая.
1) l fπ . Почему остатки могут различаться? Запись цифр
первого слагаемого в обратном порядке здесь ни при чем: де-
лимость связана лишь с суммой цифр, которая при переста-
новке цифр не меняется. Значит, дело лишь в той самой про-
пущенной цифре – именно она вызывает расхождение. Ис-
пользуя признак делимости на 9, можно (зная М и Ж) легко
определить эту цифру: она равна (М  –  Ж), если М  >  Ж,
или равна (9 + М  –  Ж), если М  <  Ж. Так что если остат-
ки от деления на 9 номеров автомобилей были бы различны,
то второй математик сумел бы однозначно указать пропущен-
ную цифру, а по условию он этого сделать не смог. Значит,
этот случай не имел места.
2) М = Ж. Совпадение остатков, как явствует из того же
признака делимости на 9, возможно, если пропущенная циф-
ра не влияет на остаток от деления на 9. Но таких возмож-
ных цифр две: 0 и 9, и теперь понятно, почему второй мате-
матик не мог сразу назвать пропущенную цифру. Значит,
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11. Расположить монеты в обратном порядке возможно для
любого п. Сначала покажем, как можно проделать эту опера-
цию для двух монет. Рассмотрим две произвольные соседние
монеты А и В, причем монета А лежит на монете В. Тогда
можно переместить их под самый низ столбика, причем моне-
та В будет лежать на монете А. Проделаем это в два приема.
Сначала изымем из столбика пару монет А и В, монету А по-
ложим на самый верх, а монету В под самый низ. Затем изы-
мем из столбика самую верхнюю монету А и ту монету, на ко-
торой она лежит, обозначим ее буквой М. После этого монету
М положим на самый верх, а монету А – под самый низ. Ре-
зультат: пара монет А и В переместились в самый низ, при-
чем монета В оказалась на монете А.
А теперь укажем способ, как расположить все монеты столби-
ка в обратном порядке. Рассмотрим два случая.
1) п – четное число, т.е. п = 2т, где т – натуральное. Про-
нумеруем монеты сверху вниз по порядку: 1, 2, …, 2т. Затем
разобьем их на пары соседних монет: 1 и 2, 3 и 4, …, 2т – 1
и 2т. Далее описанным выше способом перемещаем самую
нижнюю пару монет: с номерами 2т – 1 и 2т. Затем – пре-
дыдущую пару: с номерами 2т – 3 и 2т – 2. И так далее,
вплоть до пары монет номер 1 и 2. Как легко убедиться, по-
лучится именно то, что требовалось.
2) п – нечетное число, т.е. п = 2т + 1, где т – натуральное.
Точно так же пронумеруем монеты сверху вниз и так же ра-
зобьем их на пары соседних монет: 1 и 2, 3 и 4, …, 2т – 1 и
2т, а последнюю монету с номером 2т + 1 оставим без пары.
Затем проделаем то же, что и в предыдущем случае. При
этом все монеты с номерами от 1 до 2т расположатся в
обратном порядке, а монета с номером 2т + 1 «переползет»
на самый верх, и получится опять-таки именно то, что требо-
валось.
12. Обозначим S

1
 = а

1
 + а

2
 + а

3 
+ … + а

n
 = a

1
n + ds , где d –

разность прогрессии, s = 1 + 2 + 3 + … + (n –1) . Воспользу-
емся следующими известными фактами:

1 + 2 + 3 + … + (n – 1) = 
( )1

2

n n
s

-
= ,

( )
22 2 21 2 3 1n+ + + + - =…  

( ) ( )1 2 1 2 1

6 3

n n n n
s

- - -
= ◊ ,

( )
33 3 31 2 3 1n+ + + + - =…

( )
2

2
1

2

n n
s

-К ˆ
=Б ˜Л ≢

(их можно обосновать, например, методом математической
индукции). Тогда

( )( )… …3 3 3 3 2

3 1 2 1 1
3 1 2 1nS a a a na a d n= + + + = + + + + - +

+ ( )( )22 2 2

13 1 2 1a d n+ + + - +… ( )( )33 3 31 2 1d n+ + + - =…

= 3 2 2 2 3 2

1 1 1 1

2 1
2 3

3

n
na a ds a ds a d s d s

-
+ + + ◊ + =

( ) ( )2 2 2 3

1 1 1 12 (2 1)a a n ds s a d a d n d s= + + + - + =

= ( ) ( )2 2

1 1 1 1 1

2
( )a a n ds s d a n ds a d a n ds

n

К ˆ+ + + + ◊ + =Б ˜Л ≢

= 2 2

1 1 1

2
S a sd sa d

n

К ˆ+ + ◊ =Б ˜Л ≢ ( )2 2

1 1 1 ( 1)S a sd a d n+ + - .

имел место именно этот случай.
Итак, первый математик пропустил либо ноль, либо девятку.
А в конце разговора он добавил, что эта цифра равна номеру
дома. Но номер дома не может равняться нулю! Стало быть
пропущенная цифра – это 9.

Рис. 1
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1. См. рис.6.
2. Увеличим номер каж-
дой оставшейся нечетной
страницы на 1. Тогда обе
страницы на каждом ли-
сте имеют одинаковые
четные номера и их сум-
ма кратна 4. Значит,
сумма всех «новых» но-
меров оставшихся стра-
ниц кратна 4. Поскольку вырвано в 4 раза меньше страниц,
чем осталось, то количество оставшихся страниц также делит-
ся на 4. Следовательно, мы увеличили сумму номеров стра-
ниц на число, кратное 4, а значит, и исходная сумма номеров
невырванных страниц кратна 4.
3. Внимание: в условии этой задачи допущена опечатка. Пер-
вое предложение следует читать так: «В вершинах треуголь-
ника записано по натуральному числу, на каждой стороне –
произведение чисел, записанных в ее концах, а внутри тре-
угольника – произведение чисел, записанных в его верши-
нах».
Обозначим числа, записанные в вершинах, как a, b, c, тогда
на сторонах записаны числа ab, bc, ca, а в самом треугольни-
ке – число abc. По условию,

a + b + c + ab + bc + ca + abc = 1000.

В общих скобках стоит на-
туральное число, поэтому

3S  кратно 1S .
13. Так как треугольники
ABC и ADE (рис. 2) равно-
сторонние, то ∆AEC =  
= ∆ADB и CE = BD = BF.
Так как треугольники CBA
и CGE равносторонние, то
∆AEC =  ∆BGC и AE = 
= BG. Так как треугольни-
ки BAC и BHG равносто-
ронние, то ∆BGC =  ∆BHA

и BG = BH, AH = CG = CE. Так как треугольники BAC и
BDF равносторонние, то ∆ADB =  ∆CFB и AE = AD = CF.
Отсюда ∆AEC =  ∆ADB =  ∆BGC =  ∆BHA =  ∆CFB, AE = 
= CF = BH, AH = CE = BF. Поэтому ∆AEH = ∆CFE = 
= ∆BHF и EF = FH =  HE.
14. Рассмотрим такие четыре числа:

1 5 9 4 3 4 1
...

2 6 10 4 2 4 2

n n
x

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

- +
,

2 6 10 4 2 4 2
...

3 7 11 4 1 4 3

n n
y

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

- +
,

3 7 11 4 1 4 3
...

4 8 12 4 4 4

n n
z

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

+
,

4 8 12 4 4 4
...

5 9 13 4 1 4 5

n n
t

n n

+
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

+ +
.

Поскольку для любых натуральных чисел n и k, таких что

k > n, выполняется неравенство 
1 1

k n

k n
>

+ +
, то x < y < z <

< t. Значит,

4x x y z t< ◊ ◊ ◊ =

=
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 ... 4 1 4 2 4 3 4 4

2 3 4 ... 4 2 4 3 4 4 4 5

n n n n

n n n n

◊ ◊ ◊ ◊ ◊ + ◊ + ◊ + ◊ +
=

◊ ◊ ◊ ◊ + ◊ + ◊ + ◊ +
41

4 5
t

n
<

+ .

Эти неравенства будут выполняться, если взять, например,

натуральное число 
42005 5

4
n

-
= . Очевидно, при таком зна-

чении n неравенства из условия задачи также будут выпол-
няться.
15. а) Ответ: 16 полуладей. Пример на рисунке 3 показывает,
что такая расстановка возможна (стрелки указывают направ-
ления обстрела каждой полуладьи).
Докажем, что больше 16 полуладей расставить невозможно.
Допустим, имеется горизонталь, на которой находится не
меньше трех ладей. Заметим, что полуладья, стоящая в этой
горизонтали не крайней, непременно будет угрожать одной из
полуладей, стоящих на той же горизонтали. Поэтому на каж-
дой горизонтали может находиться не более двух полуладей,
и суммарное число полуладей не превышает 2 8 16¥ = .
б) Ответ: 14 полуладей. Пример на рисунке 4 показывает,
что такая расстановка возможна.

Докажем, что больше 14 полуладей расставить нельзя. Назо-
вем горизонтальной полуладьей такую полуладью, которая
обстреливает все поля горизонтали, в которой она находится,
и назовем вертикальной полуладьей такую полуладью, кото-
рая обстреливает все поля вертикали, в которой она находит-
ся. В одной горизонтали с горизонтальной полуладьей не мо-
жет находиться ни одной другой полуладьи. Поэтому на дос-
ке имеется не более 8 горизонтальных полуладей. При этом,
если горизонтальных полуладей ровно 8, то на доске не мо-
жет быть ни одной другой полуладьи (так как все горизонта-
ли «заняты»). Таким образом, если мы хотим расставить на
доске больше 8 полуладей, то горизонтальных полуладей
должно быть не больше 7. Аналогичным образом можно дока-
зать, что если на доске располо-
жено более 8 полуладей, то верти-
кальных полуладей имеется также
не больше 7.
в) Ответ: 10 почти ладей. Пример
на рисунке 5 показывает, что та-
кая расстановка возможна.
Докажем, что больше 10 почти ла-
дей расставить невозможно. Для
этого рассмотрим поля доски,
примыкающие к ее наружной гра-
нице. Каждое такое поле – квадрат, по крайней мере одна
сторона которого совпадает с наружной границей доски. На-
зовем такие стороны наружными отрезками. Всего на доске,
как видно, 8 4 32¥ =  наружных отрезка.
Пусть на доске расставлено несколько почти ладей так, что
каждая из них не угрожает другим почти ладьям. Тогда каж-
дая почти ладья угрожает какому-нибудь наружному отрезку.
Кроме того, каждый наружный отрезок может обстреливаться
не более чем одной почти ладьей. А так как каждая почти ла-
дья «стреляет» в трех направлениях, то количество почти ла-

дей не может превосходить 
32

10,666...
3

=

Рис. 6

Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5



Прибавим по 1 к обеим частям этого равенства и преобразуем
левую часть:

( ) ( ) ( ) ( )1 a b ab c ca bc abc+ + + + + + + =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1a b c bc a b c+ + + + = + + + .

Поскольку последнее выражение равно 1001 7 11 13= ◊ ◊ , а
каждое из чисел a, b, c нату-
ральное, то a + 1, b + 1, c + 1
суть числа 7, 11, 13, взятые в
некотором порядке. Поэтому
a, b, c – это различные числа
из множества {6, 10, 12}.
4. Неверно, см. рис. 7.
5. Пусть тумба находится в
точке Т, а лев движется вдоль

ломаной ТАВС (рис. 8). Продолжим АТ до пересечения с ок-
ружностью в точке D. Хорды AD и ВС симметричны относи-
тельно центра окружности. Следовательно, независимо от на-

чального положения точки
Т, лев пройдет через точку
М, симметричную точке Т
относительно центра ок-
ружности.

6. Докажем, что не удастся сделать числа в клетках таблицы
положительными и равными. Предположим, что это не так –
пусть все числа в таблице оказались равными положительно-
му числу а. Тогда было сделано 3а ходов. Рассмотрим крест
из пяти клеток (рис.9). Любой уголок занимает не менее
двух клеток креста и не более одной клетки вне креста. Сле-
довательно, при увеличении трех чисел на 1 сумма чисел в
клетках креста увеличивается по крайней мере на 1 больше,
чем сумма чисел в остальных клетках. Значит, после 3а хо-
дов сумма чисел в клетках креста будет отличаться от суммы
чисел в остальных клетках не менее чем на 3а, а должна от-
личаться на 5а – 4а = а.
7. Да, верно. Если в данном треугольнике есть сторона целой
длины, то разрезать можно, например, так, как показано на
рисунке 10,а.

Пусть таких сторон нет, и в данном треугольнике АВС сторо-
на АВ > 1. Отметим на стороне ВС такую точку D, чтобы
длина DC была целой, а BD < 1 (если ВС < 1, то будем счи-
тать, что D совпадает с С). Проведем окружность радиуса 1 с
центром в точке В (рис.10,б). Так как точка D лежит внутри
окружности, а точка А – вне ее, то окружность пересечет от-
резок AD в некоторой точке Е. Таким образом получим треу-
гольники АВЕ и BED со стороной ВЕ = 1 и, быть может, тре-
угольник ADC с целой стороной DC, к которому применимы

предыдущие рассужде-
ния.
8. Построим треуголь-
ник СРD, равный тре-
угольнику BQA, как по-
казано на рисунке 11.
Тогда AQ = DP,
AQ DP! , следователь-
но, AQPD – паралле-
лограмм. Так как DQP ADQ ABQ DCP– = – = – = – , то че-
тырехугольник QCPD – вписанный. Следовательно,

180CPD CQD BQA CQD+ – = – + – = ∞ .

9. Заметим, что делителями числа 2n являются все делители
числа n, а также все вдвое большие их числа. Для нечетных
n эти два множества делителей не пересекаются, т.е.

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3S n S n S n S n= + = . Если же n четно, то эти мно-
жества пересекаются, например по числу 2 (оно является од-
новременно делителем числа n и делителем числа 2n). Следо-
вательно, ( ) ( ) ( )2 2S n S n S n< + . Таким образом, равенство
выполняется только при нечетном n.
10. Выберем произвольное простое число р, большее 1001.
Докажем, что выигрышным является либо число р, либо чис-
ло р – 1. Если для n = р – 1 первый игрок имеет выигрыш-
ную стратегию, то задача решена. В противном случае выиг-
рышную стратегию имеет второй игрок. В этом случае выбе-
рем n = р. Первым ходом первый игрок вычеркивает одно
число р и оставляет второму игроку проигрышную позицию –
числа от 1 до р – 1. Следовательно, первый игрок имеет вы-
игрышную стратегию.
11. Очевидно, что из каждого квадратика 2 2¥  можно выре-
зать по уголку. На рисунке 12 приведен пример многоуголь-
ника, из которого нельзя вырезать больше. Докажем это. Бу-
дем говорить, что уголок
принадлежит квадрату,
если в этом квадрате ле-
жат две из его трех кле-
ток. Заметим, что ни одно-
му квадрату не может при-
надлежать более одного
уголка. Таким образом, уголков не больше, чем квадратов.
Поэтому, из многоугольника гарантированно можно вырезать
30 уголков.
12. Заметим, что

( ) ( ) ( )
2 22 22 0x y x y x y+ - + = - ≥ ,

поэтому

( ) ( ) ( )
22 22 1x y x y x y+ ≥ + ≥ ◊ + .

13. Пусть стороны коврика были равны n и kn, а его пло-
щадь равнялась 2kn . После перекраивания бульшая сторона

стала равной kn + p, значит, меньшая стала равной 
2kn

kn p+ .

Поскольку это тоже целое число, то 2kn  делится на kn + p.
Так как ( ) 2n kn p kn np+ = + , то и np делится на kn + p. По-
этому kn + p равно некоторому делителю d числа n, возмож-
но, умноженному на р. Так как kn делится на d, то и р де-
лится на d, т.е. d равно 1 или р, а kn + p равно 1, р или 2p .
Но kn + p больше р и поэтому равно 2p . Итак, длина Пети-
ного коврика стала равной 2p .

14. Ему это сделать не удастся. Имеем: l“rl“r =
1001 l“r= ◊ . Так как 1001 7 11 13= ◊ ◊  – число, в каноничес-

ком разложении которого нет квадратов простых чисел, то
2a  должно делиться на 2

1001 1000000 l“rl“r> > . Про-
тиворечие.
15. а) Полный квадрат с двумя или более одинаковыми пос-

Рис. 8 Рис. 9

Рис. 10

Рис. 12
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ледними цифрами может оканчиваться только на 44 или 00.

Таким образом, z = 4, поэтому 
 ( )2 1 1 10 4n

n

x y= ◊ +… . Пусть

4n ≥ . Разделим полученное равенство на 4: 
2

2

xК ˆ =Б ˜Л ≢

 ( )2
1 1 25 10 1

n

n

y-= ◊ ◊ ◊ +… . Правая часть при делении на 4 дает

остаток 3, но не существует целого числа, квадрат которого
при делении на 4 давал бы остаток 3. В этом случае решений
нет.
Если n = 3, то ( )2 111 1000 4x y= + . Поскольку 111 3 37= ◊ , а
слева стоит полный квадрат, то необходимо, чтобы 1000у + 4
делилось на 111. Отсюда следует, что у + 4 делится на 111, а
это невозможно, поскольку у – цифра. Итак, в этом случае
решений тоже нет.
Если n = 2, то ( )2 11 100 4x y= + . Число 100у + 4 делится на
11, откуда у = 7, тогда 88x = ± .
б) Значение t равно 0 или 4 (см. п. а)). Пусть t = 0, тогда

2u yyzz= , где 
10

x
u = . Применяя те же рассуждения, что и в

п. а), в этом случае получаем ответ ( ) ( ), , , 880, 7, 4, 0x y z t = ± .

Пусть t = 4, тогда ( )2 4 211 10 10 4x y z= ◊ + ◊ + . Так как число

в скобках делится на 11, то и y + z + 4 делится на 11. Отсю-
да либо y + z + 4 = 22, либо y + z + 4 = 11. В первом случае

y = z = 9, 2 999944x = . Но ( )
22 1000 1 999944x £ - <  – проти-

воречие. Во втором случае, заметив, что выражение
4 210 10 4y z◊ + ◊ +  делится на 11, поделим обе части равенства

( )2 4 211 10 10 4x y z= ◊ + ◊ +  на 121. Обозначив 
11

x
u =  и учи-

тывая, что z = 7 – у, получим 2 900 64u y= + . Несложно про-
верить, что не существует цифр 0y π  и натуральных u,
удовлетворяющих этому равенству.
16. Да, существуют. Заметим, что сумма натуральных чисел

от 1 до n равна треугольному числу 
( )1

2

n n +
. Также равна

треугольному числу и сумма чисел от 1 до n + 1. Выберем n
так, чтобы n + 1 было достаточно большим треугольным чис-

лом, например 
( )100 10010 10 1

1
2

n
+

+ = . Тогда искомыми треу-

гольными числами будут числа 
( )1

2

n n +
 и n + 1.

17. Для любых n. Возьмем, например, числа вида 10k , где
k = 0, 1, …, n – 1.
18. а) Если k = 0, то связанными являются соседние лампоч-
ки. Наибольшее количество лампочек, которые можно зажечь
таким способом, равно n – 2. Покажем, что большее количе-
ство лампочек зажечь не удастся. Предположим, что это не
так. Зафиксируем первый момент, когда удалось зажечь n – 1
лампочку. Обозначим последнюю не горящую лампочку через
А. Ясно, что в этом случае лампочка В, которая зажглась
последней, соседствует с А, потому что все остальные имеют
по два горящих соседа. Пусть, для определенности, В нахо-
дится справа от А. Когда она зажигалась, должна была погас-
нуть именно лампочка А, иначе должна была погаснуть лам-
почка справа от В, а она горит. Но это означает, что перед
включением лампочки В горела n – 1 лампочка, что противо-
речит выбору первого момента.
Покажем, как зажечь n – 2 лампочки. Пусть лампочки с но-
мерами 1, 2, …, k уже горят. Зажигаем лампочку k + 2 (при
этом ни одна из лампочек не погаснет). Далее зажигаем лам-
почку k + 1, а лампочку k + 2 гасим. После этих двух опера-
ций получаем цепочку 1, 2, …, k + 1, состоящую из горящих
лампочек. Эту процедуру можно продолжать, пока не будут
зажжены лампочки с номерами 1, 2, …, n – 2.
б) Решим задачу в общем случае для гирлянды из n лампо-

чек. Нам будет удобно нумеровать лампочки с нуля: 0, 1, …
..., n – 1. Будем двигаться вправо от нулевой лампочки по
связанным с ней. Мы отметим лампочки с номерами, кратны-
ми 12: 0, 12, 24, … Зафиксируем момент, когда впервые сно-
ва попадем в лампочку с номером 0. Выясним, сколько шагов
нам для этого потребуется. С одной стороны, мы идем шага-
ми длиной 12, с другой стороны, мы сделали целое число
оборотов по n. Ясно, что первый раз это случится, когда мы
пройдем расстояние ( )mnj 12, n . При этом будет отмечено

( )mnj 12,

12

n
m =  лампочек. Поскольку

( )
( )

mnj ,
mnd ,

ab
a b

a b
= ,

то

( ) ( )

12

mnd 12, 12 mnd 12,

n n
m

n n
= =

◊
.

Если в гирлянде остались неотмеченные лампочки, то берем
любую из них и аналогично получаем другую цепочку. Эта
цепочка не пересечется с первой и в ней тоже будет m лампо-
чек. Продолжим процесс разделения на цепочки, пока все
лампочки не будут исчерпаны. Всего цепочек будет

( )mnd 12,
n

n
m

= .

Поскольку лампочки в разных цепочках никак не могут по-
влиять друг на друга, а в одной цепочке связанные лампочки
становятся как бы соседними, то воспользуемся результатом
задачи п. а): в каждой цепочке длины m можно зажечь мак-
симум m – 2 лампочки. В итоге во всех цепочках можно за-

жечь максимум ( ) ( )2 2mnd 12,
n

m n n
m

- = -  лампочек. Пере-

брав значения n = 100, 99, 98, 97, получаем, что при n = 97
можно зажечь наибольшее количество – 95 лампочек (при

96n £  количество горящих лампочек заведомо не больше
n – 2 < 95).
19. Решим задачу в общем случае, когда в ( )n m+ -этажном
доме при нажатии одной кнопки лифт поднимается на m эта-
жей вверх, а при нажатии другой – опускается на n этажей
вниз. Покажем, что в этом случае наименьшее количество на-

жатий кнопок равно 
( )mnd ,

m n

m n

+
. Действительно, пронумеру-

ем этажи от 0 до n + m – 1 и расположим их на окружности,
т.е. будем считать, что вслед за ( )1n m+ - -м этажом по кругу
расположен 0-й этаж, и т.д. Заметим, что поездка на n эта-
жей «вниз» по такому кольцу – это все равно, что поездка на
m этажей «вверх». Поэтому можно считать, что мы движемся
все время в одном направлении шагами длины m. Применяя в
точности те же рассуждения, что и при решении задачи 18,
б), и учитывая, что ( ) ( )mnd , mnd ,m n m m n+ = , получаем
требуемый результат. Применительно к данным задачи отсю-

да следует ответ: 
( )

79 21
100

mnd 79, 21

+
= .

20. а) Упорядочим стороны треугольника: a b c≥ ≥ . На ри-
сунке 13,а показано разбиение для
случая a = b, на рисунке 13,б – для
случая a > b.

Рис. 14Рис. 13



б) Упорядочим углы треугольника: A B C– ≥ – ≥ – .
Пусть A B– = – . Тогда треугольник остроугольный, и центр
О описанной окружности лежит внутри него. Разрез можно
осуществить по трем радиусам описанной окружности, пока-
занным на рисунке 14.
Пусть A B– > – . Рассмотрим трехзвенную ломаную BDEA¢
с равными звеньями и проведем из точки A¢  прямую A C¢ ¢ ,
параллельную прямой АС (рис.15,а). Так как A B– > – , то
отрезок A C¢ ¢  не пересечет отрезок ED.

С помощью гомотетии переведем треугольник BA C¢ ¢  в треу-
гольник ВАС (рис.15,б). При этом преобразовании ломаная
BDEA¢  перейдет в ломаную 

1 1BD E A . Она разбивает треу-
гольник ВАС на три треугольника,
удовлетворяющих условию задачи.
в) Решение повторяет рассуждения
п. б). Для упорядоченных углов
A B C– ≥ – ≥ –  в случае A B– = –

разрез можно осуществить по трем
радиусам описанной окружности, по-
казанным на рисунке 16, а также по
отрезку ОЕ (СЕ = ОС).
В случае A B– > –  к построениям п.
б) добавляется построение отрезка

1CF BD=  (рис.17). Такой отрезок
построить возможно, поскольку

CF AB AC< £ . Покажем, что прямая CF непараллельна

1 1E D . Предположив противное, получим 1 1D E B CAB– = – ,
но треугольник 1 1E D B  равнобед-
ренный с основанием 1BE , отсюда

1 1B D E B CAB A– = – = – = – , что
противоречит предположению
A B– > – .

21. Заметим, что если в числе
больше 10 цифр, то в нем обяза-

тельно имеются повторяющиеся цифры и, согласно условию,
следующее число будет меньше его. Поэтому в последователь-
ности существует лишь конечное число членов, в которых ко-
личество цифр больше 10. Отбросим их, потому что они не
влияют на периодичность. С другой стороны, все числа пос-
ледовательности, очевидно, положительны. По принципу Ди-
рихле в бесконечной ограниченной последовательности обяза-
тельно найдутся два одинаковых числа. Поскольку каждый
член последовательности определяется только предыдущим
членом, то с момента первого повторения числа в дальнейшем
последовательность чисел начнет периодически повторяться.

Рис. 15

Рис. 16

Рис. 17

КАПРИЗНЫЕ ЧИСЛА

Парадокс Арно. Утверждение о соотношении величин числи-
теля и знаменателя нельзя распространять на неотрицатель-
ные числа.

Парадокс Валлиса. Неравенство 
1 1

1n n
<

+
 нельзя распрост-

ранять на все целые числа n.

КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Вопросы и задачи

1. Можно, если палочку снабдить ручкой из изолятора.
2. На пленке в процессе ее изготовления или во время разма-
тывания рулона возникает статический заряд. В присутствии

же влаги заряд с пленки «стекает».
3. Пламя зажженной свечи, помещенной между пластинами,
отклонится к отрицательно заряженной пластине, так как ча-
стицы сажи в пламени заряжены положительно.
4. Сила взаимодействия увеличит-
ся за счет зарядов, индуцирован-
ных на шарике.
5. Только часть силовых линий,
исходящих из заряда +q, заканчи-
ваются на индуцированных заря-
дах проводника.
6. Нет, не зарядится.
7. В случае разноименных заря-
дов.
8. Напряженность поля увеличит-
ся, потенциал уменьшится.
9. Нет, поскольку напряженность электрического поля оста-
нется ниже пробойного значения.
10. См. рис.18.
11. Нет, так как система заряд–человек изолирована от зем-
ли.
12. Нулю.
13. На остриях образуется настолько большая плотность за-
рядов, что окружающий воздух ионизируется, и заряды «сте-
кают» с острия.
14. Нет, у большего шара будет больший потенциал.
15. При заземлении тела опадут листочки обоих электроско-
пов (так как они регистрируют разность потенциалов между
телом и землей) – рисунок неверен.
16. Бульшая работа совершается во втором случае. Энергия
конденсатора в первом случае уменьшается, во втором – уве-
личивается.
17. Напряженность поля увеличится, так как поверхностная
плотность заряда на металлической пластине напротив диэ-
лектрика возрастет.
18. Энергия увеличится: а) в k раз; б) в 2n раз.

Микроопыт

Укрепив нейтральные шары на изолирующих подставках,
надо привести их в соприкосновение и поместить в поле заря-
женного шара, а затем разнять их. Шар, более близкий к за-
ряженному шару, приобретет отрицательный заряд, а более
дальний – положительный.

ДИЭЛЕКТРИКИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

1. 
( )

32,6 10 b ìE
d d hε

= = ◊
+ -

E
.

2. 
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ε ε
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-
=

E
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ε ε
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E
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Рис. 18

XIV  МЕЖДУНАРОДНАЯ   ОЛИМПИАДА
«ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЙ   МАРАФОН»

Письменный индивидуальный тур

Математика

1. Нет, ибо

    

1 1

11...1211...1 11...100...0 11...1
n n n nn+ +

= + ="#$  "#$
1 1

11...1 100...01
n n+ -

¥ .

2. 90∞ . Указание. Точка М лежит на окружности с центром
В и радиусом АВ.
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3. x = у = 2. Указание. Ясно, что 1x ≥ , 1y ≥ . Поскольку

1
2

x
x - ≥ и 1

2

y
y - ≥ , имеем 1 1x y y x xy- + - ≥ , при-

чем равенство возможно лишь при 1
2

y
y - =  и 1

2

x
x - = .

4. а) Можно; б) нельзя. Указание. Так как 1 + 2 + 3 +…
...+ 30 = 465, то на 6 групп с одинаковыми суммами числа
разбить нельзя, а на 5 можно. Для этого каждую из трех
групп 1, 2, …, 10; 11, 12, …, 20; 21, 22, …, 30 разбиваем на
5 пар с одинаковыми суммами, а затем полученные пары
объединяем в 5 групп по 6 чисел в каждой.

5. 
2l

h
. Указание. Пусть прямая AL пересекает описанную ок-

ружность треугольника АВС в точке N. Центр О этой окруж-
ности лежит на прямой MN, а четырехугольник NMAH – па-
раллелограмм ( NM AH! и NM = AH, так как ML = LH по
условию). Точка L – середина AN. Поэтому OL AN^ . В
прямоугольном треугольнике OLN гипотенуза ON = R, катет
NL = l, а NM = h – его проекция на ON. Поэтому 2l Rh= .
6. 2. Указание.

 2 2
3 4 3 3α α α α α- = - - = ( )

32 33 3 1 1α α α α- + - = - .

Аналогично преобразуйте и второе подкоренное выражение.
7. Нет. Пусть на плоскости даны N точек, D – наибольшее, а
d – наименьшее из расстояний между ними. Возьмем любую
из данных точек и построим круг с центром в этой точке. Все
остальные точки окажутся внутри или на границе этого кру-

га. Теперь рассмотрим круги радиусом 
2

d
 с центрами во всех

данных точках. Эти круги не перекрываются, и их суммарная

площадь равна 
2

4

Ndπ
. С другой стороны, все эти круги цели-

ком содержатся в круге радиусом 
2

d
D + , поэтому

22

4 2

Nd d
D

π
π
К ˆ< +Б ˜Л ≢ . Следовательно,

2 2

d N d
D< + ,   откуда  

1

2

D N

d

-
> .

Однако при N = 225, 21D £  и 3d ≥  полученное неравен-
ство не выполняется.

Физика

1. Запишем законы сохранения энергии и импульса для брус-
ка с грузом:

2 2 2

0 1 22 ,
2 2 2

mv mv Mv
mg l= ◊ + +   0 1 2,mv mv Mv= +

где 1v  и 2v  – скорости груза и бруска в момент времени,
когда груз находится в верхней точке. Если груз совершает
полный оборот вокруг точки подвеса, то нить натянута во
всех точках траектории. При минимальной начальной скорос-
ти натяжение в верхней точке обращается в ноль. Второй за-
кон Ньютона в этой точке запишем в системе отсчета, связан-
ной с бруском:

( )
2

1 2 ,
m v v

mg
l

-
=

так как именно в этой системе отсчета радиус кривизны тра-
ектории груза равен длине нити l. В системе отсчета, связан-
ной с землей, точка подвеса нити перемещается вместе с те-
лежкой, и груз движется по сложной траектории. Отметим,
что в рассматриваемый момент времени ускорение тележки
равно нулю, т.е. связанная с ней система отсчета является
инерциальной (сила инерции обращается в ноль). Выполнив
преобразования (выразив 1v  и 2v  из второго и третьего урав-

нений и подставив их в первое) получим

0
5 4

m
v gl

M

К ˆ= +Б ˜Л ≢
.

Замечание. Если вы знакомы с важным свойством системы
центра масс двух материальных точек, утверждающим, что
кинетическая энергия системы в этой системе отсчета выра-
жается через относительную скорость точек по формуле

( )
% % 2

1 21 2

*

1 2 2

v vm m
E

m m

-
=

+

(это утверждение несложно проверить «в лоб»), то можно ре-
шать эту задачу в системе центра масс:

2 2

0 %2…2 ,
2 2

mM v mM v
mg l

m M m M
= ◊ +

+ +
 

2

%2… .
v

mg m
l

=

2. Так как все точки облака движутся к центру не опережая
друг друга, то частица, находившаяся изначально на расстоя-
нии r от центра, все время притягивается к массе

34 3M rπρ= . Найдем время падения частицы с расстояния r
на центр (конечное расстояние до центра пренебрежимо мало
по сравнению с начальным, так как плотность возрастает на
много порядков). Заменим движение по прямой движением
по очень узкому эллипсу с большой осью r. В соответствии с
третьим законом Кеплера, период движения по такому эллип-
су равен периоду движения по окружности радиусом r/2, ко-
торый найдем из второго закона Ньютона:

( )
( )

2

2

2
2

2

mM
G m r

Tr

πК ˆ= Б ˜Л ≢ .

Выразив массу M через начальную плотность облака, найдем
время падения на центр:

61 3
10 ë,2.

2 2 8

T
t

G

π

ρ
= = ª

Обращаем внимание на то, что ответ не зависит от начального
положения частицы в облаке.
3. В системе отсчета, связанной с серединой нити, на каждый
из грузов действует сила инерции F ma= -

% %
, эквивалентная

силе тяжести с ускорением свободного падения 
%%

g a=¢ . Запи-
сав для движения в этом поле закон сохранения энергии:

2
2

l
ma Q= , найдем выделившееся количество теплоты:

Q  = mal.
Замечание. Утверждение о силе инерции следует из закона
сложения ускорений:

( )%2…
T m a a= +
% % %

,  откуда  ( ) %2…
T ma ma+ - =
% % %

.

4. Насыщенный пар находится в состоянии динамического
равновесия с жидкостью, т.е. число «прилипших» молекул
равно числу испарившихся. Разумно предположить, что про-
цесс испарения не зависит от наличия пара над поверхнос-
тью, а определяется только температурой жидкости. Тогда
масса жидкости, испарившейся за время t с поверхности жид-
кости площадью S, равна

C!,ë ,“C "

h
m m S t

t

∆
ρ

∆
= = ,

где h t∆ ∆  – скорость понижения уровня в условиях низкой
влажности. Для оценки массы молекул насыщенного пара,
упавших за это же время на поверхность, предположим, что
1/6 часть молекул летит в сторону жидкости и что все моле-
кулы имеют одинаковую среднюю скорость v. За время t по-
верхности достигнет 1/6 массы пара, находящегося в цилин-
дре объемом Svt:

C=ä C

1

6
m Svtρ= .



Для оценки средней скорости возьмем значение средней квад-

ратичной скорости: 
3

M

RT
v = , а плотность пара выразим че-

рез давление: C

Mp

RT
ρ = . Подставляя численные значения, по-

лучим 
C!,ë " "

C=ä C

6
6 0,02

3

m h h RT

m v t p t

ρ ρ∆ ∆

ρ ∆ ∆ Μ
= = ª .

5. Теплоемкость газа тем выше, чем ближе процесс к изотер-
мическому. Поскольку молярная теплоемкость в данном про-
цессе во много раз (почти на три порядка) больше R, сделаем
оценку полученного количества теплоты, считая T = const.
Получим

2 2

1 1

V V

V V

RT
Q A p dV dV

V
= = = =Ъ Ъ 2

1

ln 4000 d›
V

RT
V

ª .

Изменение температуры равно

0,8 j
Q

T
C

∆ = ª .

При таком T∆  изменение внутренней энергии, которым мы
пренебрегли при расчете тепла, составляет 10–20 Дж (в зави-
симости от типа газа), т.е. вносит поправку всего лишь в
доли процента.
6. Запишем условие равновесия шариков после нанесения на
них зарядов:

( )
( )

2

2

0

1
3

4 3

q
k l l

lπε
- = .

При изменении расстояния между шариками на малую вели-
чину x (от 3l до 3l + x) сила взаимодействия изменится на

3C! .ë
F F F∆ ∆ ∆= + =

( ) ( )

2 2

2 2

0

1

4 3 3

q q
kx

l x lπε

К ˆ
- + - ªБ ˜

+Л ≢

( ) ( )

2 2

4 2

00

6 1 2

4 34 3 3

q lx q x
kx kx

ll lπεπε

◊
ª - - = - - =

4 7

3 3
kx kx kx- - = -

(при упрощении использована первая формула). Возникаю-
щая при малом смещении из положения равновесия возвра-
щающая сила эквивалентна силе упругости пружины с жест-

костью 
7

3
k . Следовательно, частота колебаний возрастет в

7

3
 раз.

7. Проволочка предохранителя перегорает при достижении
температуры плавления. Предположим, что нагревание про-
исходит достаточно медленно, т.е. в каждый момент времени
мощность выделенного током тепла равна мощности отдачи
тепла в окружающую среду, которая пропорциональна разно-
сти температур и площади поверхности:

( )
2

Cë
,

U
T T S

R
α= -  ( )Cë2 4

l
U T T ld

d
ρ α π

π
= - .

Отсюда

2 2 1

1 1 2

3
2,12,

2

U l d

U l d
= = =    U2 = 636 В.

Устный командный тур

Математика

1. Доля голубоглазых среди блондинов больше.
2. Это основание высоты, опущенной на гипотенузу.

3. Можно: ( ) ( ) ( )
2 2 2

4 2 2 23 1 1a a a a a a+ = - + + + - .

4. 90∞ . Указание. Точка D – ортоцентр треугольника АВС.
5. 5. Указание. Пусть m – возраст младшего. Докажите, что

одно из чисел m, m + 2, m + 6, m + 8, m + 12 и m + 14 делит-
ся на 5.
6. Да. Это вершины правильного пятиугольника и его центр.
7. 41 . Указание. Так как

2 26 13 14 58x x x x- + + - + = ( ) ( )
2 22 23 2 7 3x x- + + - + ,

данная функция равна сумме расстояний от точки (x; 0) до
точек (3; 2) и (7; 3) соответственно. Наименьшее значение
этой суммы равно расстоянию от точки (3; –2) до точки
(7; 3).
8. 3. Пусть a – первая цифра десятичных записей чисел 2n  и
5n . Тогда

( )10 2 1 10k n ka a◊ < < + ◊ , ( )10 5 1 10l n la a◊ < < + ◊ .

Перемножив эти неравенства, получим

( )
22 10 10 1 10k l n k la a+ +◊ < < + ◊ ,  т.е.  ( )

22 10 1n k la a- -< < + .

Поскольку а – цифра, это возможно лишь при а = 3, n – k –
– l = 1.
9. 12.

10. 
2

a b+
. Указание. Пусть M и N – середины сторон AB и

DC соответственно. Четырехугольник KMEN – параллелог-

рамм, площадь которого равна 
1

2
ABCDS . Треугольники KAE

и KNE, а также KME и KDE равновелики. Поэтому
AB EK CD! ! .
11. 50 мин. Указание. Человек встретил машину за 10 минут
до прибытия поезда, на котором он обычно приезжал.
12. 2 решения. Очевидно решение x = y = z = 0. Далее, пусть
x < 0 , y < 0, z < 0 и (для определенности) 0x y z£ £ < .

Тогда  2 2 2x y z≥ ≥  и 4 4 4x y z≥ ≥ . При этом
2 4 2 4 0x y z z x y+ + £ + + = .

Поэтому если не все числа x, y, z равны между собой, то
2 4 0x y z+ + < . Итак,

x = y = z < 0.

Уравнение же

4 2
0x x x+ + = ,   т.е. (при 0x π ) 3

1 0x x+ + = ,

имеет единственный отрицательный корень.

Физика

1. Надо определить, на какой максимальной высоте h (отсчи-
тывая от основания) следует приложить к бруску горизон-
тальную силу, перпендикулярную боковой грани, чтобы бру-
сок скользил, а не опрокидывался. Тогда ( )2a hµ = , где a –
длина ребра, параллельного приложенной силе.
2. Описанное положение неустойчиво по отношению к пово-
роту. Конькобежца развернет, и он поедет пятками вперед.
3. Уровень воды будет выше в лодке (с учетом толщины бор-
тов площадь внешнего сечения больше, чем внутреннего).
4. Скорость нарастания объема постоянна:

24 const
V R

R
t t

∆ ∆
π

∆ ∆
= = .

Объем должен увеличиться в 8 раз, что произойдет через 7
месяцев.
5. При увеличении температуры стенок давление возрастет,
так как средняя скорость молекул после удара о стенку ста-
нет больше, и переданный импульс увеличится.
6. Давление пара при 100 °С равно 1 атм, и полное давление
внутри трубки будет больше внешнего на величину давления
воздуха в трубке. Уровень воды в трубке всегда будет ниже.
7. Надо тяжелым предметом резко ударить по внутренней по-
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верхности кольца в горизонтальном направлении. При ударе
кольцо будет деформироваться так, что его вертикальный
размер уменьшится, и оно вылетит, не успев сообщить цилин-
дру горизонтальный импульс.
8. Можно. Первый шаг: взять часть холодной воды, напри-
мер половину, и привести ее в тепловой контакт с горячей во-
дой (без перемешивания). Второй шаг: привести горячую
воду в тепловой контакт со второй половиной холодной воды.
Третий шаг: смешать две половины холодной воды.
9. Период не изменится, поскольку кулоновская сила направ-
лена вдоль нити и не дает вклада в возвращающую силу.
10. Поскольку предельный угол полного внутреннего отраже-
ния меньше 45°, вошедшие через верхнюю грань лучи не вый-
дут через боковую поверхность, и паук не увидит муху.

История научных идей

и открытий

Математика

1. Например: Паскаль, Декарт,
Ферма, Валлис, Грегори, Броун-
кер. С некоторой натяжкой Нью-
тон и Лейбниц.
2. Нет, ибо

4 4 2 21 2 1 2x x x x+ = + + - =

= ( ) ( )2 22 1 2 1x x x x- + + + .

3. 2 3 5+ + .
4. Доказательство легко следует
из рисунка 19.

5. 
2

8

π
. Пусть

( )
2 2

1 1
1 ... ...

3 2 1
S

n
= + + + +

+
Тогда

2 2

2 2 2

1 1 1 1
1 ... ...

6 4 62 3
S

n

π π
= + + + + + = + ◊ .

Отсюда 
2

8
S

π
= .

Физика

1. 1) Эфир. 2) Сиять, сияние. 3) Аристотель, IV век до н.э.
4) «Пятая сущность»; поскольку Аристотель добавил ее к че-
тырем ранее принятым элементам мира: огонь, вода, воздух,
земля. 5) А.Эйнштейн, 1905 год (СТО отменила эфир за не-
надобностью).
2. 1) III век до н.э. 2) Эратосфен. 3) Арабская Республика
Египет. 4) Высота отвесного шеста, врытого в землю, величи-
на тени от шеста, время измерений в Александрии и Асуане;
линейка и часы. 5) Базовое расстояние от Александрии до
Асуана.
3. 1) Альберт Эйнштейн. 2) Точные угловые координаты по-
ложения звезд около солнечного диска, закрытого Луной.
3) Измерения подтвердили величину отклонения лучей света
полем тяготения Солнца, предсказываемую ОТО. 4) Ано-
мальная прецессия орбиты Меркурия (бульшая величина пре-
цессии по сравнению с предсказываемой ньютоновской теори-
ей тяготения) и красное смещение спектров, испущенных мас-
сивными небесными объектами, добавочное к доплеровскому
смещению. 5) ОТО имеет научно-познавательное значение, а
также используется для точности расчетов движения спутни-
ков и ракет в околоземном пространстве.
4. 1) Энрико Ферми, 1934 год, Нобелевская премия 1938
года. 2) Отто Ган и Фриц Штрассман, 1938 год, О.Ган —

Нобелевская премия по химии 1944 года. 3) США, Чикаго,
1942 год. 4) СССР, Обнинск, 1954 год. 5) Франция.
5. 1) Нильс Бор. 2) Копенгаген (Дания), Мальме и Сток-
гольм (Швеция), Северная Шотландия, Лондон (Англия),
Нью-Йорк и Лос-Аламос (США). 3) Октябрь-декабрь 1943
года. 4) Бегство из Дании, захваченной Гитлером, и необхо-
димость помочь созданию ядерного оружия в США. 5) Кван-
товая теория атома водорода (1913 г.); теория электронных
оболочек и первое приближенное обоснование периодической
системы элементов (1923 г.); принцип дополнительности
(1927 г.); первая теория атомного ядра (1936 г.); первая тео-
рия деления ядер (1939 г.).

Рис. 19

ВСЕРОССИЙСКАЯ СТУДЕНЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА
ПО ФИЗИКЕ
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3. x
3

Lv
v

Rπ
= , где 

GM
v

R
=  – скорость космического кораб-

ля на орбите.

4. 
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