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6 (О.Гольберг). Заме-
тим, что окружности не
пересекаются и (посколь-
ку sin x x<  при x > 0)

1

i jOO
 меньше радианной

меры угла i jKOO (рис.2),
где iO K  и iO L  – каса-
тельные к окружности jΓ .

Будем обозначать через ijV  угол iKO L, через ijW  –

объединение ijV  с вертикальным ему углом, через ( )ijVΦ  –

радианную меру угла ijV , ( ) ( )2ij ijW VΦ Φ= . Тогда 
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Рассмотрим выпуклую оболочку центров данных окруж-
ностей. При этом три центра не могут лежать на одной
прямой, так как в противном случае проходящая через них
прямая пересекает три окружности. Следовательно, в вы-
пуклой оболочке k вершин, где 3k ³ . Обозначим через

1 2, , , kP P PK  вершины выпуклой оболочки по порядку, на-
пример, по часовой стрелке, 1, ,k nQ Q+ K  – вершины, не
вошедшие в выпуклую оболочку. Пусть { }1, ,R k= K ,

{ }1, ,S k n= + K .
Предположим, что S не пусто, т.е. k< n. Выберем произ-

вольно l SО . Углы ljW , j l№ , пересекаются только в
вершине lQ , так как в противном случае прямая, проходя-
щая через lQ  и общую точку этих углов, пересекает три
окружности. Поэтому
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Сложив эти неравенства по всем l SО , получим
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Выберем теперь про-
извольно l RО . Рас-
смотрим углы ljV , j l№ .
Они все лежат в угле,
образованном касатель-
ными из lP  к окружно-
стям с центрами 1lP -  и

1lP +  (здесь и далее

0 kP P= , 1 1kP P+ = ), ле-

жащими вне выпуклой

оболочки (рис.3). По-

этому если обозначить углы 1 1l l lP PP- + , l RО , через lα , то
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Сложив эти неравенства по всем l RО  и воспользовавшись
равенством
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получаем
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Оценим первую из сумм. Проведем общие внутренние каса-

тельные к окружностям с центрами 1 1, ,l l lP P P- + , как показа-
но на рисунке 4. Пусть они пересекаются в точке W и
пересекают отрезки 1l lPP -  и 1l lPP +  в точках V и U соответ-
ственно. Тогда UWV πР < , так как если UWV πР ³ , то
найдется прямая, пересекающая все три окружности с цен-
трами 1,l lP P-  и 1lP +  (рис.5). Итак, получаем, что

l l lWVP PUW α πР + Р + < ,
т.е.

l l lWVP WUP π αР + Р < - .

Из равенства радиусов окружностей следует, что V –
середина отрезка 1l lPP - , поэтому
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Сложив эти неравенства по всем l RО , получаем

1

1
2

2
l

l ll R l R
PP

π α
π

-О О

-
< =е е , так как ( )

1

2
k

l
l

kα π
=

= -е .

Итак,
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Сложив неравенства (1), (2) и (3), получаем

1; , , 1; ,

1 1 1 1
2 2 2 2

i j i j i j i ii j i j S i S j R j i i j R i R
QQ Q P PP PP -№ О О О № ± О О

+ + + £е е е е

≤  
( ) ( )

( )
2

1
2 2 2 2

k n k
n

π ππ π- -
+ + = - .

Но сумма в левой части есть 
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